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J  ':is  hier  ersclioiiiondo  Werk  ül)or  Uieoretischc  Astrutioinio  flicht  den  Gang 
uiiil  lulüilt  von  Vorlesungen  wieder,  welclio  der  Verfasser  iil)er  Hal>nbestiiununi;^en  ein 
um  das  andere  Semester  an  liie^iger  Universität  zu  halten  pHegt.  Diesem  Ursprünge 
entspricht  sowohl  die  gewühlte  Kintheilung,  als  auch  die  übrige  Behandlungsweise  des 
Stoffes.  Es  ist  dabei  nicht  so  sehr  darauf  abgesehen,  die  Rechuungsformeln  specieller 
Methoden  derart  zu  entwickeln,  dass  auch  der  Anfänger  vollkommene  Ueberzeugung 
von  der  Uiehtigkeit  derselben  erlangt,  und  für  sich  die  bestimmte  gewühlte  Eutwicke- 
lung  zu  rei)roduciren  vermag,  als  vielmehr  eine  recht  vielseitige  Einsicht  in  das  Wesen 
dieser  Kechnuugen  und  einen  höheren  Grad  von  Selbststündigkeit  zu  geben,  als  der 
Anfünger  durch  das  Studium  einer  speciellen  Methode  erlangen  wird.  Zu  dem 
/wecke  schien  es  unerlüsslich,  hüufig  ein  und  dasselbe  Thema  mit  verschiedenen  Varia- 
tionen zu  behandeln,  wobei  denn  freilich  die  Einheit  der  Darstellung  nicht  in  gleichem 
Grade  zu  bewahren  ist,  als  wenn  man  sich  die  Entwickelung  einer  bestimmten  Methode 
zum  Ziele  setzt.  Dass  dabei  häufig,  ja  meistens,  die  einfachste  Behandlungsweise  eines 
Problems  nicht  vorangestellt  ist,  sondern  ziemlich  zuletzt  kommt,  entspricht  der  be- 
kannten Erfahrung,  dass  in  der  Regel  das  Einfachste  nicht  zuerst  gefunden  wird,  weil 
die  .Vugen  erst  im  Erspühen  der  zugänglichsten  Seiten  eines  Problems  geübt  sein 
müssen.  Beispielsweise  wird  in  der  Abtheilung  IV,  welche  die  Perechnung  einer  elli])- 
tischen  Bahn  zum  Gegenstande  hat,  eine  sehr  einfache  Art  gezeigt,  aus  den  Grund- 
gleichungen der  .\ufgabe  je  zwei  beliebige  Distanzen  von  der  Erde  zu  eliminiren,  ein 
Verfahren,  welches  seine  grosse  Einfachheit  und  Uebersichtlichkeit  dem  Umstände 
verdankt,  dass  es  unmittelbar  aus  den  Grundbegriffen  der  geometrischen  und  der 
heliocentrischen  Coordinaten  sich  ableitet,  im  Gegensatze  zu  anderen  Verfahren,  wobei 
die  Elimin.ation  das  Resultat  einer  mehrgliedrigen  Entwiikelung  ist.  Dennoch  erschien 
es  dem  Verfasser  nicht  zw^ockmüssig,  in  einem  für  Anfänger  bestimmten  Buche  jenes 
Verfahren  an  die  Spitze  der  Abtheilung  zu  stellen. 

Die  vor  nicht  langer  Zeit  erschienenen  vortrefflichen  Werke  von  W  a  t  s  o  n 
(Theoretical  astronomy)  und  von  Oppolzer  (Lehrbuch  der  Bahnbestimmuug  der 
Kometen  und  Planeten),  das  erstcre  die  vornehmsten  bekannten  Methoden,  mit  Vor- 
anstellung des  Gravitationsgesetzes,  entwickelnd,  das  andere  auch  mit  neuen  Methoden 
des  Verfassers  bekannt  machend,  haben  bei  diesem  Werke  sehr  wenig  benutzt  werden 
können,  da  das  Manuscript,  als  jene  Werke  dem  Verfasser  zur  Hand  kamen,  schon  zu 
weit  vorgerückt  war. 
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Nach  dem  Beispiele  des  Oppolzer' sehen  Werkes  hat  Verfasser  aiich  den 
Meteoritenbahnen  einen  kleinen  Abschnitt  widmen  zu  müssen  geglaubt,  noch  mehr 
aber  den  so  wichtigen  Untersuchungen  über  Doppelsterubahnen ,  welche  bis  jetzt  in 
keinem  Lelirbuche  hinreichende  Berücksichtigung  gefunden  zu  haben  scheinen. 

Wegen  einer  sonst  nicht  zu  vermeidenden  und  allzu  beträchtlichen  Ueber- 
schreitung  des  lu-siirüuglich  für  dieses  Werk  bestimmten  Umfanges  musste  auf  den 
Druck  sechsstelliger  Barker'scher  Tafeln,  sowie  einiger  anderer  im  Texte  erwähnter 
Tafeln,  Verzicht  geleistet  werden;  diese  Unvollständigkeit  dürfte  sich  indessen  schwer- 
lich sehr  fühlbar  machen. 

Göttiugeu,  im  August  1870. 

W.  Kli  ukerf  ues. 


VORWORT  ZL Tv  ZWEITEN  AI  FLA(.E. 


r>ci  Uelicnuilimo  vorliru'oiulcr  Neul)oarlii>ituii;(  drr  tlicim-tisclion  Astronomie 
VDU  Kliukrrf  ut's  liiolt  iili  es  für  iinbcilingtes  Erforderiiiss,  das  Werk  da  zu  vcräiidem 
oder  zu  orwcitcrn,  wo  es  vorhandene  Mängel  desselben  oder  der  Fortschritt  der  Wissen- 
schaft als  unerlässlich  erscheinen  Hessen,  dies  um  so  mehr,  als  die  beiden,  dasselbe 
liebiet  der  Astronomie  weit  ausführlicher  behandelnden  Werke  von  Watson  und  von 
OpiHilzer,  im  Budihandel  vergriffen  sind. 

Zunächst  schien  mir  der  erste,  die  allgemeinen  Grundlagen  behandelnde  Tlieil 
des  Klinkerfues'schen  Werkes  nidit  zureicliend.  Denn  unter  den  von  Klinkerfues 
auf  den  ei-sten  42  Seiten  beliaudelten  allgemeinen  Problemen,  denen  Oppolzer  nicht 
wcniner  als  266  Seiten  grossen  Formates  in  seiner  Hahnrecliuung  widmet,  fehlt  eine 
Anzahl  gerade  der  wichtigsten  und  zum  Tlicil  aucli  scliwierigeren  Probleme  völlig  oder 
doch  so  gut  wie  vollständig.  So  die  Parallaxe,  die  Aberration,  das  Problem  der  Be- 
wegung der  Aequinoctien,  ferner  die  Interpolation.  Endlich  ist  die  allgemeine  Basis 
des  ganzen  Folgenden,  die  Kepler'sche  Bewegung,  welche  AVatson  und  Oppolzer 
eingehender  theoretischer  Beliandlung  für  werth  erachtet  haben,  nicht  aus  dem  (ira- 
vitationsgesetz  entwickelt,  sondern  kaum  in  den  Pesultaten  zusammengestellt. 

Die  folgenden  Partien  von  Klinkerfues'  Darstellung  liingcgen  bilden  ein 
Ganzes  von  bleibendem  Werth  und  es  dürfte  überflüssig  sein,  nociimals  die  sciilichte 
Klarlieit  und  geistreich  am'egende  Form  der  Klinkerfues'sdien  .\usfülu'ungen  hervor- 
zuheben. 

Von  vornherein  zieht  sich  indessen  Klinkerfues  gewisse  Grenzen,  indem  er 
sich  in  seinem  Buche  auf  die  „vorläufigen  Bahnen"  beschränkt,  die  mechanische 
(Quadratur  und  die  speciellen  Störungen  liingegen  vom  Kreise  seiner  Daretellungen 
.lusschliesst.  Die  Aufgabe  der  Balinrechnung  ei-scliöpft  er  somit  nicht  vollständig, 
indem  er  den  letzten  Schritt,  tlie  Bestimmung  „definitiver  Bahnen",  nicht  aus- 
fiilirt,  eine  Aufgabe,  welcher  Watson  und  Oji[iolzer  einen  so  grossen  Theil  ilirer 
Werke  gewidmet  haben. 

Wäiircnd  indess  diese  stoffliche  Selbstbeschränkung  keinen  Mangel  des  Klinker- 
fues'schen Buches  an  sich  bezeichnet,  sondern  ihm  nur  den  (.'harakter  eines  erschöpfenden, 
umfassenderen  Werken  gegenüber  selbstständigen  Ganzen  ninuut,  macht  sich  in  anderer 
Beziehung  eine  wirkliche  Lücke  fühlbar.  Es  ist  dies  das  gänzliche  Fehlen  von  Zahlen- 
tafeln, die  zur  Berechnung  von  Bahnen  neu  entdeckter  Kometen  ein  unbeilingtes 
Erforderuiäs  liildcn,  der  grossen  .Vi'beitsei-sparuiss  wegen,  die  sie  gewähren. 


—      Vlll      — 

Endlicli  hielt  ich  es  für  wünschenswerth,  die  neue,  zu  Ende  der  achtziger  Jahre 
veröffentlichte  Gibbs'sche  Vectorenmethode  zur  Bestimmung  einer  elliptischen  Bahn 
aus  drei  vollständigen  Beobachtungen,  sowie  die  von  Professor  Seeliger  in  einem  funda- 
mentalen Aufsatze  niedergelegten  modernen  Anschauungen  über  Doj^pelsterubahnen, 
aufzunehmen.  — 

Angesichts  der  beschi-änkten  Zeit,  die  mir  zu  diesen  umfangi-eichen  Arbeiten 
zii  Gebote  stand,  schätzte  ich  mich  glücklich,  meinen  Freund  Herrn  Dr.  Ebert  zur-  Dar- 
stellung folgender  Capitel  zu  gewinnen:  In  Abtheilung  I:  Zu  den  werthvoUen  Aus- 
fülu-ungen:  „I'eber  nahezu  pai-abolische  Bahnen"  (7),  ferner:  „Allgemeine  Bemerkungen 
über  Interpolation  und  Ephemeridenberechnung",  Theil  A  (11 '),  sowie  schliesslich:  „Voll- 
ständiges Beispiel  zum  Vergleich  einer  Beobachtung  mit  einem  Elementensystem"  (15). 
Weiterhin  zur-  Abfassung  der  allgemeinen  Bemerkungen  sowie  des  zweiten  Rechenbei- 
spieles zu  Eucke's  Originaldarstellung  seiner  Methode  der  speciellen  Störungen  (97), 
mit  der  „die  allgemeinen  Bemerkungen  über  Bestimmung  definitiver  Bahnen"  ent- 
haltenden Einleitung  (96),  sowie  schliesslich  zur  Darstellung  der  Vorlesungen  101  bis 
103  incl.  und  110  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  die  eine  besonders  wichtige 
Acquisition  füi-  das  Klinkerfues'sche  Buch  bilden  dürften,  an  deren  Stelle  die  Vor- 
lesungen 9.3  bis  95  incl.  sowie  102  bis  105  incl.  der  alten  Auflage  füglich  ganz  fortfielen. 

Ausserdem  bin  ich  Herrn  Professor  Brendel  und  ebenso  Hen-n  Dr.  Ebert 
noch  persönlich  zu  grösstem  Danke  verpflichtet,  da  sie  die  Freundlichkeit  hatten,  beim 
Correcturenlesen  einiger  Capitel  mich  zu  unterstützen  tmd  mir  dabei  noch  einige 
kritische  Winke  zu  geben.  — ■ 

Was  die  Disposition  und  Ausfühmng  der  ersten  von  mir  neu  geschiiebenen 
Abtheilung  betrifft,  für-  die  ich  den  alten  Klinkerfues'schen  Darstellungen  nur  die 
geometrische  Ableitung  und  numeiische  Auflösung  der  Kepler'schen  Gleichung,  sowie 
die  Behandlung  des  Lambert'schen  Theorems  entnommen  habe,  so  schien  mir  die- 
selbe, Tun  hier  nur  das  Wesentliche  anzudeuten,  sich  am  natürlichsten  in  folgender 
Weise  zu  gestalten. 

An  die  Spitze  habe  ich  das  allgemeine  Problem  der  planetarischen  Bewegung 
gestellt,  so  wie  diese  wirklich  stattfindet,  und  erst  hierauf  die  Specialish-ung  eingeführt, 
welche  die  Grundlage  des  folgenden,  die  Kepler' sehe  Bewegung,  ergiebt.  Dabei  habe 
ich  diese  letztere  indess  als  Specialfall  der  allgemeinen  Centralbewegung  behandelt, 
weil  mh'  dieser  Weg  methodisch  den  Vorzug  zu  verdienen  schien.  In  diese  Dar- 
stellungen reiht  sich  die  Behandlung  der  Bahnelemente  natm-gemäss  ein,  da  dieselben 
die  Integrationsconstanten  der  Kepler'schen  Bewegung  sind.  Diese  letztere  ist  dann 
der  Reihe  nach  für  die  Ellipse,  die  Parabel  und  die  Hyperbel  separat  behandelt. 

Beim  Capitel  der  Parallaxe  habe  ich  ausser  den  Originaldarstellungen  noch  die 
geistvolle  Behandlung  dieses  Gegenstandes  von  Herrn  Professor  Bauschinger  mit  dessen 
freundlicher  Erlaubniss  benutzt,  wofür  ich  ihm   meinen  verbindlichsten  Dank  abstatte. 

Bezüglich  der  Präcession,  an  deren  Stelle  ich  zusammenhängend  gleich  voll- 
ständiger die  Bewegung  der  Erdachse  im  Erdinneren  und  im  Räume  behandelt  vmd  die 
Beziehung  der  letzteren  zur-  Bahnrechnung  dargestellt  habe,  seien  einige  Bemerkungen 


')  Die  im  Anscliluss  gegebene  Encke'sclie  Darstellung  ist  dem  Berliuei-  Jahrbucli  für  1837 
entnommen.  — 
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gestattet.  Streng  gonoiniiH'ii  ist  das  I'niMcm  frcilidi  ein  soIcIiob  iIit  Mcclianik  des 
llininii'ls.  ()|i|)ol/i'r  tlurfte,  wi-il  er  die  unifasscndstcn  nnmoriBchcn  Ausfülmingen  der 
Thi-oric  gegeben,  diese,  siunnit  deren  niiniorisehen  Krgebiiisson,  <lic  cino  ho  unniitt«lbare 
Holle  in  der  liahnrochnung  spielen,  sehr  wohl  in  dieser  niittlieilen.  Ich  halu;  diese 
Aufgabe,  der  Oppolzer  14G  Seiten  widmet,  auf  90  Seiten  theoretisch  von  Grund 
ans,  numerisch  nur  insoweit  es  die  Anwendungen  erfordern  können,  zu  behandeln  den 
Vei-such  gennuiit.  Diese  immerhin  aiisführlitliere  I)ai>tellung  eines  an  sich  nicht 
dirett  in  die  Hahnreclinung  gehiirentlen  (iegenstandcs  habe  ich  an  Stelle  einiger 
kurzer  Ilemerkungen,  die  sich  auf  das  IJesultat  dieser  liüchst  coniplicirton  Theorie 
l)e»chränken,  in  der  Neubearbeitung  von  Klinkerfiies'  theoretischer  Astronomie 
gegeben.  Denn  ich  hielt  es  dem  wissenschaftlichen  licdiirfniss  für  entsj)rechonder, 
wenn  auch  derjenige,  welciier  zum  Studium  von  Lagrange's  und  Laplace's 
Werken  nicht  (ielegenheit  findet,  dennoch  eine  Vorstellung  von  diesem  mathematisch 
am  vollkommensten  gelösten  Probleme  der  höheren  Astronomie  bekommt,  ohne  bloss 
mechanisch  allein  nach  dessen  Schlussfoi-meln  zu  rechnen.  Auch  dürfte  dieser  Schritt 
durchaus  im  (ieisto  des  Klinkerfues'schen  liuches  sein,  dessen  grosser  Vorzug  es  ist, 
nicht  bloss  eine  mechanische  Ilechnersciiule  grosszuziehen ,  sondern  sclbstständige 
wissenschaftliche  Thätigkeit  zu  fördern. 

Im  zweiten  der  drei  Theile,  in  denen  ich  die  „Theorie  der  Bewegung  der 
Erdachse  und  ihre  Anwendung  in  der  ISahnrechnung"  behandelt  habe,  bin  ich  bei  der 
analytischen  Entwickelung  den  classischen  Darstellungen  meines  verehrten  Lehrers, 
Herrn  Professor  Hugo  Seeliger,  über  diesen  Gegenstand  mit  seiner  gütigen  Erlaubniss 
gefolgt,  wofür  ich  ihm  meinen  wärmsten  Dank  ausspreche. 

Im  einleitenden  Theile  zur  Theorie  der  Bewegung  der  Erdachse  habe  ich  den 
originellen  Beweis  der  Eul  er 'sehen  Gleichungen  in  der  Weise  gegeben,  wie  ich  ihn 
durch  Herrn  Professor  Boltzmann  kennen  gelernt  habe.  .\uch  bei  Behandlung  des 
Tiügheitsmomentes,  sowie  an  einzelnen  Stellen  in  der  translatorischen  Bewegung  habe  ich, 
wenn  auch  in  anderem  Zusammenhange,  au  seine  Vorlesung  über  Mechanik  vom  Winter- 
semester IM  1)2  angeknüpft,  die  jetzt  in  dem  bekannten  Buche:  „Vorlesungen  über  die 
Principe  der  Mechanik",  gedruckt  vorliegt  Ich  kann  mir  nicht  versagen,  auch  ihm, 
dem  ich  so  sehr  verpflichtet  bin,  an  dieser  Stelle  meinen  aufrichtigsten  Dank  aus- 
zusprechen. — 

Von  Abschnitt  II  des  Klinkerfues'schen  Buches  ab,  mit  dem  die  eigentliche 
Bahnrechnung  beginnt,  ist  dasselbe  in  seinem  ganzen  Umfange  so  gut  wie  vollständig 
erhalten  geblieben  mit  Ausnahme  der  abgeänderten  Vorlesungen  in  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate.  Nur  habe  ich  im  Verlaufe  der  Darstellung  die  zuvor  erwähnten 
Erweiterungen  eingefügt.  In  Betreff  der  Gibbs' sehen  Vectorenmethode  verdanke  ich 
Herrn  Professor  Gibbs  eine  Reihe  werthvoller  brieflicher  Mittlieilungen.  Ich  liielt  es 
danach  für  angemessen,  die  Gibbs'sche  Theorie  in  getreuem  Anschluss  an  das 
Original  aufzunehmen,  oline  die  beiden  Aufsätze  von  Fabritius  in  Nr.  3061  und 
Nr.  3065  der  .Vstronomischen  Nachrichten  zur  Dai-stellung  heranzuziehen.  Den  Vonvurf, 
dass  die  Gibbs'sche  Theorie  zu  complicirt  sei,  weist  schon  Professor  Phillipps 
Kurück,  welcher  die  Methode  auf  den  Swift'schen  Kometen  mit  Erfolg  angewendet  hat. 
Seine  mir  gütigst  übei-sandte  IJechnung  ist,  da  sie  wenig  Raum  beansprucht,  mit  auf- 
genommen worden. 


Zu  Anfang  seiner  Entwickelungeu  hat  dabei  Gibbs  die  ziemlich  complicirte 
Ableitung  der  Fundamentalgleichung  nicht  durchgeführt,  sondern  nur  im  Resultate 
mitgetheilt.  Die  detaillii-te  Ableitung,  die  im  Folgenden  wiedergegeben  ist,  verdanke 
ich  einer  Mittheilung  von  Herrn  Professor  Schur,  der  mir  dieselbe  gütigst  ziu-  Auf- 
nahme ziu-  Vei'fügung  stellte. 

Sodann  haben  in  das  Werk  noch  die  mechanische  Quadratur  und  die  drei 
Methoden  der  speciellen  Störungen  von  Lag  ränge,  von  Encke  und  von  Hansen 
incl.  Beispielen,  die  aus  den  zu  Anfang  erwähnten  Gründen  unumgänglich  nöthige 
Aufnahme  gefunden,  und  zwar  die  ausgezeichneten  Darstellungen  der  mechanischen  Qua- 
dratur, der  Lagrange'schen  und  der  Encke'schen  Methode  von  Encke  (Berl.  Jahr- 
buch für  1837,  1838,  1858,  1862),  sowie  die  von  Tietjen  verbesserte  Hansen'sche 
Methode  der  Störungen  in  Polarcoordinaten.     (Berl.  Jahi-buch  für  1877.) 

Zum  Schluss  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  ich  den  im  Valeutiner'schen  Hand- 
wörterbuche (6.  Lieferung  S.  671  bis  696)  veröffentlichten  Aufsatz  Professor  Seeliger's 
über  Doppelstembahnen,  in  dem  die  modernen  Anschauungen  in  vollendeter  Weise  ziun 
Ausdruck  gelangen,  dem  Werke  nicht  vorenthalten  zu  dürfen  glaubte,  ohne  mich  indess 
darum  berechtigt  zu  fülilen,  die  Klinkerfues'sche  Darstellung  über  die  Doppelstern- 
bahnen, welche,  in  anderem  Zusammenhange  durchgeführt,  sich  inhaltlich  naturgemäss 
doch  zum  Theil  mit  derjenigen  Professor  Seeliger's  berührt,  wegzulassen,  oder  beide 
Darstellungen  zu  einer  neuen  zu  verschmelzen.  Im  Gegentheil  scheint  mir  an  der  Stelle, 
wo  Klinkerfues  zu  Anwendungen  übergeht,  die  Darstellung  Professor  Seeliger's  sich 
vortrefflich  einzufügen. 

Hiusichtlicli  der  Zahlentafeln  habe  ich  das  grosse  Glück  gehabt,  die  anerkannt 
zuverlässigen  Watson'schen  Hülfstafeln  vom  Verlage  von  J.  P.  Lippincott  &  Comp, 
in  Philadelphia  zur  Aufnahme  in  das  Werk  zu  erlangen  und  dieselben  soweit 
übernommen,  als  es  mir  passend  schien.  Ferner  hatte  Herr  Geheimrath  Professor  Th. 
Albrecht  die  grosse  Güte,  mir  die  Aufnahme  seiner  vier  Zeittafeln  aus  seiner  Tafelsamm- 
lung zu  gestatten,  wofür  ich  ihm  zu  grossem  Danke  verpflichtet  bin,  während  ich  Tafel  XI 
und  XII  der  Theoi-ia  motus  von  Gauss  entlehnt  habe.  Tafel  IX  hat  Herr  Dr.  Ebert 
für  das  von  ihm  geschriebene  Capitel  über  nahezu  parabolische  Bahnen  entworfen 
und  das  Beispiel  im  Anhang  zu  dieser  Tafel  gegeben,  Tafel  XIII  ist  die  Encke 'sehe 
f-Tafel,  die  Quadrattafel  XIV  ist  Bremiker's  fünfstelliger  Logarithmentafel  ent- 
nommen. Tafel  XV  ist  bereits  in  der  ersten  Auflage  des  Klinkerfues'scheu  Werkes 
gegeben  und  gehört  zui-  47.  Vorlesung.  Tafel  XVI  habe  ich  auf  Grund  der  dui'ch  die 
Pariser  Fundameutalsternconferenz  adojjtirten  Werthe,  sowie  von  Angaben  Watson's 
und  Becker's  fünfstelliger  Logarithmentafel  neu  zusammengestellt.  Auch  verdanke 
ich  hinsichtlich  dieser  Tafel  Herrn  Professor  Kreutz  verschiedene  werthvolle  Rath- 
schläge,  wofür  ich  ihm  meinen  herzlichsten  Dank  aussprechen  möchte.  Das  Correcturen- 
lesen  der  Tafeln  wurde  mit  ganz  besonderer  Sorgfalt,  unabhängig  von  verschiedenen 
Seiten,  dm-chgeführt.  Im  Original  der  Barker' sehen  Tafel  von  Watson  habe  ich 
dabei  die  folgenden  drei  Druckfehler  aufgefunden  und  berichtigt:  v  =  46"  37',  lies: 
1.53.54.509  statt  1.5554.509;  weiter:  v  =  118"  41'  lies:  2.3919042  statt  2.3929042; 
schliesslich:  v  =  163»  40',  Differenz,  lies:  215.90  statt  216.90.  Bezüglich  der  Encke'schen 
f-Tafel  ist  zu  erwähnen,  dass  ich  die  von  üppolzer  füi-  dieselbe  in  Nr.  2130  der 
Astronomischen  Xachrichten  geaebenen  C'orrectionen  berücksichtigt  habe,  wodurch  sie  an 
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fMimui;;ki>it  ;,'twiiiiit.  Aurli  sind  ilii-  iH-kiiniitei»  hiiakfi-lilir  <lii»"lli<ii  Ixiicliti'^'t,  Kmllifh 
8fi  iHK-li  lH/ü;;li«li  iKt  voisiliii'diMioii  astioiHimistlifii  l"uii(laiiuiit;ilr.tiihtaiiliii  l>fimikt, 
(lass  <lii'  für  «lii'si-llk'ii  »liinli  ilict  raiiser  l'undamoiitalstcnicoiiferi-iiz  (Ib'.tÜ)  mloptirten 
Wirtlio  im  vurlti«j;eiulün  Wurko  Kingaiig  nefuiuluii  haben.  Und  zwar  sind  die  durch 
dio  C'onforenz  dotiuitiv  adoptirtcn  Werthe  in  Tafel  XVI  entlialten,  während  in  den 
ZusanunonsUUun^con  um  Schhiss  von  Vorlesung  13  und  H  zum  Thcil  die  von  (üll 
und  Ni'wconili  auf  der  (.'ouferenz  vorgeschlagenen  Werthe  gegeben  sind.  — 

Die  Durchrechnung  der  Formeln  der  alten  Auflage  ergab  mir,  wie  noch  Kr- 
wiihnung  linden  mag,  dio  Zahl  v<m  einhnndertundseclisundachtzig  Druckfehlern,  die 
siimmtlicii  in  der  Neubearbeitung  berücksichtigt  sind,  deren  Verzeichniss,  das  sich  in 
meinen  Hunden  betindet,  der  Neuausgabe  beizufügen  ich  jedoch  als  zwecklos  erachtete. 
Von  diesen  Druckfehlern  verdanke  ich  in  den  zwei  letzten  Abschnitten  über  Dii|)pel- 
stem-  und  Meteüriten-Hahneu  vei-schiedene  der  gütigen  Mittheilung  von  Herrn  Professor 
Schur  und  einem  im  Besitz  des  geophysikalischen  Institutes  befindlichen,  mir  von 
Herrn  Professor  Wiehert  gütigst  zugestellten  Verzeichnisse.  — 

Zum  Schluss  drängt  es  mich,  Herrn  Geheimrath  Professor  Felix  Klein,  dem 
iih  mich  tief  verpflichtet  fühle,  da  mir  auf  seine  Veranlassung  die  Neubearbeitung  des 
Klinkerfues'schen  Werkes  übertragen  wuide,  meinen  aufrichtigsten  und  wärmsten 
Dank  auszusprechen.  — 

Göttingen,   im  Mai   189'J. 

li.     I'.licllliol/. 


VORBEMERKUNGEN  ZUR  DRITTEN  AUSGABE, 

mit  einer  kritischen  Uebersicht  der  neueren  von 

W.  GIBBS,  P.  HARZER  UND  A.  LEÜSCHNER 

gegebenen  Methoden  der  Bahnrechnung. 


Als  der  Verlag  von  Friedr.  Yieweg  &  Sohn  das  Ansuchen  an  mich  richtete,  von 
meiner  Neubearbeitung  der  theoretischen  Astronomie  von  Klinkerfues  eine  neue  Aus- 
gabe zu  veranstalten,  ergriff  ich  diese  Aufgabe  bereitwilligst.  Es  gereicht  mir  zur 
Genugthuung,  verschiedene,  dem  "Werk  anhaftende  j\Iängelbei  der  neuen  Ausgabe  beseitigen 
zu  können.  Diese,  von  der  Kritik  i)  nicht  hervorgehobenen  Mängel  näher  zu  bezeichnen, 
ist  der  erste  Zweck  des  Vorwortes. 

Zunächst  muas  ich  einen  Irrthum  konstatiren  und,  soweit  das  hier  möglich 
ist,  klarstellen.  In  der  ersten  Vorlesung  der  zweiten  Auflage  (cf.  S.  7  und  11) 
wurde  bei  der  Ableitung  der  allgemeinen  Differentialgleichungen  der  Bewegung  und 
der  kui'zen  Charakterisirung  der  Theorieen  ihrer  Lösung  gesagt,  dass  die  Gylden'sche 
Theorie  der  absoluten  Bahn  eine  wirklich  befriedigende  Lösung  des  Störungs- 
problems gäbe,  indem  sie  die  Bewegung  eines  Planeten  für  einen  beliebigen  Zeit- 
raum ausreichend  genau  darstelle. 

In  diesem  Umfang  präcisirt,  ist  die  Behauptung,  wie  hier  nur  in  aller  Kürze  be- 
gründet werden  kann,  nicht  zutreffend.  Die  letzte  von  Gylden  aufgestellte  Integrations- 
methode, die  horistische,  behandelt  einerseits  die  Differentialgleichung  füi"  die 
sogenannte  Zeitreduction  (Länge),  andererseits  diejenige  für  den  Radius  Vector,  auf  Grund 
von  verschiedenen  „horistischen"  Methoden,  vor  Allem  mittelst  elliptischer  Functionen. 
Die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung  für  die  Zeitreduction  (vergh  §.  6  der 
Gylden'schen  NouveUes  Eecherches)  ist,  trotz  der  gegen  sie  erhobenen  Einwände, 
mathematisch  nicht  fehlerhaft  ^);  indess  wii-d  die  in  dieser  Gleichung  auftretende  Horistica 


')  Yergl.  0.  Callandreau,  Bulletin  astronomique,  TomeXVII,  Mars  1900.  Ferner:  Schulhof, 
Revue  generale  des  Sciences  pures  et  appliquees  No.  8,  30  Avril  1900. 

*)  Wie  die  auf  S.  159  bis  191  meiner  Abhandlung:  „Die  Gylden'sche  horistische  Inte- 
grationsmethode des  Problems  der  drei  Körper  und  ihre  Convergenz,  Nova  Acta.  Äbh. 
der  Kaiserl.  Leop.-Carol.  deutschen  Aeademie  der  Naturforscher,  Bd.  LXXXI,  Nr.  3"  im  Detail  durch- 
geführte Nachprüf  ung  des  mathematisch  interessanten,  äusserst  complicii'ten  §.  6  der  Gylden'schen 
XoureU's  Recherches  erweist.  ludess  ist  die  auf  S.  191  bis  199  dieser  Arbeit  wiedergegebene  Back- 
1  und 'sehe  Behandlungsweise  des  Radius  Vector  [die  in  anderer,  aber  bereits  ähnlicher  Form  schon  in 

Herrn  Backlund's  zweiter  Arbeit  über  den  Hecubatypus  (-),  im  Anschluss   an  Gylden,  die  Basis 

bildet]  bezüglich  der  Convergenz  nicht  richtig.  Man  vergleiche  hierzu  meinen  Aufsatz  in  Nr.  3922 
der  Astronomischen  Nachrichten:  „Klarstellung  der  von  Herrn  Backland  Ä.  N.  3911  gegen 
mich  erhobenen  Vorwürfe",  sowie  das  Weitere,  bezüglich  des  Radius  Vector  oben  Gesagte, 


so  klein  Tun  liöhurer  Ordnung,  (Ins»  die  Mothodi'  ])ruktiHrli  iliiisüriHi-li  werden  kann,  ali- 
guseliun  vun  ihrur  /u  f;i°os8(.-uC'ouipli('irtliuit  für  die  Anwt*ndun|^.  Iliii^e^on  int  die  IjOHung 
für  die  I>ifTerential|;li-i(-hung  des  Hadius  Vector  iui  allgem einen  Fall,  auf  den  es 
ankumnit  (wiu  sie  im  (;.  7  der  N.  lt.  gegeben  ist),  nicht  richtig.  Hier  hat  (iylden  gegen 
das  eigens  vun  ihm  aufgestellte  I'rincip  der  Mitnahme  der  kritisciien  Glieder  Ver- 
stössen, indem  er  die  Integration  der  UifTeri'ntialgk'iciiung  genide  dadurch  erniogiiciit, 
dass  er  gewisse  kritische  (iliedor  vernacidässigt,  auf  deren  volistiindige  Mitnahnn-  Alles 
ankommt  (vergl.  Anm.  1).  l)a;,'egen  sind  die  für  specieüe  Fälle  angegebenen  Methoden 
(in  §.2  bis  §.4  derN.  R.)  mittelst  elliptischer  Functionen  nicht  in  dem  Grade  mangelhaft, 
wie  ihnen  vorgeworfen  wurde.  Kann  man  daher  von  einer  „convergenten"  Lösung  nicht 
sprechen,  wie  es  in  Vorlesung  I  der  zweiten  .Aufläse  von  Klinkerfues'  theoretischer 
Astronomie  geschehen,  und  ist  dir  grosse  priucipielle  Fortschritt,  wie  ihn  Gylden  durch 
die  horistische  Methode  erreicht  zu  haben  glaubte,  den  auch  Herr  liacklund  ausdrücklich 
als  solchen  hinstellt ■),  nicht  erreicht,  so  ist  doch  nicht  zu  leugnen,  dass  die,  durch 
Herrn  l'oincare  weit  über  Gebühr  herabgesetzte  Gylden'sche  Störungstheorie,  in  Folge 
der  (^lylden'schen  Kntwickelung  der  Störungsfunction  und  bei  .Anwendung  von  Gyld«Mr8 
partieller  Integrationsniethode  (gegen  die  theoretisch  kein  Kinwaud  erhoben  ist),  wie  sie 
vor  allen  Anwendung  auf  ge\visse  Typen  kleiner  Planeten  gefunden  hat,  einen  wesent- 
lichen Fortschritt  gegenüber  der  alten  Störungstheorie  bedeutet.  Denn  einerseits  er- 
möglicht diese  Methode  die  analytische  Behandlung  von  wissenschaftlich  besonders  inter- 
eswinten  Fällen  (diejenige  der  „charakteristischen"  Planeten),  bei  denen  die  früheren 
Methoden  nicht  ausreichen;  andererseits  giebt  sie  eine  weit  bequemere  Näherung,  als  die 
frühereu  analytischen  Methoden  sie  erreichten  (vergl.  auch  Vorlesung  1,  S.  10).  Treffend 
bemerkt  Prof.  Brendel  in  Theil  U  seiner  „Theorie  der  kleinen  Flaneteti"  S.  2:  „Der  Leser 


')  0.  Baoklund,  VierteljahrsBobrift  der  aatronom.  Gesellschaft,  Jahrg.  32,  Heft  I,  S.  15  u.  18. 
,...  Entwürfe,  die  darauf  abzielten,  jcleichsam  die  Waffen  zu  schmieden,  mit  denen  er  den  schliess- 
lioben  Sieg  erfochten  sollte...  E»  galt  vor  allen  Dingen,  die  sogenannten  kritischen  Glieder  zu 
bewültigeu,  die  liei  den  gcwnbulicben  Int^grationsmethoden  zu  sinnlosen  Hesultaten  führen.  Die  neuen 
Integratiunsmethoden,  die  er  zu  dem  Zwecke  schuf,  und  zwar  in  erster  Linie  die  sogenannte  hori- 
stische Methode,  gehören  zu  Gyldi'n's  genialsten  Lcistungun.  Dadurch  gelang  es  ihm  in 
der  That,  den  erwähnten  Gliedern   die  richtige  Bedeutung  zu  vindiciren." 

0.  Kacklund,  Comptes  rendus.  S^ncc  de  luudi,  11  fevrier  ISKII.  „Cette  errciir  elemeiitaire 
i)i\ip i>uriinit  fjrctiiDivemriit.    Je  U  tlois  i't  la  memoire  de  (iyldeii." 

0.  Uackluud,  Bulletin  astronomique,  t.  XXI,  aoüt  11104,  p.  289.  Siir  la  iiiilliode  lioristiqnf  äc 
Oyldin.  „Cfttf  objectiun"  ( —  „i7  y  a  des  cos  o«  la  mithodr  horistiquc  peiit  iire  inoß'eiiifive :  il  n'y 
en  (I  pai  OH  eile  peiit  rlre  utile'  — )  „drvient  tris  i/nne  elant  inoncie  par  la  plus  ijrande  dulorili 
de  notre  trmps.  Se  partageatit  pas  l'opiiiion  de  M.  l'oincari,  feitime  de  tnon  devoir  d'en 
txposrr  la  raison...  Lrs  trrmes  avec  les  arguimiits  G^  —  2G,et2(i^ — H^  ne  sont  pas  alors 
eriliqufs.'  Hier,  nm  springenden  Punkt  der  ganzen  Principienfrage,  macht  Herr  Poinoare  zu 
§.  7  der  Gyldön'scben  X.  U.  den  berechtigten  Kinwand.  das»  die  zuvor  von  Herrn  Backlund 
erwähnten  (ilieder  doch  kritisch  sind  und  ihre  Vernachlässigung  durch  (iyldcn  das  allgemein« 
horistische  Integrationsverfabren  für  den  Radius  Vector  illusorisch  macht.     Vergleiche: 

M.  H.  Poincarö,  Bulletin  astronomique,  t.  XXI,  aoüt  1901,  p.  293.  Sur  la  mitliode  lioristique. 
„Je  ne  rrletnrai»  pa.<  te  qui  che:  M.  liacklund  ii'est  qn'une  itiadverlance  si  ce  n'rlait  la  pricifimmt 
Verreur  fondamrntatr  de  Gyldin.  II  est  impog^iltle  f/ue  ff,  et  <•,  soient  cntiques,  .■'ans  que  2  0^  —  (r, 
I«  $oit  ...;  n  l'astronome  russe  s'esi  trompi,  ce  n'rgt  fias  qu'il  en  a  mal  applique  les  reales,  c'rst  que 
ces  regle»  ne  tiüaienl  rien."    Den  genauen  Nachweis  Poiocare's  cf.  Comptes  rendus  vom  18.  April  1904. 


wird  mit  Recht  fragen,  ob  und  welche  Vortheile  die  Gylden'sche  Methode  gegenüber 
den  älteren  Methoden  gewährt,  zumal  das  Vorhandensein  solcher  Vortheile  aus  den  Ent- 
wickelungen  des  ersten  Theiles  nicht  direct  ersichtlich  sein  dürfte,  und  von  Poincare 
auch  angezweifelt  worden  ist  (Acta  Mathematica,  Bd.  29,  1905).  Ich  will  ausdrücklich 
hervorheben,  dass  ich  bei  meinen  Untersuchungen  die  Bedürfnisse  der  rechnenden 
Astronomie  im  Auge  habe;  für  diese  dürften  die  neuen  Methoden  Gylden's 
schliesslich  fruchtbringender  sein,  als  die  wichtigen  analytischen  Resultate  über 
den  Charakter  der  Lösungen."  — 

Auch  die  Bedeutung  von  Gylden's  Hauptwerk,  den  Orbites  absoJues,  —  falls  das- 
selbe im  dritten  Band  wirklich  noch  seinen  Abschluss  finden  sollte  >),  —  liegt  in  erster  Linie 
nicht  in  den  principiellen  Ergebnissen,  da  die  „absolute  Lösung"  imPrincip  nicht  erreicht 
ist  und  der  Titel  selbst  daher  nicht  gerechtfertigt  erscheint. 

Dass  Gylden  selbst  unter  seiner  „absoluten"  Lösung,  die  er  mittelst  der  hori- 
stischen  Methode  erreicht  zu  haben  glaubte,  in  der  That  eine  für  unbeschränkte 
Zeit  gültige,  „convergente"  Lösung  verstand,  beweist  unter  anderen  Stellen  S. 275 
und  276  der  Nouvelles  Becherches :  „Nichtsdestoweniger  kann  man,  wenn  die  arbiträren 
Constanten  bestimmt  sind,  abgesehen  von  dem  höchst  seltenen,  sogenannten  asymi^to- 
tischen  Fall,  eine  numerische  Lösung  erhalten,  welche  die  Coordinaten  eines 
Planeten  durch  gleichförmig  convergente  trigonometrische  Reihen  aus- 
drückt. .  .  .  Man  kann  daher,  wenn  man  in  Betracht  zieht,  dass  die  Convergenz  der 
kritischen  Glieder  in  der  Störungsfunction  derjenigen  einer  geometrischen  Progression 
gleichkommt,  leicht  schliessen,  dass  man  den  Grad  der  Annäherung  so  weit 
treiben  kann  wie  man  will,  derart,  dass  der  Rest  kleiner  als  eine  gegebene 
Grösse  wird."     Hierzu  vergleiche  auch  Orbites  ahsohies,  S. 497,  555  etc.  — 

Den  Wei'th  der  Orbites  absolues,  wenn  dies  Werk  durch  Prof.  Sundmann' s  Mit- 
wirkung, der  auch  bereits  den  wesentlichsten  Theil  der  Fortsetzung  von  Bd.  II  nach 
Pulkova  geliefert  hat,  vollendet  werden  sollte,  wird  man  vielmehr,  —  von  metho- 
dischen Vervollkommnungen  im  Einzelnen,  die  allei-dings  zum  Theil  wesentliche  sind, 
abgesehen,  —  nur  in  dem  erhöhten  Genauigkeitsgrad  iler  Annäherung  und  den  even- 
tuellen numerischen  Ergebnissen  zu  suchen  haben,  d.  h.  er  kann  sich,  in  letzter  Instanz, 
nur  auf  das  Gebiet  der  rechnenden  Astronomie  erstrecken. 


')  Man  vergleiche  die  Vierteljahrsschrift  der  astronomischen  Gesellschaft  vom 
Jahre  1897;  32.  Jahrg.,  S.  20,  Zeile  20  etc.  und  S.  21,  Zeile  U  etc.  —  Bd.  II  der  Urbites  absolues, 
der  erst  zu  Anfang  des  Jahres  1909,  zwölf  Jahre  nach  der  Ueberführung  von  Gylden's  wissenschaft- 
lichem Nachlass  nach  Pulkova,  zur  Ausgabe  gelangt  ist,  bringt  ausser  dem  bei  Gylden's  Tod 
bereits  Gedruckten  als  Fortsetzung  nur  die  130  Seiten  einfacher  weiterer  Formel-  und  Zahleneutwieke- 
lungen,  welche  den  Abschluss  der  von  Gylden  zum  grossen  Theil  schon  durchgeführten  Berechnung 
der  Störungsfunction  für  die  Hauptplaneteii  bilden;  wogegeu  die  eigentliche  Arbeit,  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen,  noch  aussteht.  Für  die  kleinen  Planeten  ist  von  Herrn 
Brendel  durch  seine  „Theorie  der  kleinen  Planeten"  mittelst  der  Gylden 'sehen  Principien  ein  Resultat 
bereits  erreicht.  — 

Sollten  die  im  32.  Jahrgange  der  astronomischen  Vierteljahrsschrift  in  Aussicht  gestellten 
Publicationen  sich  noch  weiter  verzögern  müssen,  so  wäre  erwünscht,  dass  vielleicht  vorher  die  da- 
selbst auf  S.  32  erwähnten  200  Briefe  Gylden's,  „die  fast  ausschliesslich  einen  wissenschaftlichen 
Charakter  tragen",  erscheinen  könnten.  — 


-    XV    - 

Dass  uImt  für  «lit-  recliiuMide  AHtronoinif  die  IViiicipien  Gyld^n's  und  die 
(iyldeii'silun  Mctliodcii  in  iler  Tlmt  wirkliclien  Wertli  IteBitztm  und  die  von  Gyld^n 
lH<j,'rün(lelen  Hri'udi  l'sclu'n  „iiistant.inüu'*  Elemente  den  osculircndeu  hinsiclit- 
liili  der  Kiir/t«  der  IJeclinunK  erlieblich  iil)erlegen  sind,  dafür  hat  l'nif.  lin-ndel  in 
Tlieil  IV  Keiner  Theorie  der  kleinen  l'htncten  den  Heweis  erbracht. 

Dies  nunmolir  abgeschhisseuo  Werk'),  das  für  die  Astronomie  von  bleibendem 
Worth  ist,  zeigt,  dass  man  mittelst  der  (Jylden'schen  Methoden  mit  einem  recht 
geringen  Aufwand  von  Uechenarbeit  im  Stande  ist,  die  Heobachtungen  eines  I'laneten 
so  genähert  darzustellen,  dass  seine  Wiederauftindung  am  Himmel  etwa  während  eines 
Jahrhunderts  ohne  jeile  Mühe  gesichert  ist. 

In  Nr.  4397  der  Astronomischen  Nachrichten  weist  Herr  Brendel  darauf  hin,  dass 
bei  Berücksichtigung  einiger  Hauptstöruugsglieder  für  Jujnter  die  zur  Vergleichung  her- 
angezogenen Beobachtungen  der  Aegina  aus  den  Jahren  18ti6  bis  19U7  so  dargestellt 
werden,  dass  die  grösste  Differenz  in  Üectiscension  'J'.S,  in  Dedination  23"  beträgt,  ein 
Kesultat,  das  angesichts  der  angestrebten  (ieuauigkeitsgrenze  nichts  zu  wünschen 
übrig  lässt.  In  Theil  IV  der  Theorie  der  kleinen  Planeten  setzt  Herr  Brendel  bei  der 
Ausgleichung  auseinander,  dass  die  bei  der  Ausgleichung  nicht  berücksichtigten  Beob- 
achtungen, ebenso  wie  die  Vorausberechnungen  auf  50  Jahre  oder  darüber,  etwas  stärker 
abweichen  müssen;  dass  aber  die  nicht  lierücksichtii^'ten  und  die  vorausberechneten  Oerter 
nicht  so  stark  abweichen  werden,  dass  die  .\uftindunj;  nach  50  oder  mehr  Jahren  irgend 
welche  Schwierigkeit  macht.    (Hierzu  vergl.  auch  den  Schluss  der  folg.  Anm.  1,  S.  XXV H.) 

Nach  Bestimmung  eines  genügend  zuverlässigen  Elementensystems  und  Aufstellung 
der  Bewegungstafeln  für  das  nächste  halbe  Jahrhundert  oder  länger  aber  ist  ein  Planet 
auf  lange  Zeit  gesichert,  ohne  dass  irgend  eine  Neurechuung  erforder- 
lich wäre.  Hierin  liegt  die  hauptsächlichste  l'eberlegenheit  der  Gylden'schen 
Methode  über  diejenige  der  speciellen  Störungen;  zudem  ist  eine  solche  defini- 
tive Bahnbestimmung  in  ein  paar  Wochen  vollständig  zu  erledigen,  während 
die  älteren  analytischen  Störungsmethoden  weit  umständlichere  Rechnungen  erfordern. 
Von  eben  so  grosser  Bedeutung  aber  sind  die  neuen  Metboden,  wenn  es  sich  um  eine 
scharfe  Darstellung  der  Beobaciitungen  und  eventuell  um  Prüfung  des  Newton- 
schen  (Jesetzes  handelt.  Die  hierzu  erforderliche  Mitnahme  der  weiteren  Störungen 
höherer  Ordnung  (und  höheren  Grades),  die  nach  den  älteren  analytischen  Störungs- 
methoden äusserst  complicirt  und  mühsam  ist,  erledigt  sich  nach  den  Gylden'schen 
Prinzipien  in  einfachster  Weise  bei  Behandlung  der  einzelnen  Grade.  (Hierzu  ver- 
gleiche man  speciell  meine,  auf  S.  10  des  Folgenden  in  Anmerkung  4  citirte  Wiener  Denk- 
schriftenarbeit über  den  Typus  ?,  Theil  I,  wo  sich  auf  S.  349  und  350  alles  Diesbezüg- 
liche in  ausführlichster  Weise  auseinandergesetzt  findet,  sowie  später  Theil  111.)  — 
Durch  Aufdeckung  des  von  Gylden  bei  seiner  horistischen  Methode  in  §.  7  der 
JSouvdles  Kecherches  begangenen  Fehlers,  der  die  convergente  Lösung  illusorisch  macht. 


')  Theil  IV  (der  mir  »choii  im  Mantidcrij.t  viuliig  uml  von  dem  die  Separata  bereits  erschienen 
»ind)  of.  Abhandlungi-n  der  KrI.  (iesellüoluift  der  Wissenschaften  in  Göttingen,  Bd  VIII,  Nr.  1.  Die 
Tafeln  umfassen  circa  3öO  IMoneten  (ii  >  "Oft"). 
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hat  Herr  Poincare  der  Astronomie  einen  wesentlichen  Dienst  geleistet.  In  seiner 
allgemeinen  Beurtheiliing  der  Gylden' sehen  Arbeiten  aber,  wie  sie  Herr  Poincare  z.B. 
auch  auf  S.  235  von  Bd.  29  der  Acta  Mathematica ,  Zeile  6  bis  14  ausspricht,  ist  ev 
nicht  nur  über  das  Maass  und  Ziel  einer  objectiven  wissenschaftlichen  Bewerthung 
hinausgegangen,  sondern  hat  sich  zu  einem  nicht  motivirten  und  völlig  unzutreffenden 
Werthurtheil  hinreissen  lassen.  Das  beweisen  die  nunmehr  vorliegenden,  von  Herrn 
Brendel  erlangten  positiven  Rechenergebnisse  der  Gylden'schen  Methoden,  denen 
kein  wissenschaftlich  ernst  zu  nehmender  Einwand  bezüglich  ihres  Werthes  für  die 
Astronomie  mehr  entgegen  zu  stellen  ist.  Meine  eigenen,  weit  später  als  die  Brendel- 
schen  Arbeiten  begonnenen  Untersuchungen  auf  Grund  der  Methoden  Gyldeu 's  über  den 
HiJclafi/ims  [|]  (cf.  S.  10  des  Folgenden,  Anmerkung  4,  sowie  S.  XXVII  dieser  Vor- 
bemerkungen, Anmerkung  1)  haben  zur  Zeit  ihren  Abschluss   noch  nicht   erreicht.  — 

Während  nun  Herr  Poincare  den  Gylden'schen  Versuch  einer  „convergenten" 
Lösung  des  Störungsproblems  als  nicht  geglückt  in  Bd.  29  der  Acta  ^lathematica  aufs 
schärfste  verui'theilt,  ist  seine  eigene  „convergente",  im  Jahre  1889  als  Tome  XIH  der 
Acta  Mathematica  bereits  gedruckte,  ^preisgekrönte"'  Lösung  —  wie  seiner  Zeit  Gylden 
und  Phragmen  erwiesen  —  ebenso  gescheitert.  Dem  auf  anderen  Gebieten  so  frucht- 
baren Genie  des  grossen  Mathematikers  ist  es  —  meines  Wissens  —  auch  bis  heute,  trotz 
wiederholter  Versuche,  noch  nicht  gelungen,  wirklich  brauchbare  Störungs- 
methoden für  die  Astronomie  zu  schaffen,  welche  die  Rechnungen  nicht  unnöthig 
compliciren ,  und  deren  Werth  vor  Allem  durch  die  Erfahrung  (die  Beobachtungen) 
genügend  bestätigt  wii-d:  Methoden,  wie  sie  Gylden  dagegen  hinterlassen  hat. 

Das  ist  das  Endergebniss  der  ganzen  Frage,  während  deren  Herr  Poincare  seit 
Gylden's  Tode  oft  nur  einige  abfällige  Bemerkungen  zu  publiciren  brauchte  —  die 
häufig  genug  gänzlich  unrichtige  Behauptungen')  neben  zutreffender  Ki-itik  enthielten, 
die  aber  nur  von  einigen  Wenigen,  mit  dem  Stoff  völlig  Vertrauten  überhaupt  nachgeprüft 
werden  konnten  — ,  um  durch  das  blosse  Gewicht  seines  Namens  lange  Zeit  hindurch 
eine  ganze  Richtung  niederzudrücken  und  ihre  Vertreter  vor  der  Oeffentlichkeit 

')  Hierzu  vergleiche  man  aucli  das  Brendel'sehe  Referat  auf  der  Astronomen- 
versammlung vom  Jahre  1910  in  Breslau  in  dem  betreffenden  Yersammlungsbericht 
der  Vierteljahrsschrift  der  astronomischen  Gesellschaft,  45.  Jahrgang,  Heft  4,  aufweiches 
die  nachfolgenden  Seitenzahlen  hinweisen. 

In  diesem  Referat  (cf.  S.  307)  weist  Herr  Brendel  mit  aller  nur  wünschenswerthen  Deutlich- 
keit darauf  hin,  dass  gewisse  abfällige  Urtheile  Poincare's  „vollkommen  haltlos  undauch  auf 
kein  Argument  gestützt  sind",  .  .  .  dass  „die  ungeheuren  Vortheile  der  Gylden'schen  Methode 
gegenüber  den  classischen  Methoden  Herrn  Poincare  offenbar  entgangen  sind,  weil  er  niemals 
weiter  in  das  Problem  dieser  Entwickelung  eingedrungen  ist",...  und  „dass  die  Grund- 
losigkeit dieser  Vorwürfe  so  auf  der  Hand  liegt,  dass  mau  kaum  ein  Wort  darüber  zu 
verlieren  braucht".  — 

Der  durch  das  BrendeTsche  Referat  (cf.  S.  306,  Zeile  24  bis  43)  veranlasste  Beschluss  der 
astronomischen  Gesellschaft  in  Breslau  (cf.  S.  299,  Zeile  14  bis  30  und  S.  800,  Zeile  8  bis  10) 
gewährleistet  bereits  die  systematische  Nutzbarmachung  der  neuen  Methoden  für  die  Astronomie 
durch  ihre  Anwendung  zur  grupjienweisen  Berechnung  der  kleinen  Planeten.  Denn  sehr  richtig 
schlägt  Herr  Brendel  (cf.  S.  306,  Zeile  29  bis  32)  als  „zweite  Modification  des  Bauschinger"schen 
Programms"  für  die  kleinen  Planeten  (cf.  Astr.  V.  J.  Schrift,  31.  Jahrgang,  1696,  S.  2S4)  vor,  „nicht  die 
Methode  der  speciellen  Störungen  anzuwenden,  sondern  absolute  Störungen"  (nach  den  Gylden- 
Bchen  Principien)  „zu  rechnen,  die  es  ja  ermöglichen,  die  Bahn  für  längere  Zeit  festzulegen".  — 
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lahm  zu  loReii  durch  B«>li:iu|)tuu}{eii,  die  seiiior  Autorität  einfach  geglaubt  wurdcu,  die 
aber  nicht  durch  l'olemik,  Boudern  nur  und  allein  durch  Resultate  endgülliK  zu 
widerlegen  waren. 

Hiermit  ist  alles,  den    Thatsachen  entsprechend,  festgelegt 

Dit'si'  Feststellung  war  auch  deshalb  wiinschenswertli,  weil  eine  iJeantwortung  und 
Klarstellung  von  Herrn  l'oiucare's  grossem  Aufsatz  in  Hd.  '2'J  der  Acta  Malliomatica 
gegen  die  (iylden'sche  Richtung  überhaupt,  von  Seiten  des  Inhabers  von  Uylden's 
wissenschaftlichem  Nachlass,  —  an  den  Herrn  Poincare's  Aufsatz  im  Jalire  1905 
gerichtet  war  (cf.  A.  M.  Rd.  29,  S.  26(1  uud  261),  —  nicht  erfolgt  ist,  und  von  dieser  Seite 
nach  einander  so  verschiedenartige  Versehen  begangen  wurden,  dass  die  allgemeine 
Meinung  durch  beides  und  die  geringe  Förderung  der  Orbites  ahsolurs  naturgemäss  darin 
bestärkt  werden  musste,  das  Urtheil  Herrn  Poincare's  über  Gylden's  wissenschaft- 
liche I^istungen  sei  in  jeder  Beziehung  das  richtige  gewesen.  „Voll  unnützer  Compli- 
cationen"  indess,  und  „nur  noch  von  historischem  Interesse"  —  wie  Herr  Poincare 
in  Rd.  29  (S.  235,  Zeile  6  bis  14)  der  Acta  Mathematica  behauptet  —  sind  die  nicht- 
horistischen  Methoden  Gyldeu's  am  wenigsten  von  allen  Störungsmetlioden  der 
.Astronomie.  .Auch  haben  andere  neue  Methoden  den  Grad  von  Rrauchbarkeit,  wie  ihn 
n.ich  der  „Theorie  der  kleinen  Flaneten*^  die  Gylden'schen  Methoden  besitzen,  zahlen- 
mässig  bisher  nicht  bewiesen. 

Rs  könnte  gewai^t  scheinen,  wenn  hier  ein  Urtheil  abgegeben  wurde,  das  dem 
Poincare'schen  theilweise  widerspricht.  Ist  doch  die  Redeutung  Poincare's  als 
Mathematiker  allgemein  anerkannt.  Auf  dem  Nachbargebiet  der  Astronomie, 
hinsichtlich  der  Leistungen  seines  einstigen  Gegners  Gylden  jedoch,  haben  die 
wissenschaftlichen  Thatsachen  das  Poincare'sche  Urtheil  als  ein  nicht  in 
jeder  Hinsicht  zutreffendes  und  gültiges  erwiesen.  Und  wiewohl  die  analytischen 
Untersuchungen  der  zweiten  Poincare'schen  Arbeit:  „Ueher  ilas  Problem  der  drei 
Körper  und  die  Gleichungen  der  Dynamik'^,  vom  Jahre  1890,  hinsichtlich  der  periodi- 
schen Lösungen  (wie  auch  andere  Poincare'sche  Untersuchungen),  in  erkenntniss- 
theoretischer Hinsicht  für  die  Astronomie  einen  gewissen  Werth  besitzen,  so  haben 
diese  Arbeiten  doch  den  actuellen  Werth,  die  fruchtbare  Verwerthbarkeit,  die 
den  Keim  neuer  Entdeckungen  birgt,  welciie  die  Gylden'schen  Methoden  erwiesen 
haben,  für  die  Astronomie  nicht  gezeitigt.  Jedenfalls  aber  hat  sich  für  die  Astro- 
nomie Poincare's  eigene  Forschung  [in  Acta  Mathematica,  Tome  XIII')]  und  sein 
Urtheil  (in  Acta  Mathematica,  Rd.  29,  S.  2.S5,  Zeile  6  bis  14  etc.)  hinsichtlich  des  Störungs- 
problems (Problem   der  drei   Körper)   in   der  Grundtendenz   als   irrig  erwiesen.     Das 

')  Für  diejenigen  Leser,  denen  die  auf  S.  10  dos  Foljronden  erwähnte  PhysikaliBche  Zeit- 
schrift nicht  erreichbar  ist,  sei  aas  dieser,  als  Beleg  für  obige  Behauptung  zur  nothwendigen 
Vervollständigung  de«  zuvor  Gesagten,  die  betreffende  Stelle  hier  angeführt  und,  als  beste  Illustra- 
tion zu'l'oinoare's  späterer  schmählicher  Beurtheilung  der  wissenschaftlichen  Leistungen  seines 
ventorbenen  astronomischen  Gegners  in  Bd.  29  der  Act«  Mathematica,  hier  gleichfalls  festgelegt. 
Xaoh  allem  hier  Ihirgeleuten  wird  sich  der  Leser  selbst  »ein  Urtheil  bilden.  Physikalische  Zeit- 
schrift, 5.  Jahrgang,  Nr.  7,  S.  181 :  • 

„Im  Jiihre  188'.t  wurde  eine  Arbeit  Poincare's  über  das  Problem  der  drei  Körper  durch  den 
(.fficiellen    I'rei h r i ,•  li t er    in    Stockholm,    den   Cbefredacteur    der    AcU  Mathematica,   Mittag 


von  vereinzelten  Astronomen  [und  gerade  von  einem  sonst  so  anerkannten,  wie 
H.  Bruns  in  Leipzig],  —  welche  die  nicht  horistischen  Methoden  Gylden's  und 
den  Werth  der  neuen  Richtung  nicht  entsprechend  an  Beispielen  geprüft  zu  haben 
scheinen,  —  schlechthin  als  gültig  acceptirte  „«vrog  «qp«"  des  Mathematikers  ist  für 
die  Astronomie  zur  Genüge  als  ungültig  gekennzeichnet  und  ei'ledigt.  — 

Durch  das  Gesagte  dürfte  es  verständlich  werden,  warum  der  principielle 
Standpunkt  von  Vorlesung  I  der  zweiten  Auflage  von  Klinkerfues'  theoretischer 
Astronomie  bei  Abfassung  der  dritten  Ausgabe  des  Werkes  ein  anderer  geworden  ist. 
Wiewohl  die  erörterte  Frage  nicht  die  Bahnrechnung  als  solche  betrifft,  sondern  die 
alte  Grundfrage  der  Mechanik  des  Himmels  bildet,  so  war  doch  ihre  endgültige  Klar- 
stellung bei  Charakterisirung  des  allgemeinen  Problems  der  planetarischen  Bewegung, 
das  in  Vorlesung  I  naturgemäss  an  die  Spitze  der  Betrachtung  gestellt  wurde,  gegeben. 


Leffler,  mit  dem  von  S.  M.  Oscar  II.  König  von  Schweden  gestifteten  Preis  von  zehntausend  Kronen 
gekrönt.  [Dass  Mittag  Leffler  allein  —  nicht  aber  auch  Weierstrass  —  die  Verantwortung  für 
die  Entscheidung  des  Preisgerichtes  trägt,  hat  er  selbst  zugegeben,  (cf.  Acta  Math.,  Tome  XIII. 
Avant  Propos  pag.  VII.)]     Diese  Arbeit  ist: 

„Sur  le  Probleme  des  ti'ois  Corps  et  les  equntions  de  la  dynamique  par  H.  Poincare.  Memoire 
couronne  du  prix  de  S.  M.  le  roi  Oscar  II.  le  21.  jauvier  1889.     Avec  des  Notes  par  l'auteur." 

Die  gekrönte  Arbeit  wurde  in  den  Acta  Mathematica  vollständig  gedruckt  vom  29.  April  1889 
bis  13.  November  1889  (wie  die  Seitenimprimata  des  Exemplares  zeigen);  ihre  officielle  Ausgabe 
wurde  jedoch  im  letzten  Moment  noch  vermieden,  nachdem  sogar  schon  broschirte  Separate 
(so  eines  an  Gylden)  vom  Chefredacteur  der  Acta  Mathematica  in  Stockholm  versandt  worden 
waren.  Denn  man  ward  erst  jetzt,  just  nach  Ablauf  der  zwölften  Stunde,  auf  einen  Fehler  in 
der  Preisarbeit  aufmerksam,  der  sich  nicht  mehr  durch  Zusätze  nachträglich  etwa  be- 
richtigen und  noch  verbessern  Hess,  sondern  die  Grundlagen  der  gekrönten  Arbeit  derart 
berührte,  dass  er  ihre  Ausgabe  unmöglich  machte. 

An  Stelle  dieser  Arbeit  veröffentlichten  die  Acta  Mathematica  —  ein  Jahr  später  —  eine 
zweite  Arbeit  Poincare's  von  fast  völlig  gleichem  Titel,  aber  verändertem  Inhalt.  Diese  zweite 
Arbeit,  welche  die  verfehlte  Preisarbeit  ersetzen  musste,  ist: 

„Sur  le  Probleme  des  trois  Corps  et  les  equations  de  la  dynamique  par  H.  Poincare.  Memoire 
couronne  du  prix  de  S.  M.  le  roi  Oscar  II.  le  21.  janvier  1889." 

Ist  gedruckt  vom  28.  April  1890  bis  21.  October  1890  (wie  man  wiederum  aus  den 
Seitenimprimata  im  Bd.  XIII  der  Acta  Mathematica  ersieht). 

Während  beide  Arbeiten  als  Tome  XIII,  Nr.  1  und  2  der  Acta  Mathematica  gedruckt  wurden, 
gelangte  nur  die  zweite  Arbeit  in  Bd.  XIII  der  Acta  Mathematica,  wie  man  im  Titelblatt  liest,  als 
das  „Memoire  couronne  du  prix  de  S.  M.  le  roi  Oscar  II.  le  21.  janvier  1889"  zur  wirk- 
lichen Ausgabe ! 

Ein  seiner  Zeit  vom  „Redacteur  en  chef"  der  Acta  Mathematica  versandtes, 
broschirtes  Exemplar  der  ursprünglichen  Preisarbeit  Poincare's,  das  von  mir  per- 
sönlich eingesehen  wurde,  dem  auch  die  oben  mitgetheilten  Datum  der  Seitenimpri- 
mata entnommen  sind,  befindet  sich  in  Sicherheit.  —  Hiermit  vergleiche  man  die  Er- 
klärungen Poincare's  in  seiner  „Introduetion"  zur  edirten  —  „Preisarbeit"  Acta  Mathematica, 
Tome  XIII,  p.  5 

Soviel  historisch  über  die  wichtigste  und  grösste  Arbeit,  die  Poincare  über  das 
Problem  der  drei  Körper  verfasst  hat."  — 

An  Stelle  der  ursprünglichen,  „convergenten"  Ei-gebnisse  der  ersten  Arbeit  war  nur  von  Preis- 
Bewerber  und  Preis- Richter  die  divergente  Lösung  der  eilends  verfassten,  zweiten,  „gekrönten" 
Arbeit  über  das  Fundamentalproblem  der  Astronomie  gesetzt  worden,  deren  mehr  negative  Ergebnisse, 
wie  schon  hervorgehoben,  nichts  von  der  actuellen  Bedeutung  und  positiven  Verwerthbarkeit  für 
die  Störungstheorie  besitzen,  welche  die  Gylden'scheu  Methoden  bei  ihrer  Anwendung  erwiesen  haben. 

Damit  ist  historisch  das  Facit  über  das  von  Gylden  und  von  Poincare  für  das  Störungs- 
problem Erreichte  objectiv  gezogen.     (Man  vergl.  aber  auch  noch  S.  XXVII,  Anmerkung  1.)  — 
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Nach  KlaniDg  de»  erwähnU>n  Irrtliums  liinsirtitlich  der  lioristiscben  Methcxle  muss 
auf  dfii  zwuit«u,  scliw«T«-r  ins  Gewicht  fallointen  Maugel  hingewiesen  werden,  der  die 
zweite  Auflage  trifft;  es  ist  der  Mangel  an  verbürgter  Sicherheit  für  die  Richtig- 
keit der  mathematischen  Furmeln,  die  aus  der  ersten  Auflage  des  ursprünglichen, 
30  Druckliogen  umfassenden  Werkes  run  Klinkerfues  in  die  Neuhearbeituni;  von  mir 
ül)ernomnien  wurden. 

Ich  will  diesen  Mangel  in  keiner  Weise  zu  beschönigen  suchen.  In  meiner 
Assistentenstellung,  wo  ich  uaturgemäss  durch  die  Dienstatunden  und  laufenden  Beob- 
achtungen schon  sehr  in  Anspruch  genommen  war,  unterschätzte  ich  die  Schwierig- 
keiten der  Herausgabe  eines  Werkes,  das  wegen  seiner  ausgezeichnet  pädagogischen 
und  geistreichen  Ihirstellung  mit  Recht  berühmt  geworden  ist,  das  jedoch  durch  das 
tragische  beschick  seines  Verfassers  im  Detail  der  mathematischen  Formeln  gänz- 
lich unzuverlässig  war.  Es  hätte  bei  der  Neubearbeitung  zugleich  eine  vollständige 
Nachprüfung  der  Formeln  der  ersten  .\uilage  stattfinden  müssen.  Immerhin  wurden 
damals  IhC  Fehler  festgestellt  Das  gedruckte  Verzeichniss  derselben  wurde  seiner 
Zeit  dem  Verlag  ebi-nsowohl,  wie  dem  Chefredacteur  der  astronomischen  Vierteljahrs- 
schrift, l'rof.  Lehinaun-Filhes  und  auch   verschiedenen  anderen  CoUegeu  übergeben. 

(ileichwohl  umfasst  diese  grosse  Zahl  von  Fehlem  der  ersten  Auflage  —  die  keines- 
wegs dun-hweg  blosse  Druckfehler  waren  — ,  noch  nicht  entfernt  die  sämmtlichen  in  ilir 
enthalteneu  Fehler. 

Der  Imstand,  dass  mir  durch  Prof.  Knopf,  Prot  Lehmann-Filhes  und 
Dr.  Wedemeyer  noch  eine  Anzahl  übersehener  Fehler  der  ersten  Auflage  mitgetheilt 
wurde,  wofür  ich  ihnen  auch  an  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  aussprechen 
möchte,  veranlasste  mich,  meine  Arbeit  mit  dem  Erscheinen  derselben  nicht  als  ab- 
geschlossen zu  betrachten,  sondern  sie  von  Neuem  vorzunehmen,  mit  dem  Bestreben, 
vor  allem  die  Uichtifikcit  der  mathematischen  Formeln  sicherzustellen.  Wie 
ich  hoffe,  enthält  das  im  Laufe  der  Jahre  von  mir  hergestellte  Fehlerverzeichniss 
(das  auch  wieder  dem  Vieweg'schen  Verlag  und  dem  Chefredacteur  der  A.  V.  J.  S^ 
sowie  Herrn  Geheimrath  v.  See  liger  übcrsandt  wurde)  nunmehr  wirklich  die  sämmt- 
lichen, früher  übersehenen,  in  der  dritten  Ausgabe  berücksichtigten  Fehler,  welche  einen 
grossen  Theil  der  mathematischen  Formeln  der  zweiten  Auflage  durchlaufend  entstellen. 

Bemerkt  sei  an  dieser  Stelle,  dass  den  Rechner  irreführende  Druckfehler  in  den 
mathematischen  Formeln  auch  in  anderen,  das  Gebiet  der  Bahnrechnung  behandelnden 
Werken  zu  finden  sind.  Ja,  ich  stehe  nicht  an,  zu  behaupten,  dass  es  fast  unmöglich 
sein  dürfte,  derartig  umfangreiche  Werke  völlig  druckfehlerfrei  herzustellen.  Als 
IJeweis  hierfür  möchte  ich  auch  das  bereits  im  Jahre  1905  erschienene  grosse  Bau- 
schiniter'sche ')  Lehrbuch  über  Bahnrechnung  anführen,  das  gewiss  mit  der 
grösstmöglichen  .Sorgfalt  ausgeführt  und  revidirt  worden  ist  Ohne  dass  ich  dies  um- 
fangreiche Buch  in  allen  Theilen  genauer  geprüft  hätte,  ist  mir  in  demselben  eine, 
für  seinen  Umfang  allerdings  nicht  grosse  Anzahl  von  Fehlern  bekannt,  die   ich   im 

')  I>ie  Bubube*tiinmuug  der  llimroeUkörper  von  Juliui  Bauacbinger.  Mit  S4  Figuren  im 
Text.     Leipzig,  Verlag  von  Wilhelm  KDgelmanD,  1906. 
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Interesse  der  Rechner  den  Exemplaren  der  vorliegenden  dritten  Ausgabe  als  Sonder- 
beilage  hinzugefügt  habe.  Jedenfalls  wird  mau  hieraus  aber  dem  hochverdienstvolleu 
Werke  keinen  erustlichen  Vorwurf  machen;  enthält  doch  sogar  das  classischo  Lehrbuch 
der  Bahübestimmung  von  Oppolzer,  das  sein  Verfasser,  nach  Mittheilung  des  neuen 
Fehlerverzeichnisses  in  Engelmann's  Verlag  im  Jahre  1880,  für  vollständig  controlii-t 
hielt,  noch  die  beträchtliche  Anzahl,  von  Prof.  Leuschner  im  Jahre  1890  in  den 
„Publications  of  the  Astronomical  Society  of  the  Pacific"  mitgetheilter  Fehler,  deren 
Verzeiclmiss,  da  es  nicht  allgemein  bekannt  sein  dürfte,  der  vorliegenden  dritten  Aus- 
gabe gleichfalls  mit  beigegeben  ist.  Und  so  wage  auch  ich  nicht  zu  behaupten,  dass  das 
eine  oder  andere  Druckversehen  in  den  mathematischen  Formeln  der  dritten  Ausgabe 
des  vorliegenden  Werkes,  trotz  aller  stattgehabten  Bemühungen,  völlig  ausgeschlossen 
wäre.  Ja,  wenn  sich  Jemand  der  Mühe  einer  Prüfung  dei'selben  unterziehen  und  dabei 
von  mir  unbemerkt  gebliebene  Versehen  feststellen  und  mir  oder  dem  Vieweg'schen 
Verlage  mittheilen  wollte,  so  würde  ich  ihm  im  Interesse  des  Werkes  zu  aufrichtigem 
Dank  verpflichtet  sein.  — 

Auch  von  den  Klinkerfues'schen  Rechenbeispielen  wurden  einige,  offenbar 
fehlerhafte,  neu  gerechnet,  wie  die  Beispiele  der  Vorlesungen  20,  34,  36  und  70  der 
zweiten  Auflage;  verschiedene  andere,  zwar  im  Ergebniss  richtige,  indess  mit  Druckfehlern 
behaftete,  wurden  corrigirt.  Ob  im  übrigen  Klink  er  fues  bei  seinen  Rechen  beispie  len 
noch  Fehler  untergelaufen  sind,  will  ich  dahingestellt  sein  lassen.  Das,  worauf 
es  mir  ankam,  war  vor  Allem  die  Richtigstellung  der  mathematischen  Ent- 
wickelungen.  —  Ebenso  wurde  auch  das  Ebert'sche  Rechenbeispiel  der  HO.  Vor- 
lesung, in  dem  am  Schluß  sämmtliche  Elementencorrectionen  unrichtig  erhalten  sind,  da 
die  Fehlereiuheit  vergessen  ist,  corrigirt.  Diese  verschiedenen  Rechnungen  wurden  von 
Herrn  Dr.  Wedemeyer  und  mir  in  Controle  gleichzeitig  dui'chgeführt. 

Ferner  wurden  einige  neu  gefundene  (auch  im  Watson'sclien  Original  enthaltene) 
Druckfehler  der  im  Anhang  gegebenen  Barker'schen  Tafel  VI  beseitigt;  auch  wurden 
in  Tafel  XI  und  XII  der  2.  Auflage  die  von  Prof.  Brendel  in  den  Gauss'schen 
Origiualtafeln  der  Theoria  motus  (cf.  Gauss' Werke,  Bd.  VII,  1906,  herausgegeben  von  der 
Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen)  angebrachten  Verbesserungen 
berücksichtigt.  Schliesslich  wurde  die  Constantentafel  XVI  der  2.,  d.  i.  Tafel  XX 
der  3.  Ausgabe  erweitert  und  modern  verbessert.  In  ihrer  vorliegenden  Form  dürften 
Druckfehler  der  Tafeln  ausgeschlossen  sein.  Die  im  Vorwort  der  2.  Auflage  (cf.  S.  X) 
über  die  Nummernfolge  der  Tafeln  gemachten  Angaben  gelten  für  die  3.  Ausgabe,  in 
welche  neue  Zahlentafeln  aufgenommen  sind,  nicht  mehr;  die  diesbezüglichen  Aufschlüsse 
findet  der  Leser  auf  S.  828  des  folgenden  Anhanges,  der  die  Tafeln  enthält,  gegeben.  — 

Bezüglich  der  Präcession,  die  auch  in  anderen  Werken  über  Bahnrechnung  eine 
ausführlichere  Behandlung  erfahren  hat  —  mewohl  streng  genommen  allerdings  nur  die 
Ergebnisse  der  Theorie  für  die  Bahnrechnuug  in  Betracht  kommen  — ,  möchte  ich  auf 
das  schon  im  Vorwort  zur  zweiten  Auflage  des  vorüegeuden  Werkes  auf  S.  IX  Gesagte 
verweisen.  Hier  sei  noch  erwähnt,  dass  die  classische  mechanische  Theorie  der 
Figur  der  Erde,   die   einen   genäherten  Werth    für   die  Abplattung    ergiebt    (der. 
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iiumorisrli  inodilicirt,  in  iler  Theorie  der  IVäcesaion,  cf.  S.  148  des  Folgenden,  gebraucht 
ist),  sich  in  nuMiiein  Hmli  über  die  Fimir  dor  Krdi«')  in  versUiudlich  jjelialtener  Kumi 
und  wi'it  ausfülirlicher,  als  in  anderen  Arlieitcn  über  dies  coniplicirte  l'rohlt-n»  der  liöheren 
Mei-Iianik,  abgeleitet  findet,  ein  Ziel,  das  ich  besonders  auch  bei  der  I'ritcesBiun  an- 
gestrebt habe.  Der  moderne  Werth  für  die  Abplattung  wird  in  der  Fortsetzung  des 
genannten  Huches  behandelt  (Diese  wird  indess  erst  nach  Abschluss  des  dritten  Theiles 
meiner,  auf  (irund  der  (Jylden'scheu  .Störungstheorie  durchgeführten  l'ntersuchuugen 
über  die  Stiirungen  der  kleineu  l'laneteu  vom  ////«/«///pus  [i;|  zur  Ausgabe  gelangen.)  — 

Im  l'ebrigcn  liabe  icli  meine  erste  Neul)earbeitung  des  Kliukerf ues'sches  Uuches 
keiner  weiteren  wesentlichen  Umarbeitung  unterzogen,  sondern  von  einer  gleich  zu 
erwähnenden,  priucipiellen  Erweiterung  abgesehen,  nur  noch  einzelne,  mehr  neben- 
siichliciie  Veränderungen  vorgenommen,  wie  die  Aenderung  verschiedener  Figuren,  die 
lliuzufügung  einzelner  Gleichungen  etc.  Ferner  ist  in  der  dritten  Ausgabe  das  falsche 
Klinkerfues'sche  Beispiel  der  127.  Vorlesung  der  zweiten  (d.  i.  der  122.  Vorlesung 
der  ei-sten)  Aufl.ige  für  die  Identität  der  zwei  betreffenden  Meteoritenbahnen  fortgefallen, 
da,  worauf  im  Astronomical  Journal,  Bd.  XV,  S.  165  durch  Prof.  Schaeberle  hingewiesen 
ist,  die  beiden  Sternschnuppen  nicht  identisch  waren. 

I>as  an  Stelle  des  unrichtigen  Klinkerfues'schen  Beispieles  im  Folgenden  ge- 
gebene Beispiel  ist  von  Herrn  Ciias.  V.  Olivier  (cf.  Lick  Observatory  Contributious  Nr.  5) 
und  beh.indelt  die  gleichzeitige  Beobachtung  desselben  Meteors  auf  Mt.  Hamilton  und 
Mt.  Diablo.  Herr  Olivier  hat  den  Moment  des  Verschwindens  dem  Moment  des  Auf- 
leucht«'ns  bei  der  Berechnung  vorgezogen,  w^eil  der  letztere  in  der  Regel  viel  weniger 
beobachtet  ist,  als  der  erstere  (cf.  S.  812  des  Folgenden).  — 

Hinzugefügt  üind  der  neuen  .\usgabe,  wie  schon  erwähnt,  noch  einige  wichtige 
neue  Zahlentafeln.  Tafel  XI  der  dritten  Ausgabe,  für  Vorlesung  35,  hatte  Herr 
Dr.  Wedemeyer  die  Güte  auszuführen  2).  —  Als  eine  besondere  Errungenschaft  für 
die  dritte  Ausgabe  dürfte  jedoch  die  Aufnahme  der  neuen  Leuschner'schen  Bahn- 
rechnungsmethoden zu  betrachten  sein,  auf  deren  Charakteristik  ich  sogleich  mit 
einigen  Worten  zurückkommen  werde.  Die  für  diese  Metiioden  gebrauchte  Tafel  XVI, 
die  eine  Erweiterung  der  entsprechenden  Oppolzer'schen  Tafel  XIll,  Bd.  I,  auf  sechs 
Stellen  mit  kleineren  Intervallen  darstellt  und  im  Allgemeinen  genau  bis  auf  circa  eine 
Einheit  der  letzten  Ziffer  ist,  und  die  von  besonderer  Wiclitigkeit  ist  (cf.  S.  471   und 


')  Da»  mechanische  Potential  nach  Vorlesungen  von  L.  Boltzmann  bearbeitet  und  die  Theorie 
der  Figur  der  Erde.  Erster  Theil.  Mit  137  Textfipuren.  Leipzig,  Verlag  von  Johann  Ambrosius 
Barth,  ll«08.     Besprochen  in  der: 

Viorteljahrsschrift  der  aHtronomischen  Gesellschaft.  46.  Jahr^'ang,  Heft  1  von  Ü'll 
■  l'irch  l'rof.  M  Anding).  — 

Im:   Bulletin  astronomique,  Bd. 2ä  (190;:i),  S.200  (durch  Prof.  Arnuind  Lambert).  — 

In:  Xaturo  Nr.2025,  Vol. 78.  Thursday,  20.  August  1908  (durch  CapUin  W.  J.  Johnston, 
i«ptain  (Markes  Nachfolger).  — 

')  Diese  von  Klink  crfues  am  Scblu«»  von  Vorlesung  35  der  ersten  Auflage  erwähnte  Tafel 
hat  sich  twar  in  Klinkerfucs"  wissenschaftlichem  Nachlass  befunden,  ist  aber  von  Klinkerfues" 
Nachfolger,  wie  er  mir  seiner  Zeit  mittheilte,  mit  dem  übrigen  Nachlass  wegen  gänzlicher  Unleser- 
lichkvit  verbrannt  worden.  — 
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S.  473,  Zeile  22  und  23  des  Folgenden),  hatte  Herr  Prof.  Leuschner  die  Güte,  für 
die  dritte  Ausgabe  zur  Verfügung  zu  stellen,  während  Tafel  XIV  und  XV  dem  zweiten 
Bande  von  Oppolzer's  Bahnrechnung  (Tafel  la  und  IIa  daselbst)  mit  Genehmigung 
des  Engelmann'schen  Verlags  entnommen  sind.  — 

Bei  Abfassung  meiner  ersten  Neubearbeitung  des  Werkes  war  es  durch  das  wissen- 
schaftliche Interesse  geboten,  die  neue,  im  Jahre  1889  ei"schienene  Vectorenmethode 
von  Willard  Gibbsi)  aufzunehmen,  die,  originell  und  elegant  hinsichtlich  der 
theoretischen  Entwickelungen ,  im  Genauigkeitsgrad  der  Annäherung  allen  früheren 
Methoden  überlegen  ist  und  schon  aus  diesem  Grunde  bei  einer  Neudarstellung  der 
Bahnrechnung  selbstverständlich  nicht  einfach  unerörtert  bleiben  durfte.  Wenn- 
gleich einige  Nachtheile  dieser  Methode  in  praktischer  Beziehung  allerdings  nicht  in  Ab- 
rede zu  stellen  sind  (cf.  S.  XXVI,  Anm.),  so  fällt  doch  das  günstige  Urtbeil  derjenigen 
Rechner,  die  sie  angewandt  haben  (cf.  S.  414  des  Folgenden),  dem,  bekanntlich  von 
anderer  Seite  über  die  Methode  gefällten,  einseitig  absprechenden  Urtheil  gegenüber, 
wesentlich  ins  Gewicht.  Ebenso  hat  auch  Callandr eau  die  Vorzüge  der  Methode 
rühmend  anerkannt.  Die  von  Fabritius  und  von  Vogel  (cf.  A.  N.,  Bd.  128,  S.  225 
und  Bd.  129,  S.  37)  gemachten  Vorschläge  von  Verbesserungen  der  Gibbs'schen  Me- 
thode, —  die  einige  Mängel  derselben  beseitigen,  —  wurden  nicht  berücksichtigt,  weil 
sie  weder  eine  wirklich  durchgeführte  Neugestaltung  der  Methode,  noch  auch,  auf 
Grund  einer  solchen,  die  numerische  Anwendung  erbringen.  Auf  die  wesentliche  Verbesse- 
rung der  Methode  durch  Frischauf  werden   wir  weiterhin   zu  sprechen   kommen.  — 

Kurz  nach  dem  Erscheinen  meiner  ersten  Neubearbeitung  vonKlinkerfues'  theore- 
tischer Astronomie  ist  dann  von  Prof.  Harzer  in  Kiel  ein  erneuter  Versuch  gemacht  worden, 
für  das  Problem  eine  noch  vollkommenere  Lösung  als  die  von  Gauss,  Encke,  Oppolzer 
und  Gibbs  gegebene,  zu  finden,  in  einer  grossen,  buchartigen  Abhandlung:  „üeber  die 
Bestimmung  und  Verbesserung  der  Bahnen  von  Himmelskörpern  nach  drei  Beobach- 
tungen." (Publication  der  Sternwarte  in  Kiel  XI,  herausgegeben  von  Paul  Harzer;  cf.  auch 
A.  N.,  Bd.  141.)  Schon  Prof.  Bauschinger  hat  die  Aufnahme  der  Harzer'schen 
Methode  in  sein  neues  Lehrbuch  über  Bahnrechnimg  abgelehnt.  Er  motivii-t  auf 
S.  393    seine  Gegnerschaft    gegen  die  Laplace'sche    und    die   Harzer'sche   Methode 


')  Von  meiner  damaligen  Correspondenz  mit  Gibbs  über  seine  Methode  ist  inzwischen  in  den 
gesammelten  Werken  des  Verstorbenen  (vergl.  Vol.  U,  Nr.  VI,  S.  149 — 154)  ein  höchst  interessanter 
Brief  erschienen:  „On  the  use  of  the  Vector  method  in  the  detennination  of  orhits.  Letter  to  Dr. 
Htigo  Biichhol: ,  Editor  of  KlinJcerfues  Theoretische  Astronomie  [Hitherto  unpiiblishtd]",  den 
ich  den  amerikanischen  Herausgebern  von  Gibbs'  Werken  im  Jahre  1905  auf  ihre  Bitte  zur  Ver- 
fügung stellte.  —  An  dieser  Stelle  möchte  ich  eines,  wenn  auch  nebensächlichen  Irrthums  der  zuvor 
erwähnten  Callandreau'sohen  Kritik  gedenken.  Callandreau  schrieb:  „Pour  l'expose  de  la 
methode  vectorielle  de  Gibbs,  Je  Dr.Buchholz  a  eu  u  sa  disposilion  les  le(oiis  dtt  professeiir  Schur, 
de  Göttingue,  siir  le  ealcul  des  orbites ,  ainsi  que  des  Notes  communiquees  par  M.  Gibbs  liii  meine." 
Hierzu  möchte  ich  bemerken:  erstens,  dass  ich  bei  Klinkerfues'  Nachfolger  niemals  Vorlesungen 
gehört  habe;  zweitens,  dass  die  von  Gibbs  selbst  nicht  gegebene,  ausführliche  Ableitung  seiner 
Fundamentalgleichung ,  wie  sie  auf  S.  419  bis  422  im  Folgenden  gegeben  ist ,  in  Wirklichkeit  von 
Prof.  Schering  herstammt  (man  vergleiche  S.  419.  Zeile  16  etc.);  drittens,  dass  meine  im  Folgenden 
gegebene  Darstellung  der  Gibbs'schen  Methode,  wie  sich  jeder  überzeugen  kann,  direct  auf  dem 
englischen  Original  von  Gibbs  selbst,  sowie  auf  Gibbs'  Briefen  basirt. 
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«l.ninit:  „...<la  j«"ilt>  Aiiw<-n<liin|;;  derselbon  von  iKt  Mühscli^ikoit  (Ut  Hi-chnuiiR  iiiul 
von  (iiT  Rennten  Siclicihcit  des  erliingti-ii  HesultatoB  den  Hi'W<is  «rbrinKt  Die 
Mftho<lü  fnsst  zweifellos  das  Problem  im  K^rn,  aber  die  Hiilfsmittel,  deren  sie 
Hieb  J>edieut,  sind  im  zu  läng  lieb."  Nun  ist  freilieb  der  Vorwurf,  dass  die 
liarzer'si'iie  Metbode  auf  Laplace  fusso  und  darum  mangelhaft  sei,  nicht  zu- 
trefft-nd;  übrigens  vergleiche  nuin  die  Harzer'sche  Kntgegnung  (Astronomische  Nach- 
richten, Hii.  170,  Nr.  405^);  trotzdem  aber  trifft  «lic  Harzer'8<he  Methode  der  letzte 
Theil  des  v<in  Prof.  Hauscbinger  erhobenen,    nur  nicht  weiter  begründeten  Vorwurfs. 

Ein  so  ausgezeichneter  Kenner  der  Hahnrechnung,  der  sich  auf  dem  fiebiete 
so  erfolgreich  selbst  betbätigt  hat,  wie  der  bekannte  iJirector  des  Student«'  Observatory 
in  t'alifornien,  Prof.  A.  U.  Leuschner,  urtheilt  bei  Darstellung  seiner  werthvollen 
neuen  Bahnrechnungsmethoden  (A  short  nietiiod  of  determining  nrbits  from  three  Obser- 
vatioDS,  l'niversity  of  California  Publicatious;  cf.  Publications  of  the  Lick  Observatory, 
Vol.  VII,  Part.  1;  ferner  Part  2,  3,  7,  8;  vergl.  Vorlesung  82  des  Folgenden)  gleichfalls 
hinsichtlich  ihrer  praktischen  Verwerthbarkeit,  auf  die  es  astronomisch  ankommt, 
.ibfiillig')  ül)er  die  Harzer'sche  Methode.  Einige  der  von  Prof.  Leuschner  hervor- 
i.'ehobenen  Mängel  der  Harzer'sche»  Methode,  welche  dieselbe  dem  Hechner  wenig 
brauchbar  erscheinen  lassen  müssen,  finden  sich  im  Folgenden  (vergl.  S. 448)  kurz  an- 
gegeben; ausführlicher  noch  sind  sie  in  der  zuvor  erwähnten  ersten  Arbeit  gleich  zu 
Meginn  von  Prof.  Leuschner  beleuchtet  worden,  weshalb  ich  hier  nicht  weiter  auf  sie 
eingt'be.  Bei  der  Leusch  ner'schen  Methode  jedoch  sind  alle  Unstimmigkeiten  der 
Harzer'scben  Arbeit  auf  das  Glücklichste  vermieden  (vergl.  S.449  und  auch  S.450  des 
Folgenden).  Die  Berücksichtigung  der  Untersuchungen  von  Prof.  Leuschner  —  einer 
Autorität  auf  dem  Gebiete  der  Bahnrechnung  —  in  der  dritten  Ausgabe  des  vorliegenden 
Werkes  musste  im  Interesse  der  Rechner  in  hohem  Grade  wünschenswerth  erscheinen, 
um  so  mehr,  als  dieselben  im  Original  schwer  erreichbar,  und  in  anderen  Werken  über 
Bahniechnung  niciit  zu  tiiuleii  sind.  (Hierzu  vergleiche  man  auch  S.  44'J,  Zeile  27  etc. 
der  im  Folgenden,  in  Vorlesung  82  gegebenen  Leu  seh  ner'schen  Darstellung.)  — 

Die  ursprüngliche  Fassung  der  „short  method",  wie  sie  bis  jetzt  erst  in  Part  1,  2 
und  3  von  Vol.  VH  der  „Publications  of  the  Lick  Observatory"  publicirt  vorliegt,  erfuhr 
indess  im  Laufe  der  letzten  .Fahre  nicht  nur  Verbesserungen,  sondern  auch  grundh-gentle 
Erweiterungen,  deren  endgültige  Forniulirung  zur  Zeit  der  Abfassung  der  dritten  Ausgalie 
de8  vorliegenden  Werkes   noch  nicht  gedruckt  vorlag,   sondern  vom  Autor  damals  erst 

')  Vergl.  7,.  B.  S.  3  der  Sonderausgabe  der  ersten  Leuschner' sehen  Arbeit:  ,...  There  ure, 
hovrrrr  /iratical  ili f'ftculties  involveil  irhich  make  it  douhlful  irltellier  astronomers  iriM  ndopt 
thif'  (llaner's)  „melhod  in  preferrnce  to  the  nhort  methods  of  determining  circular  elementi  for 
planet»,  to  Olbera'  and  v.  Oppolzer's  methods  of  deriving  paruliolic  orbils  for  comets,  or  even 
Ig  the  more  general  methods  of  <iau.is  and  Oppolxer  for  the  Determination  of  orbits  irithout 
preriou.i   hijpotheitis   as   to   the    ercenlncilii.     Snmr    of  the  difficultien,    aß    of   Ihem   of  the   ulmoM 

imporlanee   to   Computers  itre  ut  fnUoiiii "     „The  essmtial   improi-ements   lo    he   soiight   for   arr. . ." 

(K.S  füllen  in  der  Leuschner'schen  .\rbeit  mehrere  Seiten  ausstellender  Kritik  über  die  nBrr.er"«ohe 
.\rbeit.>  Kerner  r.  H.  .S.  J.') :  .The  mrthods  of  I.aplace  nud  llarcer  furnish  convenient  exprefsions 
which  coiitaiii  the  groeenlnv  dislance  ...:  hut  fnr  rrafoiis  irhirh  are  ajiparrnt  from  the  preceding 
arttcle,  the*c  metluHl»  are  otherwiae  not  auited  for  the  »ulution  ofthe  pre«ent  probten." 
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für  die  Publicationen  des  Lick  Observatory  im  Manuscript  zusammengestellt  wurde'). 
Aus  diesem  Grunde  ersuchte  ich  Prof.  Leus  ebner,  die  folgende,  in  Vorlesung  82 
gegebene  Gesammtdarstellung  seiner  Untersuchungen  selbst  zu  übernehmen  und 
stellte  meine  eigene,  auf  Gnind  der  ersten  Leuschner'schen  Arbeiten  bereits  verfasste 
Darstellung  zurück.  Nachträglich  lieferte  dann  Prof.  Leuschner  auf  meine  Bitte  auch 
noch  entsprechende  Formelzusammenstellungen  mit  Rechenbeispielen,  sowie 
eine  etwas  ausführlichere  Darstellung  seiner  „Methode  der  Bahnherechnung  mit 
sofortiger  Berücksichtigung  der  Störungen",  sammt  Rechenbeispiel,  als  sie  in 
der  Astr.  Y.  J.  Schrift  (43.  Jahrg.,  Heft  4)  gegeben  ist,  Entwickelungen .  die  im  Anhang 
mitgetheilt  sind.  Bei  Prof.  Leuschner's  eingetretener  schwerer  Erkrankung  — ■  von  der 
er  glückhch  wiederhergestellt  ist  — ,  hatte  Prof.  Crawford  vom  Students'  Observatory 
die  Güte,  die  Correctur  der  Tafel  XVI  mit  zu  erledigen. 

Scliliesslich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  ich  die  im  Folgenden,  auf  S.  448,  449  u.  450 
gegebenen  einleitenden  Bemerkungen,  auf  Grund  mir  von  Prof.  Leuschner  überlassener 
Notizen,  selbst  verfasst  habe.  Die  Bemerkungen  über  den  Werth  und  die  Bedeutung 
der  Leuschner'schen  Methoden  rühren  dabei  von  mir  her.  Die  bezüglich  der  Harzer- 
schen  Methode  gemachten  kritischen  Bemerkungen  jedoch,  und  ebenso  die  Bemerkung 
über  das  auf  S.  393  des  Bauschinger'schen  Werkes  über  Bahnrechnung  (auf  S.  448 
u.  449  des  Folgenden)  Gesagte,  sind  dem,  in  meinem  Besitz  befindlichen  Leuschner- 
schen  Entwürfe  wörtlich  entnommen.  — 

Hier  sei  nur  darauf  hingewiesen,  dass  in  den  folgenden  Leuschner'schen  Unter- 
suchungen die  in  ..short  method"  gegebenen  Entwickelungen  unter  anderem  nicht  nur 
modificirt  sind  dadurch,  dass  geschlossene  Ausdrücke  füi"  f  und  g  für  die  Anwendung 
auf  lange  Intervalle  eingeführt  sind,  ebenso  für  df  und  dg\  dass  ausserdem  einfache 
Modificationen  direct  zur  Parabel  oder  zum  Kreise  führen,  wenn  derartige  Bahn- 
bestimmungen erwünscht  sind.  Vor  allem  sind  die  ursprünglichen  Untersuchungen 
dadurch  erweitert,  dass  nunmehr  osculirende  erste  Elemente,  d.  h.  solche  mit  so- 
fortigem Einschluss  der  Störungen,  berechnet  werden  können.  Das  Letztere 
erscheint  als  besonders  wichtig  für  gestörte  Trabanten,  wie  z.  B.  für  Saturn  IX, 
Jupiter  VI,  VII,  VIIL  Denn  bisher  hat  es  bekanntUcb  überhaupt  keine  directe 
Methode  der  Bahnbestimmung  für  Satelliten  gegeben;  vielmehr  ist  man  von  Annahmen 
über  Perioden,  Excentricität  und  bisweilen  auch  Neigung  ausgegangen.  Diese  Annahmen 
fallen  bei  der  Leuschner'schen  Methode  vollständig  fort,  und  alle  Elemente  und 
alle  Lösungen,  wenn  mehrere  vorliegen,  erfolgen  in  ihrer  Bestimmung  gleichzeitig. 
Dabei  geht  die  Lösung  der  verschiedenen  Probleme,  wie  der  Parabel,  der  Kreisbahn, 
der  allgemeinen  Bahn,  der  gestörten  Bahn,  fast  in  der  gleichen  Weise  vor  sich,  und 
der  Uebergang  von  der  einen  ziu"  anderen  Bahn,  wie  z.  B.  von  der  Parabel  zur  Ellipse, 
erfordert  kaum  Mehrarbeit.  Diese  Allgemeinheit  der  Methoden  ist,  neben  ihrer 
Genauigkeit  und  Kürze,  ein  Hauptvorzug  vom  theoretischen  Stand- 
punkt aus.    Denn  die  Leuschner'schen  Methoden,  deren  gute  praktische  Verwerth- 

')  Dieselben  sind  auch  jetzt  noch  nicht  gedruckt  und  ihre  Publication  in  Amerika  (in  einem  anderen, 
als  dem  hier,  pädagogisch,  entwickelten  Znsammenhang)  wird  erst  später  erfolgen. 


Imi'koit  (iiircli  tlii<  nuiiH'risi-liL'ii  ItccliniiiiK'*-'!)  liiiilaii){lii'li  rrwii'srn  ist  (man  ver- 
ulfitlie  ilio  im  l'olut'iulen  mit^'ftheilti'ii  Hfispielt«),  dienen  in  ihrer  jetzi^tu  Form  nicht, 
wie  in  ihrer  ni>|iriink'lichcn,  nur  mehr  für  genäherte  E])hi'meriiluii,  Honderu  uic;  um- 
fusscn  diis  ganze  (Jebiet  der  liiihnrecliuung.  — 

Dabei  ist  noch  zu  l>etonen,  duss,  wenn  die  erste  Annäherung  („directe  Lösung") 
nicht  hinri-icliend  ist,  die  zweite  Aniiiilieriing  nicht,  wie  die  sogenannte  zweite  Hypo- 
these, dunli  algehraisclie  Njithrechnung  der  verlier  verniidiliissigten  (ilieder  höherer 
Ordnung  erfolgt,  sondern  dadurch,  dass  auf  differeuticllem  Wege  diejenigen  l'orrec- 
tionen  der  vier  Fundamentalgrössen  berechnet  werden,  welciie  die  Unterschiede  Ueob- 
nchtung  minus  Rechnung  zum  Verschwinden  bringen. 

Schliesslich  sei  hier  noch  der  Memerkuni;  Prof.  Leuschner's  (cf.  S. 454,  Zeile  10 
lies  Folgenden)  F'rwähnunii  gethan,  die  darauf  hinweist,  dass  es  für  den  Bahurechner 
von  Vortheil  sein  würde,  wenn  künftig  bei  Herstellung  der  astronomischen 
.lahrbücher  die  betreffenden  Geschwindigkeiten  in  den  Sonnencoordinaten 
mit  berechnet  würden.  — 

Von  der  Harzer'schen  Methode  muss  bei  objectiver  Prüfung  heiTorgehoben  und 
ausdrücklich  anerkannt  werden,  dass  sie  in  rein  mathematischer  Hezichung  das 
l'robleni  mit  viel  Scharfsinn  löst');  in  praktischer  Ilcziehung,  auf  die  es  astronomisch 
ankommt,  jedoch  thut  sie  das  nicht.  Zwar  sagt  Herr  Harzer  selbst  auf  S.  6  von 
seiner  Arbeit:  „So  sinnreich  dies  Vcrfalireu  (das  Gibbs'sche)  ist,  muss  doch  bezweifelt 
werden,  dass  es  praktisch«;  Vortheile  vor  dem  von  uns  skizziilen  gewähre."  .\llein 
in  einem  wissenschaftlichen  Lehrwerk  wie  dem  Kiinkerfues'schcn,  das  nur  die  wirklich 
brauchbaren  Hauptergebnisse  der  wissenschaftlichen  Forschung  enthalten  soll  (ohne, 
bei  der  F'üUe  des  StolTes,  jeder  der  vielen  werthvollen  kleineren  Arbeiten  über  das 
Gebiet  gerecht  werden  zu  können),  das  zugleich  ein  Führer  und  Wegweiser  der 
studirenden  .lugend  ist,  durfte,  bei  eingehender,  gewissenhafter  Prüf ung,  dieHarzer'sche 
Methode,  als  minder  brauchbar,  eine  Berücksichtigung  nicht  finden. 

So  giebt  auch  der  Verfasser  des  bekannten  „Grundriss  der  theoretischen  .Vstrononiie 
und  der  Geschichte  der  Planetentheorieu"  (in  2.  .\uflage  erscliieueu  1903  bei  Engelmann 
in  Leipzig),  Prof.  Frischauf,  in  seiner,  Verbesserungen  und  neue  Gesichtspunkte 
enthaltenden  Dai-stellung')  der  Gibbs'schen  Methode  auf  S..30  sein  llrtheil  über  den 
Harzer'schen  Versuch  dahin  ab:  „Harzer  setzt  als  Näherungswerth  .  .  .  Die  darauf 
^i'gründete  Bestimmung  von  r,  r',  r"  wird  aber,   was  Kürze,  Bequemlichkeit  und 

')  IliiTMi  vorploiehc  man  die  vnn  Herrn  Harzer  iinmittelljar  vor  der  , Einleitung"  leiner  .\rbeit 
gemnchte  Viirln'Hiprk  ung  auf  S.  .S,  Zeile  I  uml  6,  wnimcli  Winke  des  bekannten  MntheiniitikiTs  Prof. 
.Stacckel,  wählend  dieser  an  der  Kieler  fnivcrsitiit  wirkte,  „für  die  (iestaltung  der  aualy- 
'ischen  Darstellung  der  Untersuchungen  niit7:lich  gewesen".  — 

•)  Die  (iau88-(iibbs'sohe  Methode  der  Babnbestimmiing  eines  Himmelskörpers  ans  drei  Beob- 
achtungen von  Dr.  J.  Frischauf,  o.  r>.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Graz.  I^eipzig, 
Verlag  von  W.  F.ngelmaiin  1!HI5.  Diese  interessante,  von  Frischauf  gegebene  Modification  der 
(iiblis'schen  Methode,  —  welche  zwar  keine  numerische  .Anwendung  als  Probe  ihrer  praktischen 
l.eistungi>fähigkeit,  in  der  'l'hnt  aber  fi  rincipielle  Verlicsserungen  der  fiibbs'Bchen  Original- 
methodc  in  (io!<talt  einer  detallirt  gegebenen  Xeugeftiiltung  der  Uechenformeln  bringt,  —  numerisch, 
t>ei  gleichzeitiger  Anwendung  der  tübbs 'sehen  Originalmethoile  auf  ein  Beispiel,  zu  prüfen,  wurde 
eine  wiigensohaftlich  7weckvolle  Aufgabe  zum  Vergleich  der  Methoden  für  eine  „Dissertation"  bilden. 
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Convergenz  dei-  Rechnungen  anbelangt,  von  der  Gauss-Gibbs'schen  in  jeder 
Beziehung  übertroffen.  Zunächst  erscheinen  die  Harzer 'sehen  transcendenten 
Ausgangswerthe  für  n:n'  und  n":n'  zur  Berechnung  von  r,  r',  r"  nicht  sehr  geeignet; 
sie  müssen  zu  diesem  Zwecke  in  rationale  Ausdrücke  von  r,  >',  r"  umgewandelt  werden, 
was  einem  Aufgeben  dieser  Special uietho de  gleichwerthig  ist.  Ferner,  da 
in  der  Praxis  f  in  der  Regel  klein  ist,  so  ist  das  Fehlerglied  Harzer's  mit  v*  mit 
dem  nur-  unsicher  bestimmbaren  Factor  6^  ungleich  größer  als  das  bezügliche  von 
Gibbs  (bei  Pallas  /"=  0,1268  das  14,5-  und  12fache,  bei  Ceres  f=  —  0,03056  das 
53,o-  und  5o,8fache  für  n:n'  und  n":n').  ...  Es  ist  daher  auch  bei  Harzer  eine 
Beschränkung  auf  kleine  Werthe  von  v  (höchstens  gleich  1 : 3)  geboten,  wodurch  wieder 
die  Entwickelung  der  höheren  Glieder,  mindestens  von  v^  an,  überflüssig  erscheint. 
Die  Harzer 'sehen  Reihenentwickelungen  mit  der  Beschränkung  auf  Glieder  sechster 
Ordnung  nach  v^,  u,  v  reichen  nicht  einmal  für  das  Ceres-Beispiel  v  =  0,536 
trotz  der  kleinen  Excentricität  =  0,081  aus"  u.s.w.  (Das  Gibbs'sche  Ceres- 
Beispiel  vergl.  S.  438  des  Folgenden.)  — 

Dagegen  weist  Herr  Frischauf  auf  die  fundamentale  Bedeutung  des  neuen,  von 
Gibbs  füi-  die  Bahni-echnung  aufgestellten  Principes  mit  den  charakteristischen  Worten 
hin:  „Diese  einfachen,  rationalen  und  dabei  sehr  genauen  Ausdrücke  nach  r,  >■',  r",  die 
Gibbs  als  Näherungswerthe  der  Dreiecksverhältnisse  aufgestellt  hat,  können  unstreitig 
als  der  bedeutendste  Fortschritt  der  Lösung  der  Aufgabe  einer  ersten  Bahn- 
bestimmung seit  Gauss  bezeichnet  werden." 

Fabritius  aber  hebt  den  praktischen  Werth  der  Gibbs'schen  Ausdrücke  der 
Dreiecksverhältnisse  sowohl  für  die  Bahnbestimmung  aus  drei  Beobachtungen,  als  auch  aus 
vier  Beobachtungen,  wie  auch  für  parabolische  Bahnen  rühmend  hervor,  indem  er  sagt: 
„Bei  Kometen  mit  bedeutender  heliocentrischer  Bewegung  brachte  diese  Methode  (die 
Gibbs'sche)  convergirende  Resultate,  wo  andere  Methoden  divergirende  ergeben." 

Fassen  wir  das  Gesagte  kritisch  zusammen,  so  kann  dasUrtheil  über  die  neueren, 
nach  einander  von  Gibbs,  Harzer  und  Leuschner  entwickelten  Methoden  der 
Bahnrechnung  nur  dahin  präcisirt  werden:  dass  die  Leuschner 'sehen  Untersuchungen 
einfache  Resultate  von  ausgezeichneter  Brauchbarkeit  ergeben.  Auch  der  Original- 
methode von  Gibbs  kann,  wenngleich  sie  weniger  einfach  ist,  und  ihr,  in  gewissen 
Fällen,  Nachtheile  in  praktischer  Hinsicht  (wie  sie  die  Frischauf 'sehe  Arbeit  auf 
S.  16  richtig  hervorhebt  i)  in  der  That  anhaften  —  ganz  abgesehen  von  ihrer  hervor- 

')  „So  günstig  die  unmittelbare  Verwendung  der  drei  Gleichungen  (4),  (5),  (6),  wie  sie  Gibbs 
vorgeschlagen  hat,  beim  Ceres -Beispiel  (mit  Zwischenzeiten  von  bezw.  134  und  126  Tagen)  erscheint..., 
so  ungünstig  stellt  sich  dieselbe  bei  wirklich  kleinen  Zwischenzeiten,  etwa  10  bis  20  Tagen,  je 
zweier  auf  einander  folgender  Beobachtungen...  Der  Grund  der  missUchen  Verwendbarkeit  der  obigen 
Gleichungen  Uegt  in  der  Kleinheit  des  Nenners  der  drei  Unbekannten  J  q,  ■d  g',  J  tj",  welche  in 
der  Form:  ^  X<,-1- 6r„-|- c^„         a    _.    ,    6    „    ,     c    „ 

-"i  =  d =  -d  ^'  +  T  ^°+Z  ^°  "■  ^-  '^- 

erscheinen...  Für  das  Ceres-Beispiel,  wo  bereits  die  zweite  Hypothese  genügt,  bestätigt  die  Erfahrung 
diese  (die  Gibbs'schen)  Voraussetzungen,  nicht  aber  beim  Swift-Komet  (1880,  V),  wo  trotz  guter 
Darstellung  der  Zwischenzeiten  die  gegebenen  Beobachtungen  aus  den  erhaltenen  Elementen  nicht 
genügend  genau  dargestellt  werden." 
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ratzenden  Ori^jiiinlität  und  Kxactheit  — ,  die  llraurhlmrki'it  in  vielen  lallen  (wie  z.  H. 
Ceres)  keint'!<\ve};8  alijjesprochcn  wenlen;  wenngleich  von  der  Metliode  zugegeben 
werden  niuss,  dass,  selbst  in  ihrer  verbesBerten  Form,  die  erste  Annäherung  in  der 
Kei-hnun^  zwar  von  hoher  (ienaui);keit,  aber  praktisch  doch  zu  complicirt  ist, 
und  dass  andere  Metlmilen,  wie  beispielsweise  die  Encke'sche  und  vor  allem  die 
l.fuschuer'schen,  weil  kürzer  und  bequenier,  für  den  Hechner  vorzuziehen  sind. 
li:ij;egen  kann  der  Weg,  den  Herr  Harzer  in  seiner  Arbeit  einf,'eschla^'en  —  wiewohl 
nicht  zu  verkennen  ist,  da«8  diese  Arbeit  einen  wesentlichen  Fortschritt  gegen  andere 
Harzer'sche  l'ntersuchungen,  wie  z.  H.  auch  ge-^en  die  über  die  Störungen  der  Bahnen 
vom  Hecubalypus  {]]  („Intersuchungen  über  einen  speciellen  Kall  des  Problems  der 
drei    Körper"')    unstreitig    insofern    bezeichnet,    weil    sie    ein     positives    Resultat 

')  Bei  Innuhultuuf;  der  von  Horrn  Harzer  für  Ilecuba  gewählten  (lenauigkeitsgrenz«  gehen 
die  Atiweiohuiipun  bei  Herrn  Ilarzer's  Theorie  in  obiger  Arbeit  bis  zu  vier  Grad  schon  in  don 
beliovent Tischen  Kclipticalcoordiniiton:  wns  auch  ganz  erklärlich  ist,  da  nicht  einmal  die  aus  der 
St<~irungsfunction  kommenden  Glieder  zweiten  Grade»  von  Herrn  Harzer  entsprechend  berück- 
sichtigt sind.  Auf  die  Hczeichnuug  einer  astronomischen  Näherung  kann  diese,  vom  rein 
theoretischen  Standpunkt  aus  zwar  interessante,  an  neuen  wissenschiiftlichen  Resultaten  jedoch, 
Iroti  ihres  Uiiifanges,  gleichfullü  ohne  eigentliche  F.rgebnisse  gebliebene  Harzer'sche  Studio  keinen 
.\nsprach  machen. 

Ganz  erreichen  das  Ziel  einer  genügenden  Annäherung  für  den  Tyims  ', ,  auch  die  viel  werth- 
volleren  Kramer'schen  P^nt Wickelungen  in  ihrer  jetzigen  Gestalt  noch  nicht,  wiewohl  bei  diesen 
weitgebenden  Untersuchungen  ausser  den  (iliedern  erster  Ordnung  zweiten  Grades,  auch  noch  die 
Glieder  zweiter  Ordnung  fiir  den  zweiten  Grad  in  <ler  Störungsfunction  Herücksichtigung  gefunden 
haben,  und  l>ei  der  Integration  noch  die  exargumcntalen  Glieder  dritten  Grades.  Für  Ilcculm 
selbst  reichen  die  von  Herrn  Kramer  ermittelten  Elemente  und  Störungen  noch  nicht  aus,  um 
für  längere  Zeit  die  Bewegung  auf  +  1'  bis  2'  darzustellen.  Dagegen  brachte  Herr  Kramer  beim 
rianeten  des  T\-^)us  '/i  »wi'"''",  für  den  er  Tafeln  aus  Beobachtungen  der  Jahre  lS6ü  bis  1896  (Epoche 
1876)  auf  Grund  der  Gyldcn-Brendel'schen  Principien  abgeleitet,  die  Genauigkeit  bereits  auf 
den ,  wenn  auch  praktisch  noch  nicht  völlig  zureichenden  Werth  von  ±  2',  bei  einer  Excentricitäl 
von  12*  und  einem  Divisor  i  =  O.OÖ  (1903:  Ja  =  —  0'.6,  JJ  =  —  2'.4,  1906:  J n  =  —  2'.7. 
J«r  =r  -l-  2'.7).    (Hierzu  vergl.  S.  10  des  Folgenden,  Anmerkung  3.) 

Man  ersieht  hieraus,  um  an  dieser  Stolle  die  zuvor  über  die  Gylden'schen  Methoden 
gemachten  Bemerkungen  nochmals  aufzunehmen  und  zu  ergänzen,  dass  für  den  Typus'/, 
und  den  in  anderer  Hinsicht  noch  complicirteren  Typus'/,  auch  die  Mitnahme  der  aus  der  Störungs- 
function  selbst  kommenden  (ilieder  dritten  Grades  (sowie  eventuell  der  „/usatzglieder"  dritten  Grades 
imd  einiger  Glieder  vierten  (irades)  nach  den  Gylden'schen  I'rineipien  nötliig  ist,  wenn  man  zu 
einem  nur  einigermaassen  brauchbaren  Resultat  gelangen,  d.  h.  die  Beobachtungen  auch  nur  auf 
eine  Bogenminute  genau  clarstcllen  will.  Auch  empfiehlt  es  sich  eventuell  bei  den  jupitemahen 
Planeten  des  Hildatypua  (und  ebenso  bei  denjenigen  des  Hecubatypus),  wenn  die  numerischen 
Näherungen  zu  langsam  fortschreiten,  statt  der  Gylden'schen  i)articllen  Integration  ein  anderes 
Gylden'sches  Verfahren  mittelst  elliptischer  Functionen  zur  Verstärkung  der  Convergeuz  anzuwenden, 
worauf  ich  später  in  Theil  IV  des  Hildntypus  zurückkommen  v\'erde.  (Erwähnt  sei  hier  noch,  dass 
das  Druckf ehlerverzeichniss  von  Theil  I  und  II  meiner  Untersuchungen  über  Hildn,  welches 
seiner  Zeit  ilen  Separaten  grolStenthcils  schon  gedruckt  beigegeben  wurde,  aber  nicht  in  die  Bände 
der  Denkschriftennu'igabe  mit  eingebunden  worden  zu  sein  scheint,  vollständig  in  Theil  III  an- 
;,'i'geben  werden  wird,  wo  auch  die  in  C'ap.  V  von  Theil  I  behandelte  speoiellc  Frage  über  die  Lücke 
nfieirt  werden  wird.) 

Hei  den  einfacheren,  von  Herrn  Brendel  in  seiner  Theorie  der  kleinen  Planeten  behandelten 
I  ommcnsurabilitätsty  pen,  speciell  bei  den  Typen  '/,  und  '/,  (, charakterist  ische"  Planeten, 
bei  denen  die  alten  analytischen  Methoden  viel  mühsamer  sind  und  z.  1).  bereits  bei 
Hestia  versagen)  aber  war  eine  so  wiit  gehende  Mitnahme  von  Gliedern  höheren  Grades  un<l 
höherer  Ordnung  nicht  nnthig,  wie  sie  die  besonders  schwierigen  Typen  ', ,  und  */•  nach  den 
gemachten   Erfahrungen    erfordern.    Vielmehr   ergeben   sich    dort    schon    bei    Berücksiohtigung    des 
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erliraclit  hat   — ,    aus   den   zuvor  erwälmten  Gründen  nicht  als    ein  eigentlich  zweck- 
entsprechender, praktisch  befriedigender  betrachtet  werden. 

Zwar  könnte  mit  Recht  eingewendet  werden,    daß  hinsichtlich  der  praktischen 
Brauchbarkeit   die    Gibbs'sche    Origiualmethode    der   Harzer'schen   nicht    so   be- 


zweiten  Grades  und  dei-  zweiten  Ordnung  brauchbare  Eesultate,  durch  welche  Hunderte  von  kleinen 
Planeten  für  lange  Zeit  in  weit  bequemerer  "Weise  mittelst  der  G  y  1  d  e  n '  sehen  Principien  zu 
erledigen  sind,  als  dies  mittelst  der  Theorie  der  speciellen  Störungen  möglich  ist.  Nach  den 
alten  analytischen  Methoden  aber  hat  man  seit  Lajilace's  Zeit  absolute  Störungen  mit  Tafeln 
nur  für  dreizehn  kleine  Planeten  (cf.  Astr.  V.  J.  Schrift,  31.  Jahrgang,  1896,  S.  288,  Gruppe  G.),  unter 
grossem  Rechenaufwand  berechnet,  allerdings  mit  grösserer  Anforderung  an  die  Genauigkeit.  Eine 
solche  wäre  bei  Mitnahme  des  dritten  Grades  —  den  ich  für  Hüda  nach  den  Gylden'schen  Prin- 
cipien bis  inclusive  der  zweiten  Ordnung  in  der  Störungsfunction  und  in  den  Differentialgleichungen 
bereits  in  Rechnung  gezogen  habe  —  für  die  Brendel'schen  Planetengruppen  sehr  einfach  zu  er- 
reichen. Für  den  ins  Auge  gefassten  Zweck,  das  rasche  Wiederauffinden  eines  kleinen  Planeten  am 
Himmel  für  circa  ein  Jahrhundert,  aber  ist  eine  grössere  Genauigkeit  als  die  in  der  „Theorie  der 
Idcinen  Planeten"  angestrebte,  für  die  betreffenden  Gruppen  nicht  erforderlich.  (Hierzu  ist  es  inter- 
essant, Enckes  Worte,  auf  S.  588  des  Folgeuden,  zu  vergleichen,  welche  die  Berechnung  der  kleinen 
Planeten  noch  ganz  in  die  Domains  der  speciellen  Störungen  verweisen.)  — 

Dass  die  hier,  wie  in  Vorlesung  I  gegebenen  kritischen  Darlegungen,  welche  die  Frage 
uach  dem  von  Gylden  (und  von  Poincare)  für  das  Störungsproblem  Erreichten  (und  nicht  Erreichten) 
zum  ersten  Mal  allseitig  klar  stellen  und  zum  Abschluss  bringen,  vom  Anfänger  (dem  das  vorliegende 
Werk  sonst,  so  weit  es  möglich  ist,  Rechnung  trägt)  zunächst  besser  überschlagen  werden,  darauf  ist 
auch  in  Vorlesung  I,  S.  6,  hingewiesen. 

Sollte  immerhin  Poincare,  um  sein  gegen  die  Gylden'sche  Richtung  so  apodiktisch  ab- 
gegebenes Urtheil  aufrecht  zu  erhalten,  es,  trotz  der  Thatsachen,  versuchen,  den  Vorwurf  der 
Unbrauchbarkeit  gegen  diese  Richtung  (die  „voll  unnützer  Complicationen  und  bloss  noch  von 
historischem  Wert  ist"!)  in  irgend  einer  Weise  zu  erneuern:  durch  die  ersten  Zahlenergebnisse 
der  Theorie  der  kleinen  Planeten  bereits  (welche  auf  der  stricten  Anwendung  der  Grundprincipien 
Gylden' 3  und  auf  der  detaillirten  Ausbildung  und  consequenten  praktischen  Durchführung  seiner 
einen  Hauptmethode  gerade  beruht)  steht  die  Gylden'sche  Richtung,  wie  wir  gesehen  haben,  so 
vollständig  gerechtfertigt  da,  dass  sie  künftig  weder  durch  Poincare's  Warnungen  vor  ihrer  An- 
wendung und  die  sonstigen  Aussprüche  dieses  einstigen  Rivalen  Gylden's  wird  mehr  discreditirt, 
noch  durch  dessen  gekrönte  Arbeiten  über  das  Störungsproblem  wird  mehr  zu  Unrecht  in  den  Schatten 
gestellt  und  beeinträchtigt  werden  können. 

Hat  auch  Gylden,  so  wenig  wie  im  Jahre  1889  Poincare,  die  „convergente"  Lösung  für  das 
Störungsproblem,  und  damit  nicht  den  principiellen  „Sieg"  erreicht  (man  vergl.  die  Anmerkung  1, 
S.  Xni  dieser  Vorbemerkungen):  so  dürfte  es  doch,  nach  der  ganzen  hier  gegebenen  That- 
sachenzusammenstellung  wohl  Niemand  mehr  zweifelhaft  sein,  welcher  der  beiden  Forscher  für 
die  Astronomie  das  wirklich  Positive,  Bleibende  geschaffen,  und  welchem  von  ihnen  in  dem  durch 
seine  besonderen  Begleitumstände  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  einzig  dastehenden  Kampf  der 
Sieg  verblieben  ist. 

Gylden,  den  man  in  Stockholm  von  der  allgemeinen  Preisbewerbung  über  sein  eigenstes 
Specialgebiet,  das  Störungsproblem,  in  mehr  als  sonderbarer  Weise  ausschloss;  dessen  Arbeiten, 
nach  seinem  Tode,  seine  alten  Gegner  vom  Jahre  1889  [und  der  Genannte,  nun  zur  Genüge  wider- 
legte, in  Deutschland]  durch  abfällige  Worte  nach  allen  Seiten  zu  discreditiren  und  vollständig  zu 
entwerten  versuchten,  —  eine  Zeit  lang  dabei  vom  äußeren  Erfolg  begleitet:  Gylden  als  Astronom 
hat,  in  richtiger  Erkenntnis  der  Bedürfnisse  seines  Faches,  das  Brauchbare  geschaffen,  den  Fort- 
schritt gegen  das  Frühere  begründet  und  so  Bedürfnissen  entsprochen,  denen  der  Mathematiker 
Poincare  —  dessen  Verdienste  im  übrigen  wohl  Jeder  wiUig  anerkennt  —  naturgemäß  nicht  das 
volle  nothwendige  Verständnis  entgegenbringen  konnte.  Seine  ganze  Beurtheilungsweise  der  astro- 
nomischen Arbeiten  Gylden's  hat  das  —  Ton  aUem  febrigen  gäuzlich  abgesehen  —  ja  in  der 
That  auch  auf  das  deutlichste  und  schlagendste  gezeigt,  was  auch  dagegen  etwa  in  der  französi- 
schen Zeitschrift  Bulletin  astronominue  —  Poincare's  Organ  —  oder  sonst  immer  gesagt  werde. 
Im  Uebrigen  haben  äußere  Machenschaften  —  wie  sie  verschiedentlich  im  vorliegenden  Fall  offen 
vor  Aller  Augen  liegen  —  das  Durchdringen  der  wissenschaftlichen  Wahrheit  noch  niemals  dauernd 
verhindern  können.  — 
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ileutoiul  überlegen  sei.  AlU'iu  liii'  «iil>b8'sclie  Motbodo  bezeidmet,  wie  sibou  bervor- 
gi'bobeii,  lue  erste  l<!iburucliiiiiii(;8iiictliO(lc,  welcbe  den  wesi-iitlicben  princiiiiellen 
Furtscliritt  der  (;rüUeren  (ieniiui|;keit  der  Auiiiiberun^  erreirbt,  als  sie  allen  zuTor 
){ebraucliten  l{»liurecbuuu);smetbo<len  ei|j;en  ist.  .\u8  diesem  Gründe  durfte  diese 
Mi'diode,  trotz  der  ilir  anliiiftendon  praktiscben  l'uzultinglicbkeitcn,  selbstverstündlicb  in 
einem  (iniudwerk  über  nnbiiretliiumg  iiiciit  feblen. 

Waiireud,  wii-  «esa^'t,  der  Vorwurf  gegen  die  Harzer'scho  Metbode  mit  Uecbt 
iiiibt  erboben  werden  kann  (cf.  S.  XXIII  dieser  Vorbemerkungen):  daß  sie  auf  der 
Laplace'scben  Metbode  fusse  und  dcsbalb  unbrauebbar  sei;  berubt  docb  die 
tbeoretiscb  wie  praktiscb  gleicb  vorzüglicbe  Leuscbner'scbe  Metbode  gerade 
auf  der  Metbode  von  Laplace.   — 

Nach  Abscbluss')  der  vorstehenden  lebersicht  über  die  neueren  Metboden  der 
Itabnrecbnung  sind  im  Sommer  1910  die  Souderabzüge  einer  weiteren  Bahnberecb- 
nungsmetiiode  erscbieuen,  unter  dem  Titel:  „l'eber  die  geometriscbe  Metbode  zur 
Hestimmung  der  Hahnen  von  Ilininielskürpern  nach  fünf  Heobacbtungen  von  Tau! 
Harzer".     I'ublication  der  Sternwarte  Kiel  XII. 

Diese  Metbode  liefert  jedoch  keine  allgemein  zureichende  Lösung  für  das 
l'roblem  (weil  sie  gerade  bei  «len  parabolischen  Konietenbahnen  nicht  praktiscb  aus- 
reicht), während  andere,  im  Folgenden  zur  Hai-stelluni;  gelangte  Methoden  eine  solche 
ergeben.  Diesen  Mangel  musste  auch  Ib  ir  Harzer  in  der  Einleitung  auf  S.  6  seiner 
neuen  .Arbeit  selbst  zugeben.  — 

Die  Idee  der  geometrischen  Metbode,  deren  Kritik  im  Einzelnen  nach  dem  Zuvor- 
gesagten hier  übergangen  werden  kann,  ist  zudem  keineswegs  in  dem  Grade  originell 
und  neu,  wie  Herr  Harzer  selbst  annahm  und  noch  besonders  in  der  Vorankündigung 
-••iner  .Arbeit  in  diu  .Vstronomischen  Nachrichten  (Nr.  43'.'"J,  S.  110)  und  ebenso  noch 
auf  S. H  seiner.  Arbeit  hervorhebt,  worauf  er  auch  sogleich  von  l'rof.  F.  Engel  hin- 
gewiesen wurde.  Vielmehr  hatte  bereits  ein  halbes  Jahrhundert  früher  A.  Grunert  in 
mehreren,  das  Thema  behandelnden  originellen  .Arbeiten,  wenn  auch,  wie  zuzugeben 
ist,  in  unvollkommenerer  Form.  Ideen  entwickelt,  welche  die  Harzer's^cbe  Arbeit  in 
den  Grundlagen  berühren  (cf.  .Astrononiiscbc  Nacbncbten  Nr.  418  und  456;  ferner: 
Archiv  d.  Matliematik  u.  Physik,  Band  17);  Arliciten,  über  die  Herr  Harzer  nachträg- 
lich in  -Nr.  4417  der  .Astronomischen  Nachrichten  in  absprechendster  Weise  urtbeilt, 
und  noch  besonders  ihre  i)raktisclie  Bedeutungslosigkeit  im  Vergleich  zu  seiner 
eigenen  Methoile  hervorhebt,  die  er  selbst  als  eine  »einfache",  »durchsichtige",  „bei 
grossen  Zwischenzeiten  sehr  brauclil)are  rein  geometrische  Methode"  in  Nr.  4417  der 
Vstniiioniiscluii   Nachrichten  Iic/eiclinit. 

I  l'i.-    vT-tpheiid«-    rel.fr«iriit    w;ir    vnn    ,i,  r   Druckerei    bereit»    im  W- ' -•  i.i- 

tcetit  (verirl.  tlie  .Ankfinilicuiiß  in  di-ii   .\atri>numiichcD  Nacliriclitcii  Xr.  4-11"  2); 

die  llennisgabe  de»  Werkes  wurde  imlcs»  durch  rortit'stelluiig  der  Louschii'  uImt 

ein  Jnhr  VpriÖRcrt ,  »o  dass  «uwer  den  obigen  Itenierkuinffu  über  die  „geometneche"  .Mrthiido  auch 
iiocb  die  Aniiierkuog  1,  S.  XVI  aaohträglicb  Aofonbrne  finden  konnte.  — 
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Sucht  man  dieser  neuen,  wie  den  Harzer 'sehen  Arbeiten  überhaupt  gerecht 
zu  werden,  so  ist  allerdings  hervorzuheben,  dass  auch  die  „geometrische"  Methode 
unbestreitbar  neue  Ideen  zur  Behandlung  des  Problems  enthält;  ebenso  enthält  sie 
manche  schöne  theoretische  Betrachtungen  und  Entwickelungen.  Andererseits 
kann  aber  nicht  bestritten  werden,  dass  die  Harzer'sche  Ausführung  seiner  Ideen 
für  praktische  Zwecke  eine  viel  zu  complicirte  ist.  Gerade  für  den  Werth 
astronomischer  Methoden  aber  ist  ein  Hauptmaassstab  ihres  Werthes  die  gute 
praktische  Verwerthbarkeit.  Anwenden  wird  ein  erfahrener  Rechner  die  Harzer'- 
schen  Theorieen  indess  nicht  (und  hat  es  ausser  Herrn  Harzer  selbst  auch  nicht 
gethan),  sondern  jedenfalls  einer  der  anderen  zur  Verfügung  stehenden,  weit  brauch- 
bareren und  weit  vollkommeneren  Methoden  den  Vorzug  geben.  — 

Indess  sind  die  zuvor  gekennzeichneten  Mängel  der  ersten  Harzer'scheu  Be- 
handlungsweise  des  Bahnrechnungsproblems  doch  von  grossem  Nutzen  für  die  Wissen- 
schaft geworden.  Denn  ohne  die  Harzer'sche  Bearbeitung  der  Laplace'schen  Methode 
hätte  Herr  Leuschner  —  wie  er  selbst  verschiedentlich  hervorgehoben  hat  (cf.  z.  B. 
auch  S.  448,  Zeile  26  des  Folgenden)  — •  nicht  daran  gedacht,  die  Laplace'sche 
Methode  anders  zu  bearbeiten.  Doch  besteht  ein  Unterschied  zwischen  der  Abfassung 
wenn  auch  noch  so  interessanter,  grosser  AbhaDdhiugen  und  der  Schöpfung  wirklich 
brauchbarer,  wissenschaftlich  werthvoller  Methoden. 

Von  Herrn  Leuschner  —  darauf  sei  hier  noch  hingewiesen  —  ist  übrigens, 
als  erstem,  die  fundamentale  Frage  der  parabolischen  Lösungen:  dass,  wenn  drei 
parabolische  Lösungen  existiren,  nur  eine  gültig  ist,  mittelst  seiner  Methoden  nicht 
nur  theoretisch  entschieden,  sondern  zugleich  auch  durch  Discussion  der  Wirklichkeit 
entnommener  Beispiele  (im  folgenden  Anhang  ist  ein  solches  als  Beispiel  VI  wieder- 
gegeben) praktisch  erledigt  worden.  Hierzu  vergl.  man  S.  468,  Anmerkung  1  der 
folgenden  Leuschner'schen  Darstellung,  die  bereits  im  Frühjahr  1910  gedruckt  war, 
während  die  Ausgabe  des  vorliegenden  Werkes  verzögert  wurde  (cf.  Anmerkung  1, 
S.  XXIX  dieser  Vorbemerkungen).  Der  ausführliche  Beweis  für  das  auf  S.  468  er- 
wähnte und  bei  den  Beispielen  des  folgenden  Anhanges,  speciell  beim  sechsten  Bei- 
spiel verwandte  Leuschner'sche  Resultat  ist  in  Part  7,  vol.  VII  der  „Publications 
of  the  Lick  Observatory"  gegeben. 

Zur  Frage,  dass  wenn  drei  parabolische  Lösungen  existiren,  nur  eine  gültig  ist, 
vergl.  man  übrigens  auch  einen  äusserst  interessanten,  von  Herrn  Charlier')  in  den 
„Monthly  Notices"  vom  März  1911  gegebenen,  sowie  einen  anderen,  in  Nr. 4495  der 
„Astronomischen  Nachrichten"  vom  Mai  1911  von  R.  Vogel-)  mitgeteilten  Beweis. 

Ein  Lehrbuch  der  Bahnbestimmung,  das  dem  Anspi'uch,  auf  einem  moderneu 
Standpunkt  zu  stehen,  genügen  sollte,  ohne  doch  zu  weitschweifig   zu   werden,  musste 


')  Cf.  Monthly  Notices  of  the  Royal  Aetroiioniical  Society,  Vol.  LXXI,  Nr.  5,  Maich  1911, 
pag.  454:  „Second  Note  on  Multiple  Solutions  in  the  Determination  of  Orbits  from  three  Observations. 
By  Professor  C.  V.  L.  Charlier,  Assoe.  R.  A.    S."    Vergl.  auch  schon  die  Nummer  vom  November  1910. 

')  Cf.  Astronomische  Nachrichten,  Bd.  188,  S.  105:  „lieber  die  Unmöglichkeit  dreier  Lösungen 
bei  einer  theoretisch  vollständigen  Bestimmung  einer  parabolischen  Bahn."    Von  R.  Vogel. 
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sich  auf  ilie  Wiedeiijab«  der  principioll  hyilfutsiimatoii  und  praktisch  brauchbarsteu 
iieueron  Metlioüeii  I>u8chränkeii.  An  einer  Uiscussion  iibur  iib>-r  ijii>  hier  lic-grüiideU-u 
I  rtlieile  übur  diese,  wie  die  andereu  zuvor  erwühuteu  Methuduii,  in  welcher  Form 
nie  auch  etwa  crüfTDet  werdi'u  möchte,  würde  ich  mich  niclit  betlieiligen  künnen,  du 
meini-  Zeit  durcli  andere  Arbeiten  iu  Ansprucli  ;^enonimen  ist.  Mit  Darlegung  des 
wissenschaftlichen  Sachverhaltes  betrachte  ich  meine  vorliegende  Aufgabe  als 
beendet,  bezüglich  der  (iylden'schen  i'rincipieu  und  ihrer  Verwerthung  sei  noch  auf 
die  beiden  letzten  I'ublicationen  Herrn  Hreuders  hingewiesen,  nämlich  auf  seine,  niil- 
teUt  der  neuen  Methoden  durchgeführte  Bahubestimmung  des  schwierigen  Planeten  0')i 
der  eitie  sehr  grosse  Kxcentricität  hat  (cf.  Astronomische  Nachrichten,  Nr.  4ö44j, 
sowie  auf  seiiu-ii  Aufsat/  über  einen  l'rogrammeutwurf  zur  Hearbeitung  der  kleinen 
Clane ten  unter  Berücksichtigung  der  neuen  Gesiciitspunkte  (cf.  .Xstronomische  Nach- 
richten, Nr.  4545)«).   — 

.\n  dieser  Stelle  möchte  ich  nicht  unterlassen,  dem  Verlag  von  P'riedr.Vieweg&Sohn, 
der,  wie  sclion  bei  der  I>nickleguug  der  zweiten  Auflage,  so  auch  diesmal  keine  Mühe 
geselieut  hat,  das  Bucli  zu  einem  mögliclist  zweckentsprechenden  zu  machen,  meinen 
aufrichtigen  Dank  auszusprechen. 

')  Dieser  Planet,  der  die  grüsste  bisher  überhaupt  beobachtete  Excentricität  hat  und  noch 
dazu  ungenügend  beobachtet  ist,  war  nur  uiit  grösster  reehnerincher  Mühe  vor  dem  Verlorengehen 
zu  retten.  Die  mittelst  der  Brendel'schen  „Throrie  iler  kleinen  l'lanetcn-  durchgeführte  genäherte 
Bahiibestiiiimung,  welche  den  I'luneten  für  zehn  Jahre  sichert,  licansprucht  nur  ein  paar  .Stunden. 
Der  Krfolu'  ist  hier  gerade  der,  dass  mit  einer  rohen  Annäherung  in  wenigen  Stunden  so  viel  erreich- 
bar ist,  wiihreiid  eine  genaue  Buhnbestimmung  rechnerische  (und  theoretische)  Weitcrentwickeluugeii, 
aber  trotzdem  weit  weniger  Zeit,  als  nach  den  classischen  Metboden,  erfordern  würde.  — 

')  ,Die  Mehrarbeit,  die  entsteht,  wenn  man  die  Hauptstn rangen"  —  nach  der  Theorie  ihr 
kleinen  Plamten  —  „berücksichtigt,  anstatt  nur  rein  elliptische  Elemente  abzuleiten,  ist  so  gering- 
fügig, dass  sie  gegen  den  gewaltigen  Vortbeil,  die  Bewegungen  mit  einem  Schlage  für 
'inen  langen  Zeitraum  durstellen  zu  können,  überhaupt  kaum  in  Betracht  kommt.''  — 
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(  I'  11.  Ii  1  .•  III    .1  .  r    ,1  IT  i     K  .i  rpc  r.) 


Die  Gesetze,    welche   >lie  Materie  rc);iercn, 
sind  Jas  Kwigc. 

I)ir  Krf.iliniiiLr  Iflut,  da-s  jcilcr  KörixT  im  liaumc  auf  i''mcii  amlcrfii  eine  aii/iilicnclr 
Ivraft  aiisülit,  wulclit'  iiacli  <liMn  Ni- wtoirscheii  ltruvitatioiisgcs(.'t/.e  diT  ^la.sso  di-r  KorpiT 
•  lirc'ct  iiri>]ii>rtional,  tloin  IJuuilnit  der  <;c'u;c'ii8citigt'n  Entfcnuuig  liiiiftcgt'ii  iimtrekidirt 
liroportioiial  ist  Die  Kraft,  mit  i\vv  ilii-  bcidoii  inatcriclU'n  l'uiikti-  >«;.  micl  m,  auf  ciu- 
aiiclcr  wirkfii,  ist  also  duridi  »'iiicii   Ausdruck  der  Form   ri'i>r;isoiitirt: 

'"'  ■  • 
woiwi  das  Minns7.ci('lion   ffowäldt,    weil  die  Kraft  als   aiizicliciidi-  die  Entferining  zu   vor- 
kleiiieni   slrelit,    und    k''  die    später    /.ii    diseutireiidc    (J  a  uss'sclie    oder    (4  r:i  v  i  tatioii  s - 
■  '  US  tan  te  ist. 

Wären  die  Iliinmelskürper  kugelförmig  und  vom  t'entruni  zur  l'eriiiiierie  liiu  voll- 
kommen synimetriseh  angeordnet,  so  würde  man  sie  streng  als  materielle  l'unkte  im 
Sinne  der  Meelianik  betrachten  können,  da  solche  Kugeln  nach  der  Potentialtheorie  einander 
so  anxiehen,  als  ob  ihre  ganze  IVlasse  im  Schwerpunkte  concentrirt  wäre.  Da  die  Ilinimels- 
körjitr  jedoch  keine  voUkonunencn  Kugeln,  sondern  geschichtete  Sphäroide  sind,  so 
gelten  die  folgenden  Hetrachtnngen  auch  nicht  absolut  streng,  indess  doch  äusserst  genähert. 
Denn  einerseits  sincl  die  Durchmesser  der  Planeten  im  Vergleich  zu  ihrer  Entfernung 
von  der  Sonne,  und  andererseits  sind  die  Massen  der  Planeten  im  Vergleich  zu  der- 
jenigen des  Cuutralköii.ers,  der  Sonne,  so  klein,  dass  mau  sie  schlechthin  doch  als 
Punkte  betnichten  kann.  Und  da  ferner  ihre  liewegung  um  den  Sehwerjinnkt,  wie 
wir  in  der  Theorie  der  Rotation  der  Erde  sehen  werden,  so  erfolgt,  als  ob  dei-seUie 
fest  wäre,  so  kann  man  ihre  rotatorische  IJewegung  tun  den  Schwerpunkt  getrennt  von 
der  translatorischen   Hewegung  des  Schwerpunktes  um  die  Sonne  betrachten. 

Das  allgemeine  Problem  der  rotatorischen  Bewegung  eines  Planeten  um  seinen 
Si'hwerpnnkt  ist  ebenso  wie  dasjenige  der  translatorischen  üewegung  des  Schwerpunktes 
im  Itanme  allgemein  durch  drei  liewegungsgleichungen  charakterisirt.  Dies  ei-stere 
uTiissi-   Problem  iler  theoretischen   Astronomie,  «las  Hntationsprolilem.    werden   «ir  später 
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in  eiuem  besonderen  Capitel  behandeln,  da  es  für  die  Bahnbestimmuug,  den  eigentlichen 
Gegenstand  des  vorliegenden  Werkes,  insofern  Voraussetzung  ist,  als  die  allgemeinen 
Formebi  der  Präcession,  wie  sie  das  Eotationsprolilem  ergiebt,  in  der  Bahntheorie  ver- 
wendet werden. 

Zunächst  wollen  wir  das  allgemeine  Problem  der  translatorischen  Bewegmig  des 
Schwerpunktes  der  Planeten  um  die  Sonne,  wie  sie  in  der  Natur  wirklich  stattfindet, 
beti-achten.  Diese  Bewegung  des  Schwerpunktes  im  Räume  erfolgt  in  erster  Nähervmg 
nach  den  Kepler'schen  Gesetzen,  wie  -wii  sehen  werden,  in  eiuem  Kegelschnitt,  wenn 
mau  von  den  übrigen  Himmelskörpern  abstrahirt  und  bloss  die  Sonne  als  Centralkörper 
und  einen  euizigen  Planeten  als  Xebenkörper  für  sich  allein  ins  Auge  fasst. 

Zieht  man  indess  noch  einen  zweiten  Planeten  in  Rechnung,  so  zeigt  sich,  dass 
dessen  nach  dem  Newton'schen  Gesetze  erfolgende  Einwirkung  auf  den  ersten  dessen 
Kepler'sche  Bewegung  im  Laufe  eines  kürzeren  Zeitraumes  nur  langsam  und  wenig 
verändert,  da  die  Sonneuanziehiing  überwiegt.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man 
diese  Einwirkung  des  zweiten  Xebenkörjjers  auf  den  ersten  als  eine  Störung  von  dessen 
Kepler'scher  Bewegung,  eben  da  letztere  nur  wenig  durch  diese  Einwirkung  alterirt 
wird.  Das  allgemeine  Problem  der  translatorischeu  Bewegimg  der  Planeten,  auch  das 
Dreikörperproblem  genannt,  ist  also  das  Problem  der  gestörten  Bewegmig. 

Die  Beschi'änkimg  auf  den  einfachen  Fall  des  Zweikörperproblems  ist  bei  ersten 
Bahnbestimmmigeu  in  der  Praxis  gestattet  und  mit  ihm  haben  wir  uns  daher  im  folgenden 
Buche  vorläufig  allein  zu  beschäftigen.  Die  störende  Einwirkung  anderer  Himmelskörper 
auf  denjenigen,  dessen  Bahn  bestimmt  werden  soll,  wird  dann  bei  definitiven  Bahn- 
bestimmmigeu, A\'ie  am  Schlüsse  dieses  Werkes  gezeigt  werden  ^vird,  durch  die  Methoden 
der  sogenannten  speciellen  Störungen  berücksichtigt,  welche  die  Beträge  der  Störungen 
von  Zeitabschnitt  zu  Zeitabschnitt  mit  Hülfe  der  mechanischen  Quadratur  numerisch 
berechnen,  im  Gegensätze  zur  analytischen  Störuugstheorie,  die  allgemein  gültige 
Formeln  mit  der  Zeit  als  independenter  Yariabelu  aufstellt. 

Wiewohl  viir  es  mm  also  vorläufig  bloss  mit  der  imgestörten  Kepler'schen 
Bewegimg  zu  thun  haben,  wollen  wir  doch  das  Problem  gleich  allgemein  charakterisü-en 
und  dann  die  Kepler'sche  Bewegung  als  Specialfall  der  allgeiueiuereu  gestörten 
Bewegung  behandeln. 

Dazu  denken  wii-  uns  w  +  1  materielle  Punkte.  Einen  derselben  greifen  wir 
heraus  imd  bezeichnen  seine  Masse  mit  nia',  unter  diesem  !Massenpuukte  verstehen  wir  im 
Folgenden  die  Sonne.  Die  Massen  der  n  übrigen  Planeten  seien  »«j,  m.^  ■  ■  ■  m,,,  ihre 
Coordmaten  |i,  iji,  ^i;  ^j,  J/a,  ga  .  .  .  |„,  ?;„,  g„,  diejenigen  von  Mq  seien  ^^,  j/o.  So-  Bei 
Einführung  der  gesammten  Kräftefunction  aller  Planeten  und  der  Sonne: 


F=fc»2 


wo  sowohl  A  wie  j'  alle  Werthe  von  0  bis  )i  annehmen  und  nur  der  Fall  X  =  v  aus- 
zuschliessen  ist,  werden  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung,  wenn  mau  diese 
auf  ein  festes  System  bezieht,  für  die  «  -|-  1  materiellen  Punkte  nach  den  ereten 
Lehren    der   analvtischen  Mechanik  folgende: 


(1) 


wol)i>i  A  =T  0,  1 ,  '2  ...  II  zu  8i'l/.oii  iitt.  I5oi  ISililiiiij^  tlcr  partiL-llcii  Alili-ituiigon  der 
rcc-htcii  St'it4'ii  «lii'KiT  (tli'iolnmjji'ii  »iiiil  Hihiiintliclic  C'oiiriliii:it«-ii  a\H  iiicl<'|ii'n<lfiitii  ViiriiibU' 
7.11  lictr.iclitfii,  iiinl  (Inlii-r  wcriK'ii  in  dii'Ni-ti  DifTi'renti:kli|iioticiiti'ii  nur  dicjeiiigon  Glieder 
iiiiH  d«-r  Siiiiiiiio  für  r  ciiii-  Holle  Hpieleii,  welche  die  C'onriliiiiiteii  {;,  tjj,  fi  cnthnlteii, 
d.  li.  liJKSs  tue  (ilii'dfr,  welclie  sich  auf  die  Masse  nti  liezielieii.  Die  Summe  dieser 
Glieder  ist: 

wobei  lie/.iii;lii-h  v  über  alle  Wertlie  mit  .\usiialime  von  X  zu  Kunimiren  ist.  Für  A  =  0 
folj,'t  die  l{ewe>,'unu(igleieliun;j;  für  die  Sonne,  für  k  ■=  \  diejeni«;o  für  den  entten 
Planeten  u.  8.  f.  Indem  durch  den  .\ccent  daniuf  hiiijjjewiesen  ist,  wie  die  Summen 
aufzufotiMen  itind,  schreiben  sich  die  l>ifferentiali;leichnngen  also  auch: 


dn 


=   Jt» 


=   k» 


—   A' 


:e 

in, 
ri. 

d 

dfii 

S' 

»1, 

d 

S' 

III, 
r,. 

(2) 


Nun  führen  wir  ein  neues  bewegliches,  dem  urs|irünglii'lien  iiaralleles  CViordinaten- 
System  ein,  dessen  ri-sjirung  im  Mittelpunkte  der  Sonne  liegt.  Die  C'oordinaten  der 
n  Planeten  bezüglich  dieses  Systemcs  seien  x,,  y,,  ^, ;  Zj,  y.^,  e-j  .  .  .  x„,  tt„,  r„,  während 
diejenigen  von  »i(,  jetzt  Nidl  sind,  üie  Cüordinaten  l)eider  Systeme  sind  dann  ver- 
bunden  durch   folgende   Kclationcn: 

XX  —  $1  —  lo 

y-i  =  j?i  —  Vo 
'iL  —  ti  —  ?oi 

während    die    Entfernung    irgend    eines    ^lasscnpiinktes    tni   vom    Ursprünge    des    neuen 
Systenies 

,-„i  =  (.;=:  Yxl  +  yi  +  ei 
ist.     liezeichnet  Tq,  die  Entfernung  des  matei-iellen  Punktes  Wj  von  tu,,  so  wird: 

rSr  =  (|„  -  g.)»  +  (ijo  -  n.>y  +  (5o  -  SO'. 

Die  recht«  Seite  der  Gleichung: 


dt' 


—    A» 


sehreibt  sich  daher  auch: 


oder,  d:i : 


also: 


ist,  auch: 


- 

1    dro, 
rif.  d  lo 

»1«    ~ 

lo 

-  1., 

dr„.  _ 

k 

-f. 

I.  -g. 


!• 


Es  ist  nun  aber; 


Daher  wird : 


V>  —  Vo  =  yv 

)v  =   Vx'i  +  y%  +  z\. 


(^) 


rf?2 


3^0 


fo  —  f. 


Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  für  die  Sonne  werden  somit: 


d'^ijo 

dP 


fc2   X]    H),    — ^j- 


(3) 


1  ^      ' 

Um  diese  Bewegungsgleichungen  auch  für  einen  beliebigen  Planeten,  z.  B.  den 
mit  der  Masse  ni^  aufzustellen,  haben  wir  zunächst  auf  Grund  der  allgemeinen  Glei- 
chungen (2) :  ,.,  ^  ^ 

Uli    —    12  _A_  V'üll 

rf(2  '^        J|j      2j     r,r 

und  analoc;  in  «,   und  L-     Da  ^  ^ 

«1   =  ^1   —  So 

ist,  und  lo  ^t'i  der  Differentiation  als  constant  zu  betrachten  ist,  erhalten  wir,  indem 
wir-  V  alle  "Werthe  mit  Ausnahme  des  TTerthes  1  ertheilen,  also  i/  ^  0,  2,  3  .  .  .  « 
setzen :  n 

^  '-1.  ~  '•,„  +  ^  >•,.' 

womit  der  Sinn  des  Summenzeichens  klar  ist  und  wir  derAccente  ledit;  sind.    Es  wird  somit: 


'^"li    __  ^..j      8   '   I   '"0      I     -^   "'' 
f7/2  ca-i    Vpx  ^  '-iv 


und  analog  in  rj^  und  ti- 
Xun  ist  aber: 

daher  hat  man  auch : 

oder,  da : 

auch: 

Da  jedoch : 
und  folglich: 


li   =  Xi    -f   lo, 
dP     ~     df^      "^      dP  '■ 
dt'     —    ^    ^      p3     ' 


dP 

9i 

=  «i'   +  Vi    +  *n 

ep,    _  a-, 
8  Xi            pi ' 
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u  ii'il : 


f^'i    \Pi/ 
UiisiTu  tJU'icliuiig   wivA  ihilicr: 

—ZT-   +   i'-  2j  -TT 


dxi 


rf»x, 

tiiUr  •It'liiiitiv: 


+ 


fc'WoX, 


+  *■■• 


?x, 


+ 


e? 


iiiiil  analog  für  t/|    iiml  ^,. 

Dioseii  GK'ieliungi'ii,  wi'lclii'  ilii'  ri'lat  i  vi'  lluwcguiig  oiiics  IMaiictm  um  iWr  Sonni' 
lirrc'iUs  «lai-sU'lU'U  —  währoiul  «lio  (4k'ifhmigi.'ii  (2)  ilic  alisoliitc  Hi'Wi'gniig,  d.  li.  die 
Ufwi'gimg  bi'zogeu  auf  i'iii  im  Kauiiii.'  fustes  Ceiiti'uin,  cliaraktcrisireii  (NüIhmts  übi-r 
absolute  uiul  relative  IJewegung  cf.  Vorlesung  2)  — ,  gielit  mau  jeiloeh  noeh  eine 
andere  Form,  die  den  Ausgangspunkt  der  analytischen  Störungstheorie  bildet,  indem 
man  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  als  partiellen  DiffereutiaUiuotieuteu  schreibt 
Bildet  man  die  Grösse : 

M,  (i,  X,  +  yiy,  4-  et  ^.) 


in  der  V  eine  beliebige  Zahl,   1   ausgenommen,  bedeute,  also  r  ^  "2,  3  .  .  .  «,  so  wird  Xj 

in   Q   nicht  enthalten  sein,  da  

Q,  =  Vx?  +  yi  +  zi 

ist.  Bei  der  Differentiation  nach  x,  ist  also  im  ebengenannten  Ausdrucke  nur  Xj  variabel, 
hingegen  x,,  i/,,  j,  constant  zu  halten,  also,  indem  mau  differentiirt,  v  =  2,  '6...n  setzt 
und  alle  Gleichiuisrcn  addirt: 


Ä;?[ 


W,  (X,  X,     +    i/iyr    -f    .'l^r) 


]  =  ?  "■;: 


Die    allgemeinen    Differentialgleichungen    der    Bewegung    ehies    l'laneteu    um    die    Sonne 
werilen  somit  in  strentrer  Form : 


(PX| 

dl' 


k'(m„  +  Hi,)x, 


+ 


Pi' 

A- 

(m, 

-i- 

III 

,).'/. 

Pi' 

A» 

(«'. 

+ 

m 

)^. 

=  Jt» 


=    A» 


rxi 


Ce,  -^ 


/  •  X,  X,  +  .'/i  ?/>  +  -'i  -^  \ 

"  w ^? ; 

/  1  X,  X,  +  !/i;i,  +  ^,  x'.A 

"Wr ^1 ) 

/J a-,  X,  +  y,  ?/,  +  r,  -".N 

'  \r.,  p?        y 


(4) 


P. 

im   Zähler  die   Glieder: 


Dabei   >iiid   bi/.iigiiili   in   iler  er>ten,  zweiten,  dritten   Gleicliui 

Vi  V'    +    «I  e, 

Xi  X,    +   jer,  e, 

^1  X,  -I-  y,  yr 
lediglich  der  Symmetrie  halber  hinzugefügt,  um  auf  den  rechten  Seiten  in  allen  drei 
(Jleichuiigen  ilieselbe  Grösse  zu  haben,  was  für  <lie  WeiterbehaiuUung  ilcr  Gleichungen 
von  grosser  Wichtigkeit  ist.  ll.Htte  man  auf  die  Symmetrie  der  Gleichungen  verzichten 
wollen,  so  hätte  man  die  genannten  (ilieder,  da  sie  bezüglich  der  Differentiation  kehie 
Kolli-   spielen,    auch    ebensogut  weglassen   können.      Für    diese  Grösse   der  rechten  Seite, 
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welche  luau    als   die  „Störungsf  uiu-tii)ii"    iK'zi'iilnu't ,   fülirt    man    /.ur  .VViküizuiig    das 
Zeicheu  H  ein,  setzt  also: 


ß 


woliei  mit  WeiilassiiDü;  des  Index   1 


p  =  yj  X'-  +  ^-  +  ^2 

die  Entfeniuuy  des  Plaucteu  /»i  von  der  Sonne, 


p,  =  1/  ^r  +  2/?  +  4 
diejenige  des  Planeten  niv  ist,  während 


,-.,  =  V  (X.  -  xy-  4-  (i/v  -  yy  +  (^.  -  ^)= 

die  Entfernnng  der  beiden  Planeten  m^  und  m,  von  einander  bedeutet.  Setzt  mau  noch, 
wie  üblich,  die  Masse  der  Sonne  «(o  =  1^  "u^^  führt  für  die  Grösse  ft^  (1  +  ni)  die  ab- 
kürzende Bezeiehmmg 

W'  (1  +  ni)  =  [i 

ein,  dann  lauten  die  Fiuidameutalgleichungeu ,  welche  die  Bewegung  eines  l'laneten  um 
die  Souue  nuter  der  anzieheudeu  Wii'kuug  aller  übrigen  und  derjenigen  der  Soune 
aUiremeiu  charakterisireu : 


+  ."^^ 

ex 

d'y 

+  ''^  = 

dil 

C1J 

d-^2 
dp 

+  ."4-  = 

9' 

cSl 

(5) 


An  diese  Gleichungen,  die  für  uns  also  nur  insofern  ein  unmittelbares  Interesse 
haben,  als  wu-  diu'ch  Specialisii-uug  derselben  die  vorläuüge  Grundlage  des  Folgenden, 
die  Kepler'sche  Bewegimg,  gewbmen  woUeu,  knüpfen  wii'  iudess  noch  einige  allgemeine, 
das  Problem  der  Planetenljewegung  betreffende  Bemerkungen,  die  vom  Anfänger  besser 
überschlagen  werden. 

Bei  n  Planeten,  deren  Bewegung  aUgemeLn  bestimmt  werden  soll,  gelten  für  jeden 
drei  DifEerentialgleichiuigen  zweiter  Ordnung,  deren  jede  zwei  Integrationen  erfordert 
und  bei  der  Integration  somit  je  zwei  willkürliche  Integratiousconstanten  liefert.  In 
Summa  hat  man  also  3  n  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und  erhielte  bei  den 
6  n  auszuführenden  Integrationen  6  n  Integrationscoustauten :  etwa  die  o  n  Coordinateu 
imd  die  3  n  Geschwindigkeiten,  womit  die  Bewegung  vollständig  bestimmt  wäre. 

Aus  den  Elementen  der  Mechanik  ist  aber  bekannt,  dass  die  Principien  der  ana- 
h-tischeu  Mechanik  vier  Integrale  obiger  Differentialgleiclumgeu  ergeben.  Fasst  mau 
an  Stelle  des  Viel  -  Körperproblems  das  Drei  -  Körperproblem  ins  Auge,  A\as  keine  Be- 
sclu-änkuug  in  sich  schliesst,  so  wären  zur  vollständigen  Charakterisinmg  der  Be-\\egmig 
also  12  Integrationen  auszufühi-en.  A'on  diesen  12  Integralen  liefert  3  das  Princip  der 
Flächen,  das  4.  das  Priucij)  der  lebendigen  Kraft. 

Wenn  man  an  Stelle  der  Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung  die 
Differentialgleichimgen  (2)  der  absoluten  Bewegung  ins  Auge  fasst,  so  hat  man  drei 
Differeutialgleichmigen  zweiter  Ordming  mehr,  nämlich  die  der  Sonne,  muss  dann  also 
IS  Integrationen  statt  12  ausführen,  erhält  diese  6  weiteren  Integrale  iudess  durch  das 
Princip  der  Erhaltmig  der  Bewegimg  des  Schwei-jumktes. 


FasHcn  wir  iin  Sinno  der  Aslrononiio  die  relative  Bcwe^yiinj»  ins  Auge,  »o  i»i 
noch  IM  erwähnen,  dufn  Jacobi  gozeii^t  hat,  das«,  wenn  von  den  8  ührig  bleibenden 
nngeleiHlüton  IntegnUionen  7  durch'^eführl  wären,  das  letzte  achte  Into;;ral  Hioh  mitteUt 
de«  rrincipe»  vom  letzten  Multijilicalor  ergeben  würde.  Ks  ist  indesHcn,  wie  Bruns  in 
seiner  bekannten  Arbeit,  später  in  anclcrer  Weise  Poincarö  nacli'^-ewiesen  hat,  nicht 
ini'iglich,  auch  nur  eines  dieser  8  lutogralo  in  algebraischer  Form  dar/.usiullcn.  Hein  SAtro- 
nomisch  führen  uns  mithin  die  genannten  -4  rospootive  10  Integrale  zur  Krmiltolung  der 
planetJirisclun  MeweguuLten  unserem  Ziel  nicht  näher.  Um  letztere  dennoch  auf  tirund 
iler  allgemeinen  Siörungsgleichungon  zu  eruiren,  kann  man  diese  auf  zwei  verschiedene 
Weisen  näherungsweise  integrircn.  Erstens  mittelst  der  drei  verschiedenen  Methoden 
der  Bjjeeiellen  Störungen,  die  von  Lagrango,  Encko  und  Hansen  herrühren  und 
am  Schlüsse  dieses  Huches  dargelegt  worden  sollen,  da  sie  in  der  Theorie  der  Uahn- 
verbosserung  zur  definitiven   Bahnbestimmung  verwendet  werden. 

In  diesen  Theorien  rechnet  man,  wie  schon  angedeutet  wurde,  von  einem  be- 
stimmten Punkte  der  Bahn  und  einem  bestimmten  Datum  ausgehend,  den  Betraf  der 
Störungen  numerisch  von  Zeitabschnitt  zu  Zeitabschnitt,  und  zwar  nur  für  ganz  be- 
schränkte Intervalle  der  Zeit.  Die  Methoden  der  speciellen  Störungen  liefern  also  keine 
allgemeinen  Formeln.  Hingegen  können  sie  für  kurze  Zeiträume  genauere  Resul- 
tate liefern,  als  dies  die  andere  Gattung  von  Integrationsmethoden  unserer  allfemcinon 
Differentialgleichungen  der  planctnrischen  Bewegung  tliiit,  die  sogenannten  aualyiischen 
Störungsmethoden,  falls  bei  diesen  nicht  sehr  viele  Glieder  berücksichtigt  werden. 
Diese  letzteren  stellen  allgemeine  Formeln  auf,  in  denen  die  Zeit  als  unabhängige  Variable 
6giirirt,  der  man  nur  einen  speciellen  Werth  zu  ertheilen  braucht,  um  den  Betrag  der 
Störungen  für  einen  beliebigen  Moment  zu  erhalten.  Die  ausführliche  Darlegung  dieser 
letzteren  Methoden,  welche  den  Inhalt  des  umfangreichen  tianslatorischen  Theiles  der 
Mechanik  des  Himmels  bildet  und  die  eigentliche  Störungstheorie  ausmacht,  gehört 
nicht  zu  den  Aufgaben  des  vorliegenden  Buches. 

Im  Gegensatz  zu  der  später  ausführlich  behandelten  Theorie  der  speciellen 
Störungen  soll  hier  das  Wesen  der  analytischen  Störungstheorie  indess  noch  in 
Kürze  charaktcrisirt  und  auf  die  principiellen  Mängel  hingewiesen  werden,  die  dieser 
Theorie,  vom  rein  mathematischen  Standpunkte  betrachtet,  anhaften. 

Die  Begründe^  der  Störungstheorie,  Lagrange  und  Laplace,  gingen  von  der 
Thatsache  aus,  dass  die  Planetenm.assen  ira  Vergleich  zur  Masse  der  Sonne  nur  klein 
sind  und  dass,  wenn  man  die  Planetcnniasscn  in  erster  Näherung  direct  Null  setzt,  man 
die  Kopler'scho  Bewegung  findet,  deren  Integi-ale  die  sechs  elliptischen  Bahnelemente 
als  Integi'ationsconstanten  enthalten.  (Dass  man,  wenn  man  die  Massen  und  somit  die 
rechten  Seiten  unserer  allgemeinen  Störungsgleichungen  XuU  setzt,  die  Bewegung  nach 
den  Kopler'schen  Gesetzen  erhält,  wird  in  den  folgenden  Vorlesungen  gezeigt  werden.) 
In  der  That  giebt  die  Kepler'sche  Bewegung,  wie  die  Beobachtungen  zeigen,  die  wirk- 
liche Bewegung  nahezu  wieder,  freilich  nur  für  ganz  kurze  ZeiL  Aus  dieseni  Grunde 
legten  die  Begründer  der  analytischen  Störungstheorie  diese  in  einer  festen  Ellipse 
erfolgende  Bewegung  zu  Grunde  und  bezeichneten  die  Abweichung  von  dei-selben  in 
Folge  der  Anziehung,  welche  ein  anderer  Körper  ausser  der  Sonne  auf  den  betrachteten 
ausübt,  als  eine  Störung.  Offenbar  kann  man  aber  in  jedem  beliebigen  Moment  durch 
den  Ort  des  betrachteten  Planeten  nicht  nur  eine,  sondern  unendlich  viele  Kepler'sche 
Ellipsen  legen,  deren  jede  die  wahre  Bahn  schneidet.  Von  allen  diesen  Ellipsen  denkt 
man  nun  in  jedem  Moment  diejenige  herausgegriffen,  welche  die  wahre  Bahn  nicht 
bloss  schneidet,  sondern  zugleich  dieselbe  tangirt,  d.  h.  eine  Berührung  erster  Ordnung 
mit   ihr   eingeht,    iudem   sie   in   dem  Schnittpunkte   auch    die    Geschwindigkeit  mit  der 


wahren  Bahn  eemein  hat.  Man  hypostasirt  also,  dass  nicht  bloss  die  Coordinaten,  sondern 
auch  deren  erste  Differentialquotienten  dieselben  Werthe  haben  sollen  iu  der  gestörten 
wie  in  der  unsrestörten  Kepler'scheu  Bewegung.  Diese  Ellipse,  auf  welcher  der  Planet 
nur  einen  unendlich  kleinen  Zeitmoment  dt  verbleibt,  ist  es,  die  man  als  osculirende 
Ellipse  bezeichnet,  und  diese  ist  also  eine  bestimmte  der  unendlich  vielen  variabeln 
Ellipsen,  die  in  jedem  Augenblick  die  wahre  Bahn  schneiden,  also  nur  die  Coordinaten, 
nicht  aber  deren  Differentialquotienten  darstellen.  In  dieser  Weise  gelangt  man  zur 
Grundidee  der  von  Lagrange  zur  Lösung  des  Störungsproblems  erfundenen  sogenannten 
Methode  der  Variation  der  Constanten'):  man  betrachtet  die  sechs  Bahneleraente  der 
für  einen  Moment  festen  Kepler 'scheu  Ellipse  nicht  mehr  als  Constanten,  sondern,  da  die 
Ellipse  als  osculirende  stetig  von  Moment  t  zu  Moment  <  +  di  in  eine  andere  übergeht,  als 
Functionen  der  Zeit,  und  zwar  bestimmt  man  sie  eben  als  solche  Functionen  der  Zeit,  dass 
die  Intesirale  derKepler'schen  Bewegung  noch  die  allgemeinen  Störungsgleichungen  befrie- 
digen. So  gelangt  man  zu  sechs  Differentialgleichungen  in  den  sechs  Elementen  der  ellip- 
tischen Bewegung,  den  bekannten  Grundgleichungen  der  Variation  der  Constanten  (cf.  z.  B. 
Tisserand,  Mec.  cel.,  Tome  I,  p.  169),  deren  rechte  Seiten  verwickelte  Ausdrücke  sind. 
Die  genäherte  Integration  dieser  Differentialgleichungen  wird  durch  Entwickelung 
der  Störungsfunction  in  eine  Fourier'sche  Reihe  ermöglicht,  wobei  die  Entwickelungen 
fortschreiten  nach  Potenzen  der  störenden  Masse,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  genauer:  nach 
Potenzen  der  Störungen  selbst  Die  Lapilace'sche  Theorie  setzt  nämlich  für  die  Ele- 
mente a,  e  etc.  bezüglich : 

a  ^=  a(,-\-da  =  a^  -\-  d^a  -{-  ö^a  -\-  ö^a  -\ 

e  =  Cf,  +  de  =  Ct)  +  djc  +  d-^e  -^  S^e  ^ 


wobei  öjO,  Sjfl  ...  bezüglich  die  Störungen  erster,  zweiter  .  .  .  Ordnung  in  a  be- 
zeichnen etc.,  führt  diese  Entwickelungen  in  die  Störungsfunction  Sl  und  deren  Derivlrte 
ein  und  erhält  dann,  indem  wir  hier  nur  symbolisch  andeuten,  da  es  uns  bloss  auf  das 
Princip  ankommt,  zur  Berechnung  der  Störungen  erster,  zweiter,  dritter  Ordnung  u. s. f^ 
z.  B.  für  das  Element  a  Differentialgleichungen  der  Form: 

^  =  m'Z  C'„"»  cos (in,i  -f  /'«'<  -f  Consta  ^  =  »,'=P„  ^  =  ».'3^3 

In  diesen  Gleichungen  bedeutet  m  die  Masse  des  störenden  Körpers,  Cl  *  constant«  Coef fi- 
eienten,  welche  von  den  Elementen  beider  Körper  abhängen,  n^  und  n'  die  mittleren  Bewe- 
gungen, i  und  i'  positive  oder  negative  ganze  Zahlen.  Ferner  ist  Pj  Function  der  Cosinus 
und  von  ö,  a,  öj  e  etc.,  P3  Function  der  Cosinus  und  von  ö,  a,  dj  e  .  .  .  u.  s.  f.  Die  Inte- 
gra lion  dieser  Gleichungen  ist  aber  direct  ausführbar.     Diejenige  der  ersten  ergiebt: 

ö,  (j  =  iH    "^  " — ;— r  sin  (in.,(  4-  i' n' t  4-  const.). 

^  ^^    tiio  +  1  n'  V     i      1  j 

Ist  so  5,  a  gef iiudeu  und  analog  für  die  anderen  Elemente  dm-ch  ähnliche  Gleichungen 
S^e  etc.,  so  ist  damit  P^  bekannt,  man  erhält  somit  dui-eh  Integration  der  zweiten  Glei- 
chung unmittelbar  dja  u.  s.  f.     Die  Integralion  ist  also  analytisch  durchgeführt. 

Gegen  diese  Methode  lassen  sich  jedoch  vom  mathematischen  Staudpunkt  Einwände 
erheben,  die  hier  in  Kürze  angedeutet  werden  sollen. 

Es  hängt  offenbar  die  Convergenz  der  Entwickelungen 

a  =  Oß  -^-  ö  a  =^  ÖQ  +  öj  a  -f  Äj  a  -}-  Ö3  a  -{ 


')  Man  vergleiche   die   Darstellung   der  Methode  in  L.  Boltzmann's  classischen  Torlesungen 
über  die  Principe  der  Mechanik.     II.  TeiL     §  67  etc.     (Leipzig.  Ambrosius  Barth.) 
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iitiil  »omit  auo)i  die  Convergeiif.  der  Roilieii,  in  weli-lio  die  rechten  Seiten  der  »ech»  all- 
gemeinen Differentialgleichungen  der  Variation  der  ConKtanten  für  diu  eili|jli8chon  Kle- 
niente  entwickelt  sind,  we8entlich  davon  ab,  ob  dio  Beträge  der  Störungen: 

o  —  a^  ^=  da,  e  —  <?,  :=de,  etc. 

wirklich  auch  immer  klein  bleiben:  denn  nur,  wenn  dies  der  Fall  ist,  repräHentirt  diu 
Laplace'soho  LiJsung  eine  stabile  Hewegung,  während  im  anderen  Falle  der  Planet 
sich  beliebig  weit  von  der  Sonne  entfernen  oder  ihr  beliebig  nahe  kommen  würde.  Und 
nur,  wenn  die  Störungen  wirklich  stets  klein  bleiben,  wenn  a  und  e  immer  auf  gewisse 
mittlere  Grenzen  beschränkt  sind,  ist  es  gestaltet,  die  Differentialgleichungen  unter  Ver- 
nachlässigung von  Störungen  höherer  Ordnung  zu  integriren.  Dass  indess  die  Störungen 
eben  wirklich  für  unbeschränkte  Zeiten  klein  bleiben,  dafür  hat  die  Theorie  keinen  bin- 
denden Beweis  erbracht,  ja  dieser  Beweis  ist  mit  den  bisherigen  mathematischen  Hülfs- 
mittelu,  scheint  es,  überhaupt  nicht  zu  erbringen.  Zwar  lässt  sich  nachweisen ,  dass  die 
Kntwickelungen  der  rechten  Seiten  der  allgemeinen  Differentialgleichungen  der  Variation 

der  Constanten  für  -— ,  -—  etc.  convergent  bleiben,  so  lange  die  Excentricitäten  unterhalb 
dt     dt 

einer  gewissen  Grenze  liegen.     Auch  zeigen   die  Beobachtungen,  dass  die  E.xcentricitäten 

für  kürzere  Zeiträume    wirklich   klein  bleiben,    und    innerhalb    dieser  Zeiten  gelten  also 

auch  die  Entwickelungen   wirklich.    Allein  das  Resultat  ist  im  Frincip  nicht  auf  beliebig 

grosse  Zeiträume  ausdehnbar,    denn  dass    die  Excentricitäten  überhaupt  klein  bleiben, 

wenn  sie  es  einmal  waren,  ist,  wie  gesagt,  nicht  nachweisbar. 

Ausserdem    führt   das    Laplace'sche    und  Lag  rauge'sche   Integratiousverfahren, 

welches  also  im  Princip  .luf  einer  Entwickelung  nach  Potenzen  der  störenden  Masse,  oder 

besser:   der  Störungen  selbst  beruht,    wenn    der  Integralionsdivisor  in^  -\-  i'n'  Null  wird, 

zu  säcularen  Gliedern.   Das  tritt  ein,  wenn  die  Grössen  t  und  »',  die  positive  und  negative 

ganze  Zahlen,  Null  incl.  repräsentiren,  jede  für  sich  Null  werden.    Denn  in  diesem  Falle 

wird  das  Integral  der  angeführten  Differcniialgleicliung  z.  B.  in  d,  e  für  das  eine  Glied  der 

Entwickelung:  i  =^  i'  =  0: 

pars  d^e  =  m'  C^^ t  cos  (const.). 

Solche  säculare  Glieder,  so  genannt,  weil  sie  die  Zeit  außerhalb  des  trigonometrischen 

Functionszeichens  enthalten,   wachsen   aber  mit   der  Zeit   über  alle  Grenzen  und  machen 

die  Convergenz  und  mithin  das  ganze  Integrationsverfahren,  welches  auf  Voraussetzung 

dieser   beruht,   für   diesen  Fall   illusorisch.     Das  Gleiche   gilt,    wenn   zwar    nichl  /  und   i' 

für  sich  Null  wird,  wenn  indessen: 

tUo  -\-  *  n  =  0,  d.  h.  wenn  —.  :r-^ 

»  «0 

ist  Dieser  Fall  tritt  .ilso  ein,  wenn  die  mittleren  Bewegungeu  n'  und  Ho  des  störenden 
und  gestörten  Körpers,  oder  auch,  da  diese  den  Uralaufszeiten  uragekelirt  proportional  sind, 
wenn  die  Umlaufszeiten  in  einem  commensurabeln  Verhältniss  stehen,  mit  anderen 
Worten,  wenn  daa  V^erhällniss  der  mittleren  Bewegungen  ein  rationaler  Bruch  ist. 

Um  diese  die  Convergenz  gefährdenden  säcularen  Glietler  imd  ebenso  die  bei 
Behandlung  genäherter  Commeusurabilitätsverhälluissc  auftretenden  kleinen  Integrations- 
divisoren („kritischen"  <Tlieder),  welche  die  Convorgeuz  gleichfalls  hinfällig  machen, 
zu  vermeiden,  ersetzte  in  neuerer  Zeit  Gylddn  d.is  Integrationsverfahren  nach  Potenzen 
der  störenden  Masse  durch  andere  Methoden,  deren  letzte,  dio  sogenannte  „horistische", 
wie  er  annahm,  die  prineipiellon   Mäugel  der  alten   Theorie   beseitigte. 

Hier  soll  nur  kurz  das  liesum<5  des  denkwürdigen  historischen  Streites,  der  seit 
den  achtziger  Jahren  des  vcrHosseneu  Jahrhunderts  in  verschiedenen  Phasen  „'»'Spielt  hat, 

Kliukorluof,  Tbouretifclie  Aslrouiniii«,  M 
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gezogen  werden,  das  dahin  präcisirt  werden  muss,  dass  G  y  1  d  e  n  ebenso  wenig  wie  einst 
sein  grosser  Rivale  Poincare  eine  mathematisch  befriedigende  Lösung  des  Störungs- 
problems gegeben  hat:  dass  beide  Forscher,  nur  in  de*  Form  verschieden,  in 
gleicherweise  bei  Behandlung  der  Convergeuzfrage  und  Aufstellung  der  „convergenten" 
Lösung  geirrt  habend).    (Vergl.  die  Vorbemerkungen  zur  3.  Ausgabe  S.  XII  bis  XVIII.) 

Indess  hat  Gyldeu,  wie  mehr  und  mehr  zu  Tage  ti'itt  —  in  erster  Linie  durch 
die  Arbeiten  Brendels 2)  — ,  durch  die  eigenthümliche ,  von  ihm  zuerst  gegebene  Ent- 
wickelung  der  Störungsfunctiou  und  durch  die  partielle  Integrationsmethode,  insofern 
mau  nur  beschränkte  Zeiträume  ins  Auge  fasst,  der  rechnenden  Astronomie  in  der 
That  einen  grossen  Dienst  erwiesen. 

Darin  besteht  der  Hauptvorzug  der  Gylden' sehen  Störungstheorie,  dass  in  ihr 
zum  Princip  erhoben  ist,  jedes  Glied  mit  Rücksicht  auf  seine  Wichtigkeit  in  der 
Entwickeluug  zu  berücksichtigen,  und  nicht,  wde  bei  den  alten  Methoden,  nach  der  Potenz 
der  Masse,  die  es  enthält.  Bei  Berechnung  eines  Planeten  innerhalb  der  Beobachtuugs- 
fehler  ist  ihr  Vorzug  ganz  besonders  gross. 

Auf  Grund  der  neuen  Principien  Gylden's  hat  Brendel,  in  eigener  Weiterbildung 
derselben,  die  Methoden  so  ausgeführt,  dass  sie  für  den  ins  Auge  gefassten  Zweck  —  die 
Wiederauffindung  eines  Planeten  am  Himmel  durch  Vorausberechuuug  für  cü'ca  ein  Jahr- 
hundert —  ein  wirklich  brauchbares  Resultat  liefern.  (Vergl.  die  Vorbemerkungen 
zur  3.  Ausgabe  des  vorliegenden  Werkes,  S.  XV.) 

Ferner  hat  Kramer  im  speciellen  die  kleinen  Planeten  vom  Hecnbatypus  (VaX  — 
nach  dem  von  Harzer  gemachten,  unzulänglichen  Versuch,  —  auf  Grund  der  Gylden- 
Brendel'schen  Principien,  in  viel  weiterreichender  Annäherung  behandelt.  Während  bei 
jeuer  anderen  complicirten  Untersuchung  die  bei  diesem  schwierigen  Planetentypus  noth- 
wendig  mitzunehmenden  Glieder  —  falls  ein  auch  nur  genähertes  numerisches  Resultat 
überhaupt  in  Frage  kommen  sollte  —  in  ganz  ungenügendem  Umfang  berücksichtigt  sind, 
hat  Kramer  in  zwei  Abhandlungen ')  principiell  wie  praktisch  in  einem  zuvor  niemals  an- 
gestrebten Umfang  hinsichtlich  Grad  und  Ordnung  den  mitzunehmenden  Gliedern  Rechnung 
getragen.    (Vergl.  die  Vorbemerkungen  zur  3.  Ausgabe  S.  XXVII,  Anmerkung  L) 

Eine  Einführung  in  die  störungstheoretischen  Principien  Gylden's,  so,  wie  sie 
brauchbar  zur  Verwendung  sind,  findet  der  Leser  inTheill  von  Brendel's  „Theorie 
der  kleineu  Planeten". 

Das  Aufsuchen  der  „elementaren",  „charakteristischen"  und  sämmtlichen  übrigen  Glieder, 
die  wirkliche  Bildung  der  Differentialgleichungen  und  ihre  Integration  in  einem  bestimmten 
Fall,  findet  sich  auf  das  Ausführlichste  dargelegt  in  meinen  eigenen  Untersuchungen*) 

')  Vergl.  meinen  Aufsatz:  .,Poincare's  Preisarbeit  von  1889  90  und  Gylden's  Forschung  über 
das  Problem  der  ilrei  Körper  in  ihren  Ergebnissen  für  die  Astronomie".  Physikalische  Zeitschrift. 
5.  Jahrg.,  Nr.  7,  S.  180  bis  186.  (Hierzu  vergl.  man  die  Vorbemerkungen  zur  3.  Ausgabe,  S.  XVIII.) 

Die  hier  von  mir  versuchte  Rechtfertigung  von  Gylden's  horistischer  Inte- 
grationsmet bode,  die  ich  auf  Grund  einer  Zusammenstellung  von  Stelleu  aus  Gylden's 
Nouvelles  recherches  gegeben  habe,  muss  ich  als  unzureichend  bezeichnen.  Vergl.  auch 
hierzu  die  Vorbemerkungen  zur  3.  Ausgabe  d.  vorlieg.  Werkes,  S.  XIII  ff.   Anm.  d.  Herausgeb.  d.  3.  .\usgabe. 

')  Von  den  vielen  das  Störungsproblem  betreffenden  Arbeiten  Brendel's  vergl.  hier  in  erster 
Linie;  Martin  Brendel,  Theorie  der  kleinen  Planeten.  ErsterTheil.  Abhandlungen  der  Kgl.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  Math.-phys.  Classe.  Neue  Folge.  Bd.  I,  Nr.  3,  1898.  Ferner: 
Martin  Brendel,  Theorie  der  kleinen  Planeten.  Zweiter  und  dritter  Theil.  Ebendaselbst.  Neue 
Folge.     Bd.  VI,  Nr.  4  und  5.  —  Vierter  Theil,  Bd.  VIII,  Nr.  1. 

")  Julius  Kram  er,  Theorie  der  kleinen  Planeten  vom  Hecubatypus.  Abhandlungen  der  Kgl.  Ge- 
sellschaft der  Wissenschaften  zu  Göttingen.  Math.-phys.  Classe.  Neue  Folge.  Bd.  II,  Nr.  2.  Ferner: 
Julius  Kram  er,  Untersuchungen  und  Tafeln  zur  Theorie  der  kleinen  Planeten  vom  Hecubatypus  etc. 
Ebendaselbst.     Neue  Folge.     Bd.  V,  Nr.  8. 

'')  Hugo  Buchholz.  Untersuchung  der  Bewegung  vom  Typus  C^/J  im  Problem  der  drei  Körper  etc. 
auf  Grund  der  Gylden'schen  Störungstheorie.  Erster  Theil.  Denkschriften  der  math.-naturw.  Classe  der 
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ül)or  lUc  kleinen  Planeten  de»  Hil(laty|»u»  ('3),  <lie,  unter  AiittenilMiii;  der  Civld-  ii- 
Hrenderschen  Kut\\ickoliin(r  der  Stonini^funclion  auf  Grund  der  partiellen  InteiTatiun»- 
iiiethoilu  mit  Herückfiichütiuni,'  aller  Glieder  von  EintliisH  diesen  eoni|)tiütrten  Fall  der 
Mechanik  de»  IlimnieU  heliandeln,  der  eine  SunderMtellung  <^oi;enüber  den  anderen 
(.'oniniensurabilitatstvi'en  noeli  insofern  einnimmt,  als  er  die  Heütimmun;:;  de«  Intcrattoua- 
divisor»  d,  eiTit  erfurilert ').  In  Theil  1  halie  ioh  die  aimfalirlicluitu  Kinführiui"  in  die 
l'rincipien  Gylilen's  gegeben. 

Zum  Sehlutw  dieses  (.'apitela  mögen  noch  die  Worte  Brendcl's  l'latz  linden  (ef. 
Theorie  der  khiiien  Planeten,  Theil  II,  S.  2),  <lie  das  Verhiillniss  der  Aufgabe  des  Astro- 
nomen gegenüber  derjenigen  des  reinen  Mathematikers  iu  schlagendster  Weise  zum 
Ausdruck  bringen  nn<l  auch  für  die  nachfolgenden  bahnrechnerischen  Uutersuchun"en 
des  vorliei^endcn   Werkes  gewissermaassen  typisch  sind: 

^Uer  Weg  des  Mathematikers  ist  von  dem  des  Astronomen  durch  eine  breite  Kluft 
getrennt-  IJer  ^iathemaliker  schreitet  auf  seinem  Wege  langsam  vorwärts,  jeden  Schritt 
sorgfältig  erwägend,  jede  Mrücke,  über  die  er  hinübergeht,  auf  ihre  Festigkeit  prüfend; 
SD  weiss  er,  dass  ihn  mit  »einem  Ausgangspunkt  ein  fester  Liodeo  verbindet.  Der 
.\gtronom  kann  diesen  Weg  nicht  gehen;  er  käme  zu  langsam  vorwärts;  er  hat  ein 
fernes  Ziel  vor  Augen.  Will  er  die  iJewugungserscheinungen  der  Himmelskörper  dar- 
stellen, sie  beschreiben,  will  er  Formeln  tiudeu,  die  den  Naturerscheinungen  entsprechen, 
so  kann  er  nicht  den  Weg  des  Mathematikers  verfolgen,  weil  dieser  weit  vor  seinem 
Ziele  aufhört.  Er  muss  sich  über  unsicheres  Ten-ain  wagen;  er  muss  versuchen,  bald 
liier,  bald  dort  durch  das  unwegsaiue  Gelände  vorzudringen.  Man  soll  ihm  hieraus 
keinen  Vorwurf  machen  und  vor  alleui  nicht  vergessen,  dass  durch  d:i3  gewa-'te  Vorgehen 
des  Astronomen,  und  des  Natiu-forschers  überhaupt,  der  Mathematik  die  schönsten  Pro- 
bleme erst  gegeben  werden.  Hätte  der  Mathematiker  jenen  nicht  als  Pionier  vor  sich 
so  würde  er  oft  nicht  wissen,  nach  welcher  Richtung  hin  er  seiue  breite  Stiasse  weiter- 
baucu  soU."^   — - 

Zweite   Vorlesung. 
Die  allgemeine  rentralbewegiiiig  des  materiellen  Pnnktes. 

(Problem    der   zwei   Körper.) 
Während    die    Bewegung    eines    Planeten    um    die    Sonne,    wie    sie    in   Wirklichkeit 
stattfindet,    durch    die    in    der     ersten  Vorlesung    abgeleiteten    allgemeinen    Differential- 
gleichungen der  gestörten  Bewegung: 

rfV  ,,,,,,  X         du 

p  +  k'^X+,„)l.  =  ^^         (,) 

''_^ «  =  ^'p:  {j-_  -  -^  "»;  +  "■) 

Kaiserl.  .\kademiB  der Wisaenscliaften  zu  Wien.  Bd.  LXXII.  Femer:  Fortgesetzte  Untersuchunj^  der  Bewe- 
I^UDi;  vom  Typus  '  ,  im  i'robleni  der  ilrei  Kiirjier  auf  Grund  der  ü y Ul e n ' »eben  Störungstheorie.  Zweiter 
Theil.    höhend.    Ud.  LXXVII.    (Theil  III  n.  IV,  sowie  die  numerische  .\nweudung  sind  in  Vürberettung.) 

Betreffs  des  im  Vorwort  zu  Theü  II  über  die  horistische  Methode  Gesagten  siehe 
die  Anmerkung  1  auf  voriger  Seite. 

')  Hierzu  vergl.  meine  in  Nr.  4410  der  Astr.  Nauhrichten  entwickelte  neui*  Methode  zur  Be- 
stimmung der  liauptstörungen  kritischer  Planeten  und  damit  von  cf^. 
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ist,  charakteiisirt  wird,  deren  Auflösung  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist,  trotz- 
dem aber  durch  Reihenentwickeliingen  geleistet  werden  kann,  die  praktisch  ausreichende 
Resultate  liefern,  gelaugt  mau  zu  einer  genäherten  Vorstellung  der  Bewegung  durch 
die  Auflösung  der  viel  einfacheren  Gleichungen ,  indem  wir  den  Radius  vector  jetzt 
mit  r  bezeichnen: 


d^x 


cm 

-J-  ,1 

K"-  ^  "■) 

/■3 

+  t' 

(1  +  >„) 

^ 

0 

'df' 

+  k- 

(1  +  m) 

Vi 

= 

0 

(2) 


welche  man  erhält,  indem  man  die  rechten  Seiten  der  allgemeinen  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  Null  setzt.  Das  besagt  aber  im  Hinblick  auf  die  Störungsfuuction  ii 
offenbar  nichts  Anderes,  als  dass  man  die  Massen  der  störenden  Planeten  Null  setzt, 
indem  die  Gleichungen  (1)  ja  die  Bewegung  des  gestörten  Planeten  m  unter  Eiufluss 
der  störenden  Körper  um  die  Sonne  charakterisii-eu,  deren  Masse  als  Einheit  voraus- 
gesetzt. Die  Diffei'entialgleichungeu  (2)  definiren  somit  einfach  die  Bewegung  eines 
Körpers,  welcher  von  der  Sonne  augezogen,  diese  als  Centralkörper  umkreist,  oder  mit 
anderen  Worten  das  Zweikörperproblem,  welches,  wie  wir  zeigen  wollen,  strenge  lösbar 
ist  und  auf  die  Kepler'scheu  Gesetze  führt.  Diese  sind  also  in  der  Natur  nicht  streng 
erfüllt,  sondern  liefern  nur  eine  genäherte  Vorstellung  der  wahren  Bewegung,  wobei 
jedoch  die  Abweichungen  von  der  Kepler'scheu  Bewegung  nur  klein  sind,  da  die  im 
Verhältuiss  zur  Sonueumasse  kleinen  Planetenraasseu  in  einem  kurzen  Zeiträume  durch 
ihre  Anziehung  nur  eine  geringe  Abweichung  von  der  Kepler'scheu,  in  einem  Kegel- 
schnitt erfolgenden  Bewegung  des  gestörten  Körpers  hervorbringen.  Dass  die  ungestörte 
Kepler'sche  Bewegung  in  einem  Kegelschnitt  erfolgt,  habeu  wir  nun  allgemein  zu  zeigen. 
Zunächst  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  die  Bewegung  des  Planeten  um  die  Sonne  in 
einer  Ebene  erfolgt.  Denn  multiplicirt  man  von  den  Gleichungen  im  System  (2)  die 
erste  mit  y,  die  zweite  mit  x,  subtrahirt  und  verfährt  mit  den  beiden  anderen  Gleichungen 
analog,  so  folgt: 


dt^- 

dt^ 
d^z 


y^Ti^  ^ 


d'-x 
"  dt^ 
dH        ^^ 
di'' 


dfi 


=  0 


(yj 


oder 


-t:\^  -TT  —  II 


Durch  lutegration  folgt  somit: 


dx\ 
dt) 

-■) 
dt/ 

dt) 


dii 

x-r-  — 
dt 

dx 

^  Ji  ~ 

dz 

2/:j7  — 


dx 
dt. 
dl 
dt 
dp 
dt 


0) 


i:t     — 


In  <lii'M-ii  (;ificliiiiii.'«-ii  rf|ir:ir«ciitir«'ii,  wii-  wir  m-Iumi  witi1i-ii,  )\\v  linken  St-iu-n  iliv  Trii- 
ji-t'tii>iii'ii  ilt-r  ili)|i|ifltcn  in  ilcr  Zi'it  dl  vom  Kiulint«  vi-clur  ilo>  l*l:iiifU-n  iM-nclirifln-ni'H 
iinrn<lli>-h  klcirun  Diiicck^HUclu'n  :inf  ilii-  ("■loriliniiu-iiolniien  ilivi<lirt  iliin-li  <ll  iiixl  «lii- 
üi'lhcn  !*inil  :»1m>  (.'<>n>t;int<'n.  Durcli  Mnlti|ilioatii>n  >\vv  fi>UMi,  zucilvn,  «Irittcn  <<l<-i('linng 
liizüjjlliih   mit  .-.    i,   ij  iin<l   A'l<lilion  ergiobt  sich: 

<•!'   +   C«!/   +   '•i-'  =  " (ä) 

il.  li.  lue  l!(\v»gung  (U'ti  ri:UK>tfii  c'if<»li,'t  in  liniT  Klient-,  weKlic  iltmli  «liii  Mitul- 
punkt  iliT  Soiiiif  als  l'rsinnng  «U-s  CoonliMaUMisystenics  liinilurciijii-hu  Si-ini'  I5ahn- 
ciirvc  ist  in  i'i>toi-  Nälurnng  alw)  fini"  i-lii-nt-,  wälirtnil  «io  in  Wirkliclikoil  oiiii'  (l<i|>|Klt 
•iekrünnntf  ist. 

Da   lii'iui   Pii>l)lrni    >Ur    zwii    Küijui-    «lio    JHWiiiung    ilrs   rianelcu    um   die  Sonne   in 
einer   Kl>ene   erfolirt,  so   können   wir 

'  =  ^=; 

setzen,  indem  wir  die  IJaliniliene  mit  der  r^  -  Ebene  /iisammenfallend  «lenken.  Die 
Differiutialgleieliuniien,  welche  die  Bewegung  <les  Planeten  in  seiner  JJalineliene  um 
die  Sonne  eharakterisiren,  werden  also,  indem  die  dritte  Gleichung  in  Systen»  (2)  weg- 
fallt, einfaeh:  ,.  , 

(H) 

d'ij         n    !'    — 

wol.ei  also:  jt  =  ];i  (1    -I-   ,„) 

und   ihre   Inteirration   ertrieltt  vier  willkürliche  C'onstjinte. 


An   Stelle  dieser  Gleichungen   wollen    wir  jedoch,    um   das   Trolilem  ganz  allgemein 
/.u  lösen,  die  allgemeuieren  Gleichungen : 

d*x 


dn   ^  -'^  '  r 


(7) 


inlegrireii.  welche  für  ein  lielieliiges  Kraftgesetz /(r)  gelten  und,  je  nachdem  man 
dieses  >|iecialisirt,  eine  andere  Bewegung  eharakterisiren.  Eine  spiralförmige  z.  I>.,  wenn 
die  Kraft  im  umgekehrten  Verhältniss  der  «Iritten  Potenz  der  Entfernung  steht,  die 
Ke|iler'sche  im  Kegelschnitt,  wenn  die  Kraft  nach  dem  Xewton'schen  (4ravit;itious- 
gesetze  im  umgekehrten  Verhältniss  des  Quadrates  der  Entfernung  wirkt,  allgemein  eine 
ellii>tische  (die  sjieciell  circular  oder  geradlinig  wird),  wenn  die  Ivraft  direct  jiroportional 
der  Entfernung  in  einem  elastischen  Meiliuni  wirkt  ((Jplik,  die  elliptisch,  circular  oder 
geraillinig  polarisirle  Lichtliewegung).  M\v  diese  verschiedenen  Fälle  siml  in  den  obigen 
allgemeinen  Gleichungen  je  nach  der  s|)eciellen  iVnnahme  über /(r)  enthalten.  lu  die 
ilurch  Integi-.ition  derselben  gewonnenen  allgemeinen  Integralfonuen  werden  wir  dann  erst 
zum  Schlüsse  an  Stelle  des  allgemeinen  Kraftgesetzes /(r)  das  Newton'sche  (Gravi- 
tät i  on  sge  setz  einführen,  wodurch  sich  ilie  Kepler 'sehe  Hewegung  unmittelbar  als 
Specialfall  der  allgenu-inen  Gen  tra  1  be  w  egu  ng  ergiebt,  wie  sie  durch  obige  Glei- 
chungen  iletinirt  ist. 

Man  denkt  sich  nämlich  zunächst  ein  festes  Anziehungscentrum  0  im  Haunie 
und  in  diesem  den  Coordinati-uni-sprung.  Wird  dann  irgend  ein  materieller  Piuikt  m 
nach  cleniselben  hingezogen  mit  einer  Kraft,  die  erstens  gegen  0  _"••''  'i'"'   '-'•   ""d  deren 


Fig.  1. 
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luteusität  zweiteus  nur  von  der  Entfi'ruung  r  des  Piuiktcs  »i  von  0  abhängt,  so  nennt 
man  die  Bewegung  dex  l'unktes  m  um  0  eine  Ceutralbewegung.  Da  der  Punkt  m 
aber     ausser    der     durch     den    EinÜuss    aus    0    bedingten    Bewegung    im   AUgemeiueu 

schon  eine  Anfangsgeschwindig- 
keit besitzt,  so  wird  er  in  Folge 
dieser  und  der  Centralkraft  eine 
C'urve  beschreiben,  die  bei  ge- 
gebenem Kraftgesetz  /(»")  allge- 
mein bestimmbar  ist.  Auf  die 
Bestimmung  dieser  Cur^■e  und  der 
Art  der  Bewegung  in  ihr  sehen 
es  die  folgenden  Untersuchungen 
allgemein  ab. 

Dass  die  Bewegung  in  der 
durch  r  und  die  Richtung  der 
^Vnfangsgeschwmdigkeit  gelegten 
Ebene  stattfinden  muss,  ist  a  priori  klar,  weil  keine  dritte  Ki'aft  vorhanden  ist,  die 
das  Bewegliche  aus  dieser  Ebene  herauslenkeu  könnte.  Um  zu  zeigen,  dass  die  an- 
geführten allgemeinen  Gleichungen  (7)  wirklich  die  Ceutralbewegung  des  Punktes 
m  um  das  als  fest  gedachte  Anziehnngsceutrum  0  definiren,  construiren  wh-  über  der 
Kraft /(r),  die  wir  durch  einen  Pfeil  dargestellt  denken,  das  Ki-äftejjarallelogramm  und 
erhalten  so  die  Componenten  der  Kraft  AD: 

X  =  A  B 
Y  =  A  C. 
Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  ADC  und  AOE  folgt  aber: 

DG  :  BA  =  OE  :  OA 
oder  X  :  f(r)  =  a;  :  r 

und:  AG  :  AD  =  AE  :  AO 

oder  r  :  /(r)  =  y  :  r. 

Mithin  sind  die  Componenten  der  Kraft  f{r) 

X  =  -  /(>■)  4 


nämlich  negativ,  ila  die  IJichtung  in  die  der  negativen  x-  und  7/-A\e  fällt.  Bei  eiuer 
abstossenden  Kraft  Imigegen  hätte  man  das  positive  Vorzeichen  zu  nehmen.  Doch  ist 
es  auch  an  sich  natürlich,  eine  anziehende  Kraft,  da  sie  die  Entfernung  verklemert,  als 
negativ,  eine  al)stossende  hingegen,  welche  die  Entfernung  vergrössert,  als  positiv  zu 
bezeichnen. 

Da  nun  nach  den  Grundbegriffen  der  Mechanik: 

„Kraft"  gleich  „Masse"  mal  „Beschleunigung", 
so  sind  die  allgemeinen  Bewegung.sgleichungen  von  m  um  das  feste  Centrum   0: 

m  —  =X  =  -f(r) 


=   Y  =  -  /(r) 


(8) 


IT) 


.1    in   il.r  TliHt   ili( 


/iiMir   :iiii,'cfiilirU'ii   («Ifii'liiiM 


ilic  wir    urliielten ,    imUin   «ir    in  «U-n  Gleichiiiiguii  (6)  an  StoiU-  des  Xowtoii'Hilieii  ilas 
:ill-^ciiifiiic'   \Virkim<;«gi'Sul/.  /(r)  siibstituirteii. 

Die  (iluii'lniiijit'ii  (7),    wi-lclu-    uIüo   iu    «lein    olieii   gcgelieiu-ii    Siiim-    «lii-   IJfwcgiing 
in    lk'7.ug   iiuf    uiu   festes  C'enti'uui    liestiniinen ,    cliariikterisiren    somit    eine    rtlisolnle 


Fig. 


lieweyung.  In  »1er  Astronomie 
o.vjwtirt  iiher  eine  Sük-liu  nicht,  lia 
es  keinen  festen  l'nnkt  im  WelUill 
giebt,  auf  Jen  man  «He  IJeweiiuntr 
beziehen  könnte,  die  Sonne,  die 
als  Ursi>rnug  des  C'oonlinateii- 
systemes  gewählt  wird,  vielmehr 
selbst  ein  bewegliches  Cen- 
tnim,  die  Hewegniig  in  IJe/n^r 
anf  dasselbe  also  nur  eine  rela- 
tive ist. 

Denkt  man  sieh  in  diesem 
letzteren  Sinne  zwei  bewegliche 
materielle  Punkte  m,  und  m^  mit 
den  t'oordinateii  Xi,  yi  und  X2,yi 
in  der  Entfernung  r,  von  denen 
M]  auf  m-i    eüie  anziehende  Kraft  ^i 

/(r)   ausübe,    die  stets   gegen  »ij 

gerichtet    ist,    dann    sind    zunächst   die    Bewegungsgleichungeu    von    Piuikt   »Hj  ,    indcn» 
nach  iler  Figur,  in  welcher  x,y  ein  festes  Coordinatensystcm  bezeichnet: 

X  =  —f(r)cos(r,x) 
EC  =  rcos{r,x) 
EC  =  Xi  —  r. 


y 
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luai,.  jj   
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COS  ( i\  y)  = 

Vx   — 
r 

Vi 

„  rf*'.  _ 

-/('•) 

Xx 

— 

X, 

"•  dt^  - 
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Die    Bewegungsglcichungen    des    Punktes    «i^    aber    werden,    da    die    von 

auf   VI.,    wirkende    Kraft    nach    dem    Principe   der   (Gleichheit    von  Wirkung    und 

Wirkung    auch    gleich  f(r),    jedoch    entgegengesetzt    wie    ilie    von   ni)    auf  w^    w 

Ki-aft  yerichu-l  ist: 

«*x,  ,      .,  .  Xi   —  x-. 


»I,  her 
Gegen- 
irkende 
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Delikt  inaii  sich  jetzt  durch  m^  eiu  zweites,  dem  ersten  paralleles  Coordiuateiisystem 
.t',  y'  gelegt,  so  ist  dasselbe  beweglich  im  Räume,  seiue  Axeu  aber  bleiben  sich  stets 
jiaralk'l:  die  Coordiuateu  von  m^  in  Bezug  auf  dies  bewegliche  System  siud: 

y'  =  Vi  —  Vi- 
Wäre  z.  B.  »«2  die  Sonne   und  »«-^  die  Erde,   so  würde    eiu   auf  der  Sonne  befind- 
licher Beobachter  (wenn  er  au  ihi-er  Axendrehung  nicht  theihiehmeud  gedacht  wii-d),  nur 
die  Yeräuderiuigen  der  relativen  Coordinaten  x'  und  y',  aber  nichts  von  seiner  eigenen 
LageuA'eränderuug  im  Räume   in  Folge   der  translatorischeu  Bewegung  der  Sonne,  d.  h. 
nichts  von  der  Aenderung  der  absoluten  Coordiuateu  x^,  y^  und  .Tj,  i/j  wahrnehmeu. 
Durch  Subtraetion  der  beiden  Gleichimgen: 
d^  1 

d'^x^  .      1 


+ 


/('•) 
/('•) 


^1 

— • 

X2 

Xl 

r 

Xi 

folort: 


ludfni 


schreibt 


d-  (a-j  —  x-i) 


=  -(;^  +  i;)/w 


1   +   1^1 

»»1    .   )«2 

ich  letztere  Gleichuug: 

j«i  +  m.2 

„,  ^'i^i 

-  ^')   -          f(A 

dfi 


aualon 


oder 


äKv^  —  y-2)  _ 


df^ 

d^x' 
'dJ^ 

df^ 


/('■) 


ä'l 

—    a-2 

Vi 

—  y-i 

+  /('•) 


+  /('■)  ~  =  0 


(9) 


Das  siud  alier  der  Fonu  nach  genau  die  Bewegungsgleichungen  des  Falles,  wo  sich  eiu 
materieller  Puukt  um  ein  festes  Centrum  bewegte.  Die  relative  Bewegung  von  «(, 
gegen  Wj  findet  mithhi  gerade  so  statt,  wie  wenn  wij  ^^  festes  Centrum  wäre,  mu- 
geschieht  sie  so,  als  ob  nicht  die  ^rä-kliche  Masse  ni^  des  laufenden  Punktes  sich  um 
»«2  bewegte,  soudeni  vielmehr-  m.     Da  aber  m 


>»i    +    )«2 


1    4- 


wenu  »«2  gegenüber  «ij  sehr  gross  wird,  wie  das  bei  der  Soune  gegenüber  der  Erde 
der  Fall  ist,  sehr  nahe  gleich  m^  ist,  so  kann  man  sich  in  AYü-klichkeit  die  Bewegung 
auf  ein  festes  Centrum  stets  bezogen  denken  und  spricht  demgemäss  in  der  theoreti- 
schen Astronomie  kurz  von  „einem  im  Sinne  der  Mechanik  festen  System". 

Als  erstes  Litegral  der  Gleichungen  (9)  der  relativen  Bewegung,  wie  auch  für 
die  analogen  der  absoluten  Bewegung,  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  /(»•)  immittelbar 
der  Flächeusatz  durch  ]Miilti]>licatioii  der  ei-sten  Gleichiuig  mit  y,  der  zweiten  mit  x 
und  Subtractiou 
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Du 


"•  V  uf  -  •"  äii)  =  ^' 

d     /      (hl  dx\  ,      dx   dl) 

dt  Vit-'-'  77)^  ^  U  dl 


dx   dt)  d*  II  dl/    dx  d^r 

^      T  '      — ^     M 

dl'  dl       dl  ■       dl' 


M>  si-liiiilit  sii-li  li-ty.U-ru  Glficliiin;;  auch: 

d    r      /     d;i  </x\1 

— —     »II  [x  -r II   -7-  I     =0, 

«Ist»   int»  ;,'iiil :  /     </«  (ix\ 

m  (x  —  —  1/  —  I  =r  cons/ans  =  C (10) 

Die    •ieoint'lrischc'  Hcileuluiii;    dieses   sogenannten    Fläoliensat/.es    wird    s<)<j;leieli   hei    E'ui- 

fülirung  von    l'ohircoordinaten  ersiehtlicli   werden. 

Ein  zweites  Integral  der  Gleichungen  (9)  ergiuht  sich  gleichfalls  unmittelbar,  Lndeni 

.     dx     ,.  .    (/i/         ,  .   ,.  .  ,      ,  ,• 

man   die    erste   mit  —r-,  die   zweite  mit  ——  multliilicirt  und  addirt 
dl  dl 

dx  dl/ 

/dx    d'x     ,     dii    d',i\  ^,  ,  *    d7    "^   ^    rf7 

"•  [li^    +   ij   ät'O  =  --^^"^ r 

Bezeichnet    man    den   AhsUind    des  Planeten  von  der  Sonne  mit  r,  so  ist  (vergl.  Fig.  3) 

X'   +  i/>  =  r', 
durch  Differeiitation  folgt  hieraus: 

(/x  dl/ 

"dt    '^  ^  dt   _  dr 
r  ~   dt' 

Mithill  schreibt  sich   unsere  letzte  Gleichung  auch 


/dx  d^x        dy  d*y\  ^  _  dr^ 

\dt    dt*    "^    dt    dli)  ■'^  '   dt 


Da   aller    das  (.Quadrat   der  Geschwindigkeit  g  gleich    ist    der  Summe    der    (.Quadrate    der 
(iesehwindiv:kcit^c"m|lonenten : 

so  ergielit  sich  durch   Diiferentation  und  Division  mit  2  hieraus: 

dx   d'x         dy   d' y  dg 

IT  W'    ^  1t    Jt'   ~  ^  U' 
Durch  Einsetzen  in  obige  Gleichung  folgt  daher: 

d(^f)  =  -Ar)dr (11) 

Aus  Fig.  .S  (a.  f.  S.)  ersieht  man,  dass  der  Ausdruck  der  rechten  Seite  letzterer  Gleichung 
das  Product  der  auf  den  Punkt  »i  wirkenden  Kraft  /(r)  in  die  Projcction  des  von  wi 
in  der  unendlich  kleinen  Zeit  dt  durchlaufenen  Weges  ds  auf  die  Kichtung  dieser 
Kraft  ist  und  man  bezeichnet  dieses  Product  als  die  von  der  Kraft  während  der  Zeit 
dt  geleistete  A  r  b e  i  t  Dieselbe  ist  negativ,  wenn  die  Hichtung  der  Bewegung  derjenigen 
der  Kraft  entgegengesetzt  ist,  also  in  unserem  Falle  bei  wachsendem  r.  Das  halbe 
Product  der  Ma.sse  m  in  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  hingegen 
bezeichnet  man  als  seine  lebendige  Kraft.  Unsere  Gleichung  tn'sagt  also,  dass  der 
Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  gleich  ist  der  von  der  Kraft  in  der  Zeit  dt  geleisteten 
Klementjknirbeit.     Durch  Integnition  erhält  man 

Klinkcrfiict.    Tbeorrliichr  Aflronunitr  3 


mg' 


ri2) 
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=    —  \f{r)dr  =  —  cp(r)   +    C 

(].  h.   die  Summe    der   Zuwächse    |  fZ   (— ?j— )i    welche  die  lebendige  Kraft  während 

endlichen  Weges    erfähi-t,    ist    gleicli    der    während    der    ganzen    Bewegun 
Gesammtarbeit  —  \f(^r)dr  der  auf  den  Punkt  wirkenden  Kraft.     Hierin  spricht  sich  das 
so    benannte  Princip    der  lebendigen  Kraft  aus,   welches   also    ein    zweites  Litegral 
unserer  allgemeinen  Bewegungsgleichuugeii  (9)  repräsentirt. 
Für  die  Gleichungen: 


emes 
eleisteten 


f{r) 


^  =  -f^ 


^1 

— 

Xi 

Vi 

r 

2/2 

ertjiebt   sich   ausser   den    Integralen    der    lebendigen    Kraft   und    der   Flächen   noch    eui 
weiteres:  das  sobeuaunte  Princiji  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Sehwer- 


Fig.  3. 


p  unkt  es,  welche  für  die  relative  Bewegung 
nicht  existirt.  Aus  diesen  Gleichungen  folgt 
nämlich: 


und 


d-Xi 


d-y-i 


dP   +  '"^   dv^ 


0, 


oder,  da  Wj   und  m^  Constanten, 

rf2 


df^ 
d-' 


(»iiXj    -f   m-iXo)  =  0 


—  (>«i2/i    +   W22/2)  =  0. 

Denkt  man  nun  die  Gerade  r  (vgl.  Fig.  2) 
derart    dm-ch    den   Punkt  S   in    zwei   Theile 
getheilt,  dass  dieselben  sich  umgekehrt  wie  die  an  den  Enden  von  r  wirkenden  Massen 
verhalten,  so  folgt: 


da  aber 
so  auch 
also 


BS  :  SA 

EF  :  FC  =  BG  :  GB  -- 

EF  :  (EF  +  FC) 

EF  =  -^^ 


=  »(j  :  w,- 
DS  :  SA 

-  m-,  :  ()«i 

-  (^1  -  :r,). 


„,,), 


Bezeichnen  wir  die  Coordinateu  von  S  mit  |  und  t],  so  ist  mithin : 

»«1  («1  —  ^i) 


d.  h. 
analoff 


^  =  OE  +  EF  =  X,  + 

_  m-^Xj  +  m.iX.2 
»»1  +  »»2 

»«i2/i  +  »"i^/i 


Dividireu     wir     jetzt    die     beiden     letzteren     Differentialgleichungen,     indem     die 
Klammern  Coustauteu  enthalten,  mit  »»j  -\-  Wj,  so  werden  sie 
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(/r'  \     I«,   +  m,     / 

^  /»i,yi   +  wt,y,\  _  Q 


dt' 

= 

0 

= 

0, 

= 

f, 

dri 
dt 

= 

Ct 

(13) 


+  m, 

oder    für    die    Klünimerirrösgon    ilire    i-licii    gofurulfiieii    Wt-nliu,    diu    Coordinaton    de« 
ScliwerpiiiikU's  ciiigfsi-U.l: 


also  durch  Iiitotrration 


und  nach  abermaliger  Iiitetrvatioii 

I  =  f ,  <  +   C, ) 

»;  =  Ci'  +  cj 

wo  r, ,  Cj,  Ci ,  Cj  vier  willkürliche  L'oiistauleii.  Diese  Iiitegralgleicliuiigeu  besagen  also, 
ilass  sich  der  Schwerpunkt  S  des  Systemes  wi,  und  wij  geradlinig  und  gleichförmig, 
d.  h.  so,  als  ob  gar  keine  Kraft  auf  ihn  wirkte,  fortbewegt 

Erwähnen  wollen  wir  bloss  noch  der  VoUstämligkeit  halber,  dass  die  Princiiiien 
der  lebendigen  Kraft,  der  Flächen  und  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwerjuinktes 
nicht  bloss  für  das  Zwei -Körper -Problem,  sondern  allgemein  auch  für  das  ii-Köi-j)er- 
Probleni  erfüllt  sind:  es  sind  allgemeine  Principe  der  analytischen  Mechanik. 
Von  diesen  Verallgemeinerungen,  die  kein  unmittelbares  Interesse  für  uns  haben,  sehen 
wir  hier  jedoch  ab,  indem  es  uns  nur  darauf  ankam,  den  Unterschied  der  absoluten 
und  relativen  Bewegung  klarzustellen. 

Wir  wollen  jetzt  vielmehr  in  die  Integrale  der  Flächen  und  lebendigen  Kraft  die 
l'olarcoordinaten  r  und  ■8'  an  Stelle  von  x  und  i/  einführen.  Dadurch  gelangen  wir, 
Worauf  unsere  ganzen  Betrachtungen  in  dieser  Vorlesung  abzielen,  unmittelbar  erstens 
zu  der  Helation  zwischen  r  und  9,  welche  die  Gleichung  der  Bahncurve  dai-stellt. 
und  zweitens  zur  IJelation  zwischen  r  und  /,  welche  die  Beziehung  zwischen  der  Zeit 
und  dem  Orte  des  Beweglichen  in  seiner  Bahn  repräsentu-t;  r  und  &  sind  alsu 
jetzt  mit  der  Zeit  veränderliche  Grössen.  Im  Hinblick  auf  die  dritte  Vorlesung  sei 
bemerkt,  dass  9,  die  Länge  gezählt  von  einer  festen  Richtung  in  der  Bahn,  zu  unter- 
scheiden ist  von  der  wahren  Anomalie  c,  welche  von  der  Richtung  nach  dem  Perihel 
ab  gezählt  wird.     Aus  der  Figur  folgt  nun 

X  =  rcos9 
y  =  r  sin9. 


also  durch  Diffcrcntatinn 


dT  dr  .    „   rf* 

_  =  _,,,»_  rs,n9  — 


ft'J         dr 

-r-  =  -:—  sin  v 

dt  dt 


■  ros  9 


d» 
dl' 


(11 


Durch    Mulliplication    iler   ei-sten    dieser    Gleichungen    mit 
-\-  rcos9  und  Addition  erhält  man  aber: 


rsi)i9,    der    zweiten    mii 


dt 


dt 


d9 
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Unser  früheres  InteOTal  /     j.,  j^n 


V  dt       y  dt)  - 


schi'eibt  sicli  also  auch:  „  d%^  „ 

dt 

oder  ■wenn  man  C   ^ 

m 
setzt:  „  d9  „  ,,    , 

»•^  ^  =  Gl nf>) 

T-v-  •    »      T-.   T  -1      ^  dii  dx      -,         „  "  O'         .  ,       .  ,    . 

Die  ffeometnscne  üeclentuns;  der  Grösse  x  -t—  —  v  -;—  oder  r^  ——  ercciebt  sich  letzt  aus 
^  °  dt         "   dt  dt       ""  ■' 

der  Figiu-  3  sofort.     Da  d9  der  Zuwachs    dos  Winkels  ■9'  in    der   Zeit   dt  ist,    während 

welcher   der   materielle   Punkt  ni  das  Wegelemeut   ds    durchlaufen   hat,    so   können   wh- 

das   auf    OD   gefällte   Perpendikel  BC,   welches,   da  wir   es  mit  Infiuitesimalgrössen  zu 

thun  haben,  unendlich    klein  ist,  auch  als  Kreisbogen  um  0  betrachten,  der  auf   OB 

senki'echt  steht,  wenn  das  Dreieck  ODB  imendlich  klein  ist.    Es  ist  mithin  BC  =  rd%-, 

der  Flächeninhalt  des  Dreieckes   OBD,  dessen  Basis   OB  imd  dessen  Höhe  BC  ist,   ist 

mithin : 

Va(05  .  BC)  =  i/j  r^dd: 

Aus  der  Gleichung  (j^ 

'"'  d7  =  ^^ 

folgt  aber  r^d»  =  C,dt  =  OB  .  BC. 

Somit  repräsentii't  r-d%'  die  dojipelte  unendlich  kleine  Dreiecksfläche,  die  eingeschlossen 
ist  vom  Element  des  Weges,  das  in  der  Zeit  dt  von  m  beschrieben  wird  und  den  beiden 
Radien  vectoren  r  und  r  -|-  dr.  Der  Radius  vector  beschi-eibt  also  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächeuräume.  Im  Falle  der  Planetenbewegung,  wo  der  von  der  Sonne  nach 
dem  Himmelskörper  gezogene  Radius  vector  in  der  Bahn  die  Fläche  der  Zeit  pro- 
portional bestreicht,  repräsentii't  dies  Princip  das  sogenannte  zweite  Kepler 'sehe 
Gesetz. 

Da    r^dO'  =  xdy  —  ydx   das    in    der   Zeit  dt   vom   Radius    vector    beschriebene 
doppelte  unendlich  kleine  Flächenstück  darstellt,    so   repräsentirt   offenbar  der  Ausdruck 

Y,  r^ -r-  die   Flächengeschwindigkeit,  ganz  analog  wie  — —  als  Liuiengeschwiu- 

digkeit  defiuirt  ward,  wobei  s  die  Bahnläuge  von  einem  festen  Punkte  bis  zu  dem 
benachbarten  ist. 

Wii-   führen    nun    noch    lu    das    zweite   Integral    unserer    allgemeinen    Differential- 
gleichungen (9),  in  dasjenige  der  lebendigen  Kraft,  PolarcoordLuaten  ein.     Die  Gleichung 

wird  dann  mit  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (14): 
*''^'''"'  0  fdr\^    ,       ,   /fZi-^Y^ 


•21 


Dif  (ilfichiiiig  lU'r  lobendigcn  Kraft  sdirc-ihl  »ioli  inithiii  mich.: 


■111   /in     Mikiir/.iiiig  ilic  (onstHiiti 


(Iti) 


2C" 


=  C, 


gesetzt  iiiiil  qp  (r)  eine  beliebige  FtiiK-tinn  von  der  Eigenschaft  ist,  iinbcstinirates  Integral 
von  /(r)  zu  sein. 

Aus  den  beiden  Differentialgleichungen 


(17) 


ergiebt   sich    zunächst   direct  die  Helation  zwischen    der  Zeit  und  dem  Orte  des  Beweg- 
lichen in  seiner  Bahn.     Durch  Quadriren  von  Gleichung  (17)  erhält  man  zunächst: 

\dtj         r2 
Durcli   Kinsct/cn   dieses   Werthes   in   Gleichung  (18)  folitt 


^rfrx'         ^    _  2y(r)   _  ^ 


also  die  Beziehunji  zwischen  Zeit  und  Ort  in  der  Bahn  ganz  allgemein 

clr 


l/^  2qp(r)  C.^ 

J    \     ■  w  r2 


OiO 


Till   die  (ileichiing  der  Bahncurve  zu   finden,  konnte   man   in 

^*  _  C,d< 
<^^  =  -^ 

die  aus  (ileichinig  (10)  für  /  gefundene  Function  von  r  einsetzen.     Wir  schreiben  jedoch 

iiinl   erhalten   im    Hinblick  auf  Gleichung  (lU): 

r^d»   _  dr 


oder: 


2y(r)  Gf 


'ä.         2  (p  (r)  r 


I  'V 


»».  c,^ 


die   Cileichimg   der  Bahncurve. 

Setzen  wir  jetzt  in  den  beiden  Relationen 


dr 


'  r..  _  '^^(^  _  91 
dr 


1 /tj  _  2g)(r)^ 1_ 

]  C,'  m  q  r» 


(20) 


(21) 


(22) 
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für  f(r)  das  Newton'sche  Gravitationsgesetz  ein  [indem  (p(r)  =  /  f{^)dr],  so 
ergiebt  sich  ivnmittelbar  die  Kepler'sche  Bewegung,  wie  sie  in  der  Natur  für  die 
Planeten  und  Kometen  um  die  Sonne  also  genähert  stattfindet.  Ehe  wir  jedoch  diese 
Substitution  durchführen,  ist  es  gegeben,  zuvor  eine  allgemeine  Erklärung  der  sechs 
elliptischen  Bahnelemente,  welche  die  Position  eines  Himmelskörpers  vollständig  bestimmen, 
voranzuschicken,  weil  dieselben  als  die  sechs  Integrationsconstanten  der  Kep- 
ler'sehen  Bewesfuncr   auftreten. 


Dritte    V  o  r  1  e  s  u  n  g. 

Die   Baliiielemente. 

Die  Lage  eines  Planeten  ist  vollständig  charakterisirt ,  wenn  man  erstens  die 
Grösse  imd  Form  seiner  Bahnellipse,  zweitens  deren  Lage  im  Räume,  drittens  die 
Stellung  des  Planeten  in  dieser  Bahnellipse  kennt.  Diese  Bestimmimgen  werden  aber 
durch  sechs  Grössen,  die  für  die  Kepler 'sehe  (ungestörte)  Bewegung  Constanten  sind, 
eindeutig  gegeben.  Man  bezeichnet  diese  sechs  Constanten  in  der  Astronomie  als  die 
Kepler'schen  Elemente  oder  als  die  Bahnelemente,  weil  sie  die  Bahn  vollständig 
charakterisiren.  Um  diese  sechs  Bestimmungsstücke  einer  Bahn  zu  erhalten,  denken 
wii'  uns  den  Ursprmig  des  Coordinatensystems  in  den  Mittelpunkt  der  Sonne  gelegt.  Um 
die  Sonne  als  Centrum  denken  wir  ims  nun  eine  Kngel  vom  Radius  1  construht,  deren 
Durchschuittspunkte  mit  den  drei  Coordiuatenaxen  bezügUch  X,  Y,  Z  seien.  Als  x!/-Ebene 
wälüen  ^-ir  die  Ebene  der  Erdbahn,  in  ihrer  mittleren  Lage,  die  sogenannte  mittlere 
Ekliptik  (cf.  Vorlesimg  14),  imd  denken  die  a;-^Vxe  nach  demjenigen  der  beiden 
Schnittpunkte  von  Aequator  und  Ekliptik  gezogen,  in  welchem  die  Sonne  von  der  Erde 
aus  gesehen  zu  Frühlingsanfang,  d.  h.  am  20.  März,  steht.  Diese  Richtung  „Erde-Sonne" 
wird  dann  allgemein  als  die  Richtung  nach  dem  Frühlingspunkte  V  bezeichnet,  welches 
auch  der  Standpunkt  sein  mag.  Ton  der  Sonne  aus  gesehen  steht  die  Erde  ein  halbes 
Jahr  später  oder  fi-üher  hu  Frühliugspuukte.  Da  aber,  wie  im  Capitel  der  Theorie 
der  Bewegung  der  Erdaxe  gezeigt  werden  ^vird,  der  Widderpunkt  in  Folge  der  Prä- 
cessiou  einer  langsamen  rückläufigen  Bewegung  auf  der  Ekhptik,  deren  Lage  selbst 
veränderlich  ist,  unterworfen  ist,  so  bezieht  man  in  der  Bahnrechnung,  um  einen  be- 
stimmten Ausgangspunkt  zu  haben,  die  Elemente  im  Allgemeinen  auf  das  sogenannte 
„mittlere  Aequinoctium"  des  Beobachtuugsjahres,  welches  nur  durch  Säcular- 
glieder  bedingt  ist  im  Gegensatze  zum  wahren,  das  ausser  den  säculareu  noch  die 
periodischen  Gheder  enthält  (cf.  Theorie  der  Bewegung  der  Erdaxe,  Vorlesimg  14). 
Man  bezieht  dabei  auf  das  Aeqiiinoctium  des  beti-effenden  Jahi'zehnts,  wenn  die  Beob- 
achtungen in  verschiedenen  Jahren  liegen,  aus  welchem  Grimde  das  Berliner  Jahrbuch 
ausser  den  Sonnencoordinaten  des  Jahresanfanges  auch  noch  ihre  Reductioneu  auf  den 
Anfang  eines  Jahrzehnts  giebt. 

Es  zeigt  nun  die  x-Axe  imseres  Coortlinatensystems  nach  dem  Widderpunkte ,  die 
y-Axe,  senki-echt  zur  a;-Axe,  Uegt  in  der  Ekliptik,  die  s-Axe  zeigt  also  nach  dem 
Noi-dpol  der  Ekliptik.  Die  Ebene  SXY  (cf.  Fig.  4)  bezeichnet  mithin  die  Ebene  der 
Erdbahn.  Der  Sinn  XS  Y  entspricht  der  Bewegung  der  Sonne  in  ihrer  scheinbaren 
Bahn  am  Himmel  (directe  Bewegung)  oder,  vom  Südpol  aus  gesehen,  der  Bewegimg 
eines  Uhrzeioers. 
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Die  Hahn  irgend   eines  Objecto«,   welches  eich    gleichfalls   um    die  Sonne    bewegt, 
jedoch  in    einer  etwa«    gegen    die   Kkliptik    geneigten  Ebene    (wie    es   bei    den  Planeten 
der  Füll  ist),  schneidet 
somit   die    Kkli]>tik    in 
der  Linie  SA,  der  so- 
genannten   K  u  o  t  o  n  - 
liuie,       indem       der 
grössle  Kreis,    in  wel- 
chem die  l'lanetenbahn 
die  Kugel  vom  I^idius  1 
schneidet,  bezüglich  AB 
sei.   Der  Winkel  dieser 
Knotenlinie  SA  mit  der 
Richtung      nach     dem 
Widder|iunkte,       wird 
die  „Länge  des  auf- 
steigenden     Kno- 
tens" oder  auch  kürzer 
einfach  „der  Knoten" 
genannt  und  mit  ß  be- 
zeichnet    Der  Schnitt- 
punkt von  Ekliptik  und 

Planetenbahn      aber 
heisst    der    „Knoten- 
punkt"   und    wird   in 
der  Figur  häufig  gleich- 
falls mit  Q,  bezeichnet, 
was   zu   keinerlei  Ver- 
wechselungen     ^Vnlass 
geben   kann.     Da  nun 
aber  jeder  Planet  oder 
Komet  bei  jedem  seiner 
Undäiife  um  die  Sonne 
die  Ebene  der  Erdbalin 
zweimal  passu'en  nuiss, 
einmal,    wenn    er   von 
südlichen  zu  nördlichen 
heliocentrischcn     Brei- 
ten gelangt,  das  andere 
Mal,  wenn  er  von  nörd- 
lichen     zu       südlichen 
übergeht,   Bo  hat  man 
auch      zwei      Knoten- 
]iunkte    zu    unterschei- 
den,  wobei    man    den 
erstneiiannten    Schnitt-  u  /r\     ^ 

punict  der  Eklii.tik  mit  der  Rahn  als  den  „aufsteigenden  Knoten  ('),  den  zweite, 
hin.-egen  als  den  „absteigenden  Knoten"  (ü)  zu  bezeichnen  pflegt.  Dementsprechend 
unterscheidet    man    auch   die  I.änge  des   aufsteigenden  Knotens  von    der  Länge  des  ah- 


Fis.  5. 


—     24     — 


Fig.  6. 


steigenden  Knotens.  Der  Neigungswinkel  ferner  zwischen  der  Planeten-  oder  Kometen- 
balin  und  der  Erdbahn  wii'd  nach  aUgemera  eingeführtem  Gebrauch  mit  i  bezeichnet. 
Sobald  ß  und  i  gegeben  sind,  ist  die  Lage  der  Bahuebene  im  Räume  mithin  vollständig 
bestimmt. 

Um  die  Lage  des  Planeten  in  seiner  Bahnebene  zu  bestimmen,  braucht  man 
zwei  weitere  Bestimm imgsstücke.  Zieht  man  nämlich  von  der  Sonne  nach  demjenigen 
Punkte  der  Bahn,  in  dem  der  Körper  der  Sonne  am  nächsten  steht,  dem  sogenannten 
„Perihel"  P,  eine  Linie,  welche  unsere  Kugel  vom  Radius  1  um  die  Sonne  im 
Punkte  Pj  schneiden  möge,  dann  bezeichnet  man  die  Summe  der  zwei  Winkel 
XSA  und  ASPi  als  die  „Länge  des  Periheles"  n,  so  dass  also: 

«   =:   ß    -)-    CO 

ein  gebrochener  Bogen  ist,  der  in  der  Ekliptik  vom  Frühlingspunkte  V  bis  zum  Knoten 
Si  und  von  da  weiter  in  der  Planetenbahn  bis  zum  Perihel  gezählt  wu-d  (Fig.  4  u.  5). 
Es  fehlt  jetzt,  damit  nicht  bloss  die  Lage  der  beschi-iebenen  Bahn,  sondern  die 
Lage  des  Gestirnes  im  Räume  vollständig  bekannt  werde,  mu-  noch  eine  Angabe  über 
den  Punkt  der  Bahn  in  welchem  sich  der  Körper  zu  einer  gegebenen  Zeitepoche 
befunden  hat:    die  Angabe   der  Zeit   des  Periheldurchganges   T,    die    bei  Kometen  stets 

gewählt  wird.  Bei  Planeten 
giebt  man  auch  ein  anderes 
Bestimmungsstück.  Denkt 
mau  sich  dazu  von  der  Sonne 
nach  dem  Planeten,  der  sich 

■ ,     ,      zur  Zeit  t  h-arendwo  im  Räume 

1  n  e  i  ö 

befinde,  in  dieser  beliebigen 
Lage  eine  Linie  gezogen,  so 
wird  der  grösste  Ki-eis  auf 
der  Kugel,  indem  die  Bahn- 
ebene die  Kugel  schneidet 
(in  der  Figur  durch  AB  repräscntüt),  durch  diese  Gerade  in  Punkt  Pg  geschnitten. 
Man  bezeichnet  dann  den  Winkel  P^  S P3  als  die  wahre  Anomalie,  v,  des  Planeten. 
Die  beiden  Grössen  n  und  v  würden  nun  die  Lage  des  Planeten  geben.  Man  zieht  es 
aber  vor,  au  Stelle  von  v  die  mittlere  Anomalie  M  als  zweites  Bestimmungsstück 
der  Lage  des  Planeten  in  seiner  Bahn  neben  n  zu  geben,  die  du-ect  bekannt  ist,  wäh- 
rend V,  wie  wir  sehen  werden,  aus  M  berechnet  werden  kann  (Fig.  6).  Man  denkt 
sich  einen  Hülf splaneten ,  der  vom  Perihel  zur  selben  Zeit  ausgehend  wie  der  wirkliche 
Planet,  die  Sonne  in  einer  vollständigen  Kreisbahn  vom  Radius  1  mit  derselben  Um- 
laufszeit und  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  umkreist.  Der  iu  einer  beliebigen 
Zeit  t  von  diesem  idealen  Planeten  beschiiebene  Winkel  M  ist   also  allgemein    gegeben 

durch : 

31  =  at  +  b, 

wo  a  und  h  zwei  zu  bestimmende  Constanten.  Steht  nun  der  Planet  in  seinem  Perihel, 
so  ist,  indem  t  die  Perihelzeit: 

t  =  t 
also: 


A  p  he  1 


ar  +  h  =  0. 

Xach  einem  totalen  Umlauf  ist  die  Zeit  allgemein  um 

wachsen,  wenn  «  die  durchschnittliche  Winkelbewegung 
Sonnentages,  d.  h.  die   „mittlere  tägliche  Bewegun| 


2« 


der  Winkel  M  um  2n  ge- 

in  der  Zeiteinheit  des  mittleren 
"  bedeutet.     Dann  also  ist: 
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n 

2x 
a  —  4-  ar  4-  b  =  2;r, 
n 

also :  2  ar         „ 

a  r^  2w, 

n 

.1.  li.  a  =  +  M, 

6  =  —  «t 

also:  If  =  a<  +  6  =  M  (<  —  r). 

hicsi'i-  Winkfl,   den   der   ideale   Planet  mit   Consta nter  Gescliwindit'kcit   in  der  Zeit 

it  —  r)   heselirieben    hat,    ist   es,    den    man    als   die  mittlere  Anomalie  M  liczeiolmet, 

mit  deren  Hülfe  man  dann,    wie  wir   sehen  werden,   durch  Auflösen  der  Kepler'sclieti 

(Ileiohnng  die  sotfenanntc  excentrische  Anomalie  i5  bestimmt,  aus  der  sich  unmittelbar 

die    wahre  Anomalie  v  ergiebt.     Man    sieht,  dass,  während   der  wii'kliche   Planet   einen 

2« 
j^aiizen    Umlauf    macht,    d.   h.    wähi-end    der   Zeit    ,    der    Hülfsplanet    den    Winkel 

2  .T 

•  «  =  2»,  d.  h.  seine  ganze  Bahn  beschreibt,  da  der  Radius  des  Kreises  =  1  an- 

11 

t;euommen  wurde.  Da  die  Umlaufszeiten  beider  Planeten,  des  wirklichen  und  des 
tingirten,  gleich  sind,  der  ei-stere  sich  aber  mit  seiner  stetig  veränderlichen  Geschwindig- 
keit gemäss  dem  zweiten  Kepler'schen  Gesetze  im  Peiihel  schneller,  im  Aphel  laugsamer 
um  die  Sonne  bewegt,  so  wii-d  der  wahre  Planet  anfangs  dem  idealen  vorauseilen 
(weshalb  wii-  in  den  Figuren  f  ^  31  gezeichnet  haben),  dann  aVjer  im  Aphel  wieder 
mit  ihm  zusammentreffen,  hierauf  hinter  ihm  zurückbleiben,  bis  nach  einem  gemeinsamen 
Umlaufe  beide  Planeten  gerade  in  den  Perihelicn  P  und  P|   wieder  zusammentreffen. 

Aus  dieser  Voretellungsweise  geht  auch  die  Unterscheidung  der  allgemein  gebräuch- 
lichen sogenannten  mittleren  Länge  und  wahren  Länge  hervor.  Während  man, 
wie  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich ,  die  vom  Perihel  gezählten  Winkel  all- 
gemein Anomalien  nennt,  bezeichnet  man  herkümmlicher  Weise  die  vom  Widder- 
punkte aus  in  der  Ekliptik  bis  zum  Knoten  und  von  da  weiter  in  der  Planetenbahn  ge- 
zählten Winkel  als  „Längen".     Man  versteht  demnach  unter 

die  wahre  Länge  in  der  Bahn   (d.  h.  die  Länge  des  wahren  Planeten),  und  unter 

die   mittlere  Länge    in    der  Bahn    (d.  h.   die  Länge    des    mittleren  Planeten).     Die 

Grosse  , 

0)   -|-  w  =  u 

nennt  man  das  Argument  der  Breite,  to  und  L  sind  also  gebrochene  Bogen  ebenso  wie  :r. 

Legt  man  schliesslich  noch  durch  Punkt  Z,  in  dem  die  Kugel  die  e-A\n  schneidet, 
und  durch  Punkt  P,,  in  dem  der  Radius  vector,  d.  h.  die  Linie  von  der  Sonne  nach 
dem  wahren  Planeten,  <lie  Kugel  schneidet,  einen  grüsstcn  Kreis,  der  die  Ekliptik  im 
Punkte  C  schneide,  so  ist  P,  Z  die  Poldistanz  des  Planeten,  an  deren  Stelle  man  jedoch 
ihr  Compirment  Pj  C  =•  90'  —  P^Z  einführt.  Man  nennt  diesen  Winkel  die  helio- 
ccntrische  Breite  des  Planeten  und  bezeichnet  dieselVte  mit  b. 

Die  Entfernung  des  Fussiiunktes  des  sphärischen  Lothes  b  vom  Frühlingspunkte 
hingegen  bezeichnet  man  als  die  heliocentrische  Länge  /,  des  Planeten,  die  also  in 
der  Ekliptik  gezählt  wird  imd  nicht  zu  verwechseln  ist  mit  der  Länge  in  der  Bahn, 
ileren  man  zwei  unterscheidet,  eine  wahre  und  eine  mittlere. 

Klinkerfuei,  TbeorffUicb«  Ajtroooinie.  4 
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NacMcra  durch  Sl  und  i  die  Lage  der  Babnebene  im  Räume,  durch  7C  und  M 
resp.  T  die  Lage  des  Objectes  in  seiner  Bahn  eindeutig  bestimmt  ist,  erübrigt  es  nur 
noch,  zu  erwähnen,  dass  die  Gestalt  und  die  Dimension  der  Bahn  durch  die  halbe  grosse 
Axe  der  Bahn,  a,  und  die  Excentricität  e,  bei  Kometen  durch  den  kleinsten  Radius 
vector,  d.  h.  den  Perihelabstand  q  und  die  Excentricität  bestimmt  wird.  Dabei  führt 
man  aber  in  der  Astronomie  an  Stelle  der  linearen  Excentricität  die  sogenannte  nume- 
rische Excentricität  ein,  d.  i.  die  erstere  dividirt  durch  a. 

Zum  Schluss  sei  noch  erwähnt,  dass  man  die  mittlere  Anomalie  M  in  der  Regel 
durch  die  sogenannte  „mittlere  Länge  der  Epoche"  £  ausdrückt,  die  nichts  Anderes 
ist  als  die  Länge  des  Hülfsplaneten  zur  Anfangszeit.  Man  erhält  dieselbe  also,  indem 
man  die  mittlere  Länge  jr  -\-  tt  (t  —  r),  welche  für  verschiedene  Zeiten  vei-schiedene 
Werthe  hat,  für  die  Anfangszeit  <  =  0  nimmt: 


Die  Grösse  £  bezieht  sich  also  nicht  auf  die  Perihelzeit  r,   sondern  auf  die  Anfangszeit 
und  hat  somit  eine  bestimmte  geometrische  Bedeutung.    Durch  die  sechs  Bahnelemeute: 

(«),  .  ,.  o, 

ist  also  die  Lage  des  Planeten  im  Räume  zur  Zeit  t  vollständig  bestimmt. 

Bei  den  Kometen  tritt  die  Nothwendigkeit  ein,  bei  Angabe  der  Bahnelemeute  den 
Sinn  der  Bewegung  anzugeben.  Dieser  ist  entweder  so  ^"ie  bei  der  Erde  imd  den 
bis  jetzt  bekannten  Planeten,  bei  welchen  die  heliocentrischen  Längen  mit  der  Zeit 
wachsen,  und  dann  nennt  man  die  Bewegung  direct;  oder  die  heliocentrischen  Längen 
nehmen  fortwährend  ab,  und  der  Komet  ist  retrograd.  Im  erstereu  Falle  pflegt  den 
Elementen  des  Kometen  wohl  ein  blosses  D,  im  letzteren  ein  E  hinzugefügt  zu  werden. 

Ausserdem  ist  es  seit  Gauss  auch  gebräuchlich  geworden,  die  Bahnen  reti-o- 
grader  Kometen  als  Bahnen  mit  stumpfem  Neigungswinkel  gegen  die  Ekliptik  zu  be- 
zeichnen. Wäre  z.  B.  bei  einem  Kometen  i  =  30°,  Beweitunor  reti'ograd  angegeben, 
so  kann  man  beide  Umstände  in  der  Angabe  i  =  löO"  vereinigen;  nur  muss  dann 
gleichzeitig  n  —  5o  in  360°  —  (n  —  ß)  verwandelt  werden,  da  bei  der  älteren  Zählungs- 
weise der  Winkel  Jt  —  ft  im  Sinne  der  Längen  gezählt  wkd,  also  für-  eine  Bahn,  deren 
i  gerade  dm-ch  90°  hindiu-chgeht,  plötzlich  das  Vorzeichen  ändert,  wähi-end  dagegen  bei 
der  neueren  Zählungsweise  x  —  Q,  stets  in  dem  Sinne  der  Bewegung  des  Radius 
vectors  in  der  Bahn  gerechnet,  jene  Discontinuität  bei  i  =  90'  also  nicht  mehr  vor- 
handen ist. 

Dieser  Gebrauch,  die  Neigimg  i  von  0  bis  180  durchzuzählen,  ist  jetzt  der  vor- 
herrschende. 


Vierte  Vorlesung. 
Die  Kepler'sche  Bewegung  in  Kegelschnitten  um  die  Sonne. 

Die    Ellipse. 

Wir  wollen  die  Integration  zimäehst  füi'  die  Ellipse  ausfühi-en,  da  dieselbe  für  die 
übrigen  Bewegimgen  typisch  ist  Wenn  wir  in  den  in  der  zweiten  Vorlesung  ab- 
geleiteten allgemeinen  Integralausdi'uck,  welcher  die  Gleichung  der  Balmcurve  bei  einer 
beliebigen  Centralbewegung  repräsentirte : 
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d»  =  ''  (1) 


an  Stfllo   eines    belieliigeii   Kraft  neseUfS   dttü    Newloii'Bche    Uravi  lat  ionsgescts  ein 

führen,  albo : 

,    .  kU\     ^  w  I  »I 

/(»■) 

,  .                 k'  [l    -\-   Wim 
(p(r)  = ^^  -  ^   -—  , 

»eUou,  Ho  fol^'l  /.iinäolist: 

dr 


r» 

1 

C,         2k^ 

(1  + 
C/r 

!!!)_ 

1 

oder, 

wenn  man 

1 

» 

also : 
selzt. 

auch : 

dr  =  — 

d»- 

dz 

+ 

2km  + 

^ 

Z 

-z= 

1  iii 

1  *' 

(W 

Ci 

Setrt 

mau  jetzt : 

Z 

"•)  = 

^l» 

(2) 


<^X 


kt(\  -\-m)Y 


C,         k*(l+  wY  _ 

80  folgt:  ^  /_5|»^\ 

a«T  =  — ^-  =  —  — ^==^^=-  =  d  arc  cos  —      •     •     ■     (3) 

yui  _  ^1  .1     ^    ,  ^s^t  « 

Bezeichnet  man  die  Tntegrationsconstante  mit  w,  da  sich  dieselbe,  wenn  man 
unter  Ö'  die  „wahre  iJinge  des  Himmelskörpers  in  der  Bahn"  (cf.  Vorlesung  3)  ver- 
steht, nachher  als  die  in  der  dritten  Vorlesung  defiuirte  und  mit  n  bezeichnete  „l'orihel- 
länge"  herausstellen  wird,  so  ergibt  sich  durch  lutegraliou: 

t^ 
&  —  X  =  arc  cos  — , 
« 

also:  ^  r^  «  cos  (ft  —  Tt). 

iJureh  Einsetzen  erhält  man  mithin: 


.»kr: 


Setzen  wir  nun :  _  !  C~C^ 


)^+ik^ 


(1  +«•)«' 
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so  wird:  1    _  A-2(l  -j-  »,) 

r 

oder; 


^,  ^l  +  ecos  {»  —  n)], 


C? 


(4) 


fc2(l  +  w) 

»■  =   ^ 

1  +  ecos  {&  —  n) 

Aus    der   analytischen   Geometrie  setzen   wir  als   bekannt   voraus,    dass    dies    die  Polar- 
gleichung   eines  Kegelschnittes   ist,   der,   wenn  e  <;  1,    eine  Ellipse  repräsentii-t; 
wenn  e  =  1,  eine  Parahel;  wenn  e  >  1,  hingegen  eine  Hyperbel. 
Nun  war  allgemein  [cf.  Gleichung  (12)  S.  18], 

m 
Für  das  Newton'sche  Gesetz  ist  demnach: 

Geht  die  Bahn  ins  Unendliche,  d.  h.  wird  r  unendlich,  so  wird: 

Wenn  Cj  negativ  ist,  so  kann  der  Körper  sich  offenbar  nie  ins  Unendliche  entfernen, 
da  sonst  die  Bahn  imaginär  wüi-de,  es  wird  dann  also  eine  Ellipse  beschrieben.  Wii-d  C^ 
Null,  so  wird  g  allmälig  Null,  d.  h.  die  Bahn  geht  ins  Unendliche,  und  im  Unendlichen 
nimmt  die  Geschwindigkeit  bis  Null  ab.  Das  ist  bei  der  Parabel  der  Fall.  Ist  schliess- 
lich Cj  positiv,  so  ist  auch  die  Geschwindigkeit  g  noch  im  Unendlichen  reell;  imd  um- 
gekehrt, kommt  ein  Komet  mit  endlicher  Geschwindigkeit  aus  dem  Unendlichen,  so  wird 
seine  Bahn  eine  Hyperbel  sein. 

Aus  Fig.  7  folgt,  dass  für  #  —  jr  =t  t'  =  0: 

r  =  SP  =  a  {l  —  e), 

also:  C,- 

Jc^l   +  m)  (1  +  e) 

oder:  G? 


a{\  —  e) 


=  «(1    -6=) 

vöhnlichen  Form: 

•     (5) 


r-{i  +  m) 

wird.     Eingesetzt  folgt  die  Ellipsengleichuug  in  ihrer  gewöhnlichen  Form: 

^.  __  "  (1  —  fc-)  _  P  

1  +  ecos(it  —  71)  \  -\-  ecosv 

wobei  die  durch  den  Brennpunkt  gehende,  auf  der  grossen  Halbaxe  senkrechte  halbe 
Sehne  p  der  Parameter  der  Ellipse  genannt  wii-d.  Die  Relation  (5)  ist  also  der 
allgemeine  Ausdruck  für  das  erste  Kepler'sche  Gesetz,  welches  besagt,  dass 
sich  die  Planeten  um  die  Sonne  in  Ellipsen  drehen,  in  deren  einem  Brenn- 
punkte die  Sonne  steht. 

Um  die  Beziehung  zwischen  der  Zeit  und  dem  Orte  des  Planeten  in  seiner  Bahn 
festzustellen,  haben  wir  den  am  Schlüsse  der  zweiten  Vorlesung  abgeleiteten  allgemeinen 
Integralausdruck : 


i^'-'-^. 


(r)  Cf 


für  das  Gravitationsgesetz  zu  lösen.     Dazu    führen    wii'  eine  HülfsgrÖsse  E  ein,    mittelst 
der  Gleichung: 
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r  =  a  (1  —  ecos  E), 
o.lor:  Cjr»  =  Cj«*  (l  —  ecosK)^. 

•'••'  "^"-  ''''"=  ^'  =a  (!-«') (7) 


ik«  (1  +  m) 
Für  f  =:  180»  wird:  r  =^  SA  =  a  {l  +  c); 

"    —       Jt«  (1  +  my  '«"^ 

abio  duioli   nivision  von  (7)  uml  (8): 

oder: 

also :  Ca  r»  =  —  A.»  (1  +  i»)  a  (1  —  e  cos  7i)a, 

oder : 

C,  »•'  =  —  t'  (1  +  m)  a  +  2  fci  (1   4-  »")  ae  cosE  —  r-  (1  +  tu)  a c*  cos  E', 
wi'iUT  i.-t : 

•2k^\  +  m)  r  =  2k'{l  +  m)  a  —  •2k^l  +  i„)  ae  cosE 
—  C/  =  —  k-  (1   +  iu)  a  +  k^  (1   +  ».)  a  e\ 


Addirt  fok't: 


Cjr»  +  2ts(l  +  m)  r  —  Cl  =  k^(\  +  in)  ae^sinE\ 


"^•-'■■:  S^tr*  +  2ä:«(1  +  »,)  r  —  C(    =    ekVl  +  m  V^  sinE, 

also,  da  dr  =  ae  sinEdE 

ist,  auch  ,,  (g  —  ae  cosE)  ae  sin  E  dE 

~~        ek]'l  +  m  fäsinE 

*=    II,   /      ,         (E-esinE)-^  C (9) 

K  y  1   +  m  \  a 

wobei   sich    die  Iiiti'gratioiiscoustaiite  C  auf   den    willkiiilichcii  Aiifaiij^   der  Zeit   bezieht. 
Man  erhält  also  die  Gleichung,  wenn  mau  als  Aufaugszeit  die  Perihelzeit  r  wählt: 


Integrirt  folgt: 


k{l  -  r)\l   +m  _ 
-. =  ü  —  esintj. 


Setzt  mau:  fcV'l  +  »« 

'     .,  —  " (HO 

a't  ^ 

so  wird :  n  (I  —  r)  =  M  ==  E  —  e  sin  K (11) 

Dies  ist  die  Bogenanute  Kej»ler'sehe  Gleichung,  welche  eine  Beziehung  zwischen  der 
oxceutrischcn  Anomalie  E  und  der  mittleren  Anomalie  31  giebt  Die  Grösse  n  ist 
mithiu  die  in  der  tlritten  Vorlesung  eingeführte  mittlere  tägliche  Bewegung,  für 
die  wir  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  gefunden  haben. 

Man  kann  die  Kej)ler'sche  Gleichung  indess  auch  ohne  Zuhülfenahmo  dea  Gravi- 
tationsgesttzes  dü-ect  aus  der  Fig.  7  ableiten,  wobei  sich  die  geometrische  BedeutuuL.' 
iler  excentrischen  Anomalie  E  ergielit,  die  wir  in  der  vorhergehendeu  Ableitung,  ohne 
sie  näher  zu  detiniren,  einfach  als  Hülfsgrössc  eingeführt  haben. 
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Fig.  7. 


Dazu  denken  wir  uns  über  der  grossen  Axe  ÄP  (gleich  2  o)  der  Baimollipse,    die 
iu  C  ihr  Centrum,  in  S  den  von  der  Sonne  eingenommenen  Brennpunkt  hat,  einen  Ki-eis 

vom  Halbmesser  a  beschrieben;  femer  be- 
finde sich  der  diese  Ellipse  beschreibende 
Planet  in  y.  Verlängert  man  nun  das  ziu- 
grossen  Axe  gefällte  Pei-pendikel  xy,  bis 
dasselbe  den  Kreis  in  p  schneidet,  und  zieht 
die  Linie  Cp,  so  ist  der  Winkel  pCP  die 
excentrische  Anomalie  E,  während  der  Winkel 
y Sx  die  wahi-e  Anomalie  v  vorstellt.  Zieht 
man  noch  Cy,  so  ist  ofienbar  der  Kreissector 

u 
Cp  P  gleich  dem  —  fachen    des    elliptischen 

Sectors  aus  dem  Centrum  CyP,  wenn  die 
halbe  kleine  Axe  C  Q  =  b  gesetzt  wird, 
denn  sowohl 

Segment  xpP  und  Segment  xy  P,  als  auch  A  Cpx  und  A.Cyx 
verhalten  sich  wie  a  :  b.     Es  müssen  daher  auch  die  Suramen : 

Segment  xp P  -\-  A  Cpx    und    Segment  xy P  -\-  /S.  Gyx 
in  demselben  Verhältnisse  stehen.     Man  hat  also: 

a''E 


(Sector  SyP  +  ACyS) 


■2 


Es  ist  aber  ferner  Sector  Sy  P  =  V2  ^t  ■  \  P  ■  ]  1 
die  Zeit  t  verflossen,  und  da  p  =  — 


(12) 

wenn   seit   dem   Perihel 


—  Sector  S 1/  P  =  '  2  ^- .  \  a 


]l  +  mt 


M, 


wobei 


M  = 


k\l  -L  m 


Femer  ist: 

^CyS  ^=  i'aCS  X  yr  =  ^'^ae  x  —  >:  px  =  ^f.i  ab  e  sin  E. 

Dm-ch  Substitution  in  (12)  erhält  man  die  Kepler'sche  Gleichung: 

E—esinE=3I (13) 

M,  die  mittlere  Anomalie,  ist  also  ein  Winkel,  welcher  mit  E  gleichzeitig  0,  ISO', 
360°  u.  s.  w.  wird.  Da  aber  nach  Fig.  7  v  diese  Werthe  gleichzeitig  mit  E  erreicht, 
so  folgt  hieraus,  dass  auch  v  und  M  gleichzeitig  0,  ISO",  360°  u.  s.  w.  werden. 

Andererseits  ist  aus  der  Definition  von  M  ■:^  nt  -j-  £  —  JT  ersichtlich,   dass  dieser 
Winkel  der  Zeit  proportional  wächst.     Man  kann  daher  die   mittlere  tägliche  Bewegung 


l-\l 


const. 


;mch  als  die  Zunahme  der  mittleren  Anomalie  in  der  Zeiteinheit  bezeichnen.  Denkt  man 
sich  einen  fingii'ten  Planeten  die  Sonne  in  einer  Kreisbahn  mit  der  constanten  Winkel- 
«»•eschwindigkeit  n  durchlaufen  und  nimmt  an,  dass  im  Augenblicke  des  Periheldurchganges 
der  wirkliche  und  der  fingirte  Planet,  von  der  Sonne  aus  gesehen,  zusammenfallen,  so  fallen 
sie  abermals  zusammen,  wenn  der  Planet  sein  Aphel  Ä  erreicht,  wenn  er  zum  Perihel  F 
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7.urncki;ekomnicn  ist  u.  8.  w.  Es  ist  also,  wcuu  wLi°  uit  T  die  Uinlatifgzeit  ilv«  Pliiiieteu 
(«lie   Zi'il   Vdii    i'iiU'in   IV'iilieKluicliyange  zum   iiäcliBtt-n  I   bezt'iclmen : 

iiT=  271. 
lit'lraclili.'t  niaii  uoch  fiiifii  zweiton  Planeten,  den  wir  iliinli  dm  Indix      lic/i>icliueii, 
HO   bc'Stfhl  die   Keiution:  j,  7' __  „'2" 

oder,  wiiiii   mau   «  duicli  seinen  VV'eilh  ereetzt: 

k  V  VTm    .^  _   k  V'l   +J"1  ,r' 

«>der:  j,  M 

T:T'  =  ^JJ=^:-^i=l= (14) 

yi  +  m    Vi  +  '"' 

Das  ist  das  ^.verbesserte  dritte  Kepler'sche  Gesetz."  Vernacldassigt  man 
die  kleinen  Planelenmasscn  m  und  m',  so  folgt  hieraus  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  in 
der  von  Kepler  gegebenen  Form: 

T2  :  2'i  =  a^  :  u''' (15) 

dio  albu  nui-  uiiherungsweiae  richtig  ibU 

Mau  driu-kt  ilasselbe  gewöhnlich  wie  folgt  aus:  iJie  Quadrate  der  Unilaufs- 
zeitcu  verschiedeuer  Planeten  verhalten  sieh  wie  die  Cubcn  ihrer  grossen 
Ilalbaxen. 

Das  zweite  Kejiler'sche  Gesetz  folgt  unmittelbar,  indem  man  in  der  allgemeinen 
Form  des  Fläehensatzes,   wie  er  für  jede  Centrall)eweguug  erfüllt  ist  (cf.  Vorlesung  "J): 

r»  4f  =  C. (IG) 

an  Stelle  der  Constanten  Cj  ihren  für  das  Gravitatiousgesetz  gültigen,  bei-eits  abge- 
leiteten Werth:  j 

d-  h"  C,  =  Vfc»(l  +  »")  Vo(l  —  e2)  =  V7    V«  (1  —  e') 

einsetzt,  und  in  denselben  noch  den  Parameter  p : 

|)  =  o  (1  —  eä) 
einführt.     So  folgt: 

C^  =  ]7p    -^   k]p{l  +  1,1), 

r'  — -  =  k^p{l  -j-  m)  =  coHSians (17) 

der  Ausdruck  für  das  zweite  Kepler'sche  Gesetz,  welches  besagt,  dass  der  von 
der  Sonne  nach  dem  Planeten  gezogene  Radius  vcctor  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Flächenräume  bestreicht.  Der  früher  allgemein  detinirte  Ausdruck  der 
Flächengeschwindigkeit  wu-d  somit  füi'  das  Gravitationsgesetz 

F=  \\k\lp{l  +  m). 
Mit  Hülfe  des   zweiten  Kepler'schen  Gesetzes    lässt  sicli    der   Werth    der  Gauss'- 
seheii   (.'oiistaiiteu  k  bestimmen.     Da  nach  dem  Früheren 

r'rf»  =:  2rf  (Sector), 
wobei   _f/  Sector"   im  Sinne  von  Vorlesung  2  die    in  der  Zeit  dt  beschriebene  uncudlich 
kleine  Dreiecksfläche  bezeichnet,  so  ist: 

•  9.   X  Sector 

Si'i/i    mau  für  /  die  Z<'it  eines  Umlaufes  in  der  l>ahnelli]ise,    so    hat    man   nn  Stelle  des 
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Sectors  die  EUipseufläche  abn  zu  setzen  und  erhält  so  für  die  Gravitntionsconstante  den 
Werth: 

^_       2^a^ (18) 

ryi  +  m 

Während  sich  das  erste  und  zweite  Kepler'sche  Gesetz  auf  einen  Planeten  für 
sich  bezieht,  stellt  das  dritte  eine  Beziehung  zwischen  verschiedenen  Planeten  fest. 
Und  alle  drei  Gesetze  gelten,  um  das  nochmals  hervorzuheben,  streng  nur  für  das  Zwei- 
körperproblem, also  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Massen  der  übrigen  Planeten 
Null  sind,  sowie  dass  das  dritte  Gesetz  verbessert  wird. 

Stellen  wir  die  Kepler'schen  Gesetze  der  Uebersicht  halber  zusammen,  so  erfolgt 
also  zunächst  die  Bewegung  eines  Himmelskörpers  in  einer  Ebene,  die  durch  den 
Mittelpunkt  der  Sonne  geht,  wie  zu  Beginn  der  zweiten  Vorlesung  gezeigt  wurde.  In 
dieser  Ebene  bewegen  sich 

1.  die  Planeten  in  Ellipsen,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  sieht.  Der 
mathematische  Ausdruck  dieses  Gesetzes  ist  durch  die  Ellipsengleichung  gegeben: 


r  =  ^^ (19) 

1  -\-  ecosv 

während   hingegen    die  Kometen    ausser   elliptischen   auch    noch    hyperbolische,    zumeist 
aber  genähert  parabolische  Bahnen  beschreiben. 

2.  Beschreiben  die  von  der  Sonne  nach  dem  Planeten  gezogenen  Radien  vectoren 
der  Zeit  proportionale  Flächen;  mit  anderen  Worten,  die  in  einer  und  derselben  Bahn 
beschriebenen  Flächen  verhalten  sich  wie  die  Zeiten,  in  denen  sie  beschrieben  werden. 
Bezeichnet  also  F  die  vom  Radius  vector  in  der  Zeit  (t  —  ^o)  beschriebene  Fläche  und 
T  die  Umlaufszeit,  so  beschreibt  der  Radius  vector  in  der  Zeit  T  die  ganze  Fläche  der 
Ellipse  ahn,  in  der  Zeit  t  —  t^  also  die  Fläche: 

i  =  abTC  — — — , 

da  sie  der  Zeit  projiortional  durchlaufen  wird,  oder,  bei  Einführung  der  Werthe  von 


h  =  a\i  —  e-^ 
auch 

oder: 

ir=a%:r|7  ^^^ (20) 

was  auch  der  Ausdruck  des  zweiten  Kepler'schen  Gesetzes  ist. 

Die  früher  für  dasselbe  aus  dem  Gravitationsgesetze  abgeleitete  Differentialformel 
kann  man  auch  gewinnen,  indem  man  in  diesen  letzteren  Ausdruck  den  aus  dem  dritten 
Kepler'schen  Gesetze: 

4n^a^ 


T2(l  +  w) 


=  A-ä 


für  T  folgenden  Werth    substituirt.     Dadurch    erhält    man    die   Umlaufszeit    I    eliminirt 
und  die  Fläche  direct  geometrisch  ausgedrückt: 

F,.  =  i^^I+^(.-/o). 
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Durch  DLffurentiatioD  fol^  hieraus: 

"■•"^  iI!:  =  v,r.^  =  v.*i^vrT^  =  ««.>' (21) 

liai*  zwon.-  Kcük-rVchu  Gesetz  in  Form  des  eigentlichen  Flächensaizi». 

;i.  \'i'rhalt<'ii  sich  bei  zwei  vei-schiedeuun  ISuliiien  die  iu  gleiclien  Zeiten  beschrie- 
benen FUu-iien  wie  die  Quadratwur/elii  aus  den  Parametern,  oder  die  Quadrate  der 
Uiidauf!<7.fiten  wie  die  Cuben  der  grossen  Ilalbaxen.  Analytisch  findet  dies  Gesetz 
Heinen   AuMlruck  in  folgenden  verschiedenen  Formen: 

T»  :  r»  =  a^  :  a'^ (22) 

"'"'  (1  +  m)  r^  _  4  ;i» 

^^        -  1tr ^^^^ 

Oder,    bei  Einführung  der  mittleren  Winkelbewegung  n   in   einen    mittleren  Sonnentag, 
d.  h.  der  Zunahme  der  mittleren  Anomalie  in  der  Zeiteinheit: 

n*a^  =  Jfc«(l  +  w.) (24) 

In  allen  diesen  verschiedenen  Formen  findet  das  dritte  Kepler'sche  Gesetz  seinen  Aus- 
druck. 

Mittelst  desselben  kann  man  die  bereits  ans  dem  zweiten  Gesetze  abgeleitete 
Gauss'sche  Constante  gleichfalls  ableiten.  Multijilicirt  man  nämlich  den  für  das  ganze 
System  nach  dem  dritten  Gesetze  bestehenden  Ausdruck: 

o'  o''  fl"'  

T^  (1  +  «0  —  r^i  + »»')  ~  r'Hi  +  »<")  —  ■  ■  ■  —  '''"'*'• 

mit  4»',    so    bleibt   der   so   entstehende   Wcrth  auch    constnnt   und   diese    für    jeden 

Planeten  constante  Grösse   ist  eben   die    von  Gauss    iu   die  rechuende  Astronomie 

eingeführte  Gauss'sche  Constante: 

4  :r3/iS 

"  =  wf^ <''' 

Die  Dimension  dieser  allgemeinen  Gravitationsconstante  ist  offenbar: 

Dimension  fc  =  ^-4^^^^^ (26) 

Zeit  X  (Massej^  ^     ' 

d.  h.  der  numerische  Werth  von  k  hängt  von  Zeit -Längen -Massen -Einheit  ab.    In  den 

numerischen    Rechnungen    spielt   fast    nur   loghrk    eine    Rolle;    der  von   Gauss    iu    der 

Theoria  motus  corjiorum  coelcstium  abgeleitete,  in  alleu  derartigen  Rechnungen  adoptirto 

Werth  ist: 

logk   =8,2355814414  —  10, 

ferner  ist:  A;    =  0,0172021 

2950 
k*  =  0,0002959  =  ^^ 

Jt   =  3548",188;     h!,k  =  3,5500065746. 
Diese  Wertlie  gowinni   Gauss,  indem  er  als  liingeneinheit  die  grosso  Ilalbaxo  der  Erd- 
bahn gewählt,  d.  li.  (I  =  1  gesetzt,  die  Umlaiifszoit  T  in  mittleren  Souueutagon: 

T  =  305,2563335 
und  die  Erdmassu  iii  in  Einheileu  der  Sonnenmassc: 

_        1 
"•  -  354  7  ü) 
ausgedrückt  denkt.     So  erhält  er: 

Kllnktrfati,  Tbaontilch«  AiUooomlc.  5 
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log  T  =  2,562  597  8148 

log  ]ll  +  ni  =  0,000  000  6 1 2  2 

log  2  3r  =  0,798179  8684 
und  eben  auf  Grund  hiervon  die  angeführten  Werthe.  Der  von  Gauss  berechnete 
numerische  "Werth  von  h  ist  indess  nicht  vollkommen  genau;  man  besitzt  jetzt  einen 
genaueren  Werth  für  die  Erdmasse  m,  als  zu  Gauss'  Zeit.  Daher  müsste  eigentlich  die 
Gauss'sche  Constante  etwas  abgeändert  werden,  und  zwar  in  der  sechsten  Dccimale. 
Um  indess  diese  in  der  ganzen  rechnenden  Astronomie  verwendete  Fundamentalcoustante 
nicht  immer  von  Zeit  zu  Zeit,  wenn  man  zu  einer  genaueren  Massenbestimmung  der 
Erde  gelangt,  abändern  zu  müssen,  entschloss  man  sich  nach  Leverrier's  Vorgang 
(cf.  Pariser  Aunalen,  Bd.  I),  k  zwar  als  Gauss'sche  Constante  beizubehalten,  sie  indess 
etwas  anders  zu  definiren,  dadurch,  dass  man  die  grosse  Halbaxe  der  Erdbahn  etwas  ab- 
ändert, indem  man  einfach  statt  der  wirklichen  Erde  eine  ideale  Erde,  die  aber  auch 
die  Masse  m  der  wh-klichen  hat,  nicht  in  der  Entfernung  o  =  1  und  log  a  =  0,  wie 
es  Gauss  thut,  sondern  in  der  Entfernung 

loga  =  0,0000000381  und  a  =  1,0000014 
um   die  Sonne   gehend   denkt.     Mit   diesem  Werthe    ergiebt  sich    dann   wieder   das    der 
modernen  Erdmassenbestiramung  entsprechende  alte  Gauss'sche  allgemein  gebrauchte  k 
der  Theoria  motus. 

Es  erübrigt  nun  noch  einige  wichtige  Relationen  zwischen  den  eingeführten  Grössen 
aufzustellen.      Nach    dem  Früheren   (cf.  Fig.  7)  folgt: 

Sx  =  rcosv^=  acosE  —  CS  =  acosE  —  ae 
h    — 


xy   ■=  rsinv  =  — -px  ;=  bsiiiE  =  a]  1  —  c-.sinE 

»•2    =  a^{cosE  —  e)2  -\-  a"-  (1  —  e-)sinE^-  =  «2(1  —  ecosEy 

r     =  o  (1  —  ecosE) 

r(l  +  cosv)  =  2rcos\'iV^  =  2a  (1  —  e)  cos^l^E^ 

r(\  —  cosv)  =  2rsin^liV^  ^  2  a  (1  -(-  e)  sin  ^'iE^ 

oder  V  r .  sin  1/2 «  =  V  «  (1  +  e)  sin  V'a  -^     |  ,^„. 

\T.  cos  V2  V  =  V  **  (1  ~~  ^)  '^"^  Va  -E  ')  J 

tg'/,v  =  '^^l^tg^/,E (28) 

durch  welche  Formel  o  aus  E  gefunden  wird.     Mittelst  v  ergiebt  sich  dann  der  Radius 
vector  direct  dm-ch  die  Gleichung 

t  r  =  ,    ,  -^ =  a  (1  —  ecosE). 

l  -\-  ecosv  ^ 

Um  das  Capitel  über  die  Bewegung  in  der  Ellipse  zum  Abschluss  zu  bringen ,  er- 
übrigt es  nur  noch  zu  zeigen,  wie  die  excentrische  Anomalie  E  aus  der  mittleren  Anomalie 
M  gefimden  wir-d.     Es  geschieht  dies  durch : 


„Die  numerische  Auflösung  der  Kepler'schen  Gleichung." 
Wh-   haben   im   Vorhergehenden    angenommen,    dass   E  sich   aus   M  mittelst   der 
E  —  esinE  =  M 


Gleichims? 


')  Bei  Bahnen  von  grosser  Excentricität  kann  man  mit  Vortheil  diese  Gleichung  unter  der  Form 

cos  Vs  £' 
r  =  q  — TT— r . 

cos  72  «' 
wo  2  die  Periheldistanz  bedeutet,  anwenden. 
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-  ^  - ■■■■■■■•■■■■■■■■■■ 

'■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■- 
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■- 
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■ 
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■  .'■■■■■■■a 
«■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■riwaBBaaBB 
■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■'«■■■■■■■■ 

■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■■^■■■■■■■■B 

JiaBBBBiBBBBaBBBBBBBBaBBBBBBBBBBB'jaBBBBBBBB 

aaBHBaBBaaaaaaaaBaBaBaaaaaaaaaar.aaaaBaaaaa 

BaaBBBBaaaaBB<^aBBaBaiBaBBaBak:!«ii'jBBaBBBBBafla 
BaaaaaBBBaap^dBaaaBBBi  aBaaaaaaa;  aBBaaBBaaaaa 


ornicIiL  Da  dii'«o  aJur  iiii-ht  direct  nach  E  aiifMshar  ist,  so  tniin»  man  E  «lurch 
succoBHivü  Aiiii:ilic>ruti>;  liestiininon. 

Hierzu  ist  xunUi-liHt  ein  NalaTiiii|j;swiTth  von  £  fifordfrlicli.  Ihi  die  Kxoeutrioitit 
e  kliiii,  so  kann  man  in  t-iNtor  Annalu-niiif;  E  =  M  suty.in. 

Für  jjrüsscre  Exccntricitäteu  gelangt  man  dunli  folgemlu  Contitriiction  tu  einem 
ernten  Wertho  von  K: 

Es  «ei  in  Fig.  S  auf  ilcr  Geraden  OX  die  IJoireiilänge  von  0»  bis  180«  in  Inter- 
vallen  von  5»  oder    von   Kl'  Hiifir,.ini..rf.n    iiixl    ^<iikrei-lil    da/.u  die  piif-iirf.lK-ii.lfn  Sinn«. 

Ist    nun    die     mittlere  !.••      ^ 

r  lg    o. 

Anomalie    .V,    wie    e«  

sieh  in  »olohon»  Falle 
wenii.'!*tens  durch  l>e- 
quenilii'hkeit  ein]>fiehlt, 
in  Graden,  Minuten  iinil 
Seoundeu  geiteben,  und 
sind  die  auf  OX  auf- 
getragenen llögen  in 
derselUeu  Weise  ein- 
getheilt  und  liezeifhnet, 
so  legt  man  durch  einen 
Tunkt  dieser  Linie, 
welcher  die  Bogen- 
länge   021  =  M   he-  

grenzt,  eine  die  SiuusUnie  im  Punkte  y  schneidende  gerade  Linie  Myq,  so  dass 

tang  qMX  =  — 

Es  ist  dann  die  zu  y  gehörige  Abscisse  OE  die  zu  M  gehörige  excentri.sche  Ano- 
malie E.     Denn  man  hat 

ÖE  —  ME  =  ÖM 
...ler  E  —  esinE  =  M. 

Diese  von  Dubois')  angegebene  Construetion  würde,  ihrer  unvermeidlichen 
Fehler  wegen,  für  scharfe  Auflösungen  nicht  zu  gebrauchen  sein.  Man  kann  aber  ilieses 
Ilülfsmittel   sehr   bedeutend    dadurch   vervollkommnen,    dass    man    auch  den  DiifereutLil- 

quotienten   — '      oder   1   —  ccosE  construirt,  was  auf  äusserst  einfache,  kurze  und  mühc- 
d  E 

lose  Weise  gesclieheu  kiinn.     Man  braucht  zu  dem  Zwecke  nämlich  nur  aus  dem  Punkte 

M  mit   dem    Halbmesser  e  in    der  Ordinate  Ey  einzuschneiilen;    der  Schnittiiunkt  sei  D, 

dann   ist  JJ E  gleich  ecosE  und  folglich  der  Abstand  dieses  Punktes  von  der  mit  der  OX 

|ianillelen  Tangente  an  die  Curve  gleich  1  —  ecosE,  d.  h.  der  gesuchte  DLfferential<iuotient. 

hl  K'  ein  genäherter  Werlh  von  E,  so  erhält  man  einen  weit  richtigeren  aus  der  Formel: 


aBBBBBairaBBBaBBBBBBBIBBBBBBBB'ail<iSIBk:aBBBBBBB 

BBBBBB'^aaBBBBBBBaaBBaBBBaBBBraiiiiaaawBaaaBBB 
Baaaa'üaBBBBBBaBaBBBaaaaaBBBa'iRiiBBHaBWBBaBBB 
aaBB^BaaBaaaaaaaaaaaiaaaBaar.RaiiaaaKank;Baaaa 
aa.i '^aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaai' 'jcaaii  laaafisak'xaaa 
~aajL'JLJi.JLJL'JLjfeiJLJi:.jiiJUU>^iJUJUJi>jii'JUJiKja    ' 


E  =  E'  +  '^^iM 


.If) 


=  E"  + 


M  —  21' 


(29) 


1  —  ecosE 

Die    oben    gezeigte    Construetion    liefert    also    ein    ausgezeichnetes    Büttel ,    angenäherte 
Werthe  zu  verbessern. 


')  Äitronotniicbc  Nachricht«!),  Nr.  1404. 
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Bei  Anwendung  dieser  Auflösungsart  nach  einer  in  massiger  Grösse  gezeichneten 
Curve  -nlrd  man  sehr  bald  deren  vorzügliche  Bequemlichkeit  zu  schätzen  wissen.  Bei 
Doppelsternhahnen,  welche  wir  später  in  den  Ki-eis  unserer  Betrachtungen  ziehen  woUen, 
kann  es  zuweilen  von  grossem  Nutzen  sein,  auch  die  wahre  Anomalie  schnell  durch 
Construction  zu  finden;  deshalb  noch  folgende  Bemerkungen.  Bezeichnet  man  nach 
Gauss  mit  q)  den  sogenannten  Excenti'icitätswinkel,  definut  dui'ch  die  Gleichung 

e  =  si)t<p, 

legt  dann  dui-ch  M  eine  Gerade  MB,  welche  mit  OX  den  Winkel  90"  —  (p  macht,  so 
wird  das  von  derselben  auf  der  Ordinate  Ey  abgeschnittene  Stück  BE  gleich: 


Vi  —  e^  .    „  b      .     ^  '       r      . 

■  estnE  =  —  sin  i;  r=  —  sinv. 

e  a  a 

Man   nehme   also   die   oben   gefundene   Grösse    1  —  ecosE  oder   —   in  den  Cirkel 

und  schneide  damit  von  B  aus  in  OX  im  Punkte  F  ein,  so  ist  der  Winkel  BFX  selbst, 
oder  sein  Nebenwinkel  BFO  die  wahre  Anomalie  v.  Ob  v  spitzer  oder  stumpfer 
Winkel  sei,  ist  jedesmal  leicht  zu  entscheiden,  denn  im  ersteren  Falle  ist 

r  p 

—  =  1  —  ecosE  <  —., 
a  a 

und  also:  1  —  ecosE  <\  —  e-, 

d.  h.  -E  <  90«  —  (p. 

Ist  dagegen:  S  >  90»  —  (p, 

so  ist  V  ein  stumpfer  Winkel. 

Dass   man   die  Ciu-ve   auch  für   die  Anomalien   im  dritten  und  vierten  Quadranten, 

die  wir  hier  nicht  berücksichtigt  haben,  gebrauchen  kann,  imd  auf  welche  Weise,  bedarf 

keiner  besonderen  Erläuterung.     Die  Formel  (29)  bildet   das  am  häufigsten  verwendete 

Mittel  zur  Auflösung  der  Kepler'schen  Gleichung.     Man  berechnet 

1 

1  —  ecosE 

numerisch  mit  einem  Näherungswerthe^'  und  verbessert  diesen  mittelst  (29),  nachdem  man 

E'  —  esinE'  =  M' 
berechnet  hat. 

Angenommen,  man  habe  solche  Hülfsmittel,  wie  die  eben  erwähnten,  nicht  zur 
Hand,  so  kann  auch  auf  dem  folgenden,  rein  rechnenden  Wege  eine  Annäherung  erlangt 
werden.     3Ian  schreibt  die  Kepler' sehe  Glelohuug  in  der  Form: 

E  =  M  +  esinE  ] 

—  M  -\-  esin(M  +  esinE)  •    •    •  (^°) 

^  M  -{■  esin  {M  -\-  esin  [M  -f  esin  (M  -f  esin  31  -[-•••)]]  \ 

nach  welcher,  wie  man  sieht,  E  dui'ch  dh'ecte  Rechnung  bis  zu  einem  beliebigen  Grade 
von  Genauigkeit  zu  erhalten  ist.  Man  kann  aber  auch  mehrere  sehr  brauchbare  Näherungs- 
formeln aus  der  Gleichung  (30)  ableiten.     Setzt  man 

sin  (E  —  M)  =  sin  (esin  E)  =  esinE  —  —  sinE^  -\-  j^  sinE^  .  .  ., 

und  erlaubt  sich  dann  für  die  mit  den  früheren  Potenzen  von  e  multiplicirten  Grössen 
sin  E^,  sin  E*  u.  s.  w.,  sin  M^,  sin  M*  u.  s.  w.  zu  setzen,  so  erhält  mau 

.TP  ,    Ti  Ti         2sin(esinM)'\  ,^,. 
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eine  Foniu'l,   wi-lrho   nicht  nur  l>ei  der  voraus/u»ct7cndon  GewOhnunp  an  dvit  »itbrauch 

der  Siiniini-ii-    und  Difforen7.1o;;aritliincn    sehr  bt'<iucm  i»t,  gondern  auch  für  dio  bi-i  PU- 

nt'tfn  )>iii  jetzt  ülti-rhaujit   liikiiiintcn  Kxcentricitiltvn   einen  hohen  Grad  von  Annäherung 

(gewährt.     Auch  k<">iinen  die  Zech 'selten  Tafeln  für  Summen-  und  Diflurenzlugiiriihmen 

«ugezofien  werden. 

Es  «ei:  ,  8in2M  , 

log 


I  sin  (e  sin  M ) 

Ixt    min  z.  11.  A  i)o.-.itiv,   bo   suche   mau    in  den  Zeeh'schen  Tafeln  für  SubtractioD  die 

tu  ,4,   u'elehes  man  als  ein  Argument  der  Tafel  betrachtet,  gehörige  Zahl;  diese  sei  B, 

»o  wird:  „ 

loglffE  =  logtg  M  +  B. 

Ein  in  der  Thcorin  niotus  coq)orum  coclestium  art.  13  behandelter  Fall  soll  hier 
zur  Ei  lautening  nach  dieser  Hegel  behandelt  werden.  Es  ist  daselbst  M  =  332"  28'  54",77, 
t  =  0,'24.')31G2,  löge  =  9,38'J72(J2.  Die  der  He<|uemlichkeit  halber  mit  fünf  SteUen 
geführte  Aniiäherungsrechnung  gestaltet  sich  wie  folgt: 

logslnM  =  9,6G4r.7„  logsin2M  =  l),9135.'j„  logtg  31  =  9,71862« 

log  (f  in  J/.n.)  =  2,92601  Clogsin  (esinM)  =  0,94653  B  =  0,14028 

esinM  in.Miiu  =  389,65  logt/,  =  <Jßd8d7  log  lg  E  =  9,85710, 

A  =  0,55905~  E  =  324«15',63 

Die  für  E  gefundene  Annäherung  ii^t  hier  um  weniger  als  eine  Minute  fehlerhaft. 

Hat  man  so  auf  irgend  eiue  Weise  einen  Näherungswerth  von  E  erhalten,  so  ver- 
bessert man  denselben  allgemein  mittelst  der  Formel  (29).  Man  kann  sich  hierbei  zur 
Herechnung  von  1  —  ecosE  mit  Vortheil  der  Additions-  resp.  Subtractionslogarithmeu 
bedienen.  Man  setzt  dieses  Verfahren  so  lange  fort,  bis  die  Rechnung  stehen  bleibt, 
d.  h.  keine  Verbesserung  von  E  mehr  möglich  ist. 

Zur  Verbesserung  des  oben  gefundenen  E'  z.  B.  hätte  man  folgende  Rechnung 
durchzuführen : 

log  sin  E'  =  9,766488,  E'  =  324«  15'37",80 

log  (e  in  See.)  =  4,704151  csinE'  =— 8''12'35",54 

esinE'  =  —  29555",54  W  =  332»28' 13",34' 

=  —  8»12'35",54  M  =  332«  28' 54",77 

M  —  jfcf '"^  iTva" 

log      ^  =r,  —  0,09061  C  =  0,09643 

^  cosE' 

log  -        =  0,61027  log  41,43  =  1,61731 

0 


0,70088  log  Corr.  =  1,71374 

Corr.  von  E'  =  51  ",73. 

Der  verbesserte  Werth    von  E  wird    324°  16' 29,53"   werden;   die  Genauigkeit  desselben 
lässt  sich  mit  sechsstelligen  Logarithmen  nicht  mit  Sicherheit  überbieten. 

Bei  einem  anderen  von  Gauss  eingeführten  Verfahren  führt  man  schon  die  Sub- 
stitution für  den  Werth  von  der  unbestimmten  Foi-m  E  =  E'  -\-  x  aus,  wodurch,  wenn 
die  Correction  i  eine  sclir  kleine  Grösse  ist,  eine  lineare  Gleichung  für  diese  Ver- 
besserung gewonnen  wird.  Um  die  letztere  in  Secunden  ausgedrückt  zu  erhalten,  ent- 
nimmt man  den  Logarithmentafeln  mit  dem  log  sin  E'  auch  noch  dessen  Aenderung  für 
jede  Secunde,  au.sgedrückt  in  Einheiten  der  letzten  Stelle,  desgleichen  bei  dem  Auf- 
schlagen von  dem  in  Seciui'len  auszudrückenden  esinE'  die  Aenderung  des  Logarithmus 
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für  jede  Einheit  dieser  Zahl.    Es  sei  nach  Gauss'  scher  Bezeichnung  die  erste  Aenderung 
gleich  A,  die  zweite  gleich  ^,  so  wii-d  esin{E'  -\-  x)  ^=  esinE'  +  — ,  wobei  das  obere 

Zeichen  für  den  ersten  und  vierten,  das  untere  für  den  zweiten  und  dritten  Quadranten 

zu  wählen  ist.     Man  hat  also: 

;  r 
E'  -\-  X  =  M  +  esm{E'  +  x)  =  31  +  esinE'  ±  — 

oder:  (i        /~,r    i         •    t^/  xia 

X  ^=  — ^rr-^  (M  -f  e  sm  E    —  E  ), 
II  -j-  A  ^ 

und  demnach  den  verbesserten  "Werth  E'  -r  x  aus  der  Formel: 

E'  +  X  =  21  +  esinE'  +       _   ,   (21  +  esinE'  —  E'). 

Bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  auf  den  obigen  Xäherungswerth  £'  =  324"  1.5'37",8 
würde  man  auf  folgende  Zahlen  kommen,  A  =  2,92,  fi  =  14,70,  verbesserter  Werth  von 

E  =^  324»16'19",23  +  .j^^  x  41",43  =  324»  16' 19",23  +    10",27  =  324^  16'29",50. 

mit  der  Auflösung  in  der  Theoria  motus  corjJ.  coel.  ganz  übereinstimmend. 

Zum  Schlüsse  dieses  Capitels  wollen  wii-  noch  zeigen,  dass  die  sechs  Inte- 
o-rationsconstanten  der  Kepler'schen  Bewegung  thatsächlich  mit  den  sechs 
Bahnelementen,  wie  am  Schlüsse  der  zweiten  Vorlesung  gesagt,  identisch 
sind.     In  der  zweiten  Vorlesung  haben  wü-  gesehen,  dass 


iU, 

dx 

dt 

-'Tt 

d.r 

ds 

dt 

-'iTt 

dz 

dy 

dt 

^   dt 

dz  d  V 

y 

ist     Die  Constanteu  Ci,  Cj,  Cj  der  Gleichung  für  die  Bahnebene  des  Planeten: 

CiZ  -1-  cji/  -f  Cjx  =  0 

sind  femer  nach  dem  fi-üher  Gesagten  offenbar  die  doppelten  Projeetionen  der  Flächen- 
geschwindiffkeit  


auf  die  drei  Coordinatenebenen  xy,  xz,  yz.     Es  ist  also,  wie  direct  ersichtlich,  zunächst: 

Ci  =^  2Fcosi. 
Die    Projcction  von    2F   auf   eine    Ebene,    die    durch    die    Schnittlinie    der    Bahnebene 
mit   der   a;^/- Ebene    geht    und   auf    dieser   letzteren   seuki'echt   steht,    ist    2Fsin)\    also 
die  Projection  auf  die  xä- Ebene 

r,  =r  —  2  Fsin  i  cos  Si. 

Die  Projection  schliesslich  auf  die  yz -T£hene  wird: 

Ci  =  2  Fsin  i  sin  Q,. 
Die  Gleichung  der  Planetenbahnebene  wird  daher: 

ecosi  —  ycosSlsini  -\-  x  sin  Qi  sin  i  =  0 (32) 

Drückt  man  den  Werth   von  F  durch  p  und   die  Werthe  von  q,  Cj,  c^  aus,   so    werden 
die  riächenintegrale  für  die  Kepler'sche  Bewegung: 
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d» 


dx 


"9  <•*  t    tili i \ 


dt 


iL 
dt 

dy 


=  —  *•  VpC  +  "•)  cos  n  sin  I 


p  -j-  —  '  ~iT  ^^        *  Vp(1  +  w)  sin  Q  s/»  I 

l)io  Klomotitc   ^  uitil  I  sind  luithiii  :ius  iK-ii  drei  (.'■•iiHlaiitvii  Cj,  r, 
viiifai'li: 

Vftp  '■öS'  =  c, 

—  \HP  cos  Q,  »in  »  =  f, 
\fip  sin  Q,  sin  i  =  r. 


(33) 


Cj   bLTfchfulj.'ir,   iuJc'iu 


wolifi 
ulso: 

folglich 


tgü  ^ 


tg  icus  Sl  = , 


tt/isin  fi   =   ^, 


tgi  = 

aP.  — 

«'s 

\ci  +  c]\ 

(34) 


Die  obigen  Gleichungen  befähigen  uns  also,  ß,  «  und  j)  zu  berechnen,  wenn  für 
irgend  einen  Moment  die  Masse  und  Coordinateu  von  m,  sowie  die  drei  Geschwindigkeits- 
coinponenten  gegeben  sind.  Die  Constanten  a  und  e,  welche  bei  Ausführung  des  In- 
U>grale8  der  IJahncurve  aufti-ateu  und  sich  auf  die  Form  der  Bahn  beziehen,  sind  in  p 
inbegriffen.  Zählt  man  den  Winkel  v  -\-  a  von  dem  Punkte  au,  in  welchem  die  Pla- 
netenbahn die  X  (/-Ebene  schneidet,  d.h.  vom  Knoten,  so  bestimmt  dieConstante  a  dieLace 
der  Hahn  in  ihrer  eigenen  Ebene.  Schliesslich  ist  die  sechste  Integrationsconstante  die- 
jenige der  Kepler'schen  Gleichung,  die  Zeit  des  Periheldnrchgauges,  und  dieselbe 
bestimmt  die  I>age  des  Planeten  in  seiner  Bahn.  Die  Integration  der  allgemeinen 
Gleichungen  (21)  und  (22)  der  zweiten  Vorlesung  liefert  also  als  die  sechs  Constanten, 
welche  die  Bewegung  vollständig  bestimmen ,  in  der  That  die  scclis  Elemente  der 
Kepler'schen  Bahn. 

Aus  der  letzten  Eiitwickelung  erhellt  zugleich,  das»  die  sechs  B.ahneleniente  aus 
deu  drei  Coordinateu  und  drei  Geschwindigkeitscomponenten 


dx     dv 
X,    7,   «,    -TT, 


dt' 


_    iL 
dl'    dl 


berechenbar  sind.     Denn  aus  deu  abgeleiteten  Formeln  folgt  zunächst  unmittelbar: 

de  dy 

"  ~dt  ~  '  Ti 


tgiainSi  =  — 


dy  dx 

*  ^  — y  TT 


dt 


dx  de 

e  —  —  X  — 

—  tgtrosbi  = ,— 

rf  1/  d  I 


wodurch   i  und   ß   bestiimnt  sind. 


dt 


dt 


(35) 
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Weiter  ist 

»'=(^)'+ay+(^)' 


;*  2  u 


(3G) 


a         ^x^  +  tf  +  s^ 

"■'so  /'<^'"\^        o  f*    . 

\cltj  a 

dui'ch   welche   beiden   Gleichungen  a  und  e  bestimmt   sind.     Die  vier  Elemente  a,  e,  Si 

und  i  sind  somit  gefunden. 

Um   die   Länge    des   Perihels  n;  =:  ß  +  ra   zu  finden,   hat   man   also   noch  o  zu 

berechnen.      Dies   geschieht   in   folgender  Weise.      Sei   u   die   Entfernung   des   Planeten 

vom  aufsteigenden  Knoten,  so  folgt,  indem  man  den  Ort  des  Planeten  bezüglich  mit  der 

X,  y,  e-Axe  je  durch  einen  grössten  Kreis  verbunden  denkt,  immittelbar  aus  der  sphärischen 

Anschauung : 

—  =  cos  Sl  cos  u   —  sin  Si  sin  u  cos  i 
r 

-^  =  sin  ß  cos  u  -\-  cos  ft  sin  u  cos  i 


also 


—  =  stn  u  sim, 
r 

X  y 

cosu  =  —  COS  Sh   +  —  sin  Sl 
r  r 

^    ■   ^    ,    y 

stn  ucosi  =  —  —  Stn  ii    -i-  —  cos  i 
r  r 

.    .         z 
sin  u  Sin  i  ■=  — , 
r 

wodurch  M  gegeben  ist.     Andererseits  kennt  man  v,  da 


(37) 


r    =    |JC2    -j-    2/2    _j_    ^2    = 


1   +   e  cos  V 


Nach  dem  Vorhergehenden  kennt  mau  aber  p  und  a,  also  auch  e.  Somit  kann  man  ans 
dieser  letzteren  Gleichung  v  bestunmen.  Xun  ist  aber  u  =  v  -\-  a,  also  ra  =  m  —  v, 
n  =  a  -{-   Q,  =  u  —  V  -\-  Si.     Man  kennt  also  auch  a  und  n. 


Fünfte    Vorlesung. 

Die  Parabel. 

Geht  die  Ellipse  dadurch ,  dass  die  grosse  Axe  ins  Unendliche  wächst ,  in  die 
Parabel  über,  so  rückt  auch  das  Centi-um,  aus  dem  die  excenti'ische  Anomalie  zu  con- 
struiren  ist,  ins  Unendliche,  die  Hülfsgrösse  E  wii-d  also  gleich  NiiU  und  die  vorher- 
gehenden, füi'  die  Ellipse  gebrauchten  Formeln  werden  für  die  numerische  Rechnung 
unbrauchbar.  Man  erhält  dafüi-  aber  in  diesem  Falle  die  wahi-e  Anomalie  v  desto  ein- 
facher aus  dem  Ausdrucke  für  den  doppelten,    vom  Radius  vector   beschriebenen  Sector 
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I  r-dt:  l'ni  «Ii-ihwIImt»  för  ilii-  l*an»lK'l  in  j;fnolilowi«nor  Form  mi  iiitojc^rfii ,  braucht 
in.-iii.  <la  ilif  Kxociitrii-iiiit  ^U-irli  Kiiis  winl,  f.Mr  nioht  «li-ii  \wi  der  Klli|>!ir  «•iin.'fführUMi 
lliilf>\viiikt'l    K  «Icr  «•xcfiitri.Hc-lu'ii   Aiioiiiiilic     Da  e  =   1,  also 

r  =  t =  t^^ 

1    -+-   «M»         2«»«  ',1»' 

I>iT  voll  iKt  1'criln-Irirlitiiii^  iiml  «U-iii  lintliiis  vei-Uir  r  i-iiiiffKolilotisoiu'  ilo|i|ii-lto  Si-ctor 
winl  iliiluT  «liiivli  Iiit*-<;r:itioii  /wisclicii  tU'ii  (iri-ii/.«-ii  I  iiiul  T,  wie  wir  ilie  Pcrihelzeit 
l>fi   <liT   l'anilicl   l>c/.oii-liiii'ii   wolU-ii: 

•'■  »t 

I  H</r  =  k  .  (/  -   T)]i,(l   +  m)    =  ^  (tgy.v  +   Vj'P  Vi«^)      •     •     C^J 
( 
Milliiii    lii>timiiit    ^it•ll    In-i  iliT  l*:ir:il)i'l   dir   «iiliri-  Aiioiiinlic-  f  dlri'ct  ans  (U-r  (tU-ichuii"': 


'9'  ji'   +    '/j'!7'j«''=  -4- • 

Da  alivr  dir  üculiarlitiiiiirt'ii  /.i-ii;i'ii,  dass  dii-  Massfii  der  Konietcn  im  \'iTfj;li-ich  zur 
M;i>>t-  der  Sonne  verMcli windend  klein  sind,  so  k:knii  man  »1  =  0  setzen  und  erhält, 
wetiii  man  f iir  j>  seinen  Werth,  der  bei  der  Parabel  gleich  2  (/,  iL  h.  gleich  der  do|i|H-ltcu 
Periheldistiin/.  wird,  einsetzt,  die  sogenaunte  Barker 'sehe  Gleichung: 

'P%.'+V.'^%t-  =  ^^f^ (3) 

Dieser  alliieineine  Ansdniek  giebt  also  die  Beziehung  zwischen  der  wahren  Anomalie  c 
und  der  seit  dem   l'eriheldurehgange  vei-flossenen  Zeit  in  einer  parabolischen  Bahn. 

Der  Mühe  einer  numerisoheii  Aufliisiing  dieser  Gleichung  im  einzelnen  Falle  ist 
man  ein-  für  allemal  überhoben  durch  die  sogenannte,  im  Anhange  gegebene  Barker'- 
sche  Tafel.  Mit  Rücksicht  auf  die  t'oustruction  dei-selben  multipUcirt  man  letztere 
(ileichiiiig   mit   Irt: 

l'^!'r-(t—r}=^">igy^v  +  rotfj^,t'^ (4) 

wi>l>ci   ilir   (;ri»>c  , 

75*     _    150*  Vi  +  »'   _ 

ziiweileii  al-  dii'  mittlere  tägliche  Bewegung  in  der  |ia  ra  lio  1  isc  he  ii  Bahn 
bezeichnet  wird.  Die  Barker 'sehe  Tafel  giebt  nun  für  das  Argument  f  den  Werth 
der  sogenannten   mittleren  Anomalie  AI  in  der  Parabel: 

,1/  =  75  t(f  i/a  r  4-  25  Ig  '/a  c ' 
allgciiieiii   :iii.      Die   mittlere   Anomalie   .1/  ist  leicht  zu  lintleii.     Setzt   man 

so  ergiebt  sieh   für  die  (.'oiislante   C  der  Wertii: 

loffC  —  y,!i(;(tr.>7  7()ri9. 

Die   mittlere   tiigliclic-   Bewegung   wird   also 

_  _C 

~  </% 
Sel/l    man   al»"   .11.     W.rthe   von   .1/: 

.W  =  n(/  —    T)  —  75*«;«,c    4-    25 /(/'/if', 

K  :  t.ikrr  fup».    Tlivorrtitrb«  A«lruii«Dilr.  |! 
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welche  den  successiveu  Werthen  von  v  =  0"  bis  nahe  v  =  180"  entsprechen,  vne  das 
die  Barker'sche  Tafel  leistet,  so  kann  man  aus  derselben  für  die  Zeit  t  —  T  entweder 
ilf,  wenn  v  bekannt  ist,  oder  r,  wenn  ilf  =  w(i  —  T)  bekannt  ist,  direct  entnehmen. 
Bei  negativen  Werthen  von  t  —  T  ist  dabei  auch  der  Werth  von  v  als  negativ  zu 
betrachten,  man  hat  also  einfach  t  —  T  das  gleiche  Zeichen  wie  dem  ans  der  Tafel 
erhaltenen  Werthe  von  v  zu  geben.  Die  Werthe  von  M  für  das  Argument  w  =^  0" 
bis  nahe  an  180"  sind  in  Tafel  VI  im  Anhange  angegeben,  deren  Gebrauch  in  einem 
numerischeu  Beispiel  noch  erläutert  werden  wird  (s.  Schluss  von  Vorlesung  14). 

Für   grosse   Werthe    der    wahren   Anomalie    (180"  >  i'  >  167")     kann    man    nach 
Bessel  wie  folgt  verfahren.     Die  Fundamentalgleichung 

schreibt  sich  offenbar  auch: 

^^^  ~  ^^  =  ^/,1f,y,vHl  +  ^cot!/\!,v^) (5) 

3  'ä  \  2 

Multiplicirt  und  dividirt  man  diesen  Ausdruck  mit  (1   -|-  cotg  '^/r,  v^)'^,  so  folgt: 

Da  nun  bei  Entwickelmig  des  Nenners  nach  Potenzen  von  cotg  Ya  v 
^  —  1   +  y-.  cotg^/,v^  -i 


(1  +  cotg  Va  v^y  '     1.2 

1  +  '^cotg'^LV  .,  .  .  ^  -,  IT-.-. 

wn-d,    so    ist   7- — ,     „,      nur    um    Grossen    vierter    Ordnnna-   von    der  Jlinheit  ver- 

(1  -|-  cotg  i'o  t'2) ' 

schieden.     Weiter  ist 

1  +  cotg  '  o  v^  =  — ; — - — , 

sm  V  tg  Va  ^ 

also 


(6) 


tg  1 ',,  v^  (1  +  cotg  \l.,  v-^y  =  {tg  V,  v  +  cotg  y,  vY  =  ^r^ 

und  folglich  k{t  —  T)  _        8  __       1  +  3  cotg  ^'.^^^ 

3%y2  3sinv-'      (1  +  cotg  ^iV^y 

Da  nun,  wenn  v  sich  180"  nähert,  cotg  '/j  v  sehr  klein  sein  \\'ird,  so  nähert  sich  in  diesem 
Falle  der  zweite  Factor  der  rechten  Seite  in  letzter  Gleichung  der  Einheit.  Bezeichnen 
wir  also  nach  Bessel  mit  tv  den  Werth  von  v  für  den  Fall,  wo  der  genannte  Factor 
gleich  1  ist,  was  strenge  für  v  =  180"  erfüllt  ist,  so  ergiebt  sich  der  wahre  Werth 
von  V  mittelst  der  kleinen  Correction  d  aus  der  Gleichimg 

V  =  w  -\-  d. 
Um  d  in    eine    Tafel   mit   dem  Argument  iv  zu    bringen ,   hat   man  d  als   Function 
von  w  darzustellen.     Zunächst  ist  nun : 

■Stg\:,(w  +   d)  +  tg\:,(w  +  dy (7) 


oder                            8                  ,,        /,  ,  , ,      o^  (1  +  <S' Va  «»2)3 
=  tgi^tv-'il  +  cotgi^tv^y  =        T  w     V-^' 

Setzt  man  jetzt  tg  1/2  w  ^  0, 

so  wird,  da  lg  V2  ö  =  x, 

■'  '^^     ^  '         \  —tgy^wtg  1/2  d 
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Ift/tiir    tili  i.lnini;   mii-h 

(  1    +   0')«  _   ..     0    ^    r  (6   -I-  X)' 

Ö'         -  ^  1  _  Ox  ■*"   (1  -  HxY  ^^' 

Dunli   Miiliii«lii;iiii>ii   mit  W'(l   —  rtj)'  fol^ft  i-ntwickolt  in 
( 1    *    MI'   »   3Ö«  +  «')  (l  —  30x  +  3Ö«x«  —  0>x>)  =  3(««  4-  J^ÖV  <  •  —  '^Ox  +  O'x') 

+  0«(ö'  +  3ö»x  +  3flx»  +  x»), 

...l.r         1  +  3«' _  .,   ,    ,    OH'i  +  6  0«  4-  3  0'  -I-  ff')     , 

3«(l    +   4««   4-  2««  -f-  ö«)         *  ■*  :WI    4-  ill'    ^    JO'    i^   II'-)''   ' 

Srt/.t   iiiaii   uciliT  iKii'li   IW'ssi'l: 

1   +  3  0» 


3«(1   +  4Ö»  +  20«  -t-  ö«) 


=  yi 


M.   wir.1:  _       _   .,    ,    ,     O'Ci   +   6fl'  +  ■iO*  +  ff«)     , 

-"  ~  ""         "-^    "^    3(1   +  4Ö»  +  2  0«  4-  ff'-) 
diKt  iiiicli   riitcii/.i'ii   von  //  lli^*  zu  Glii'ilorn  «IrittiT  Ordnung  ini-l.  i-ntwickflt: 

«»(■■i  +  6ff'  -f-  3  0«  4-  ff«) 
,  =  ./    i-  ff<.'/^  +   -'ff./')  -3(1  +40«  +  20^  +  0^)^^  +  •  •  • 

...1. ,  ,    /,   ,    ,    0'(4  4-  18  0'  4-  9  0«  4-  5  0-0     .    ,  ,,,, 

'■  =  'j+  "y'  +    3(1 +  40' 4- 20« +  0»)   y  +  •  •  •  •  (^J) 

l):i  ;ilur  auf  (iriiml   von  .    ,,   » 

d  =  2.T  —  ',',  X'  +   Vi  x'^  —  •  •  • 
ist,    !io    iTgiuld   sich    für  d  durch    Substitution    des   für  x  gcfundiMicii    Wcrlhcs    in    diese 

''"'"  X         ■>       ,    .w.   ,    ,    -2  +  32  0«  +  16 ff'--  +  10 ff^  ..,    , 

oder.  Wenn  man    —    als    Grösse    erster    Ordnung    ansieht,    in    welchem    Falle    y    von    der 

fünften,  ffy'  von  der  neunten,  das  dritte  Glied  von  der  dreizehnten  Ordnung,  <1.  h.  ver- 
schwindend klein  wird,  folgt  mit  einem  hinreichenden  Gr:ide  von  Genauigkeit: 

Ä  =  21/  +   20j,» (U) 

Die   im   Anhange  gegebene  Tafel  VII  giebt  mit  dem   Argument   w  den    Werth   von   d   in 
IJogensecunden   von   ic  =    155"  bis  if  =   180",  wobei  der  Werth   v<ui   M: 

J/  =  n  (<  —    7  ) 
wie   friihir  der  Tafel    \'I   zu   enlnehnien   ist     Da  nun   nach  dem    Vorhergehenden 

k(t  —  r)  _     8 

so   titidet    man   ic  aus 


{/   8g%V2  17200  .,.,. 

llal  man  alsi>  niil  dem  Tafel  VI  entnommenen  Werthe  der  mittleren  Anomalie  M  die 
(JrÖHse  ir  aus  ilieser  (ileichung  berechnet,  so  entnimmt  man  Tafel  VII  den  entsjirechenden 
Werth   Miii  d.  wonach  sich  der  strenge  Werth  der  wahren  Anomalie  c  aus  der  Gleichung 

V  =  10  -\-  d 
ergiebt. 

Ist  II  gegeben    un.l    ilie    Zeit  t  —    T  gestioht,    so    erhält    man    aus    der  Tafel  einen 
genähert«'!!  Werth   voü   Ö.  wenn   man   r  als  Argument  bi-aui'ht,   und    bekommt   dann   ic  aus 

IC  =  V  —  d. 
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Hierauf   findet   man    den    genauen   Werth   von    d    ans    der    Tafel,    eiliält   aus   ihm    den- 
jenigen von  w  und  findet  mit  diesem 

f  -  T=—  -^  ■ 
C    sin  10^ 

Dies  Problem,  die  Zeit  t  —  T  zu  finden,  wenn  die  wahre  Anomalie  v  gegeben 
ist,  kann,  zumal  wenn  ;■  klein  ist,  nach  Watson  auch  in  folgender  Weise  gelöst  werden. 
Die  Gleichung  für  die  Bewegung  in  der  Parabel: 

q'i  y  2 
kann  auch  wie  folgt  geschrieben  werden: 

— \     ,-    '  =  rf-i  (3  —  2  s»i  1,2  ?;2) (13) 

woraus  sich,  da  g  =  »•  cos  i/o  «-■-  ist : 

3fe(<—  T)  ^  ^,   /s/»  Va^X  _  ^  /smV^y ^^^^ 

eririebt.     Setzt  man  ietzt:  .    , , 

°  sin^Uv 

sin  X , 

so  hat  man 


V2 

3Ä;(i  — 

-  4sm.r^ 

OK 

■%  s/k  3  ,r 

sin  3  a; 
und  folo-lich: 


(15) 


welche    Formel    eine    ebenso    genaue    wie    bequeme    numerische    Lösung    zulässt.       Setzt 
man  nämlich  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 

sm  3  a;  

sin  V 
so  können  die  Werthe  von  iV  mit  v  als  Argument  tabulirt  werden.  Für  v  =  0  wird 
X  =  '4  1  2,  für  r  =  90"  wLi-d  N  =  l,  woraus  erhellt,  dass  der  Werth  von  V  sich 
für  Werthe  von  v  von  0"  bis  90"  nur  langsam  ändert.  Für  v  =  180"  hingegen  wird 
JV  =  ac  und  daher  ist  es  nothwendig,  wenn  v  ^  90"  Avird,  eine  andere  Ilülfsgrösse 
als  N  einzuführen.     Wir  setzen  in  diesem  Falle : 

N'  ^=  Nsin  V  =  sin  3  x, 
woi-aus  erhellt,  dass  N'  =   1   wir.l  für  v  —  90",  hingegen  N'  =  V 2  V^  für  v  =  180». 


t  —  2'  ^  ^  Nr"^  sinv 

und  für  r  7- 

>  90» 

f-T=lN'r'^, 

wobei 

log  ^.  =  1,588  327  299  5 

ist,  weshalb  t  —  T  leicht  berechnet  werden  kann,  wenn  r  bekannt  ist.  Tafel  VIII  giebt 
die  Werthe  von  N  mit  Differenzen  zur  Interpolation  für  die  Werthe  von  v,  von  v  =  0» 
bis  V  =  90»,  sowie  die  Werthe  von  N'  für  diejenigen  von  v  =  90»  bis  v  r=  180". 
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Sechste    Vdrlesunp. 

Di.-    11}  IhtIm'I. 

l'm  ilii>  Fonin'ln  für  iVu-  lly|ifi'li(.-l  mo^lii-li^l  Icii-lit  ans  (Ic-iieii  für  ilie  Elli|ise  ah- 
zult'itvii,  kann  man  mit  finiT  .Moiliticatidii  di-r  für  <lii-  II_v|ictIii'1  liishcr  üIiIu-Ikmi  Ut-lnich- 
tnuirswi'i.si',  wii'   fnlijt,  vi-rfaliri-n. 

Wir  si'lii'n  (K-n  t'lianikti-r  (Irr  lly|ifrlii.-l  ilarin  ausm'S|ir<K-hi'n,  ila.-^s  ilii-  Kxccntrioität  e 
groüsiT  als   1    wiril.     Da  tinn  h'^  =  a^  (\  —  e»)  ist,  so   winl  6'  nt-irativ,  b  rt-in   ima<;in:W'. 

Wi'iin   wir    ferni-r    f i-stsct/on ,    ilass    dor    liaUiu   Parameter  p   einen    positiven   Werlli 

lial>en   soll.  Ml   niu>>,   mit    l{ück>iiiit   «larauf.  ila>s  p  =z  — ,    a  ne-j^ativ    wenleii.      Die   mitt- 


lere l>e«ei;un<.'  )i   oder — winl   dann   ebenfalls    rein   imau'inär.      Die   K  eiiler'selie 

n  « 

(■lU'iehnni,'  verliert  dessen  uiineaelitet   ihre  analytiselie  (Jültiirkeit   nicht,  sie  lässt  sieh  sojjjar 

\inuT.  leieht  aueh   numeriseh   auflösen.      Wir  Itemerken    zu   dem   Zwecke,    dass    die  (irÖ8«e 

rsinv,  und   <lemna<-h  aueh  b  sin  E   nolhwendig    reell    werden    mnss;    also    ist   sin  E  eine 

rein   ima>;inäre  Grösse.     Deshall)  und  weil 


E-esinE  =  ^^\^'"  t 

»ein  ^oll,  Wenn  /  ilie  >eit  ilem  I'eriheldurehganji^e  veillossene  Zeit  ist,  mu>s  aueh  /,'  rein 
ima^'inär  sein.  Ks  sei  nun  E  =  u  ]  —  l  =  ui  und  a  =  —  a,  so  wird  durch  Sub- 
stitution lies  liekannti^-u  K\]ionentialausdruckes  für  sin  E,  worin  c  die  IJasis  des  natür- 
lichen  Lo-^'arithmeusystems  vorteilt 

f""  —  c~""                  fc  \  1    4-   »I 
I  »  —  e — = '■ — -ij-. •  / 

odiT 


so  eriialt   man  ' ): 


_  „  _  i^e  (v       -  V)  = ^^ i. 

c—  =  tg  Uii«  +4")' 
.  (gy  _  u>,,i,j  (4r,o    f   L\  ^    ^"V  ^^  +  »■  ,  •     (1) 

welche  clurch  Veivuche  U'icht  aufzidiisenile  (ileichnuLr  liei  clcr  llyiicrliel  die  Stelle  der 
Kej>ler'schen  (ileicinmji  vertritt.  M.iii  ]ptliirt  diese  (ileichiniij  iiodi  mit  dem  Moilul  der 
Urijj^jj' sehen   Logarithmen 

mod  =  i\,i:\i2'.nr}  \:tfi:Mlsiii\ 

/.u  multi|iliciren,  wodurch  an  St^-Ue  des  natürlichen  IjOLrarithmus  ein  gcwiilinlicher  tritt. 
.Man  hat  .so  schliesslich  an  Stelle  der  Ke|.ler">clien  tJkichiniir  für  die  llyperliel  ilie 
folu'ende'):  

"'"?-!  !.)t " '  -  <--"""^>  ^^^-  -  ^"^  >^{''^'  + 1) (•-> 

Nach  dem   Ohigen   ist: 


')  Hier  ist  unter  log  der  iiittürlichc  Iii>)orithiiiiiR  zu  verstoheu. 
'(  Hier  iit  unter  log  der  Bri|;(;'Rcbc  Lu((aritliiiiu8  zu  verstehen. 
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=  tg  ("45"   +  ^^  =  c^'    =    cosE  +  isinE 
cotg  (45"  -|-  —  \  r=                  cos£  —  isinE 

.     .    .    .    .    (a) 

cos  E  = ^,    sinE  ^=  -^  tg  F      ... 

(4) 

imd  somit: 


Iiiik'iu  man  aus  den  Gleioliunnen  (ß)  die  Quadratwurzel  zieht,  folgt: 


[/'  f^    (45"  +  -;^)   ^=  cos  -^  -\-  i  sin 
y  cotgyib"  +  -^)  =  cos  -^ i  sin 


und  hieraus:  F  .     F 

E  '"'^  .     E  ^'"T 

cos  77-  =      ,  ;    sm  -5-  =      ,  (0) 

2  ]!  cosF  2  i-^  cosF 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (4)  und  (5)  kann  mau  leicht  Relationen  für  die  Hyperl^el 
aus  den  entsprechenden  für  die  Ellipse  herleiten.     Mau  findet: 

sin  1/2  F  1 


y7  sin  1/2  V  =  V  (—  o)  (e  +  1) 


VcosF 


y  r  cos  ^'2  «;  =  I  ( —  rt)  (e  —  1)  -^ 


cos  V2  -F 


(6) 


]  cosF    I 

Xach    dem  Vorhergehenden   ist  F  heim  Periheldurchgauge   gleich  Null    uud    wächst  mit 
der  Zeit,  also  auch  mit  der  wahren  Anomalie. 

Durch  Divisiou  der  beiden  Gleichiuigeu  (6)  folgt: 


Mit  Benutzung  von  (4)  ergieht  sich  jetzt: 

'•=(-«)C-^-0 («) 

Diese  Gleichung  zur  Berechnung  des  Radius  vectors  in  der  Bahn  besitzt,  besonders 
wenu  die  Excentricität  vom  Range  1  ist,  rechnerische  Vorzüge  gegenüber  der  gewöhn- 
lichen Gleichung  ') : 

1  -|-  ecosv 
die  für  alle  drei  Kegelschnitte  gemeinsam  gilt.     Ferner  wird  : 


,.=(-a)(e-  J^) 


(y) 


rsinv  —  {—  n)  ]  e^  —  1   fg  F  J 

Aus  Gleichung  (1)  folgt  durch  Differenzirung : 

dF  cosF    k]  1  -\-  m  ..  ,. 

Tt    —     ^  (— a)'''»  ^     ' 

In  Verbiiulung  hiermit  giebt  (9): 


')  Die  folgende  Darstellung-  ist   der  interessanten  Ebert' scheu  Abhandlung:    „Inwiefern   kann 
ein  Stern  mit  grosser  Geschwindigkeit  die  Stabilität  eines  Planetensystems  beeinflussen"  entnommen. 
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d (r cos v)  k  Vi  +  m   V —  a    ,    _  ] 

"^= -' '     o„ 

djrsinv)   ^     /^     .^-y— j    fcvT"M^ 
'"  rcosF      I 

Die    Hostiinmuiii;   «!»•!*    Wiiikeb)  F  au»  (2)    mus«   durch   succossive   AnuUherang  er- 
rc'iclil  wcriU'ii.     Srhi'i-il)t  man  iliuse  Gleichung  zunächst  wie  folgt: 


'''  -  -en,oä  1.     (-a)S         '  +  '"'  '^  ^'^    +  ^*^^     '    '    '    '     ^''^ 

80  iüt  da»  r.wvitc  Glied  iu  der  Klaiinnor  guwöhulich  verhültiiiüsniiUsig  klein  gegenüber 
dem  ersten.  Daraus  f'>lgt,  das«  man  zu  seiner  Bestimmung  nur  eine  wenig  genaue 
Kenntnis«  von  J*'  zu  lial>en  braucht,  um  mittelst  (12)  einen  viel  genaueren  Werth  von  F 
zu  erhalten.  Sehr  häutig  convergirt  dieses  Verfahren  so  schnell,  dass  man  bereits  bei 
dem  zweiten  oder  dritten  Näherungswerthe  von  F  stehen  bleiben  kann.  Der  Controle 
wegen  geht  man  aber  besser  von  einem  Näherungswerthe  von  F  zum  nächstfolgenden 
mittelst  einer  Differenlialformel  über,  wie  das  auch  bei  Auflösung  der  Kepler'schen 
Gleichung  zu  geschehen  pflegt  Von  einem  Näherungswerthe  Fo  ausgeheud,  erhält  man 
nändich  mittelst  folgender  Gleichung  einen  verbesserten  Werth  Fi'. 

„  1      I  mod  A"  V  1  +  »I       .    ,  , . , «    .    . ,   „  V I 

'^^'  =  7^1     (-«yt     '  +  '"^'^  (*^°  +  •/'^•)r 

Berechnet  man  dann  die  kleine  Correctionsgi-össe  A  nach  der  Gleichung: 

A  =  log  tg  (450  +  i/,  jr,)  _  Jog  ig  (45«  +  Va^), 
so  ergiebt  sich  für  die  zu  Fj  noch  hinzuzufügende  Correction  d  Fi  ') : 

dr;  =~      cosF,'      206  264,8. 
mod  e  —  cos  i-j 

Wenn  also   A   in  Einheiten  der  fünften  Decimale  ausgedrückt  ist,  so  folgt: 

dF"  =  A.  [0,67665]      ''^^^i'        (13) 

■^  ^  e  —  costi  ^     ' 

los  F' 
Ist  die  Excentricität   gross,   so  empfiehlt  es  sich,    die  Grösse   [0,67665]  ^     '         •"•• 


e  —  cos  Fl 

dem  Argumente  Fi  etwa  von  5  zu  5  oder  von  10  zu  10  Grad  zu  tabuliren;  ist  die 
Kxcentricität  aber  vom  Range  1,  so  ist  es  gerathener,  die  Differentiali|uotieuten  von 
Fall  zu  Fall  zu  berechnen.  Jlit  Hülfe  von  F  muss  nun  v  bestimmt  werden  durch  die 
Gleichuug: 


tg 


—  1  /  e  +  ^ 


Ff^'»'-^. 


was  im  Allgemeinen  auf  die  gewöhnliche  Weise  geschehen  wird.     Ist  jedoch  die  Excen- 
tricität gross,  so  entwickelt  man  v  besser  in  eine  Fourier'sche  Keihe  nach  F,  besonders, 
wenn  et>  sich  um  Erreichung  grösserer  Genauigkeit  handelt 
Setzt  man  nämlich: 


1  /f  4-  1  n  —  1 


')  Weuu   eine  und  dicacll>e  Urnnse,   r..  ü.  dF,  bald   in  Bogeninaass   und  bald   in  Linearmaaas 
auftritt,  so  sei:  j  j,.    jj^.^^.  ^.^-^^^  -^^  Linearmaas», 

ä  F'       f  „        „   Bogcniiiiiiut«n, 

d  F"     ,  ■        II    Üogensecundcn. 


48     — 


so  folgt: 

V  —  F  +  2  m  gin  F  +  niHiu  2  F  +  Vs  »»'  sin  BF  + (14) 

Hat  man  also  bei  grosser  Exceutricität  eine  gewisse  Zahl  von  Oerteru  zu  berechnen,  so 
empfiehlt  es  sich,  die  kleinen  Glieder  mit  sin  2  F,  sin  3F  u.  e.  f.  mit  dem  Ai-gumente  F 
etwa  von  5  zu  5  Grad  zu  tabulii-en. 

Füi-  manche  Zwecke  ist  es  vortheilhaft,  den  Winkel  zwisoiien  den  beiden  Hyperbel- 
asymptoten zu  kennen.  Sei  P'  P  P'  die  hyperbolisohe  Bahn  des  Planeten  um  die 
Sonne  I. 

Je  weiter  man  sich  vom  Perihel  P  des  Planeten  entfernt,  um  so  mehr  nähern  sich 
die   Aeste   P P'    und   PP"   den   Asymptoten   A  A'   und   AA".      II'  und  II"   seien   die 
Radiivectoren  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der  Hyiierbel.     Da  diese  letzteren  auf 
Fig.  0. 

Fis.  10. 


Ausgezeichnete  Winkel  in  Hyperbelbahnen. 

den  Hyperbelasymptoten  liegen,  so  haben  II'  mit  A  AI  und  II"  mit  A  A!'  einen  gemein- 
samen Punkt  im  Unendlichen,  d.  h.  diese  Linien  sind  parallel.  Also  ist  der  Winkel  A 
zwischen  AA'  und  AA"  gleich  dem  Winkel  zwischen  II'  und  //". 

Da  nun  die  ganze  Figur  um  die  Hyperbelaxe  IPA  symmetiisch  ist,  so  ist  der 
Winkel  I" IP  =  T IP  ^=  V,  dem  grössten  Werthe  der  wahren  Anomalie. 

Die  Senkrechte   S'IS"  zur  Hyperbelaxe   halbii-t  also   den  Winkel  A.     Setzt   man 

dah&r : 

K  =   F  —  90% 

so  ergiebt  die  Fig.  9  unmittelbar: 

A  =  2«. 

Nach  der  Gleichung  der  Hyperbel: 

r  =  P , 

1  -|-  ecosv 

ist  nun  die  wahre  Anomalie  für  den  unendlich  fernen  Punkt  durcli  die  Gleichung  gegeben: 

1 


Demnach  ist: 


cosV  = 

e 

.    A 
K  =  stn  -^  = 


1 


Je  grösser  e,  desto  kleiner  wü-d  A,  um  so  mehr  nähert  sich  die  Bahn  P' PP"  einer 
Geraden  senki'echt  zu  IP.  Aus  Gleichung  (8)  folgt,  dass  fiii-  den  unendlich  fernen 
Punkt  F  =  90°  ist. 
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In  almlichiT  Woisc,  wio  für  dio  Kepler'scho  Gleichung  kann  innii  auch  (1): 

etijF—  log  uat  Uj  Üb"  +  ^\  =  ^  V   ^J"   '  =  ^^ 

auf  geomotrischoni  Wege  uufWlNen. 

Man  oonslruiro  eine  Curve  0  Q  (Fig.  10),  «leren  jeikr  Tunkt  einem  gewissen  Werthe 
von  F  ent<i|iricht.     Dio  Abscisso  sei: 

hg  nattg  (^45»  -f  ^), 

•lie  Ordinate  tg  F  i>r(i|)ortional.  Wir  tragen  nun  J/  in  der  negativen  x-Richtung  von  0 
aus  auf  die  x-Axe  ah  und  erhalten  so  den  Tunkt  P.  Danaeh  trägt  man  in  P  den  Winkel  d 
an  unil  erhält  als  Schnitt  der  Geraden  PS  mit  der  Curve  OQ  dun  Tunkt  R,  dessen 
C'oordinaten  x  und  y  seien.     Ks  ist  dann: 

M  -\-  X  =  y  cotg  9 
oder,  wenn  F  der  dem  Tunkte  7i  entsprechende  Werth  von  F  ist: 


31  +  lug  nal  Ig  (ib"  -f  —  j  =  cotg»lgF. 


Heytinunt  man  also  ©■  nach  der  Gleichung: 

cotg  i>  =  e, 
so  gieht  dio  vorhergehende  Construution  einen  Näiierungswerth  von  F. 


Siebente  Vorlesung. 
Feber  nahezu  parabolische  Bahnen. 

Ist  die  Bahn  eines  Köqiers  nahezu  parabolisch  (wie  das  bei  vielen  Kometen  der 
Fall  ist),  so  stellen  sich  der  Auflösung  der  Kepler'scheu  Gleichung  oder  der  Gleichung 
in  F  für  die  IIy|)erbel  ganz  ausserordentliche  rechnerische  Schwierigkeiten  entgegen. 
Sei  z.  B.  die  Gleichung: 

E  —  e  siit  E  =  21 
auf/.uliiseu,  für  e  =   1  —  '/loo-      Da  = 


t9'UE=Y^^tg',v (1) 

so  ist  für  die  Theile  der  Bahn  in  der  Nähe  der  Sonne  (und  <las  sin<l  ja  für  uns  die 
wichtigsten,  weil  wir  hier  den  Kometen  beobachten  können)  E  ein  kleiner  Winkel. 
Betrachten  wir  nun  die  DifEerentialforniel,  welche  zur  allmäligen  Auflösung  der  Kepler'- 
scheu Gleichung  dient: 

1  —  ecos  E 
so  i.si   1  —  ecosE  eine  kleine  Grösse.     Wäre  E  genau  gleich  Null,  so  würde 

1  —  ecosE  =  Vioo- 
Hieraus  folgt,    dass,   wenn   z.   B.  bei    siebenstelliger  Uechnung  M  um  0",0.S   un-i.iu-i     i>l, 
die  Ungenauigkeit  in  E  schon  3"  beträgt.     Durch  Berechnung  von  v  mittelst  Formel  (1) 

Kllnkerfutt,  ThcotttUch«  Allrouuini*.  7 
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wii-d  diese  Uiigenauigkeit  noch  bedeutend  vermelirt.     Man  ist  also  gezwungen,  für  der- 
artige Fälle  andere  Rechnungsvorschrifteu  zu  suchen. 

Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  wieder  von  den  Gleichungen: 

r-  d  V  =  dt  .k  y p    I 

'""^  ^.  ^  p  (2) 

\  -\-  e  cos  V     j 
aus,  indem  wir  die  Masse  des  Kometen  gleich  Null  setzen. 

In  diesen  Gleichungen  führen  wir  an  Stelle  von  v  die  Variable: 

^  =  fg^/iV 

ein.     Dann  wird:  1    —  r-  2dT 

äv 


1   +  t2'  1  +  t2 
Man  erhält  somit  aus  den  beiden  Gleichungen  (2): 

,    ,  2  /«  (1  +  rn 

Nun  setzen  wir:  1  —  e         ,  1  —  b 

E  =  - — ■ — ,      also:     e  =  -^ — ; , 

1  -1-  e  1  +  « 

«  ist  in  den  Fällen,  die  wir  betrachten,  eine  kleine  Zahl.     Beachtet  mau  ferner,  dass: 


P 


=  1   -f 


a  '  1  + 


ist,  so  ergiebt  sich:  q^''*0-  +  '^^)  V^  (1  +  £) 

/J  Ü  t    yz       ;  7~-  Cl  T. 

(1    -|-    tZ^)^ 

Diese  Gleichung  ist  in  geschlossener  Form  iutegrirbar,  führt   aber   zu  rechnerisch  völlig 
unbrauchbaren  Ausdrücken,  welche  mit  der  Kepler'schen  Gleichung  oder  der  Gleichung 
in  F  identisch  sind.     Wir  entwickeln    sie    daher   zunächst   in    eine  Reihe  nach  Potenzen 
\  on  £  t^  und  schaffen  alle  constanten  Factoren  auf  die  linke  Seite : 
kdt 


a%V2(i  +  B) 


=  dr  {l  +  r2)  [1  —  2£r3  +  o  B^ z*  —  i  B^ t»^  +  ■  •  ■] 

;raus : 

r  2fr2  Sb^z*         i  bH"^  li 


q%f2{l  +  B) 
Durch  Litegration  folgt  hieraus: 

kt  r.  2fr2     ,     Sb^z*         i  bH' 


4_  ^  I  1  _    ^^^''    _|_    ^^''^''  _  ^2£-'rs 


■]| 


(3) 


worin  t  die  seit  dem  Periheldiirchgange  verflossene  Zeit  bedeutet.  Ist  t  negativ  (^•or 
dem  Periheldm-chgange),  so  ist  aneh  r  negativ.  Es  genügt  also  in  diesem  Falle,  die 
Rechnung  mit  dem  absoluten  Werthe  von  t  diu-chzuführen  und  dann  an  dem  für  v 
gefundenen  Werth  das  Zeichen  miims  anzubringen.  Man  hat  sich  sehi'  bemüht,  aus 
Gleichung  (3)  z  mittelst  kunstvoller  Transformationen  diu-ch  directe  Rechnung  zu  finden, 
indem  man  nur  die  niedi'igeren  Potenzen  von  e  berücksichtigte. 

Auf  diese  Weise  haben  Gauss  und  Posselt  Hülfstafeln  construirt,  welche  aber 
in  gewissen  Fällen  nicht  genügende  Genauigkeit  gewähren.  Oppolzer,  welcher  darin 
viel  weiter  gegangen  ist,  hat  auch  das  Ziel,  w'elches  er  sich  setzte,  nicht  ganz  erreicht. 
Nachdem  er  dm'ch  bemerkenswerthe  analytische  Entwickelungen  eine  erste  Näherung 
dui-ch  du-ecte  Rechnung  gefunden  hat,  ist  er  nachträglich  doch  gezwungen,  au  dem  so 
erhaltenen  Resultat  kleine  Correctionen  anzubringen,  die  er  auf  empirischem  Wege  be- 
stimmt.    Man  kann  aber  die  Gleichung  (3)  sehr  leicht  durch  indirecte  Rechiniug  auflösen. 
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Gloiihiiiif,'  (3)  geht,  wi-iiii  man  «  =  0  BcUt,  in  die  Barkor'ncho  Gleichung  Ober: 
tg^'tv  -I-  «/,*.,",.;«  =  -^^■ 

Dil  *  kliin  ist,  ho  sind  diu  beiden  Klaiiimtrn  [•  •  •  ]  in  GK-ichiing  (3)  nahe  gleich  1  und 
variirt-n  nur  Inngkitin  mit  x.  Man  kann  duher  mit  Vortheil  die  beiden  Klammern  mit 
einem  Naherungswerthe  !„  beroi-hnen,  iwul  dann  durch  Auflosiinjj;  einer  cubischi-n  Gleichung 
einen  weit  besseren  Werlh  für  r  erlialtin.  Diese  Kechnuiig  kann  Hehr  durch  geeignet« 
Ilülfst^ifeln  vi-rkürrl  werden.  In  der  That,  die  beiden  Klammern  hängen  nur  von  einem 
Argumente:  j.  _  ^  ^i 

ab.     Wir  setzen  also : 

.1  (X)    r-.     1    _    Vs*    -I-    •/»«*  —   VtI»    +    •   •   • 

fi(x)  ^-  1  —  Vjx  +  »A*'  -  "/»*»  +  •  •  • 
Dann  iiaben  wir  also  folgende  Gleichung  an  Stelle  von  (?5): 

^        ^'        ,  =  t  .1  +  ^  £ (4) 

Diese  Gleichung  wollen  wir  nun  durch  Einführung  eines  Winkels  w  auf  die  Form : 

M  r=  Ibtg^tW  +  2.")  ig  >/,  ic' (fi) 

bringen,  die  man  mit   Hülfe  «ler  IJarker'schen  Tafel  auflösen  kann.     Wir  setzen: 

^^■,f  =  z  =   Ctg^/,w (6) 

wo   C  vorläufig  unbestimmt  ist.     Man  erhält  dann : 

*'  =ACIg^Uw  +  BC^^^^ (7) 


q"'\'2{l   +   t) 

ÄC 


B  C^        . 
L'm  auf   die  Korm  (b)  zu  kommen,   muss   zunächst  gleich  Eins  sein.     Also: 


-H 


Nach   dieser  Substitution    wird    die  Gleichung  (7),  wenn   man  mit  — -Ty —  mulliplicirt: 

X£  J.^''^  =  75  lg  i/,  tc  +  2.J  tg  i/j  w^  =  M     .     .     .     .     (8) 

Ä  t  5%y2  yi  4-  i 

Wir  setzen  nun  noch:  1/5    75 fe 


also:  „  Dt 

M 


CJ) 


Im  Anhange  sind  die  Logarithmen  der  (Trossen  C  und  D  mit  dem  Argumente 
X  =  er'  innerhalb  weiter  Grenzen  t;«bulirt.  Ausserhalb  der  Grenzen  dieser  Tafel  kann 
man  die  Auflösung  der  Kejiler'schen  Gleichung  oder  der  Gleichung  in  2-' ohne  Schwierig- 
keit nach  den  gewöhnlichen  Regeln  ausführen. 

Wir  «teilen  die  eben  gegebenen  Vorschriften  kurz  zusammen. 

Zunächst  verechafft  man  sich  einen  Näherungswerth  t'o  von  v.  Hat  man  keinen 
besseren  zur  Verfügung,  so  kann  dies  ilurch  Auflösung  der  Harker'schen  Gleichung 
geschehen. 

Man  sucht  also  aus  der  Harker'scheu  Tafel  einen  Winkel  Po  mittelst  des  Argumentes: 

M  =  _IilL  ^  r'j,%Ü  127  71  —  • 
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Dann  berechnet  mau: 

Mit    dem   Argumente    Xo    entnimmt    man    mm    Tafel   IX    die    Grössen    loj  C   und    log  D. 
Hierauf  berechnet  man: 

Dt 

M  =    ,     , 

g'  =  Vl  +  £ 

und   entnimmt   der   Barker'schen  Tafel  mit   diesem  Argumente   einen  Winkel  w.     Man 
erhält  hierauf  einen  verbesserten  Werth  von  v  mittelst  der  Gleichung: 

ig  1  jj;  ^  Ctg  '^liW. 
Mit  diesem  neuen  Werthe  von  v  kann   man  mm  wieder  x   berechnen   und    daraus  einen 
noch  angenäherleren  Werth  von  v  u.  s.  w.,  bis  die  Rechnung  stehen  bleibt. 

Dieses  Verfahren  ist  im  Anhange  durch  ein  ausführliches  Beispiel,  welches  Tafel  IX 
direct  zur  Erläuterung  angeschlossen  ist,  illustrirt.  Wii'  wollen  hier  nur  noch  die  Stärke 
seiner  Convergenz  prüfen.  Bezeichnet  mau  den  iSTäherungswerth  von  r  mit  To,  den  ver- 
besserten mit  Tj,  so  schreibt  sieh  die  Gleichung  (3)  bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen 
von  £ : 

const.  =  r,  [1  —  2/3  e  r,?]  +  -^  [1  —  «/s  «  <]• 

Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  zimächst: 

0  =  rf  ri  |[1  -  2/3  £ '^o']  +  ^1-  [1  —  Vs  ^  r;]} 
—  dto   rori*/3£  +  to 


15 
Wir  vernachlässigen   nun,    da  es  sich,   wie   gesagt,    nm*  um    eine   ganz   angenäherte  Be- 

stimmimg  des  Drfferentialquotienten  -r-^  handelt,  in  der  ersten  Klammer  {•  •  •}  die  Glie- 

d  Tq 

der  mit  E.     Es  folgt  so: 

''^  = rr^^ 

Setzen  ^\'ir  jetzt  schliesslich  wieder : 

.Vi  vo 

und  vertauschen  im  Werthe  des  DifEerentialquotienten  »0  und  v^   mit  v,  so  ergiebt  sich: 

^  =  "•■•f[*/. +  */.-,  ^]. 

Dieser  Differentialquotient   ist  also  im  Allgemeinen  von  der  Grössenordnuug  von  £,  und 
das  Annäherungsverfahi-en  convergiit  in  Folge  dessen  schnell. 
Es  sei  z.  B.  -y  =  90°  und  £  =  Vioo;  ™än  hätte  dann: 

d  ^1      .         ,  , 
- —  cu-ca  Vioo- 
dVü 

Wenn  mau  für  äquidistante  Zeiten  eine  grössere  Zahl  von  Werthen  von  v  berechnet, 
wie  das  z.  B.  bei  Bildung  einer  Ephemeride  geschieht,  so  ist  es  mittelst  der  DLfferenz- 
reihen  sehr-  leicht,  den  jedesmal  zu  erwartenden  Werth  v,^  auf  1"  genau  vorauszusehen. 
Unter  obiger  Voraussetzung  würde  man  hieraus  einen  Werth  von  v^  berechnen  können, 
der  auf  0",01,  also  völlig  genügend  genau  ist.  Demnach  kommt  in  den  gewöhnlichen 
Fällen  bei  Berechnung  von  Ephemeriden  unser  Annäherungsverfahi-en  einer  dii-ecten 
Rechnimg  fast  vollkommen  gleich. 
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Ailite  VdrlpBiing. 

I.anilMTt's   Tlienrciu    üImt   die    Iicliocnitri^clit'    l'.t'wcmiiiir    in    Kcu'cl- 
scliiiittt'ii  lind  ^('iiic  S|M'cialisiniiiir  liii"  «lif   l'aiMlM-I. 

I.aiii  liiTt  lial  (lii-  iiii'ikwüplijii'  Kntilcokiiii;,'  ^'i'iiiin'lit ,  ii:i>?  'lii-  Zril,  wi-k-lii'  fiii  in 
fiiii-iii  Ki'ifclsi-Iniitti'  um  ilic  Sdiiiic  laufi-mliT  Ki'uiier  jjjcl>rauclit,  iiiii  v<in  einem  l'iiiiktc 
sc-iiKT  lii-lioociitrisolicii  Halm  /,ii  i-iiu-iii  ainK'i'fii  zu  f;elaiij,'iMi ,  mir  von  ilor  groHHen  Axe, 
iltT  /.wischen  lieiilen  Punkten  einj^feselilossenen  Seime,  unil  der  Summe  der  heiilen  zu- 
ireliiiriifen  Kadienveotoi'en  aUliäu<rt.  Dieser  fniclitliare,  sclir  \vicliti'_fer  Aiiweniluniien 
fSliiiie  Satz  lässt  sieh,  wie  folgt,  beweisen. 

-Man   liezeieline    die    grosse  Axo  mit  'In,  die  kleine  mit  2b,   die  Sehne  mit  x,    ilio 
Kadienveetoren  mit    r  uml  »•',    die    zugehörigen  execntrischen   Anomalien   mit  E  und  E', 
ilie  geliraurhte  Zeit   mit  t'  —  t,  die  Excentrieität  mit  e,  so  wird: 
r  =  (j  (1  —  ecosE),     r'  =  «  (l  —  eiosE'), 
X*  =  [a  (cosE'  —  e)  —  a  {cos  E  —  e)Y  +  (bsin  E'  —  bsiiiE)* 
=  fl»  (cosE'  —  cusE)^  +  6»  {sinE'  —  sinE)* 
=  4a»sin  Vi  (-£"  —  Ly[l  —  c^cos '/,  (£'  +  £)»]. 
Ks  ist  aller  aueh: 

r  4-  r^  —  2 o  _  _  g^^^  ,,^  (^,  ^  ^  ^^^  y^  ^^,  _  ^^ 

«•  =  *'°"-  ■'.  (^'  -  '•■'•  i'  -  .„U.M^'-W]  ■    <" 

Woraus  sich  zimäcbst  ergiebt,  dass  für  zwei  Ellipsen,  in  welchen  die  oben  genannten 
Stüeke  gleich  sind,  auch  die  Differenz  der  excentrischcn  Anomalien  beider  Punkte  die 
nämliche  ist     Da  nun  aber  femer: 

^  ^''  ~  *^  =  E'  —  E—  e  (.sm  E'  —  sin  E) 

=  E'  —  E  —  -lecos  >/j  (£'  +  -E)  «'»  Va  {E'  —  E), 
und  Alles  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ebenfalls,  wie  eben  gezeigt  wurde, 
nur  von  den  genannten  Stücken  abhängt,  so  ist  hiermit  der  von  Lambert  aufgestellte 
Salz  bewiesen.  Derselbe  lässt  sich  sofort  auf  Parabel  und  Hyperbel  ausdehnen,  weil 
die  Hewegungsgleiehungen  aller  drei  Kegelschnitte  in  analytischer  IJeziehung  gleich 
simU  wenn  für  ilie  nyi)erbel  das  Imaginäre  zugelassen  wird.  Alle  Sätze,  in  denen  das 
Imaginäre  schon  eliminirt  erscheint,  können  d;ilicr  ohne  Weiteres  auch  für  die  Hyperbel 
zur  Anwendung  gebracht   werden. 

Ehe  wir  zu  den  wichtigen  Folgerungen  aus  diesem  Satze  schreite-n,  geben  wii- 
noch  das  Resultat  der  Eutwickelung  von  cos  Vi  [E'  —  E)  und  sin  '/a  (£'  —  E)  aus  der 
obigen  (ileichung  (1).     ^lan  findet'): 

4,1  ros  ■/,(£'  -  E)  =  \  (TT   >•  +  X)  (r'  +  .  —  x)    |  ^.,. 

+  V(e'  +  Q  +  »)(q'+  Q-x),\ 


4  b  sin  ■■,(£'  -  E)  =\(x  -,■•  +  r)  (x  +  r'  -  r)    [      .     .     .     .     ^g^ 

+  H'< -p'+ p)(x+ p'-e)  1 

')  Bei  der  niiineriBchen  Kcclininig  ist  eine  Unsicherheit  über  das  Vorzeichen  der  Wurzelgrcwsen 
«Oir  leicht  ru  hclH-n :  dn  iibriRen»  eine  l^iindratwurzel  selbstverstiindlich  dopiMjlte  Vorzeichen  hat.  so 
lascen  wir  dieüclben  fort,  uns  denkend,   dass  hinter  dem  Zeichen  +  der  Addition  noch  ein  ±  stehe. 
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in  welchen,  in  Beziehung  auf  r,  r',  q  nnd  q'  symmetrisch  gebildeten  Ausdrücken  p  und 
q'  die  Radienvectoren  aus  dem  zweiten  Brennpunkt,  d.  h.  die  Grösse  2  a  —  r  und 
2  a  —  r'  vorstellen.     Die  Gleichung  (3)  ist  mit  der  folgenden  identisch : 

6  sin  i/j  {E'  —  E)  =  \7r' .  sin  1/2  (v'  —  v) (4) 

welche  sich  aus  den  bekannten  Relationen  z^-ischen  ^/^  E,  ^/iV  und  \r  ohne  Mühe  er- 
giebt. 

Lambert  selbst  schon  hat  von  dem  eben  bewiesenen  Satze  in  seinem  classischen 
Buche  „Insigniores  orbitae  cometarum  proprietates"  eine  sehr-  interessante  An- 
wendung gemacht.  Er  bemerkt,  dass  man  ja  auf  einer  Ellipse  von  verschmndender  kleiner 
Axe,  wie  sie  ein  ohne  seitliche  Geschwmdigkeit  nach  der  Sonne  fallender  Köii^er  beschi-eiben 
würde,  stets  zwei  Punkte  so  aussuchen  könne,  dass  die  grosse  Axe,  die  Summe  der 
Radienvectoren  und  die  Sehne  gegebene  Werthe  haben,  und  dass  die  Ln  einer  Ellipse 
von  beliebiger  Excentricität  gebrauchte  Zeit  dm-ch  die  einfacheren  Ausdrücke  für  jene 
in  eine  gerade  Linie  degenerhte  Ellipse  von  der  Excentricität  1  gefunden  werden  könne. 
Die  letztere  unterscheidet  sich  von  der  Parabel  dadurch,  dass  ihre  grosse  Axe  nicht 
unendlich  gross  ist,  sondern  einen  endlichen  Werth  hat.  Es  behält  deshalb  auch  die 
excentrische  Anomalie  darin  ihi-e  Bedeutung. 

Es  müssen  offenbar  die  beiden  Punkte  auf  der  geraden  Linie,  deren  excentrische 
Anomalien  S  und  ö'  sein  mögen,  so  bestimmt  werden,  dass  die  Summen  der  Radien- 
vectoren, d.  h. 

a  (1  —  cosÖ')  -\-  a  (l  —  cosö)  ^  »■  -|-  r' 

und  die  Differenz  gleich  der  gegebenen  Sehne,  d.  h. : 

a  (1  —  cos  d')  —  «  (1  —  cosd)  =  X 
wird.     Es  wu'd  demnach  : 

sm\',d'^  =  '"  '^  '"'  ^  "" (5) 

4a  ' 

sin  V2  S^    =  ''  ^  ;' ~  "" (6) 

nnd  es  besteht  dann  die  Gleichung: 

S  —  sinö  —  (d'  —  sin  ö')  =  ''''*  ~^^'> (7) 

wenn  t  —  t'  die  zum  Beschi-eiben  des  zur  Sehne  gehörigen  Bogens  verwendete  Zeit  ist. 
Diese  drei  Gleichungen,  (5),  (6),  (7),  lassen  für  jede  EUipse,  imd  in  ihrer  grössten 
analytischen  Ausdehnung  unter  Zuziehung  des  Lnaginären  auch  für  jede  Hyperbel  die 
Zeit  finden,  wenn  in  dem  Kegelschnitte  r  -\-  r',  x  und  a  gegeben  sind.  Eine  ganz 
besonders  einfache  Form  aber  erhält  man,  wenn  a  in  das  Unendliche  wächst.    Alsdann  ist: 

-'''^«'"[-'"■'■""K — 4^^ — ;  li 

-\-  a'i  sui  \2arcsin    ( j 

da  unter  Anwendimg  der  bekannten  ReLheneutwickelimgen  für  sin  x  und  arc  sin  x  in 
diesem  Falle  alle  übrigen  Glieder,  welche  a  im  Nenner  enthalten  würden,  verschwinden. 
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Diese  Gloiphung  für  die  Parabel,  in  der  Gestalt: 

(r  -}-  r-  +  x)N  -  (r  +  r'  —  x)'.  =  Gk{t'  -t) (8) 

fiilirt  }::\m  vorr.iij^weiso  den  Namen  der  Lambort'schen  Gleichting    iiiul    hpieli  bei    der 
He.tciiuiiiuiig   \oii   Koinutenbalineii   "i""   -• ''r   wichtige   Holle. 


Neunte    V^  o  r  1  e  K  u  ii  fj- 

Hie  spliäri^clicii  CoordiiiatiMisystomp  der  Astronomie  und  der  ;j:ei;('ii- 
seitii^e   Uebergaiii!:  von  einem  System  luif  tlas  andere. 

Um  die  I^ge  eines  Hinimel8kür|)er8  anzugeben,  sind  in  der  Astronomie  vorzugs- 
weise zwei  Systeme  von  Coordinaten  im  Gebniuclie,  auf  die  man  den  Ort  eines  Ge- 
stirnes V)ezielit,  das  der  Rectascension  und  Decliiiation  und  das  der  Länge  und 
IJreite.  Vom  System  des  Horizontes  (Azimuth  und  Höhe)  sehen  wir,  weil  für  die 
Untersuchungen  des  vorliegenden  Werkes  nirgends  in  Betracht  kommend,  ganz  ab. 

Das  erstere  System  tindet  die  häufigste  Anwendung  in  Epliemeriilen  und  Himmels- 
karten, die  zum  Aufsuchen  eines  Objectes  oder  zur  Vergleichung  zwischen  Rechnung 
und  Beobachtung  dienen  sollen,  da  die  Hiilfsmittel  der  neueren  Astronomie  die  be- 
obachteten Ocrter  fast  unniittelb.ir  in  dieser  Form  liefern.  Unter  der  Rectascension 
versteht  man  bekanntlich  den  Winkel,  welchen  der  durch  das  Object  gelegte  Meridian 
der  Himuielskugel  mit  dem  Meridian  der  Frühlings  -  Tag-  inid  -  Xachtgleiche  bildet. 
Dieselt)e  wird  in  dem  Sinne  gezählt,  dass  in  Folge  der  täglichen  Bewegung  Sterne 
immer  grösserer  Rectascension  durch  den  Meridian  eines  Ortes  gehen.  Zur  Bestimmung 
der  Rectascension  würde  es  also  genügen,  zu  beobachten,  zu  welcher  Sternzeit  das  Ge. 
stini  den  Meridian  eines  Ortes  passirt.  Da  aber  die  Bestimmung  der  Lage  des  Frühlings- 
puiiktes  viele  Beobachtungen  erfordert,  so  pHegt  man  die  Rectascensionen  gewöhnlich 
durch  Vergleich  mit  einem  Fundamentalstem  zu  bestimmen,  dessen  Stellung  sehr  genau 
durch  die  Jahrbücher  von  Tag  zu  Tag  gegeben  wird.  Zur  Bestimmung  der  Declination 
oder  des  senkrechten  Bogenabstandes  des  Objectes  vom  Aequator  stellt  in  Fig.  Il.i0ö 
ilen  Aequator  der  Himmelskugel,  0  den  darin  gelegenen  Punkt  des  Frühlingsänuinoctiuras, 
P  den  Nordpol  des  Aequators,  die  durch  0  und  i'  gelegte  Linie  den  Meridi:iu  des 
Aequinoctiums  vor.  Die  Sterne  S  und  S",  welche  auf  diesem  Meridiane  liegen,  haben 
also  nach  der  Definition  die  Rectascension  0°;  die  Declinationen  derselben  Sterne  werden 
durch  die  Bögen  des  Meridians  OS  und  OS'  vorgestellt,  und  zwar  ist  die  des  ersteren 
Siemes  als  nördlich,  die  des  letzteren  als  südlich  zu  bezeichnen,  was  durch  das  Zeichen 
-|-   und  —  geschieht. 

Um  die  Rectascension  und  Declination  eines  Sternes  S"  darzustellen,  hat  man 
durch  denselben  den  Meridian  PS^'O"  zu  legen,  welcher  den  Aequator  in  0"  schneidet. 
Es  ist  dann  der  Winkel  am  Pol  OPS'  oder  OPO",  welchen  der  Meridian  des  Sternes 
mit  dem  Meridian  des  Aequinoctiums  bildet,  oder  auch  der  Bogen  des  Aequators  0  0", 
der  iliisem  Winkel  entspricht,  die  Rectascension,  der  Bogen  0" S'  aber  der  Absland 
vom  .\equalor,  d.  h.  die  Declination  «les  Sternes  S". 

Bisweilen  ist  es  von  Vortheil,  das  System  der  Längen  und  Breiten  anzuwenden, 
weil  für  das>elbe  die  Erdbahn  oder  Ekliptik  die  Fundanienlalebeiie  bildet.  Da« 
Frühliiigiiäquinoctiura    bildet    den    Ausgangspunkt    der   Zählung   der   Längen,    welche    in 
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diesem  Systeme  den  Rectaseensionen  entsprechen.  Die  Zählungsrichtung  ist  die  näm- 
liche; in  Folge  dessen  nimmt  die  Länge  der  Sonne  bei  ihrer  scheinbaren  Bewegung  in 
der   Ekliptik    immer    zu.      Betrachtet    man    beide    Fundameutalebeuen    vom    nördlichen 

Theile  des  Himmels  aus, 
so  sind  in  beiden  die 
Zählungsrichtungen  der 
eines  Uhrzifferblattes  ent- 
gegengesetzt. Beide  Sy- 
steme gehen  durch  Ver- 
tauschung der  Pole  in 
einander  über.  Sei  in 
Fig.  11  ^OZ  die  EkUptik, 
welche  durch  das  Früh- 
lingsäquinoctium  0  hin- 
durchgeht. Verbinden  wir 
ihren  Nordpol  jj  mit  dem 
Sterne  S"  durch  den 
grössten  Kreis  pS",  wel- 
cher die  Ekliptik  im 
Punkte  q  schneidet,  und 
mit  dem  Aequiuoctium  0  dnrch  p  0,  dann  ist  die  Länge  von  S"  der  Winkel  Op  S"  oder 
Opq  oder  der  Bogen  Og  der  Ekhptik,  die  Breite  von  S"  aber  der  Bogen  S"  q. 

Die  Aufgabe,  von  gegebener  Rectascension  «  imd  Declination  d  auf  die  Länge  A 
und  die  Breite  ß,  und  umgekehrt,  von  gegebenem  X  und  ß  auf  «  und  d  überzugehen, 
kommt  in  der  Bahnbestimmung  häufig  vor,  da  «  und  8  dmxh  die  Beobachtimgen 
geo-eben  werden,  während  man  die  Bahnelemente  auf  die  Ekliptik  bezieht.  Bekannt 
sein  muss  dabei  der  Winkel  zwischen  den  beiden  Fimdamentalebenen ,  Aequator  und 
Ekliptik,  oder,  was  dasselbe,  deren  beiden  Polen,  die  sogenannte  Schiefe  der  Ekliptik  s 
(in  Ficr.  11  KOQ).  Die  Sonne  durchläuft  scheinbar  in  einem  Jahre  einmal  die  Ekliptik, 
wobei  sie  einen  Bogen  von  180°  über  dem  Aequator  mid  einen  ebensolchen  unter  ihm 
beschreibt.  Zur  Zeit  der  Solstitieu,  wo  sie  am  höchsten  und  tiefsten  steht,  befindet  sie 
sich  gerade  in  der  ^Mitte  dieses  Bogens.  Es  ist  daher  die  Schiefe  der  Ekliptik  gleich 
der  Declination  desjenigen  auf  ihr  gelegenen  Punktes,  der  die  Länge  90"  hat,  also 
eine  durch  Messung  bestimmbare  Grösse. 

Seien  a,  h,  c  die  Seiten  eines  sphärischen  Dreieckes,  Ä,  B,  C  die  ihnen  gegenüber- 
liegenden Winkel,  so  sind  die  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie: 

cos a  ^  cosh cos c  -|-  sin h sin ccos ä] 


sin  a  sin  B  =  sin  h  sin  Ä 

sin  a  cos  B  =  cosh  siti  c  — •  sin  hcosccos  A 


(1) 


welche  durch  Eiuführuug  der  Relationen 

cosi  =  mcosM 
sinhcosA  =  nisinM 

in  die  folgende«,  für  die  logarithmische  Rechnung  bequemeren  übergehen: 

cos  a  =  m  cos  (c  —  M)  | 

sin  a  sin  B  =^  sin  b  sin  Ä  , (2) 

sin  acosB  =  m  sin  (c  —  -1/)  J 

Man  pflegt  hiei-bei  JLf  so  zu  bestimmen,  dass  m  positiv  ist,  wodurch  jede  Zweideutigkeit 
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wupfillt      An    SU'llo   (li(>i<ur    Forniolii    kann    man    aurli  diu  aiiit  iliiiuu  rcBultircMuluD  Tan- 
t'uutiulf uriiielii  uu wvudcii : 

lg  M  z7=   IgbcosA 

Ig  A  Stil  M 
sin  (c  —  M } 


tgli 


cos  B 


(3) 


Hicrhri  ist  fs  ulcichgüiti«;,  wi'li-lii-ii  der  bci<k'n  WiTtlii.-  von  'M  man  wäiilt;  man  muH8 
•»ich  hIht  hüten,  a  nnd  li  um  180»  fulsuh  7.u  bi'StininR'n.  Dies  gcschii'ht  am  einfachNtL-u, 
indem   man   sii-h  die   helreffcnden   I^gen   auf  der  S|(häre   vergegenwärtigt. 

Wendet  man  diese  VorseJiriften  auf  du«  fundamentale  Dreieck  pI'S"'  zwischen  dem 
StiTiie,  dem  l'ole  des  Aequatura  und  dem  der  Eklijitik  an,  so  erhillt  man  unmittelhar 
die  Formeln,  welche  bei  gegebenem  «  und  8  die  Grössen  X  und  ß  ergeben: 


1)  cosßcosX  =  coaieosu  I 

2)  cosß$ini.  =  cos  d  sin  u  cos  e  -\-  sind  sin  t  . 

3)  sin  ß    =  —  cosd  sin  a  sin  t  +  sin  d  cos  t  \ 


(4) 


oder  bei  Hinfülirung  von 

JUsin  N  =  sind  | 

M  cos  N  =  cosö  sin  «  | 
die  der  Hecbnung  zu  Grunde  zu  legenden  Tangeulialformeln: 

sin  a 

cos  (N  —  e)  tg  u 


{^) 


igy  = 


tgi. 


(6) 


wobei    sich    cli( 


cosN 
tg  ß  =  tg  {N  —  t)  sin  l 

Ciintrulformel  durch  Division  von 

cos  ß  sin  k  =  M  cos  (N  —  e) 
cos  S  sin  a  =:  McosN 


i-rgiebt,  nämlich 


cos  ß  sin  i.  cos  (iV  —  f ) 

cos  6  sin  u  cos  N 


(7) 


Da  ß  immer  zwischen  —  90'  und  +  90»  liegt,  so  ist  ein  Irrlhum  bei  iler  Hestinimuug 
dieser  Grösse  nicht  möglich;  A  liegt  immer  in  der  Nähe  von  ct.  Der  Winkel  am 
Sterne,  tf.',  folgt  durch  Division  der  beiden  Gleichungen 

cos  ß  sin  4i  =  cosu  sin  e  | 

cos  ß  cos  il>  =  cos  (  cos  d  -)-  sin  e  sin  Ö  sin  «  ) 


(S) 


Ffir   die  T^ösung  der  uingekeiirten  Aufgabe,    aus  gegebener  Länge  X  und   Hreite  ß 
die  lieclasoension  a  und  Dedination  Ö  zu  linden,  ergiebt  dasselbe  Dreieck: 


1 )  cos  ö  cos  a  =  cosß  cos  X 

2)  cosd  sin  «  =  cosß  sin  X  cos  e  —  sin  ß  sin  s 

3)  sin  Ö  =  cos  ß  sin  X  sin  £  -f  sin  ßcus  f  ^ 
also,  weim  man  wieder 

MsinN  =  sinß 
M  cos  iV  =  cos  ß  sin  X 
setzt,  die  definitiven   nechcnf omielu : 

K  linkoTfuo,  TheorctiKhe  Atlronomi«. 


(9) 
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tgN  = 


tgß 

sin  A 

,  cos(N  +  f)  ,    j 

tgct  =  — ^^ r- — -  tg  l 

^  cosN        -^ 

fgd  =  fg{N  -\-  s)  sin  u 

cos  d  sin  iJ  =  cos  k  sin  s 

cos  ö  cosil>  ==  cos  scos  ß  —  sin  s  sin  ß  sin  A 


(10) 


mit  der  Coutrole: 


cos(N  —  s)  cosSshi»  Q|N 

cos  N  cos  ß  sin  X 

Doch  existirt  noch  eine  sicherere  Controle  für  beide  Transformationen,  die  im  Jahre 
1878  durch  Tietjen  im  Berliner  Jahrbuche  mitgetheilt  worden  ist.  Man  erhält  sie 
höchst  einfach,  indem  man  die  erste  und  zweite  Gleichung  des  Systemes  (4)  bezüglich 
mit  —  siyi «  und  ~\-  cos «  multiplicii't  und  dann  die  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen 
unter  Berücksichtigung  der  Substitution 


1   —  coss 


2 


sin  £  =  2  sin  —  cos  -^ 

sowie  der  schon  für  M  und  N  angeführten  Relationen  (5)  addirt.     So  resultirt  die  erste 
von  Tietjen  aufgestellte  Controlf ormel : 


sin(k  —  os)  =  2  M  sec  ß  cos  K  sin  —  sin  (iV  —  — 


(12) 


Die    zweite    ergiebt   sich    durch  Subtraction    der    dritten  Gleichung  im   System  (4)    und 
von  Gleichung  (9)  unter  Berücksichtigung  der  Relationen 

sin  Xcos  ß  =  Mcos  (iV  —  t) 
sin  a  cos  d  =  McosN; 


femer: 


2  cos- 


1  +  cose 

sin  £  =  2  sin    -^  cos 


schliesslich: 


sin  d  —  sin  ß  =  2  sin 


ß  ..J  +  ß. 


S  +  ß 
Msec  — ~^  sin 


(--I) 


(13) 


Je  nachdem  man  das  Centrum  der  Sphäre  oder  den  Standpunkt  des  Beob- 
achters und  den  Nullpunkt  des  Systemes  iu  den  Mittelpunkt  der  Sonne  oder  der 
Erde  verlegt  denkt,  imterscheidet  mau  zwischen  dem  heliocentrischen  und  dem 
geocentrischen  Ort  eines  Gestii-nes.  Verbindet  man  den  Ort  eines  Gestirnes  im 
Räume  (d.  h.  hier  immer  den  Ort  seines  Schwerpunktes)  mit  dem  Älittelpunkte  der 
Sonne ,  und  projiclrt  diese  Verbindungslinie ,  den  Radius  vector  des  Gestirnes ,  durch 
Fällung  eines  Perpendikels  recht-ninklig  auf  die  Ekliptik,  so  ist  derWiukel,  welchen  der 
projicirte  Radius  vector  mit  der  durch  die  Sonne  gelegten  Linie  des  Frühlingsäquinoctiums 
macht,  ebenfalls  die  heliocentrisohe  Länge,  der  Winkel  zwischen  dem  Radius  vector 
und  seiner  Projection  die  heliocentrisohe  Breite.  Werden  dieselben  Operationen 
mit   der  Verbindungslinie   zwischen   Gestirn   und  Erde  vorgenommen,  so  erhält  man  die 
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Moi^cimiiMt«*  i-urtirtc   Dihtnn/.,  ilic  ;;foc)Mit  rist'ln-   liUii};c   iiii<l  c|i(<  ^<>ofr  ii  I  r  i  «olic 
Uri-ito.      l'in    ilifsc  l'nijfftioii    «lein   I^vsi-r   «IfiitlioliiT   r.»  iiinrlii'ii,   Ht-i  in   Vig.   12  ilurch 


Ki«r.  12. 


»Ia.<*  (Sfdlirn  s  fiiic  Kiiijfl  tfrlr^t,  (Irmi  Mitt<'l|iiiiikt 
(>  iHi'  SiiiiiH-  ist  iiml  \v»'li-lu'  von  <1«t  Kkliptik  in 
<U-m  t;ri>ssU'n  Kri-iHc  Kl'K  ;;('Sfliiiiltcii  \\ir<l.  N'mi 
s  fiillf  ninii  r.iir  KIk-iu'  iIit  Kkliptik  ihis  1'«t|h'ii- 
•likcl  sj)  iiiiil  vrrUintji'ri'  ilio  Linio  Op,  liis  ^il•  den 
Uriiüstfii  Kri'is  A't'Ä  im  Piiiiku-  (/  !ioliiiei<lc-t.  Ks  i.st 
ihiiiii  >•</  ein  i>i)i;«-ii  i'iiu'S  gegen  die  Kkliptik  scnk- 
reoliten  iiinl  deinnafh  diireli  «leii  Pol  P  jjfhi'iiden 
gröwiU'U  Kreises  und  stellt  die  helioei-ntrisclip  Hreite 
des  (lestirnes  vor.  Ist  OC  die  Ijinie  oder  lÜclitnng 
des  Friildin<rsä<|ninootiiinis,  so  stellt  der  Winkel  CO}) 
iwler   C(fq  <Ue  heliocentrisclie  Länge   von  s  vor. 

Wenn  anstatt  der  Sonne  die  Erde  in  den  Mittel- 
|iimkt   0    gesetzt    und    die    Kntferimng  des  (iestirnes   von    der  Krde  zilin   Ilalhniesser  ge- 
wiiidt  wird,  so  lii-fi-rt  eine  ähnliche  l'onstruetion  die  geocentrisehe  lireite  und  Länge. 

In  Beziehung  auf  die  Richtung,  in  welcher  die  Ijängen  gezählt  werden,  verdient 
noch  Krwähining,  das«  sie  mit  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde  um  die  Sonne 
zusammenfällt.  Desgleichen  nehmen  die  Rectaseensionen  in  demsell^en  Sinne  zu,  in 
Welchem  auch  ilie   Rotation  der  Erde  geschieht. 

Will  man  anstatt  der  Polarcoordinaten  rechtwinklige  einführen,  so  ist  es  üblich, 
eine  «ler  beiden  Fundamentalebenen,  den  Ae<|uator  oder  die  Ekli]>tik,  als  Ebene  der 
X,  y  untl  darin  die  Linie  des  Frühlingsäfiuinoctiums  als  Axe  der  x  zu  wählen.  Leicht 
ist  dann  unter  Wieilerholung  der  eben  angegebenen  Operationen  zu  sehen,  dass  sowohl 
X  als  y,  welche  zu  gegebenen  Polarcoordinaten  gehören,  diu-ch  eine  doppelte  Projectiou 
des  Radius  erhalten  werden,  die  Coordinate  x  nämlich  dadm'ch,  dass  die  Projection  des 
Radius  in  iler  Fundameutalebenc  durch  P^ällung  eines  Peq)endikels  auf  die  Axe  der  x 
projicirt  wird,  y  aber  durch  Projection  zur  y-Axe.  Da  nun  ausserdem  die  Coordinate 
:  offenbar  gleich  dem  vom  Orte  des  Gestirnes  auf  die  Fuiulamentalebene  gefällten 
Projectionsperjiendikel  ist,  so  ergeben  sich  die  folgemlen,  häutig  angewandten  Formeln 
zwi.schen  den  geocentrischen  rechtwinkligen  (.'oorilinaten  |,  j;,  J;  nn^l  den  drei  Polar- 
coordinaten  p,  A,  ß: 

I  =rr  p  CO,,-  ß  ros  A  I 
f]  =  g  cos  ß  siii  A  . 
I  =  Qsmß  I 

Wollt!  g  die  Difitanz  von  der  Erde,  A  und  ß  beziehungsweise  die  geocentrisehe  Länge 
und    IJreite   vorstellen. 

Ist  die   Fnn<lnnientalebene  der  Aecpiator,  so  ist: 

I'  =  p  cog  ö  cos  «  I 
ij'  ^  p  cos  d  sin  «  I 
5'  =  gsiiiö  I 

Die  Formeln,  welche  den  Feliergang  vom  geocentrischen  ( )rte  auf  den  heliocentrischen 
liewerkstelligen  und  umgekehrt,  wenlen  in  der  folgenden  Vorlesimg  ihren  passenden 
Platz  tindeii. 

Hier  wiilbii  wir  nur  noch  im  AnM'hluj-s  an  Oppolzer  die  Transformation  der 
Bnhnlage  durchführen  und  zunächst  die  Aufgabe  lösen,  wenn  die  Elemente  der  Hahn- 
lage   Q,  I,  u    bezüglich    clcr    Ekliptik    gegeben    sind,    daraus    die    analogen   Elemente 

8* 


(U) 


(15) 
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ß',  /',  co'  iu  Bezug  auf  ileu  Aequator  zu  finden'.  Die  Anwendung  der  Gauss'- 
schcn  Analogien  auf  das  fundamentale  sphärisclie  Dreieck,  welches  von  Ekliptik,  Aequator 
und  l'lanetenbaliu  gebildet  wii-d,  giebt  diese  Lösung  unmittelbar.  Bezeichnen  wii-  mit  d 
die  dem  "Winkel  £,  d.  h.  die  der  Schiefe  der  Ekliptik  gegenüberliegende  Seite  dieses 
sphärischen  Dreiecks,  so  hat  mau 

cos  1/2  i'  sin  V2  (ß'  +  d)  =  '■"*'  V2  ('  —  *)  ^'"  Va  ^ 
cos  1/2''  fo-s'/aCft'  +  f')  '=  wsVüC'  +  e)cos^/iSi 
sin  Vä  ('  sin  1/2(0.'  —  d)  =  sin  V2  ('  —  i)sin  i'a  ß 
sin  V'a  ''  fös  1/4(0'  —  (?)  =  sin  V2  (''  +  ^)  cos  V2  ^^  , 


(16) 


und   weiter 


co'  ^=  CO  -\-  d 

■Jt'  =  co'  -^    _Q '. 


>\.ls  C'oiitrolfornieln   ergeben  sich  aus  <lenisellien   Dreieck  die  folgenden: 

sin  i'  cos  Ol '  =  sin  £  cos  i  -\-  cos  s  sin  i  cos  Q> 
sin  i'  sin  Sl '  =  sin  i  sin  ß 

cos  i'  =  cos  B  cos  i  —  sin  e  sin  i  tosQ, 
sin  i'  cos  d  =  coss  sin  i  -\-  sin  £  cos  i  cos  Sl 

sin  i'  sin  d  =:  sin  £  sin  :; 

oder,  wenn   man  zur  Abkürzung: 

sin  i  cos  (ß  =  sin  a  sin  A 
cos  i  =  sin  a  cos  A 
sin  i  =  sin  h  sin  B 

cos  i  cos  So  =  sin  h  cos  B 


(17) 


setzt,  einfacher 


lud 


sin  i'  cos  Q>'  =  sin  a  sin  (^A  -j-  £) 
sin  i' sin  Q>'  =  sini  sin  ß 

sin i' cos d  =  sinbsin(B  -\-  f) 
sin  i'  sin  d  =^  sin  £  sin  ß 

cos  i'  =  sin  a  cos  (A  -\-  f ) 
o'  =  ö  -|-  rf 

7t'  =   co'    -\~    ß' 


(18) 


1    mithin   kein 


ihi    stets    /'  <^   180",    so    ist    sin^^'.ji',    cos '  2 /'    und    sini'    stets    positiv 
Zweifel  über  die  Waiil  des  Quadranten  möglich. 

Zur  Illustration  dieser  Formeln  soll  die  Yerwamlhuig  der  auf  die  Ekliptik  be- 
zogeneu Elemente  des  Kometen  III  1862  iu  solche,  die  sich  a\if  den  ^Ve(puitor  beziehen, 
nach  Opj)olzer  durchgeführt  werden.     Es  ist: 

a  =  137')27'1U".0-J 
/  =r  113  34  1-2  ,24 
0)  =  152  45  37  ,82 
;r  =  2I}(»  12  47  ,84. 


lil 


l>:iii:icli   «T^iclil  Solu'inii   I: 


','• 

56»  47'    6".  12 

"«* 

1 1   43  4.'(  .06 

'i('- 

45     3  23  ,0(; 

'/,(.•  + 

68  30  49  .is 

•/,ß 

68  43  3ö  ,01 

"t('- 

9,8490570 

';,ß 

9,9693499 

' ..  ('  - 

9,8499121 

9,5638125 

\i  '■ 

9,5596936 

",(•■  + 

9,96S71s7 

9,869  7916 

9,8270815 
47"  48' 46".  1(1 

cos  '  j  i'sin  Vifft'  +  «0      9,8l840(i9 
sin  o.l.  r««'/,(ft,'  -f  d)     9,9913254 


.(Q' 

,  (  '■  ' 


9,1235061 
78<'35'10",»7 


.s/(i  \^i'sin  Vj(ii'  —  «')  '  9,8192620 

.s(;i   Oll.  ros\'f{9/  —  d)  9.94!  14 70  1 

sin  '/a''t">'  i(^<''  —  <0  9,52H4123 

1  .,  ( C;'  —  d)  62»  53'  38",25 

d 


ft' 


15«41'32",72 
152  45  37  ,82 


141»28'49",22 

95  37  32  ,20 

168  27  10  ,54 

.309  55  59  ,76 


i>i-i    Aiiwriiilmiir  ili'>  zweiten    KvchoiiM'lK'inas  li:it    in:it 


sin  l 
sin  ft 

S(/l  » 

ros  Q 
cosi 

9,5999538 
9,8300736 
9,9621664 
9,8673026, 
9,601 919  1„ 

ros{A  -^   i) 

sin  a 

sin{A  +  s) 

s-in  i'cosSi' 

sin  od.  cos  Si' 

sin  i'  sin  Sl' 

sin  i' 

9,09  (i  60.1 '.»,. 

9,8947438 

9,9965851,. 

9,8913289.. 

9,8934258,. 

9,7922400 

9,9979031 

in  od.  cosA 
sin  a  sin  A 

9,9347252, 
9,8294690, 
239»  22'    r 
262  4;i  27 

.3.'» 
.47 

A 

(A  +  e) 

sin  {B  +   0 

sin  b 

sin  /'  cos  d 

sin  od.  cosd 

sin  i'  sin  d 

d 

ca 

sin  i' 

cos  l" 

9,997  H92  8 
9,9835137 
9,9814065 
9,9835034 
9,4300274 

15''4r32",74 
152  45  37.82 

sin  b  ros  B 

n  ml.  ros  B 

B 

11    ■    f 

9,469221  7 

9,978652  7 

72»  10' 56' 

95  38  22 

.04 
,16 

i' 
a' 

-t' 

141»  28' 49' 

95  37  32 

168  27  K» 

309  55  59 

,21 

,24 
.56 
i7~ 

9,9979031 
8,991349  7,, 

/'   95  37  32  ,24  '"* '"  ^v'!^  1349  7,, 

oj'  168  27  K»  .56 
.t'  309  55  59  ,77 

Siii'l   iimi.'ekelirl  ilii'  .Vi'i|iiiit()ri':ili'U'mi'lite   licvclicii   iiml  ihiniiis   ilie  Ekliiitii'.ili'lemolitc 
/.ii   liiTi'i-liiK'ii,  hii  folijt  analog  aus  unserem  Fundanientaldreieek: 

•M»  Vi  i  sin  \,  (  ft  +  d)  =  sin  '/,  (*'  +  f )  sin  ',  j  ft '  1 

sin  '/,  i  cos  Vi  ( ft  +  d)  =  sin  '/»  (/'  —  s)  cos  '/a  *•  ^ '  I  / 1  ■  n 

cos  V»  « »'»» '/j  ( ft  —  d)  ^=  cos  Vj  (i'  +  e)  sin  '/,  S' '  1 

tos  ")  •  cos  Vs  (ß  —  ^)  ^  <^s  Vj  (/'  —  t)  cos  Vi  ff '  I 

uml    e)ieiifall>  O  =  0)'  —  d 

-T  =r  0)    -j-    ß. 
Oller  die  andere   Ki>rnieljirii|iiie; 
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si)i  a' sin  A'  =  siu  i' cos  Q' 

sin  a!  cos  A'  =  cos  i' 

sin  h'  sin  B'  =  sin  i' 

sin  b'  cos  B'  =  cos  i'  cos  ß' 

sin  i  sin  Q>  =  sin  i'  sin  ß' 

sin  i  cos  ß  =  sin  a'  {A'  —  f ) 

]):is  0]>  jpol  zer'iächc  eben  behandelte  Beisj 
a'  =  141«28'49",21 
/'  =     95  37  32  ,22 

ist,  uach  deu  erstercu  Formeln: 


sin  i  sin  d  :==  sin  e  sin  ß' 

sin  i  cos  d  =  sinh'sin{B'  —  f) 

cos  i  =  sin  a'  cos  (A'  —  f) 

w  =  co'  —  d 

n  =  a  -\-  ^ 

lel   wiril  jetzt,  indem : 
üj'  =   168  27  lO",;'):) 
n'  =  309  55  59  ,70 


20) 


V2'' 

47''48'46",11 
11  43  43  ,06 
59  32  29  ,17 
36     5    3  ,05 
70  44  24  ,61 

sin\/2(i'  -\-  a) 

sin  1/2  ft' 

cos\',(:i'  +  i) 

9,9355053 
9,9749869 
9,704935  3 

sin  V2  (i'  —  b) 

cos  1/2  ft' 

cos  V2  0'  —  «) 

9,7700956 
9,5183199 
9,9074933 

sm  1/2  i 
cos  V2 «' 

'/2  » 

9,9225289 
9,7386076 
56»47'6",r2 

sinyoisin\'.,{Sl  +  dj 

9,9104922 

sin  od.  cos  V2  (  ^  +  ä) 

9,9879633 

siii^/iCOs^/ii^  +  d) 

9,2884155 

V2(ß  +  d) 

76«34'21",37 

cos  1/2  *  s/»  Vs  (^  —  d) 

9,679922  2 

sin  od.  cos  Vs  (^  —  ^0 

9,9413146 

cos  Vä  i  cos  1/2  (ft  —  d) 

9,4258132 

1/2  (ft  -(0 

60»52'48",67 

d 

15»41'32",70 

Oj' 

168  27  10  ,55 

ß 

137<'27'10",04 

i 

113  34  12  ,24 

CO 

152  45  37  ,85 

n 

290  12  47  ,89 

Die  Anwendung  der  zweiten  Formelgnippe  giebt: 


sin  e 

9,5999538 

sin  Q>' 

9,7943369 

sin  i' 

9,9979032 

cosSl' 

9,8934258,, 

cosi' 

8,991349  5,. 

sin  od.  cosA' 

9,9965851« 

sin  a'  sin  A! 

9,8913290,, 

A' 

262''49'27",49 

{A'  -  s) 

239  22     1  ,37 

sin  1)'  cos  B' 

8,884775  3 

sin  od.  cos  B' 

9,9987141 

B' 

85"  35'  35",02 

B'  —  i 

62     8    8  ,90 

ß 

137»27'10",00 

i 

113  34  12  ,26 

CO 

152  45  37  ,81 

TT 

290  12  47  ,81 

cosiA'  —  t) 

9,707175  2,, 

sin  a' 

9,8947439 

sin  (A'  —  e) 

,9,934725  2,, 

sin  i  cos  Q> 

9,8294691,, 

sin  od.  cos  Si 

9,8673026,, 

sin  i  sin  Q, 

9,792  240 1 

sin  i 

9,962166  5 

sin{B'  —  e) 

9,9464807 

sin  h' 

9,9991891 

sin  i cos  d 

9,9456698 

sin  od.  cosd 

9,9835034 

sin  i  sin  d 

9,3942907 

d 

15"41'.32",74 

a' 

168  27  10  ,55 

sin  i 

9,9621664 

cosi 

9,6019191,. 
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Zehnte  Vorlesung. 

Die  IVivcliiiun«!:  il<'r  holioct'iitnschpn  Coonlinaton  uns  ilcii 
Kt'lili'r'st'hc'U  Kli'iiK'iitt'ii '). 

Während  die  Bostimiuuug  der  wahren  Anoiu.tlio  t'  für  jedo  der  drei  Gattungen 
von  KegelscliMilten,  für  die  Kllijise,  die  Parabel,  die  Hyperbel,  wio  wir  gesehen,  nach 
bcBouderen  Furinelu  ausgeführt  wird,  sind  dagegen  die  gebräuchlichsten  VorBoLrifteu  für 
diu  Hereohnung  der  holiocenlrisohen  Cunidinaten 
X,  y,  r  »US  v  und  dem  zugehörigen  Itadius  veetor 
r  in  V'erbinilung  mit  den  drei  Klenieuteu  der 
Hahnlage   il,  i,  n  allen  genieinscbaftlich. 

E«  sei  (Fig.  13)  Op  die  gegen  die  Ebene  des 
Papiers  senkrecht  gedachte  Ebene  der  Erdbahn, 
Xr  die  dieselbe  in  Q,  unter  dem  Winkel  i  schnei- 
<lende  Huhuebene  eines  in  der  Kichtung  des  Pfeiles 
bewegten  Gestirnes,  dessen  Perihel  in  n  liegt.    Ist      '  '' 

ferner  I'p  ein  Stück  eines  durch  den  Radius  veetor  des  Planeten  gelegten  und  zur  Ekliptik 
senkrechten  grossteii  Kreises,  so  gelten  für  das  rechtwinklige  sphäi-ische  Dreieck  diFp, 
welches  seiue  Ecke  im  Mittelpunkte  der  Sonne  hat,  die  folgenden  Gleichungen: 

sin  I'p  ^=  sin  i  sin  ftP=  sin  i  sin  (ii  ;r  -|-  wP) 
tg  Slp  =  cos  Hg  SiP  ^=  cos  i  tg  (ft  x  -\-  nP). 
Offenbar  ist  aber  der  Bogen  Pp  nichts  anderes,  als  die  heliocentrische  Breite,  nl'  aber 
die  wahre  Anomalie  des  Planeten.  Ist  ferner  noch  0  der  Ort  des  Frühlingsäquinoctiums, 
BD  wird  ilp  -\-  0  9>  die  heliocentrische  Länge  des  Planeten.  Bezeichnen  wii-  diese 
letztere  mit  f,  die  Breite  mit  b,  so  haben  wir  unter  Anwendung  der  schou  bekannten 
gewöhnlichen  Bezeichnung 

sin  b  =  sin  i  sin  (st  —  Q,  -\-  ^) 
tg{l  —  Sl)  =  cositg{n  —  ft  +  v). 
Die  Grösse  n  —  Ai  -\-  v  nennt  man  auch  das  Argument  der  Breite  (cf.  ?.  25). 
Für  die  richtige  Wahl  der  Quadranten  bei  numerischen  liechnungeu  nach  diesen  Formeln 
ist  es  nothig,  sich  zu  merken,  dass  J  —  Sl  und  das  Argument  der  Breite  stets  in  dem- 
selben Quadranten  liegen,  da  beide  Grössen  gleichzeitig  die  Grenzen  der  Quailranteu  0", 
90',  180°  u.  B.  w.  erreichen.  Es  ergeben  dann  I,  h  und  der  Radius  veetor  r  die  recht- 
winkligen helioceutrischen  Coordinaten  nach  den  Formeln : 

X  =  rcosbcosl,  y  ^  rcosbsinl,  e  =  rsinb. 

Um  aus  den  geocenti'ischen  Coordinaten  die  helioceutrischen  desselben  Systemes 
herzuleiten,  hat  man  nur  nöthig,  zu  den  ersteren  die  heliocentrischen  Coordinaten  der  Erde 
zu  addircn.  Sind  x,  y,  e  die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Gestii-nes,  -Y,  J,  Z  die 
der  Erde,  so  bestehen  also  die  Gleichungen : 


')  Für  die  in  dieser  Vorleiang  (S.  65)  auftrotonJon  Gauss'achen  Constanten  für  den  Acquator 
hat  Brendel  eine  neue  sehr  praktische  Definition  gefunden  und  im  4.  Capitel  des  lY.  Theilea 
seiner  ^Theorie  der  kleinen  J'lanelen"  (vergl.  Vorbemerkungen  rur  3.  Ausgabe  des  vorliegenden 
Werke«,  S.  XV)  auf  3.  2S  und  29  gegeben,  indem  er  statt  der  alten  Gauss'schon  Constanten  A,  a, 
B,  b,  C,  c  andere,  l>cquemere  eingeführt,  die  eine  schärfere  Rechnung  gestatten;  eine  Ido«,  die 
BreudeTs  Schüler   Rnda  in  Nr.  4429  der  Ästron.  Nachrichten  gleichfalls  behandelt  bat. 
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X  —  X  =  Q  cos  ßcosX 

y  —   r  =  p  cos  /3  sin  A 

z  —  Z  =  Qsinß. 
Die  astroiiomischeu  Jahrbücher  liefern  die  Sonnencoordinaten  X,  Y,  Z,  d.  h. 
die  heliocentrischeu  Erdeoordüiaten  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  auf  den  Aequator 
gezogen,  für  jeden  Tag  des  Jahres.  Mau  sieht  hiermit  die  Berechnung  des  geocen- 
trischen  Ortes,  wie  ihn  eine  Ephemeride  geben  soll,  in  der  einfachsten  Weise  auf  die 
Berechnimg  der  heliocentrischen  Coordinateu  zurückgeführt. 

Bedeuten  nun  L  und  E  beziehungsweise  Länge  und  Radius  vector  der  Erde, 
A,  ß,  Q  die  geocentrischeu  Coonliuaten  des  Gestirnes,  so  hat  mau,  da  hier  X  =  BcosL, 
Y  ^^  E  sin  L,  Z  =  0  zu  setzen  ist : 

Q  cos  ßcosX  =  r  cos  bcosl  —  i?  cos  L  1 

Q  cos  ß  sink  =  rcoshsinl  —  R  sin  Li (1) 

Q  sin  ß  =  r  sin  b  ] 

Der  Bereclmuug  der  geocentrischen  Länge  und  Breite  kann  man  noch  eine  andere 
Gestalt  geben.  Wenn  man  alle  Längen  nicht  auf  das  Frühlingsäquinoctiura ,  sondern 
auf  den  aufsteigenden  Knoten  bezieht,  was  selbstverständlich  dann  auch  mit  der  Länge 
der  Erde  geschehen  muss,  so  erhält  man  schliesslich  die  geocentrische  Länge  selbst  um 
den  Betrag  von  ß  veiTingert. 
So  findet  man : 

Qcosßcos{X  —  ft)  =  rcoshcosQ  —  Q<)  —  Bcos(L  —  ß)j 

Qcosßsin(l —  Sl)  =  rcoshsinQ —  Q,)  —  I{sin{L —  ft)  i  •     •     *     *     (2) 

Q  sin  ß  =  r  sin  b  | 

Ein  kleiner  Vortheil  dieser  Form  besteht  darin,  dass  sich  die  Coordinaten  x,  y,  e 
einfacher  ausdrücken  lassen,  wenn  die  Linie  des  aufsteigenden  luiotens  der  Bahn  in  der 
Ekliptik  als  Axe  der  X  gewählt  wird.  Man  braucht  daim,  um  x  zu  erhalten,  nur  durch 
das  Gestüu  ein  Perpendikel  zu  fällen,  durch  welches  der  Radius  vector  auf  jene  Axc 
projicirt  wird;  da  der  Winkel  der  Projection  hier  dem  Ai'gumente  der  Breite  n  —  ß -)- v 

gleich  wird,  so  hat  man 

X  =^  rcosin  —  Si  -\-  v). 

Da  ausserdem  schon  nach  dem  Vorhei-geheuden  z  =  rsinis!n{7i  —  Si  -\-  v)  gefunden 
w  ird,  auch  nothwendig  x'^  -{-  y'^  -\-  g"^  =  r%  und  y  für  die  beiden  ersten  Quadi-anten  von 
jT  —  ft   -)"  ^  positiv  werden  muss,  so  gelten  für  x,  y,  z  die  einfacheren  Ausdrücke: 

a;  =  »cos (JT  —  ft   -(-  v)  ] 

y  ^=  r  cos  i  sin  (tz  —  ft   +  u)  ^ (3) 

g  ::=  r  sin  i  sin  (n  —  Q,  -\-  v)\ 

Ueberhaupt  aber  sind  die  Formelsysteme  (1)  und  (2)  nur  für  die  Berechnung 
vereinzelter  geocentrischer  Oerter  zu  empfehlen. 

Für  die  Berechnung  einer  ganzen  Reihe  von  Oertern  lohnt  es  sich,  die  unter  dem 
Namen  der  Gauss'schen  Constanten  für  den  Aequator  bekannten  Hülfsgrössen  zu 
berechnen,  dm-ch  deren  Einführung  nicht  nur  die  Ai-beit  sehr  abgekürzt,  sondern  auch 
die  Oerter  in  der  füi-  solche  Zwecke  passenderen  Form  der  Rectascension  und  Decliuation 
erhalten  werden.  Bequeme  Ausdrücke  für  die  Gauss'schen  Constanten  erhält  mau 
leicht  durch  folgende  Operationen:  Wh-  denken  uns  zuerst  die  Coordinaten  auf  die 
Ekliptik  und  die  KnotenUnie  als  X-Axe  bezogen,  und  suchen,  imter  Anwendung  be- 
kannter Trausf ormatiousf ormeln ,  aus  diesen  Coordinaten,  d.  h.  den  Coordinaten  x,  y,  e 
der  Formel  (3),  die  auf  die  Ekliptik  und  das  Frühlingsäqumoctium  als  i-Axe  bezogenen 
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(i) 


im  Kol-^j'iiik'n  mit  x',  i/',  r'  bczoii-liiietcii  Coordinaton  hci-ziiloitcii.  Da«  r.wciUs  Coordinaton- 
H)-tiU-m  unttiU'lit  nu«  iK-m  ersterüii  «liiroh  oiiie  Dreliuiiy  um  dio  ^i-muinschaflliclii*  ^-Axu,  den 
l'ol  diT  Ekliptik.  Nuch  dorn  1)t>k!Uiiitvii  Satzo  der  CoordiiiutoiitruiiMforinatiuu,  dan8  jede 
diT  drt'i  m-iifii  Courdinateii  gleich  der  Siimmo  dor  Projeclionon  der  altcu  Coordinutcn 
auf  diu  neue  Axe  ist.,  hat  man  sofort 

x'  =  xcos  Sl  —  ysin  Sl 

y'  =r  xsmQ,  +  ywsSi 

if  =  t. 

Duroll    eine    zweite   ähnlioho    Drehung   dos    iicuon  Systemcs    um    seine  X-Axo,  d.  h.  tun 

da.H  I''rühliiit;Mai|uinoi-tium,    wird    man    das  System    des   Ae'iuators    mit   dei-sellteu  A'-Axc 

irhaltin. 

N'cimen   wir  die  dui°auf  bezüglichen  C'oordiiiaten  x",  y",  *",  so  orgieht  sich: 
x"  ■=^  J  ■=  X  coi  £l  —  y  sin  Sl 

y"  =  y'  cost  —  e'  sin  s  =  x  sin  Sicos  e  -f-  ycosSicosB  —  e  sin  s 
t"  =  y  sin  t  -\-  e'  cos  i  :=  x  sin  Sl  sin  e  -\-  ycosSi  sin  £  -\-  ecos  f , 
worin  i  die  Schiefe  der  Ekliptik  vorstellt. 

Setzt  man  hier  auf  der  rechten  Seite  für  x,  y,  e  die  Ausdrücke  aus  (iJ)  und  führt 
durch  folgende  sechs  Gleichungen: 

sin  a  sin  A  =:  cos  Q, 
sin  a  cos  A  =  —  sin  Q,  cos  i 
sin  h  sin  B  =  sin  Q>  cos  £ 
sin  bcosB  =  cos  0,  cos  i  cos  £  —  sin  i  si)i  t 
sin  c  sin  C  =  sin  Q,  sin  e 
sin  c  cos  C  =  cos  Q,  cos  i  sin  i  -\-  sin  i  cos  e 
die  sechs  Gauss'schen  Constanten  für  den  Aequator:  a,  b,  c,  A,  B,  C  ein,  so  werden 
die     lu-lioccntrischen     Coordinateu    für    den     Aeiiualor   x",  y",  e"    durch    die     einfachen 
Fonneln  erhalten  ^ 

a;    =  r  sin  a  sin  (ff  —  ft  +  -^  +  *")  I 

y"  =  rsinbsin{7i  —  Q,  +  B  +  v)\ (5) 

jb"  =  »•  sin  c  sin  [n  —  Sl  -\-  C  +  ")  j 
in  denen  selbstverständlich  a  nicht  mit  der  halben  grossen  Axe  verwechselt  werden  darf, 
lu'i   Einführung  des  Argumentes  der  Breite  sclu'cibeu  sich  die  letzteren  Gleichungen: 

x"  =  rsi»  a  sin  {A  +  ii)  1 

y"  =  r  sin  b  sin  (ß  +  u)  <    •     • 

e"  :=  rsinc  sin  (C  +  it)  J 

Die  Berechnung  der  Constanten  b,  B,  c  und  C  kann  nach  ()pi>olz(r  durch    weitere 
llülfsgrösseii  noch  etwas  vereinfacht  werden.     Setzt  man  niinilich 

cos  Sl  cos  i  =  »I  cos  N 
sin  I  =  n  sin  N, 
so  wird  ncos(N  -{■  e)  =  sin  b  cos  B 

n  sin  (iV  +  a)  =  sin  c  cos  C. 
Die  Grössen  sin a,  sin  t>  und  sine  wird    man    stets    positiv    annehmen    kiMinen  und  danach 
die  Quadninteu,   in  denen  A,  B  und   C  liegen,    bestimmen.     Um   eine  Controle  für   die 
Berechnung    der    Cous-tanten    t.u    erhalten,    findet    man    zunächst    durch    Multipli.ation 
obiger  Gleichiingeu 

sin  b  sin  c  sin  CcosB  =  sin  ß  sin  t  {cos  Q>  cos  i  cos  s  —  sin  i  sin  b) 
sin  b sin  c cos  Csin  B  =  sin  Si  cos  t  {cos  Sl  cos  i sin  e  -f"  sin  i cos  f ), 

Kllnktrlud,    Tlii>orFliiclii<  A'lronomlo.  Q 
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deren  Subti-action  sinl sin c sin {G  —  B)  =  —  sinSisini 

ergiebt.     Aus  dieser  Gleichung  und  der  fi-üheren 

sin  ß  cos  i  =  —  sin  a  cos  A 
folgt  durch  Division  die  Controlgleichung 

sinh  sine  sin  {C  —  B) 


igt 


(7) 


sin  a  cos  A 

Löst  man  noch  nach  Opi;>olzer  in  den  Ausdrücken  (6)  für  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  das  Argument  der  Breite  u  va  v  -\-  co  auf  und  vereinigt  ra  mit  den 
Constanten  A,  B  und   C,  so  hat  man: 

A  -\-  a  ^=  A'        x"  ■=  r  sin  a  sin  {A'  +  v)  | 

B  +  a  =  B'        y"  =  rsinhsin{B'  +  i")} (8) 

C  -\-  03—  a        /'  =  r  sine  sin  (C  +  v)\ 
Sind   die    Elemente    auf   den   Aequator   als   Fimdamentalebene   bezogen,  so  ist  £  in  den 
vorstehenden   Ausdiücken   Null   zu   setzen  und   die   Berechnung   der   Constauten    ergiebt 
sich  einfacher  aus  den  leicht  abzuleitenden  folgenden  Formehi: 

cos  Q>' 


cotg  A-^  =  —  tg  , 


cotgBi  = 


sinb  = 


sin  Ai 

sni  oi 


(9) 


tg  Si'  sin. 

Gl  =  0  sine  =  sini' 

Den  Quadranten   von   Ai    und   B^   bestimmt  man  dabei  so,    dass   sina   und  sinh  positiv 

werden  und  erhält:  , 

A'  =  Ai  -\-  o'     x"  =  rsina  sin  {A'  +  v)  1 

B' =z  By  +  co'     y"  =  r  sinb  sin  {B'  +  v)\ (10) 

C'  =  a'  z"  =  r  sine  sin  {Ü  +  v)\ 

Zusammengestellt    sind    die   Formehi   zm*   Berechnung   der   Aequatorconstanten   aus   den 
Eklipticalelementeu  also  die  folgenden: 


sin  a  sin  A  ^  cos  ^ 
sin  a  cos  A  :=  —  cos  i  sin  ß 
sin  b  sin  B  =  coss  sin  ß 
sin  beosB  =  n  cos  (JSf  +  f ) 

A  +  a  =  A' 

B  +  a  =  B' 

c  +  a  =  a 

mit,  der  Controloileichuno 


n  sin  JV  =^  siyi  i 
neos  N  =  cos  Si  cos  i 
sin  c  sin  C  =  sin  £  sin  ß 

sin  c  cos  C  ^  n  sin  {N -\-  s)  }•      •     •     (H) 

x"  =  r  sina  sin  {A'  +  v) 
y"  =  r  sin  b  sin  {B'  -f-  v) 
z"  =  r  sine  sin  (C'  -\-  v) 

sinb  sine  sin  {C  —  B) 

sin a cos A 

Schliesslich   giebt  Oppolzer  an  Stelle   der   obigen   noch  die  folgenden  Rechenformeln, 
in  denen  nur  darauf  zu  achten  ist,  dass  die  Quadranten,  in  den  A,  B  und   C  genommen 
werden,  so  gewählt  werden,  dass  sina,  sinb  und  sine  positiv  werden: 
tgi 


tgi 


^-  =  tgN 

eosb>>         " 

—  tgSi  cos  i  =  cotg  A 

cos  i  cos  (N  +  f)  _ 

tg  ß  cos  Xcos  £ 
cos  i  sin  (iV  +  f)  _ 

tg  ^  cos  N sin  £ 


cotgB 
cotg  C 


sin  b 


sin  B 
sin  ß  sin  £ 


sin  G 


(12) 
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lll(('r|ioliltioll>roillirlii    und    ,llli:t'lllcilli'    l'.c||lr|Klli|(;;cli    ÜlitT 

Mpliciiii'ridciilim'climiii:^-. 


A.      A  lili'ilii  iig    lU-r    I II I  !•  i|.«.lal  ion  s  f  ortii  (1  II    iiiilli'lnl    <li;rSät/.u    ülur 
:\  r  i  l  li  m  i'  l  i  s  c  li  c    1!  c  i  li  r  ii. 

IJii  luiliiinrliiicrisi'lu'ii  Arlu-itcii  ist  man  liäiitig  f,'t!iötliigt,  gt-wisso  Grössen,  z.  1$. 
ilii'  •_'coofntrisclu'n  Cdonliiiatcn  iUt  Smini'  zur  Zeit  i'incr  l{fo1)aclitiiiig  «Ion  astrononiisclii-n 
.lalirliüi-liirii  zu  ontlolmcii.  Man  tiiuUt  «lifso  GröHsi-n  z.  15.  im  Hfiliiur  Jalirliiitli  für 
Mitla;;  iinil  Mittcrnaolit  mittUrtr  IJirlimr  Ortszeit  ficgolicn,  und  man  muss  liii-nui»  ilirc 
Wfrllu-  für  tlon  Zc'it|iiinkt  ik-r  IJoobai-iitiini;  iiitrr|ioliri'n,  wie  man  zu  (sagcn  jiflc'jj;!.  Im 
luv  wielilii^'stcn  ik-r  zu  «liosi-m  Zworkc  ni)tliii,'»'ii  Formoln  al)ziik'ittMi,  i-riimi-rn  wir  daran, 
ilass  sioli  ji'ih's  (ilii'd  uiiier  arithmetisclien  HcilR'  k'"  Ordiimi';  dundi  i-iiii'H  Ausdruck  von 
folm-ndor  Form  dai-sUdii-n  liisst: 

_  n  (n  —  1)  (w  —  2)  ...(»  —  fc  4-   1 ) 


0 


1.2.3       ...  k 

In    FJL'.    11    stellt    dii'  C'oli.nm-  D    i'iiR'  Hi'ilii'    crstir  (»nliiuiiu   dar,    wo    u  =  (•  im 
FcMc   y>lt».     Klionso  sind  dio  (.'olonnen  C,  B  und  A  Heibiii  zwiitir,  dritivr  und  viirtir 


Ordniinjr,  für  welche  n  =  0  in  den  Feldern  Cll, 
BVl  und  A  13. 

Die  Glieder  der  C'olonne  A  müssen  sieh  <lein- 
naeli  diiivli  die  Fonn  darstellen  lassen: 
H  (h  —  1)  (»♦  —  2)  (»  —  3) 


Kifr.  14. 


1.2.3.4 
wnliei  II  für  ,-1  13  <;;li*ich  0,  für  ul  11  gleich  1  u.  s.  w., 
für  .-1  1    sehliesslieh  gleich  6   ist. 
In  der  That: 

_  6.(6-1)  (6 -2)  (6-3) 
1.2.3.4 
Auf  ähiilii-hf  Weise  lassen  sieh  alle  ülirigen 
Zaiileii  der  Fig.  14  alileiten.  Man  kann  aher  die- 
sellien  auf  einfachere  Weise  wie  folgt  erhalten. 
Man  sehreiht  zunächst  in  .4  13,  ß  12,  C  1 1 ,  D  10, 
F%  und  Gl  Nullen,  in  £0  c  ein.  Um  dann  von 
einer  dieser  Zahlen  zur  daruntei"stehenden  in  der- 
selben C'olonne  zu  gelangen,  a<lilirt  man  dio 
zwischen  beiden  stehemle  Zahl  der  folgenden  t'o- 
lonne  hinzu  u.  s.  w. 

Man  bildet  also  z.  1>. : 
G'7  4-  D6  =  C'5     oder     c  +  2c  =  3c. 
Man  erhiilt   so    die  arithineti.schen    lleihen    vei-schieilenir    (h<liinii.r    nach    ihrer  ui-si>rüng- 
licheii   Delinition. 


0 

" 

0 

0 

, 

0 

0    ' 

0 

0 

(1 

0 

c 

0 

1    " 

" 

c 

2f  '              " 

c 

4e 

13CI 

6c 

6c 

10  c 

16e 

B 


ü 


F       G 
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Xach  diesen  Vorbemerkungen  denken  wir  uns  eine  Function  /,  welche  stetig  mit 
einem  Argumente  t  (der  Zeit  z.  B.)  variii-t.  AVh-  setzen  /  für  gewisse,  äquidistaute 
Wertlie  des  -iVrguuientes 

a  —  '2  IC,     a  —  %v,      a,     a  -\-  w,     a  -\-  2  w  u.  s.  w. 

als  gegeben  voraus  (wobei  w  das  „Intervall"  der  auf  einander  folgenden  ^Vrgumcnt^ve^lhe 
genannt  wird),  und  bilden  folgende  Zusammenstellung: 

Fio-,  15. 


Argument 

Function      1.  Differenz 

2.  Differenz 

3.  Differenz 

4.  Differenz 

a  —  2iv 

/(«  -  2) 

/'(«-%) 

a  —  w 

f(a  -  1) 

/"(«-!) 

/'(«  -  %) 

f"(a-V^ 

a 

/(«) 

/"(a) 

/'"(«) 

/•(a  +  'A) 

/■"(«  +  %) 

a  -\-  IV 

f(a  +  1) 

/"("+  1) 

/'(»  +  yj 

o  +  2iy 

/(a  +  2) 

Die  erste  Differenzreihe  erhält  man,  indem  mau  von  je  einem  folgenden  Fuuc- 
tiouswerthe  den  vorhergehenden  sulrtrahirt.     So  ist: 

/■(«  —  1/2)  =/(«)— /(«—!). 
Ebenso  werden  die  höheren  DLfferenzreihen  gebildet,  also  z.  B. : 

/'"(«-  V2)  =/"(a)-/"(a-l). 
Man  pflegt,  wie  aus  Obigem  ersichtlich,  die  verscliiedcnen  DLfferenzreihen  durch  römische 
Zahlen   zu  kennzeichnen.     Unter   dem  Zeichen  /  setzt   man    der  Kürze  halber  w   gleich 
eins,   und   ertheilt  der  Differenz   zweier  Werthe   das  I\Iittel  ihrer  Ai-gnmente  zu.     Z.  B.: 

/'"(«  +  -Va)  -/'■(«  +  -^2)  =/''  +  ^  («  +  2). 
In  Folge  dessen  haben  alle  auf   derselben  Linie   stehenden  Grössen    dasselbe  Ai'gument. 

Wir  nehmen  an,  dass  man  im  vorliegenden  Falle  die  fünften  DLflEerenzon  vernach- 
lässigen kann. 

Sind  die  Functionswerthe  ^on  /  (ff  —  2)  l>is  f  (a  -\-  2)  gegeben,  so  keimt  man  alle 
in  obiger  Zusammenstellung  gegebenen  Differenzen.  !Man  kann  sieh  aber  auch  umgekehrt 
nur  einen  Functionswerth  und  eine  gewisse  Zahl  von  Differenzwerthen  gegeben  denken. 
Kennt  man  in  miserem  Beispiele : 

f{a  -  2),   /'  (a  -  V2),   /"  (a  -  1),   /'"  («  -  KU)    "•"!   /"  (a), 
so  sind  alle  übrigen  Werthe  gegeben. 

]Man  will  nun  eine  Formel  zur  Berechnung  der  Function  /  für  ein  beliebiges  Argu- 
ment in  der  Nähe  von  a  erhalten.  Dazu  denken  wir  uns  (Fig.  16)  die  ^Vi-gnmente 
a  —  2w,  ...  «  -|-  2««;  als  Abscissen,  die  entsprechenden  Functionswerthe  als  Ordinateu 
eingetragen.     Die  Interpolatiousverfahren  bestehen    dann  darin,    durch  die  so  erhalteneu 
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a  —  i  w      a  —  \ 


A  r  i;  u  IUI'  II I 


l'unkti-  uiiu-  t'iirvf   lioluriMi  <Jni<lis  liiii<luivli/.iili'},'iii,  um   .li<-  Wirtin-   von  /  für  lielieliigf 
ArL;iiiiifiiU'  zu   i>rli:ilt(>n. 

I.ai,'r:iU!»»'  liat  ilii-sc  Auf-^Mln-  für  ili-u  :illi;fiiifiii>t<.-ii  Kall  ;;i'l<ihl,  in  wcii-licni  ilii- 
Ari,'uiiu'iito  iliT  i;ot;<'l>iMion  Kunctionsworllio  nidil  äi|uiili!>laiit  n'mhI  uihI  niaii  kt'iiiiiU-  liicniu» 
ilircft     ilic     irowilhnlii-licMi     Iiitor-  j.-j ,    j^ 

|Hihitiiui.«fiirini'lM  nlilciu-n.  Wir 
«■lilaijoii  jodiM'h  y.u  ilii'sciu  Zwecke 
oiiioii  küi7.<-r(.ui  Wc'i;  vin  uihI 
koMiiut-n  auf  «lif  MetlmiK'  vini 
I,:n;rani;o  s|iätrr  /.urflck. 

WiriK'iiki'ii  uMs/(o),  /'(<i-f  '  i), 
/"((i  -|-  1)  u.  s.  w.  ijoi,'i'lit'u  (also 
ilir  Wi-rtlio  einer  fallemlen  I)iai;i>- 
nale  in  ¥"\>i.  l.i)  und  wollen 
ilie  fol-jentlen  Functionswertlie 
/(«  +  1),  f(a  +  -2)  .  .  .  als  Func- 
tionen «lersenii-n  ansilrüeken.  Diireh  Lösung  iliesor  Aufi,'al>e  er  halten  wir  eine  fiirve 
liölieren  (Jrailes,  welche  ilurch  die  Punkte  mit  den  Ahscissen  a,  a  -\-  ir,  «  -|-  '2  ip  .  .  . 
hindnrchtreht,  oder  nach  dem  eben  Gesajrten  eine  Inter|»olationsforniel.  Da  /(o  4-  1), 
/(a  4-  2)  etc.  durch  auf  einander  folgende  Additionen  aus  /(«),/' (a  -\-  '  j), /"  (a  -\-  1)  etc. 
erhalten  werden  können,  so  kann  man  diese  letzteren  Grössen  ahwcchseliul  mit  Aus- 
nahme einer  einzigen  gleich  Ntill  setzen  und  so  die  ei-steren  daraus  Theil  für  Thcil 
zusammensetzen.     Es  sei  zmiächst: 

ü  =/'(a  +  y,)=f"(a  +  1)  =/'"(a  +  »/»)  •  •  • 
Dann  ist  offenbar:  y^a  ^  „)  =  f(a). 

Dieses  ist  also  der  erste  Theil  der  zu  suchenden  Inteiijolatiousfornicl. 
Wir  setzen  jetzt: 

0  =  /(«)  =  /"(a  +  1)  =  /'"(a  -f  Vä)  •  •  • 
innl  •lenken  tnis /' («  -j-  '  j)  an  Stelle  von  v  in  das  Feld  E'J  von  Fig.  14  eingeschrieben. 
Dann  fallen /(o)  auf  DIO, /"(a  +  1)  auf  FS,/"'(a  +  ',,)  auf  (?  7  u.  s.  w.,  d.  h.  auf 
Nullen,  wa.s  der  Voraussetzmig  entsjiricht  inid  bei  allen  ähnlichen  IJetnichtinigen  immer 
/.u  beachten  ist.  Die  Werthe  /(a),  /  («  +  1)  "•  !*•  w.  kommen  dann  in  die  Felder 
/>  in,  DS  u.  8.  \v.  zu  stehen.  Hieraus  folgt  als  zweiter  Term  der  zu  suchemlen  Inter- 
|iolatiunsformel:  .  .  ,.      ,     ,    .. 

l'iii  den   .Iritten  Theil  zu   erhalten,  setzen   wir: 

0  =/(a)  =/'(a  +  '/,)  =/""((.  +  V;)  •  •  ■ 
und    schreiben  f"(a  -\-  1)   an    Stelle    von   c    in    ilasselbe  Fehl   K '■)  in    Fig.    II   ein.      Die 
gleich   Null  gesetzten  Grössen  fallen   dann   wieiler  in   Felder,  in   denen   in   Fig.   11   Nullen 
stehen, /((i), /((i  +   1)  .  .  .  aber  kommen   in    ^,'11,   C'J  .  .  .  zu   >lelKii.      Hieraus  folgt  un- 
mitt4lbar  .ler  dritte  Term: 


/  (a  +  h)  = 


>■  (n  —  1) 
1  .  -2 


/'■(«  +  0- 


Durch    Fortsetzung   dieses   Verfahrens    und    Zusannneiistellung   der    so    erhaltenen   Terme 
•.gelangt  man  zu  der  Newton'schen   Interi>olafionsforinel: 
/(«  +  „)  =/(a)  +  uf'(a  -f  'A) 

(l) 


+  '.i^!L^r(a  -f  1)  4-  "^"r'i-"~'V-(«  +  V.) 


1 


—     70     — 
Die  liier  angeführten  Terme  dieser  Formel  stellen 

/(«),   /(«  +  ly,    /(«  +  2)     ^mä    /(«  +  3) 
strenge    dnr;    in  Einklang    hiermit   ist  Jer  Ausilruck   auf    der  rechten  Seite    von  (1)    ein 
Polynom   dritten  Grades  iu  Bezug  auf  n  und  hat  somit   vier  Coefficieuteu ,    welche    vier 
Bedingungen  genügen  können. 

Aus  der  Ableitung  seihst  geht  hervor,  dass  n  m  Theilen  des  Litervalles  aus- 
gedrückt sein  muss.  Mittelst  dieser  Formel  kann  man  Fuuctionswerthe  zwischen  den 
^Vrgumenten  a  und  a  -\-  l  suchen;  n  ist  dann  positiv  und  man  iuterpolirt  nach  „vor- 
wärts". Sucht  man  umgekehrt  Functionswerthe  zwischen  a  und  a  —  1,  so  ist  n  negativ 
und  man  inter])olirt  nach  „rückwärts". 

Beispiel:  Es  sei  die  Sonnencoordinate  Y-,  hezogeu  auf  das  mittlere  Aequinoctium 
des  Jahresanfanges  (1897,0),  für  1897  Octoher  17  für  12'^  35"°  26^3  mittlere  Berliner 
Ortszeit  zu  bestimmen.  Man  zählt  iu  der  Astronomie  die  mittlere  Zeit  von  Mittag  bis 
^Mitternacht  von  0  bis  24Sttmden.  Der  Mittag  des  17.  October  ist  also  in  astronomischer 
Zeitrechnung  als  17,000000  (in  Bruchtheilen  des  Tages)  zu  bezeichnen.  Der  oben 
gegebene  Zeitpunkt  fällt  nach  3Iitternacht,  also  nach  bürgerlicher  Zeitrechnung  iu  den 
18.  October,  nach  astronomischer  Zeitrechnung  aber  ist  er:     October  17,524610'). 

,Vus  dem  Berliner  Jahrbuche  entnimmt  man  S.  JüJ : 


October 


ni. 


10.11 

—  0,3r.2  172  4 

—  72  063 

16,5 

—  0,369  378  7 

—  71  791 

17,0 

—  0,376  557  8 

—  71513 

17,5 

—  0,383  7091 

—  71229 

18,0 

—  0,390  832  0 

—  70  939 

18,5 

—  0,397  925  9 

—  70  643 

19,0 

—  0,404  990  2 

—  70  342 

19,5 

—  0,412  024  4 

+  272 
+  278 
+  284 
+  290 
+  296 
+  301 


+  6 
+  6 
+  6 
+  6 
+  5 


Die  dritte  DLffereuzreihe  ist  derartig  constant,  dass  keine  Veranlassung  vorliegt, 
weiter  zu  gehen.  Die  DifEerenzreihen  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  aus- 
gedrückt. Wir  wollen  nun  zunächst  das  gesuchte  Y  licstimmen,  indem  ^\ir  von  dem 
Werthe  für  October  17,5  aus  vorwärts  inteiiiolireu. 

Es  ist  jetzt  also  n  positiv  vmd  in  mittleren  Sonneutagen  ausgedrückt  gleich 
0,024  610.     Da  aber  das  Intervall  ein  halber  Tag  ist,   so   hat   man  zur  Auwendimg  von 

^•'""^^(^)=  n=  +   0,049  220  zu' setzen. 

Es  ist  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale: 

/  («)  =  —  3  837  091  j  log  n  =  8,69214 

/'   (a  +  1,,)  =  —       71  229 
/"  (a  +  1)     =  +  290 

/""(«  +  V»)  =  +  6 


log 


n .  (rt  —  1 )  


=  8,3692  ,1 


log 


n  {ii  —  1)  (»  —  2) 


1  .  2 


=  8,182 


')  Zur  Verwandhing  von  Stunden,  Minuten  und  Secundeu  in  Bruchtheile  des  Tages  ist  im  An- 
hange die  allen  praktischen  Bedürfnissen  genügende  Tafel  gegeben. 
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"'••"*""  ^"'«'=  Y  =-  (i,:I8.1(k;..I, 

wnlici  ilii!«  ilritU'  (ilit'il  viillij^  uiiiiicrklicli  hL 

Zur    (.'»»iitrolf   kiiiin    iiiikii    du-Sfllio  Formel    aiiwi'ii<l<'ii    iiiiil     soii  Oi-IoIht    1H,0    hus- 
i;('lit'iiil  nach  riu-kwUrts  iiit(.'r|iuliroii.     Man  hiit  «liiiiii : 

»t  =  —  0,950  780. 
/(a)  =  —  3 'JUS  320      loij  »  =  !t,!}7808  ii 

»  (»  -  1)  _ 
2 


/'  (a  +  •/,)  =  - 
/"  (a  +  1)  =  + 
/"■(«  +  V.)  =  + 


70  'JM 

296 

5 


log  '^-^, — ^  =  9,9672 


iiiiil   liiKK't  : 


r  =  —  0,384  0604 

Wir  lial.cii  liiir  mit  Hülfe  der  Wertlie  für  Octolier  18,0  liis  1!»,,')  ileli  :iii>serli:ill> 
llegeinleii  Kuiiftioii.-«  ertli  für  Oetidier  17,5"_'4  GIO  extrapohiloriscli  liesliiiiiiit,  « ie  iikiii 
zu   sUiTen   l'llegt. 

Das  vorliegcude  Ik'ispiel  zeigt,  dass  sich  diese  Operation  mit  gi-osser  Genauigkeit 
durehführeii  lässt. 

Die  Formel  (1)  gestattet  einen  jiraktisch  wiehtigen  Sehluss.     Man  hat  häuKg  Tafeln 
vor  siel»,  in  denen  sieh  die  zweiten  Differenzreilien  geraile  noch  schwach  fühlhar  machen. 
Mau   ist  dann  a  jiriori  im  Zweifel,  oh  man  ihnen  ]{echnung  tragen  soll  oiler  nicht. 
n  {n  —  1) 


U') 


l>as  (.tlied  "  ''" — y—^/'H"   "i"    0   *-'n"eicht  sein   ^Maximum   für   m  =  */j   und    wird 

«lann  —  'V /"(<*+  0-  Mittelst  dieser  Formel  kann  der  Rechner  sofort  entscheiden, 
oh  er  hei  der  zu  erreichenden  Genauigkeit  die  zweiten  DLfiPerenzrciheu  zu  berücksich- 
tigen hat. 

Von  hesonderer  Wichtigkeit  ist  die  Anwcmluiig  von  Formel  {l)  für  >/  ^  '/j. 
Mail   linilit   in  diesem  Falle: 

/(„  +  !)=/(«) +  !/■(«  +1) 

-^/"(a+l)+^r'(a+|) 

2431 
-^262144^   ("  +  •')••• 

Diese  Formel,  sowie  einige  analoge,  welche  wir  hald  kennen  lernen  werden,  kann 
zur  Inter|Milation  in  die  Mitte  verwendet  werden. 

Man  l'flegt,  um  Arheit  zu  sparen,  die  Kiihemeride  eines  Kometen  oder  rianeten 
zunächst  nur  von  vier  zu  vier  Tagen  für  IJerliner  Mitternacht  zu  liereehneu,  interjiolirl 
dann  einmal  in  ilie  .Mitte  fz.  1?.  mittelst  Formel  (1')]  und  erhält  so  eine  l'^ihemeride  mit 
zweitügigem  Intervalle.  Dieses  Verfahren  wiederholt  nnin  ilaini  noch  ein-  oder  nölhigen- 
falls  zweimal  und  erhalt  so  «lie  Stellung  des  <)liject<s  von  Tag  zu  Tag  oder  12  zu 
12  Stunden. 


—     72     — 

Jede  dieser  Eplicmerideu  wird  bei  Gelegenheit  der  Bildung  der  DLfferenzreilien 
geprüft.  Bemerkt  mau  iu  einer  der  Differcuzreiheu  einen  Sprung,  so  muss  mau  den 
cntspreclicndeu  Reclieufehler  iu  den  Fimctionswerthcu  suehcu.  Derselbe  befindet  sich 
gewöhnlich  in  der  Nahe  der  Zeile  des  Sprunges. 

Fig.  17. 


Function     1.  Differenz    2.  Differenz  ;  3.  Differenz    4.  Differenz    5.  Differenz    6.  Differenz    7.  Differenz 


+  1 

—  1 

+  1 

—  1 

+1 

—  1 

+  1 

—  1 

+  1 

+  2 

2 

+  2 

2 

+  2 
—  2 
+  2 

+  4 

—  4 
+  4 

—  4 
+  4 

—  4 
+  4 

—  S 
+  8 

—  8 
+  8 

—  8 
+  8 

+  10 

—  16 
+  16 

—  16 
+  16 

—  32 
-1-32 
-32 
+  32 

+  64 
—  64 
+  64 

—  128 

+  128 

Es  ist   indessen   zu   bemerken,   dass    kleine,   aber   uugiinstig   vertheilte    Fehler  der 
Fuuctionswerlhe  iu  den  höhereu  Differenzreihen  ziemlich  bedeutende  Sprünge  verursachen 

können.  Es  seien  (Fig.  17)  bei  Berechnung 
der  auf  einander  folgenden  AVerthe  einer  Func- 
tion die  Fehler  +  1,  —  1,  +  1,  —  1  u.  s.  w. 
begangen  worden.  ]Man  sieht,  wie  dieselben 
sehr  schnell  iu  den  höhereu  Differenzi-eiheu 
Sprünge  hervorrufen.  Betrügen  diese  Fehler 
nur  1/35"  (ungefähre  Unsicherheit  einer  Ephe- 
meride bei  siebenstelliger  Rechnung),  so 
könnte,  wie  aus  Obigem  ersichtlich,  iu  der 
siebenten  DifEerenzreihe  ein  Sprmig  von  acht 
Bogeusecimden  auftreten,  wodurch  die  Sicher- 
heit der  Coutrole  durch  die  Differcnzi-ciheu 
wesentlich  leidet. 

Treten  daher  in  einer  Ephemeride  hohe 
Differeuzi-eihen  auf,  so  ist  es  im  Allgemeinen 
immer  anzurathen,  die  in  der  Mitte  liegenden 
Fimctiouswerthe  neu  zu  berechncu.  Durch 
Interpolation  in  die  Mitte  werden  imter  diesen 
Verhältnissen  die  in  der  ursprünglichen  Ephe- 
meride befindhchen  Fehler  verdeckt. 

Die    übrigen    luterpolationsformcln    lassen 
A        B        C       D      E      F        G 

sich    ebenfalls    leicht    mittelst   der   Sätze    über 

arithmetische  Reihen  höherer  Ordnung  gewinnen.     Wir  denken  uns  in  Fig.  15: 
/(a),   /■  («  -  I),   /"  («  -  1),   /'"  («  -  I)  "•  s-  w-> 

oder,    was   auf  dasselbe   hinauskommt,  /  (a)    und    die    vorhergehenden    Fuuctionswerthc 
gegeben  und  verfahren  nun  wieder  wie  oben. 

Wü'  denken  uus  /  (a)  iu  das  Feld  Eö  (Fig.  18)  eingeschrieben  uml  alle  Differeuz- 
werthe  gleich  XuU  gesetzt.     Dann  ist: 

/{a  +  v)   =  /  («). 


Fig 

18. 

13 

•H5c 

12 

-lOcj 

11 

+  5c 

+  Ge 

10 

-4e 

-3c 

9 

+  c 

+  3c 

c 

8 

—  c 

-2c 

0 

7 

0 

+  c 

c 

0 

6 

0 

—  c 

0 

5 

0 

0 

c 

4 

0 

0 

3 

0 

0 

2 

0 

1 

0 

DiiiWt   111:111  sii'li  /' ( «   —  TT  )  iii  ilii«»fll>if  Feld  f;fHchriel»i-ii  uiul  ulk-  Ulirigvii  Werllif 

;;li'ifli    N'illl    yi'Sct/t,    ;«>   kiiiiiiiil  /(d)    in    J>-\,  /{a  —    1)   in    IXi    /.ii    ntrlit-ii    II.  H.    \\.       Man 
liiit  also : 

/(a  +  «)  =  ;•/'(«  -i). 

I)ciikl  111:111   i>ii'li7""((« — ')  '"  ^■••"'  i'iiijir<'scliriflK'ii,  m»   kinnnit  /(«)   in   T.'t, /(« —  1) 
in    er»    11.   s.    \N.  zu   striii'li.      Also: 


.n„  +  „,  =  *^^'V'.-.      1 


1 . 

Auf  iilinli.li.-   \V»is..   f,.li,'t  für  ihis  .hittu  (;iii'.l: 


/  ('«   +   ")  = 


Dil-   viill:*t;inilii;i'   Ki>riiii'l   wird   (hilior: 


_  !,(,»  +   !)(,.  -f  -2) 


\  .  -2  .  n 


("-!)• 


/(«    +    «)=/  (.1)    +    j  f  (r,   -   i^ 


"(»      +      1)     ^M 


+  "'l.'2"^-^"^"-'^+  1  .•2.: 


h(h  +    1)(h  +  2)    ,,„/  :! 


■'■■"(" -f) 


«) 


Wir   wi'iidi'ii    dif.si'    Foniii'l    wiiNUruni    ;iiif  imsi'r   l!ti.s]iifl    :iii,    iinliiii    « ii-,    /.luuiolisl 
\(in   Oftiilnr   17,.'i   :iiis!,'clic-iid,  vorwärts   inlcrijoliren: 

»  =  +  0,049  220. 

=  —  3  837  091 


/'  (,,   _!)=._   71  513 
/■■  (a  -  1)  =  +      278 

/■■■(«  - 1)  =  + 


log  „   =  8,69214 
?og"(»+  ^)=  8,4120 


I);is   dritte   (tlicd    k:iiiii    \  criKU'lilässigt    werden.      .M;iii    linilcl    w'w   oIhmi: 

r  =  —  0,384  060  4. 
Iiitor|ioiiri'n    wir  \<in   Octobt-r   18,0  uiiü  nach  rückwärts,  so   ist: 
H  =  —  0,950  7811. 
/  (a)  =  —  3  908  320 

/'    («   -  -^)  =  -        71229 
/'"  («   _   1)     =   -f  204 

/"■(,. -f)  =  +         « 

1"  =  —  (t,384  06()r). 
Von  (2)  ausLiflu-iid,  tciti-n  w  ir  w  icdfriini  i'inc  Korincl  für  dir  Intcr|iul:ition  in  dii'.Miilt 
:ili,   iiidnii    wir  n  =  —  —  sct/cii.      .M:in   tiiidct   si>: 

Kli'   1.     r  f  11 .  ■      l'hcorflliche  .\«tronomir.  iii 


log  u  =  9,97808  // 


lug 


2 


74      — 


i)  =  /(„)-iy(,.-i) 


1 


l'-Iü^"" 


.-4^ 


1024-^    ^'^-■^^-2048^     V'~TJ 


429      .V,,,,  ,x  715     ,,^  /  9\ 

.r(«-n)... 


2431 


(2') 


Fiff.  19. 


262  144 

Die  Ainvcnduus  der  Formeln  (1)  und   (1')  ist   ilaiui  neboten,  wenn   mau  die  Werthc 
/■  (rt  —   1),  /' (rt  —  2)  .  .  .  nicht    zur    Hand   }iat,    d.  h.   bei  luteiijolatioueu   in   der  Xähe 

des  Anfangs  einer  Ephemeride.  Aus  demselben 
Grunde  empfehlen  sich  die  Fonuehi  (2)  und 
(2')  zu  luteiijolationeu  in  der  Nähe  des 
Schlusses.  Kennt  man  aber  alle  in  der  Nähe 
einer  Zeile  befindlichen  Differeuzwerthe  (also 
in  der  Mitte  einer  Ephemeride),  so  zieht  man 
vor,  die  Function  mit  Hülfe  derselben  auszu- 
drücken.    Wir  denken  uns  also: 

/  («X  /'  («  + 1)  /"  H  /'"  («  + 1)  •  ■  • 

(resp.  die  entsprechenden  "Werthe  von  /)  ge- 
geben. Sind  alle  DLfferenzwerthc  gleich  0, 
so  ist: 

/  (a  +  »)  =  /  (a). 

Ferner  ilenken  wii-  uns  alle  ülirisren  Werthe 


+  c 

—  c 

0 

+  c 

0 

—  c 

0 

0 

c 

0 

0 

0 

0 

0 

c 

0 

0 

c 

0 

0 

c 
3c 

c 

c 

2c 

c 

4c 

5c 

jleicli  XuU  gesetzt  und  / 


■'(«  +  1)' 


in  1^7  ein- 


geschrieben (Fig.  19).  Dann  kommen  /  (o)  und 
f  (et  +  1)  in  BS  und  1)6  zu  stehen.  Es  ist 
also  unter  dieser  Voraussetzung: 

/(«   +   »)  =   H/'(rt   +   ^)- 

Denken  wir  uns  ferni'r  alle  obigen  Werthe  mit  Ausnahme  von  /"  (a)  gleich  0  und  diesen 
letzteren  ui  E9  eingeschrieben,  so  kommen  f  (n),  f  (a  -{■  2)  u.  s.  w.  in  C9,  C7  u.  s.  w. 
zu  stehen.     Es  wird  also: 


B 


B 


G 


f  («  +  ") 


)(  (« 


1  .  2 


^/"W 


Betrachtet  man  nur/"'(«    +  -7)  und  schreiVit  diese  Grösse  in  Fl  i'in,  so  kommt 
/  (n)  in  BS,f{a  +   1)  in  B6  zu  stehen;   f  (a  +  »/)  wird    dann: 


^"^i^.?.^r'^-^'"  ("  +  !)■ 


I>itikl    tii.'iM   -ii'li   fiTiKT  /"  (")  in   KU  j;fM'l/l,  mi   rillni  y  (h)   mikI  /  (»i  -i     I)  in   .1  !t  iiihI 
.1  7,  iiiul  tiiiiii  i-rliält : 

^(„  +  „)  =  "'+'>"';-'n"--^'rw. 

nie  vi)IUUiiiilij;i'  Forim-l  winl  also: 


'() 


(i.  -H   1)  ,i  (,.  -  1)  ..../      ,     l\    ,    (ii  +  l)ii(i.  -!)(»-  -2)  .,. 


!/■"(. +  1) 


(■1) 


1.2.3  ^     V    '    2y  "^  1.2.3.4  -^    ^"^'  i 

Kiir  miMT  l>ri>|iirl  ist,  ui-iiii  iiiaii   von  OcIoIkt  17,5  aiiHm-lu-inl   vnrwürts   iiitcriinlirl: 

II  =   -\-   0.0411 -220. 
/  {<!)  =  —  3  8a7(l'Jl 

1 


/"  («)  =  4-  •-••^4 

/"  ("  +  t)  =  +  " 


h;i  I,   —   S,r>!l214 

,,„j>jj!lJ=Jl^s-um,i 


Y  =  —  o,:584(h;(i4. 

Iiiiliiu   niaii   in   (;()  ii  =z   -i^-    —setzt,    crliäll  man   zur  I  nt  i'r|i<ilalion    in    liie  .Millf 
lue   Korini'l: 

-■ni-^"'("  +  7)  +  n8-^"(") 

+  Äi^"^  ('•  +  !)- Till -^^'("^  (^') 

-2048^     ("  +  7;  +  82768-^      ^«^ 

+  65536-^    V'  +    2J-   262144-^    ^"^   • 
l'ni   ciiir  il«r   Formel   (3)  analoir«'  aliziilcitcn,  ilcnkcn   wir   uns 

/  («),  ./■'  («  -  t)'   /"  (")'  /'"  ("  -  7)  •  •   • 
j;ftj<'li('n.     Sind   alle   1  )iffcrt'nz»'n  {rleirh  Null,  so  ist: 

f(a  +  »)  =/(«). 

lictraelitet   man   mir/'  ( «  —  — )    uml     -clirrilii    iliesi-    (-irössc    in    A' II    (Kij,'.    H')    ein,   so 
fallen  /((j)  nnd   /"  («   +    1)   in   DS  un>l    /Hl.      Da-   zweite   (ilied   ist   also: 

fr(..-l). 

ilerneksiehtigl  man    nur  /"  ((»)  und    sehrcilit  diese  (irö>M'   in    /•.' 7   ein,    so    kommen  /  (d) 
und  /  ((«    -\-    I)  in    C'7   und    C •>  zu   stellen.      Das  dritte  (ilied    «iril   deinnaeli: 


—     7fi 


Betrachtet  man   endlich  nur  das  Glied  /'"  (a  —  —  J  nud  setzt  es  in   E'J,  so  stehen  /  (a) 
und  /  (tt  +   1)  in  BS  und  B  ().     Das  vierte  Glied   wird  also: 
(»  +   1)  n  (n  —  1)    .„  /  1  \ 

— m-;^ — ^  (^.-^ju. ..  w. 

3lan   erhält  .so: 


/•  («  +  «)  =  /  («)  +  y  /■'  («  -    2") 


^(i+J^r^^  +  ("+^^^0'-^)r'L 


+ 


(n  +  2)  („.  +  1)  n  (n  -  1)      , 

1   .  2  .  o  .  4  -^     ^   ' 

(n  +  2)  (,i  +   1)  n  (n  —  1)  (n  —  2)     .. 


1   .  2 


4  .  5 


r  (« -  i) 


(4) 


1 


Indem   wir  in   (4|  a   duri-li   o   4    1    und    u   durch   —  —  ersetzen,  ergieljt  sich  folgende 
Formel  zur  Interpolation   in   die  Mitte: 


('!') 


-|r(«  +  i)  +  ^/-("  +  |) 

63  ..    ,      ,     IX 

-  "262144  ^     («+  1)... 

Die  Formeln  (o')  und  (4')  hahen  alle  ungeraden  (liieder  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen gemeinsam.  Man  kann  diesellien  daher  zum  Verschwiudeu  bringen,  indem  man 
aus  beiden  Formeln  das  Mittel  nimmt.     Wir  setzen  der  Kürze  halber: 

P^ine  Verwechselung  ist  hier  nicht  zu  befürchten,  da  gebrochene  ^Vrgumente  n\ir 
in  den  ungeraden  Differenzreihen  vorkommen  (siehe  Fig.  15).  In  analoger  Weise  ver- 
stellt man  z.  13.  unter  /'  (a  +   1)  die  Grösse 


/■(a+^)  +/■(«  +  !) 


Auch    hier    ist    ein    Irrthum    ausgeschlossen,    da  y'  (n   —    1)   in  Fig.    15    überhaujit    nicht 
vorkommt. 

Nimmt  mau  also  aus  (3')  und  (4')  das  Mittel,  so  erhalt  man  unter  Euifühi'ung  obiger 
Bezeichnungsweise : 


fr.) 


Diese  Kiiniiel  unU'l>eliei<let  sieli  iluirli  ilire  seliiielle  ('i>iiver;^eii/.  v<jii  (1'),  (2'),  (Ü') 
iiiiil  (  1')  iiiiil  wird  iliilier  vorwiei^eiul  /.lun  Zwecke  der  Iiiler|iiilatiiiii  auf  die  Mitte  ver- 
wandt. 

IIa!  man  inncrliaili  eines  nnd  desseilien  Inter\alles  eine  j^rüssere  Zaid  Min  Inter- 
l>(iiaticineii  auszuführen  (was  z.  15.  vorkoniint,  wenn  man  mehrere  IJeidiaehtniigcn  eines 
Knnieten  an  demselhen  Taj^e  mit  einer  Ki>hemeride  vergleiclion  will),  scj  ist  es  vortheil- 
hafter,  die  Kormehi  (1),  ("J),  (3)  und  (4)  naeh  l'oten/.en  von  n  /u  elitwiekein  und  die 
l'oeftieienten  dt'rsellien  ein- für  allemal  aus/.in-echnen.  Wir  führen  diese  Knlwiekeiuuir  hier 
V(iil>täniliir  dureh. 

Wir  liei.'inneu  mit  cU-r  Kntwiekehuiir  der  Fornn'i  ("_')  naeh  l'nlen/.en  \iin  ii.  Man 
tindet   unschwer,    indem   mau   jedesmal   mit   dem    neu    hin/.utretenden    Faelor    multiplicirl: 

I.  II  r^  II 

II.  «(»I  +  1)  =  ii-i  +   i> 

III.  II  (»•  -I-  1)  (ii   -f  -2)  =  !!•  -i-   Hn^  -I-   -211 

IV.  II  (ii  -f  1)  (»»  -f  2)  (h   -f  3)  =  n*  +   6  11'  +    II  «5  -f  «11 

V.    II  (it  +   l)  .  .  .  (h  +  4)  =  H^  -f  U)»«  +  35  M>  4-  öOijä  4-  24  Ii 
VI.    Ii  (ii  +   1)  .  .  .  (ii  +  5)  =  II«  +    15  u"'  +  6ön*  +  225»'  -f  274«'  +   12ii» 
VII.    II  (ii  4-   1)  .  .  .  (ii  +  (!)  =  ii7  +  21  u«  +  175  H-'  +  735  i*<   +    1624  u'   +    1764»^ 

-f  720» 
VIII.    II  (II  +   1)  .  .  .  (;i  4-  7)  =  n'  4-  28»'  4-  322»«  4-  l'JlJO«'  4-  G7ti!Ji(*  4-  13132»' 

4-  13068»»  4-  5040» 
l.\.    I.  (»  4    1 )...(»  4-  S)  —  »•'  4-  36  »' 4-  546  »'4-4536  M«  4-  22  44'J»"' 4- (17  284»« 

4-   11S124«'  4-  109  584  h»  4-  40  320« 
\.    »  («  4-    1)  .  .  .  (ii  4-  •»)  =  »'«4- 45  »■'4- 870 »"4-  9450 »■  4- 63  273 »'••  4-  269325«' 

4-  723(i80H*  4-  1  172700»»  4-  1026576»»  4- 362880». 

In  jedem  ilieser  Ausdrücke  ist  die  Summe  der  C"i>efficientcn  iler  geraden  l'oten/.en 
Von  II  ;L;leich  derjeni;,'en  für  ilie  ungeraden  Potenzen  (wegen  der  Tlieilljai'keit  durch 
«  4-   1).     So  ist  in    (V.): 

1   4-  35  4-  24  =  ()0  =   10  4-  50. 

Durch  diese  einfache  Controle   werden   vereinzelte  Uechenfehler  sofort  aufgedeckt. 
Die  vollständige  Entwickelung  der  Formel  (2)  ergieht: 


H<i 


11  »a 


»)  ^  /(«)  4-  /■  (,i  _  1)  |„1  4  /"(„  _   1)  1^^  +  -^j 

•'     («-  2)[«    +  7  +    3J   +  •'     («  -  ->  1.24  +    4    +  TT 

,  /        5\  r  «^    ,    II*   ,    7»',    5«-^   ,    «1 

'  ("-2)[T2ö  +  i2  +  -2r  +  -r2-+ 5J 

y,  ,  ...1     "*        ,       »«*      ,       1"»»*      ,       -T"'      ,       137m»      ,        «1 

-^  "•  -  •"  [t2ö  +  4«  +  144  +  -nr  +  ^w-  +  6 1 

,„  /  7\r   n'  H«  5»''         "i  n*    ,    29»'         ^ "»    ,     "1 

'      V"  ~   2  )  [-Üm^  +24?T  +  T44+l8-  +  -9Ö-  +  -2Ö-  +  yJ 


t] 


+  r'"  (" 


')  [iÜs 


—     78     — 

0    "^    144Ö    "*"    2880 

363»'  _i    "1 
"*"  TT2Ö  "*"  8"J 


7  »5 
144 


907  »■*  4H9«3 


5760 


1440 


+  ./     \^«  —  2)  [362  880    "*"   10  080  '^  8ß4Ö  "^  80  "*"    172e'^    "^     "^"    "^ 


i80  '  480 


+ 


7(31»-    »"] 
2520"  "^  ■!)"] 

,       .  r   »10       »•'      20»^     »-    3013  »c    l!l»-' 
+  y  ("  —  •>)  [3 628 800  "*"  80()40  "*"  T20  960  "^  384  "*"  T72  800  "*"  256 


+ 


1303»»  ,  7129h2 


403 


^•2  "^  25  2 


5  200  '  10 


•i^ 


ünliR't   mau   iliescu   ^Viisdruck   nach  Potfiizeii   von   *;,  so  ergiel)t  sich: 
f  (a  +  »)  =  /  («) 

7'  ("  - 1)  +  j  /"  (« - 1)  +  {  f"  (« - 1)  +  i  r  ("  -  i) 

+  1  /-  («  -  4)  +  1 ,/-  (.  -  I)  +  1^  r  (a  -  ö) 

"1/"  (a  - 1)  +  \r  («--!)  +  t/^  (« -  ^)  +  B-''^  («  -|) 

,     761    ^„/  9\    ,      7129     .,,  ., 

+  2520-^     V'-t)  +  25200-^    ("  "  "> 

i^""  (« - 1)  +  T  f^^  ("  -  -)  +  :ä  -^'^  ("  - 1)  +  Ä-^"^ '  (« -^) 

,    29   ^,„  /  "\    ,      ^69      ,,„  .^    ,     29531    „,  /  9\ 

+  90^     ("-ir)  +  T44[^'      <"-^)+9Ö72C.^    ("-2) 


+  n^ 


,    1303    .^  ,, 
+  4032-^     ("-^) 


+  n' 


4523 
+  2268()^    ("-"> 


1        ^  /  5\     ,      1      „,,  5       ,„  /  7\ 

2Ü-'    ("-2)^48^     ("-•^')  +  T44-^      ("-2) 

7       ,,„  ,  ,  l()(i9       „   /  9\  lil      , 


90  720 


4523 »< 
22  680 


(2") 


1     „  /        !)\  Hoi:; 


+  1IH4-^'^''--'^ 


(2"; 


[1  1  /         '•  \  29  1 

I/Ki- -i^)!. 

L   3  628  8(10  J 
In  äliiilic-lu-r  Wcisi'  liiuK-t  man  aus  (1)  mit  lii'untzunir  <l«'r  voi-stflicmU-n  Rechnungen: 

/    (.1      i-      „)    =/(«!) 

/•  ("    r  7)-  t/"  ("  +    1)  +  |/"'  ("  +  I)  -  T  •'"  *"    ^   ■-' 

^^/"(«  +  |)-l^/"("  +  ^)  +  |/^"("+|) 
-  ^  /^"'  (,"  +  4)  +  1/-  («  +  I)  -  j^r  («  +  ö) 

T '"  ("  +  !)-  ^/"'  ("  +  !)  +  ^/"  (« +  •-')  -  ^r  (« + 1)' 

1 ./-  (a  +  -2)  -  j!;,  .r  (a  +  7 )  +  ^  .r"  («  +  :$) 


452;-{ 


'      .»..,/  ..    .      l^ö!)    „,  /  'J\  l'J     .,  , 


•  d") 


—     80 


+  n'-' 


+   "■ 


-384^^^«+") 


[1  1  /  ")  \  29  T 

40320 ^™' ("  +  ^'  -  loöST.  -^"^  ("  +  t)  +  T20T.W  f'  (^'  +  •')] 

L  3  628  800  J 


•  (1") 


+ 


Die  Formeln  (1")  und  (2")  coiivergivcn  vorhältnissmässig  langsam.  Formel  (1") 
kann  aber  trotzdem  mit  Vortheil  am  Anfang,  (2")  am  Ende  einer  Ephemeride  ver- 
wendet werden.  Hat  man  hingegen  alle  in  der  Nähe  der  Zeile  a  befindlichen  Differenz- 
werthe  zur  Verfügung,  so  verdienen  die  aus  (3)  und  (4)  folgenden  Formeln  den  Vorzug. 

Zur  Entwiekelung  von  (3)  liat   man  z\inäehst: 
I.    n  =  « 
II.    n(n  —  1)  =  «2  —  n 

III.  (m  +  1)  (>0  (n  —  1)  =  «■■  —  « 

IV.  {)i  +  1)  (»)  (»  —  1)  («  —  2)  =  «.*  —  2n^  —  «2  -^  2  n 
V.    {n  +  2)  (h  +  1)  («)  (»  —  1)  (/(  —  2)  =  u'-  —bn^  +  An 

VI.    («  +  2)  («  +  1)  (n)  (n  —  1)  {n  -  2)  (jt  —  3) 
=:  «6  —  3  »5  _  5,(4  -|-  15  »;i  -f  4j,2  —  12» 
VII.    («  +  3)  (n  +  2)  (m  +  1)  («)  (u  —  1)  («  —  2)  n  —  3) 

=r    Ji"   —    14  «i    -(-   49  M^  —   30«, 

VIII.    (,1  +  3)  («,  +  2)  (w  +  1)  00  («  —  1)  («  —  2J  (»  -  3)  (»  -  4) 

=  „s  _  4  „7  _  14,(6  _|.  56,j.s  _|_  4<j„4  _  190  „;!  _  36  j(2  +  144  „ 

IX.    («  +  4)  (»  +  3)  (»,  +  2)  (»  +  1)  »  (».  —  1)  (n  —  2)  (»  —  3)  («  —  4) 
=  n-<  —  30»'  +  273»''  —  820  «■■  +  57(i  « 
X.    {n  +  4)  (»  +  3)  (»  +  2)  (».  +  1)  »  (y*  —  1)  (»  —  2)  {n  —  3)  {n  —  4)  (»  —  5) 
—  „io_ü,ja_3o«s_|^  150»'  +  273m«— 1365»''  — 820»*  + 4100«'  +  576»2  — 2880». 

In  Folge  der  Theilbarkeit  dieser  Ausdrücke  durch  «2  —  1  muss  die  Summe  der 
Coefficienten  der  geraden  Potenzen  von  n  und  diejenige  für  die  ungeraden  Potenzen 
von  n  gleich  0  sein.  So  ist  z.  B.  für  (V.)  1  —  5  +  4  =  0  und  für  (VI.)  1  —  5+4 
=  —  3  +   15  —  12  =  0.     Mit  Hülfe  dieser  Ausdrücke  wird  Formel  (3): 

/(«  +  '0  -  f{")  +  "/'  («  +  j)  +  /"  (")  [I  -  f]  +/'"  ("  +  7)  [ir  -  I] 

+  ^     ^")  I24  -  12  -  24  +  T2J  +  -^  ("  +  2  )  LüMl  "  23  +  3ö] 
"^  •   ^"^  L72Ö  ~"24Ö~T44^48^l8Ö^  60J 


'        V  '         7/  LüÜiÜ  ~  36Ö  ^    720  ~  ÜüJ 

'"  ^      ^'*'  [40  320  ~    10  080  ~  2HHÖ  "^    72Ö  "*    5760  ~  1440  ~  THHi 

„  /      .    1\  r      »^ «[_    ,      13«^   _    41«»  II    1 

'"   '    •_' /  [ ;tfi2 8s()       rioitCi  *"  iTjso       1S1.J4  "^  (;::it| 


+  r  («) 


i.'i//' 


3  628  800    725  760    1201(60  ^  24 1 '.»2  '^  172  Mio 
_  13  »r  _  41(1«     41  »5 
~  34  561»  ~  isl  4t<i 


36  288  ^   6300    1260 


Oidiul   man   tlifscii   Ausilnick   nach   l'i>U'ii/(.'n   \  un   «,  sd   iTi.'i<'l"l  >icli: 
./•  (<i   +   h)  =  /■  (<i) 

/■('.    i-i)-7-'"^"'-i^'"("+7)    '    12^'^^"' 

nr.  -^  ("  -  2 )  -  6n  -^  ""  "  üt^  ^    V"  '  2) 
2^,>''"'(''>  + 65ö-^'^("  ^7)--nj6ö^^("^ 

\  r  {n  + 1)  -  n  /"  (")  -  i  f'  (« +  i)  ^  4s  •'•^' ' 
72r.-'    V'  •  7 )  - 1440 -^    •")-Tri44-^  V"  ■  - 


+    36288-^    ^"^ 


[?!•'"■'  (">  -  Tii-^^'  (")  +  r;y6n^""'^"»-T8f4-4..'-^*"^l 

2rr'     ("+7)-24r.-'     (")-36Ö-^     ("    ^2) 

"■[rliÜÖ-^     \"  +  2" j  ~  lÖTwÖ         12  0il6'^    V"    *"  1.)^  241'J2' 
^    "l4Ö^'^^"'^"^~T2Ö!)6Ö-^'H 

^"•^[W88ö^"^(''  +  7)-W7«r,/^(")] 

•   ""'U.i.oo-^' (")•••] 

-Viis  iliiscr  Foniiul  Iriti-t  »ii-h   Iriclit   A\v  (4)  i.-iit>|irci-liciulc  ali: 

K  iMiki-rfuF'.  Tli<'..|rii>rhr  A<tri>n<iiiii<- 


—  1 

280  J 


(H") 


82 


/'  ("  -  t)  +  7  •^■"  ^")  -  i ■'■"  ("  -  t)  -  12  ^'^  ("^ 


^^■'"("-7)  +  I^r(")-ir("-|) 


+  )ri 


+  720-^ 
41 


"■("-.) 


U40 


,r"'  (") 


36288-^'^«) 


Ü4-^'"  (")  +  576^1  •'■^"'^'" 


+  »■•• 


Jn'-^("-T)+2iö^"(^')-3ro^^"(« 


+  »■ 


5040     \"    2^  ^  10  OSO 


+  "^[l(T32[i-^""^"^^T2iHÜiir 


"  (")] 


1 


725  7(iO 


y"  («) 


(4"J 


Die  Formt'bi  (1"),  (2"),  (o")  und  (4")  siml  hier  viel  weiter  entwickelt,  als  sie  ge- 
wöhnlich gebraucht  werden.  Man  soUte,  wie  oben  aus  einander  gesetzt  wurde,  die 
Intervalle  einer  E})hemeride  stets  so  eng  wählen,  dass  sich  höchstens  siebente  Differenzen 
fühlbar  nuichen. 

Hat  mau  also  eine  grosse  Zahl  von  Interpolationen  auszuführen,  su  l)erechnet  man 
uach  einer  der  vier  obigen  Formeln  die  Logarithmen  der  Coefticieuten  von  ii,  ii-  u.  s.  w. 
mit  der  nöthigen  Stelleuzahl  für  alle  Epochen  der  Ephemeride. 

Zur  Controle  dieser  (Irössen  empfiehlt  es.  sich,  die  so  erhaltenen  Inteiijolatious- 
formelu  für  den  Fall  )(  =  -!-  1  anzuwenden,  d.  h.  durch  Interpolation  den  nächst- 
folgenden Functionswerth  zu  Iterechnen.  Ausserdem  müssen  alle  diese  Grössen  durch 
Bililung  von  Differenzreihen  ge])rüft  werden.  Man  schreibt  also  z.  B.  die  Logarithmen 
der  Coefticieuten   von   li'    für  die    vi'rscliiedenen   E])(iclicn    luitcr    einander    >md    überzeugt 


■>icli,  <lii>i>  ihre  DifFcrfiizi-n  i-iiu-ii  ••i-nüj^iiul  n  ;:i'liii:i>»i^('ii  (iaii;:  /.ei;»!'!!.  Id-i  ,\vr  IiiU-r- 
|iiilati<iii  ^i^•Hl^t  miIIi«'  man  /.iir  C'oiilriilc  sU-U  vom  M>rlii-r;;cli<-iiilt'ii  KiiiifliitiiHWcrtlif 
iia<-li  vorwjlrt.s  (»i  iioüiiiv),  iiiul  vom  fiilni-iiilfii  iiarli  rückwiirt.s  (n  iie;j;ativ)  iiitfr|«ilircii. 
Ili'i  «Ich  liisliiT  niiN  cinaiiiK-r  ifcsi't/.lfii  liitci-|Milati<)iisvei-faliri-ii  wiii-ilcii  ili»-  Ar<;iimfiit- 
w (Tille   aU   Ui|iii<li!<laiil    voraiistrcsct/l. 

I.ai;raii;^i-  hat  «'in  Ncrfalin-ii  •ii'i^clicii ,  uflrlic-.  mhi  ilicMi-  WiraiiÄM-t/.uii;;  frei  ist 
iiiiil  allf  im  \'i>rlirri;i'lu'iiili'ii  ciilwickrltcii  Formeln  al>  S|iecialf:ille  in  .-ieli  M-Iilicf>t. 
Seien  für  die  lielieliii;  \  ertlieilten  Ari.'nnn-nt\\  ertln-  /, ,  tj  .  .  .  t ,,  ilie  Kiin.-tinn~\verllic 
J\.  /.       -ff  itoit<-''>en,  ^o   hat   \\yx   An-iinu-k: 

/  ^  .V  /•   (^  —  ^)  (<  -U)...{1—  /.-.)  (<  -  <.^■.)  (<  —  ^f«)  ■  ■  ■  u  -  .,,> 

.  ■  '  ('•  - '')  ^''  -  '0 . .  •  KU  -  '*-)  ('.  - '. +i)  ('.  -  //  f ,) . . .  {ii  -  tp) 

<lie  Kiiren.xfhaft,  für  jeiU'ii  Ariiuincntwcrtli  /,■  ilen  Wertli  /,  an/nnehmcn.  Vorstclu-mle 
(JleiehnMiT  .-teilt  also  eine  l'nrvc  p  —  l  ten  (inides  in  I  ihir,  ueh-he  ilnrcli  die  j;e;^ehonen 
I'nnkte  hindnreliLfeht ,  oder  die  j.'osni'hte  Iiiter|iolationsforniel.  —  Des  Interesses  wegen 
sei  hier  nocli  der  lierülinite  Kncke'sehe  Anfsatz  über  Interpolation  initLfetheilt,  den 
ilieser  auf  (inind    \'<t\    \'orträi,'on,  die   er   l>ei   (Jaiiss   geholt,  ansirearlieitet   hat. 


r..      Alilcitiiiii.'    der    Interiiolatii.nsfoniicln    von    Encke    (n:irli    GauSS)- 

Inter|>oliren  hei>st  im  Allirenieinen  ila>  N'erfaiinn,  wiidiireh  man  aus  ire;^elienen 
nnnieriseheu  Werthen  iri;end  ueleher  Function  einer  Grösse,  oiler  nach  ilem  astronomi- 
schen S|)racln;elii-anch,  eines  Ar<;umentes,  den  Werth  dieser  Function  für  einen  anderen 
gesehenen  Werth  des  Argumentes  bestimmt,  ohne  die  Form  der  Function  seihst  zu 
keimen,  ja  ohne  sie  kennen  zu  wollen.  Als  Ilülfstheorem  dient  hierzu  iler  Taylor'sche 
Lehi-satz,  insofern  er  alliremein  die  Entwickelunii  jeder  Function  umfasst.  Nach  ihm 
lässt  sich  jede  Function  einer  zweitheiligen  Grosse  in  eine  Heihe  auflösen,  die  zum 
ersten  (iliede  die  Function  des  eititeii  Theiles  seihst  hat,  und  in  den  folgenden  nach 
I'otenzeii  des  zweiten  Theiles  fort-schreitet,  wobei  die  t'oefKcienteii  ans  ileii  derivirten 
Functionen  o<ler  den  Differentialen  iles  ersten  Theiles  gebildet  werden.  Um  ilie  Heihe 
schnell  convergiren  zu  machen,  nimmt  man  gewöhnlich  diesen  zweiten  Theil  .sehr  klein  an. 
-Man  muss  daher  auch  bei  der  Anwendung  auf  das  Interi)oliren  den  Werth,  von  welchem 
man  ausgehen   will,  so  nahe  als  möglich  dem  gegebenen   zu   bringen   suchen. 

Di<-  Fälle,  in  welchen  der  Taylor'sche  Satz  eine  Ausnahme  erleidet,  kommen  bei 
der  Intei-]iolatioii  nicht  vor,  wenn  man  sie  nur  so  anwendet,  wie  sie  allein  angewamlt 
werden  sollte,  das  heisst,  wenn  der  gesuchte  numerische  Werth  der  Function  von  den 
gegebenen  eingeschlossen  ist,  und  sie  innerhalb  dieser  (Jrenzeii  nicht  unemllich  mler  un- 
möglich  wird. 

Der  leichteren  l'ebersicht  wegen  soll  angunoninieiM\ crilen,  dass  vier  Wertlie  gei^ebeii 
siml.  Das  Verfahren  wir«!  sich  ohne  Mühe  auf  jede  grössere  Zahl  ausdehnen  lassen. 
Die  vier  Werthe  iles  .\rgnment.es  sollen  mit  p.  q,  r.  s,  die  zugehörigen  iler  Function  mit 
/',  V,  II,  S  bezeichnet  werden,  l-'iir  ilas  .\rgument  .r  sucht  man  ileii  numerischeu  Werth 
di-r   Function    A". 

Nach   dem   Taylor'schen    Lehrsatze   ist: 

/■(.1      ■      OJ)   =   <•    ■]-    C|  W      H    (,«.)•     f     c,IJ     .   .   . 

Nimmt   man   einen   Wertli   n  nahe  an  x,  »u  das» 

M    =:   Jr   «, 

SM   wird: 

/  (I)  =  u  -\-  ß  (j-  —  (((  +  y  (x  —  «l»    t  d  (r  —  ,i)-  .  .  ., 

II* 


—     84     — 

wo   a,  /3,  j',  ö    unhekaniito   Coefticleiiteii    shnl.      Zu    ihrer   Restiiiimung   iliciicii    ilie   vier 
Bedingimgeu,  Oa;;»  für 

X  =  p  f  (x)  =  F 

X  =  q  f  (x)  =  Q  u.  s.  w . 

3Iaii  liat  also  die  vier  Gleichungen: 

P  =  K  -r  ß  (p  —  «)  +  y  (P  —  ")-'  +  f^  (P  —  "f 
Q  =  a  ^   ß  (q  —  „)  +  y  (,j  _  „)2  ^  ö  (q  —  af 

J?  =  «  —  /3  ()•  —  fi)  ^  y  (r  —  iiY  J-  d  (/•  —  iiY 

S  =  «  -L  /3  (s  —  ff)  +  7  (s  —  (()'  +  d  (s  —  'i)\ 

aus   welchen  sich  die  vier  Coefiieieuten  «,  ß,  j',  d,  aber  auch  nicht  nielirere.  durch  Elüni- 

nation  bestinimeu  lassen.     Folglich  erhält  mau  auch  nur  die  Ent^ickelung  von  /  (x)  bis 

zu  {x  —  a)'  inclusive,   und   niuss   annehmen,   dass    die   folgenden  Glieder   der  Eeihe  als 

verschwindend  betrachtet  werden  können. 

Die  Elimination  ist  leicht  zu  übersehen,  und  bedarf  nicht  einer  weiteren  Ausführimg. 
Statt  indessen  die  Werthe  a,  ß.,  y,  d  in  jedem  einzehien  Falle  zu  suchen  und  dann  in 
/■  (.r)  zu  substituii'en,  kommt  man  durch  eine  andere  Betrachtimg  kürzer  zum  Ziele. 

Aus  der  TJebersicht  des  Geschäftes  der  Elimination  ergiebt  sich  sogleich,  wie  die 
Werthc  von  «,  ß,  y,  d  in  Bezug  auf  die  Potenzen  von  P,  Q,  B,  S  beschafEen  sein  werden. 
Bei  der  linearen  Form  der  Gleichungen  werden  P,  Q,  E,  S  niu-  linear  darin  vorkommen, 
zugleich  wird  es  aber  auch  in  «,  ß,  y,  d  kein  Glied  geben,  welches  nicht  eine  der  Grössen 
P,  Q,  i?,  S  als  Factor  enthielte.    Oder  die  Form  von  a,  ß,  y,  d  wird  im  AUgemeinen  sein: 

cP  +  fiQ  +  CjE  +  c^S. 
8uV>stituirt  man  diese  "Werthe  nuu  in  /(x),   so  Avird  auch  in  ./'(,')   kein  (ilieil    ohne    eine 
der  (Trossen  I\  Q,  P.  S  vorkommen,  oder  es  wird 

X  =  TiP  +  xQ  +  Qli  +  öS. 
wo  ,T.  Xt  Pi  ö   bis   jetzt   noch   unbestimmte  Cocfficienten  sind,   welche   indessen,   wie    sie 
auch  beschaffen  sein  mögen,  x  nur  auf  die  di'itte  Potenz  inclusive  enthalten  diü-fcn,  weil 
in  der  ursprünglichen  Gleichung  nur  (x  —  a)'  vorkommt. 

Wendet  man  nuu  auf  diese  letzte  Form  die  vier  Bediugungeu  des  Problems  an, 
so  hat  man  offenbar  für: 


X  =  2^ 

Jt  =  1 

l  =" 

9  =  0 

0-  =  (1 

X  =   q 

n  =  () 

l  =  1 

p  =  0 

6  =  0 

X  =  r 

:r  =r  0 

X  =" 

9=  1 

ö  =  ü 

X  ^   s 

JT  =  0 

X  =" 

9  =  0 

e  =  1 

0  werdei 

für  X  =  q. 

X 

=r  r,   X  = 

s,   so   lehrt 

die  Algebra, 

dass  :r   ili 

Soll  aber  n 

Factoren  x  —  q,  x  —  r.  x  —  s  enthalten  muss,  imd  zwar  wenn,  was  hier  stillschweigend 

vorausgesetzt  Avii-d,  (j,  r,  s  verschiedene  Grössen  sind,  alle  drei  Factoren  zugleich.    lu  dem, 

was  n  sonst  noch  enthält,  darf  kein  x  mehr  vorkommen,  weil  x  sonst  gegen  die  Yoraus- 

setzung   die   dritte  Potenz   überschi-eiteu  würde.      Xennt   man    also   C  den  Inbegriff    der 

übrigen  constauten  Factoren  von  jr,  so  ist 

n  ^=  Cx  —  qx  —  1- X  —  s. 

Xach  der  ersten  Bedingung  ist  aber  ;r  =   1   für  x  =  j),  folglich 

1   =    C    JJ  —  q     p  —  )•     p  —  A 

oder:  1 

C  = 


p  —  q    p  —  r    p  —  s 
und  also:  _-g  _  g    x  —  r    .r  —  s 
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|)|<'-r|li<'ii    >clilll>>><t'    ;illf    ][,  Q,  a    .'UlgfWcIlik't,   jrolictl    ilcll    all^rliicllii'ii    Ail>i|l'iii'k  : 


q  p  —  r   p  —  a         ^  >i 


X  —  p   X  —  9    X  —  » 


4-     S 


P    «7  —  »■    7  —  » 
X  —  p    X  —  n    X  —  r 


(l( 


I-  —  pr  —  q    r  —  .t  8  —  p   »  —  lyx 

»fIrliiT  ilif  ;;«';;«'l(fii«'ii   IMiiifrim?;''"  nicht  mir  i-rfilUt,  HoiicU'ni  niicli,  wenn  r  "li<-    iliiltc- 

IViU-n/.  niclit   üluTsoliri'iton  »oll,  «Icr  i'in/.i«^«-  ist,  lU-r  »i«-  vollstäii<li}^  t-rfüllt.      Die  l)ifffri-ii/. 

i-int's  jfih-n  suiili-ri'H   niolit  «liiinil   idcntisclu-n   von  (1)    iniisstc    niinilich,   eleu   Ik'iliiigiingi'n 

•  liT   Aiifi;!iln.'  /.iifolm',  Nnll   wcnlon   für  ilir   Wortbi-: 

I  ■==  p    X  =:  q    X  =  r    X  =  !>, 

folirli«'!'   'lii'   vier   K;ictorcn  x  — p    X  —  (j    X  —  r    x  —  »  ztiijlcicli   entlialtcii.  oili-r  x  ;nif 

ilic   \ierte   Toten/.  erliol>en,  -.'i'jren  die   VorJiussely.imj,'. 

Man    kann    iler    «lli'ielinnij  (I)    noch    eine    elegantere   Form    gelten,    wenn    man    auf 

lieiilen   Seilen   mit 

X  —   p    I  —  q    x  —  r    X  —  s 

ili\iilirt.     Sic  winl  «laun: 

X  ^  !■ 


+ 


X  —  p    X  —  q    X  —  r    X  — 

Q 

H  —  X    q  —  p    q  —  r    q  — 

s 


xp  —  qp  —  rp  — 

n ■ 

X    r   —  p    r  —  q     r  — 


,s   —  I     s  ^  p     s  —  q    s  —  r 

Nimmt  man  hier,  da  die  Form  von  /(x)  gan/.  willkürlich  gelassen  ist,  für  A'  .  .  .  .r'" 
an,  wodnrch  also  P  .  .  .  p"  .  Q  ...</"*  n.  s.  w.  wird,  so  lässt  sich  diese  Gleichnng  ancli 
so  ausdrücken:  Weim  n  Grössen  «,  fc,  c,  fJ  gegeheii  sind  (statt  <ler  vorigen  x,  p,  g,  r), 
nnd  die  wto  Potenz,  einer  jeden  derselben  dividirt  wird  dnrch  das  l'rodiict  aller  Diffe- 
renzen der  zur  Potenz  erhobenen  Grösse  von  jeder  der  übrigen,  so  ist  die  Summe  aller 
II  (jiiotienteu  jedesni:d  =  <>,  so  lange  »i  zwischen  0  und  n  —  '1  beides  inclusive  liegt. 
Diese  letztvre  IJesehriinkung  wird  dnrch  die  Bedingung  herbeigeführt,  dass  bei  der 
llcrleiliing  der  IJeihe  die  Potenzen  höher  als  x'  ausgeschlossen   wurden. 

Dir  riitei-suchung  über  den  Werth  der  lieihe: 


ij  —  b    II  —  c    rt  —  d  .  .  . 


+ 


h  —  rt    h  —  f    h  —  (i 


etc. 


(A| 


(■  —  (1     r  —  h    c  —  (l 

bei   II   (inisseii   für  jeden   beliebigen  Werlli  ^  on  »'.   führt  zu   tiner   niiliercu   Sijiätzinig  des 

Fehlers   einer   liiteriMilati<ui.      Zu   diesem    Knde   entwickle   m.iii   den    Uruch 

_1_    _  1 

r    ~  y  —  II    tj  —  b    y  —  V    y  —  il  .  .  . 

auf  /weifache   Wii-.-,      Zuerst,    indem  man  ihn  ansieht  als  d;is   l'nMJuit    lier   ein/.clnrn 

Ibüche  1  1  1 

,    7,    etc. 

IJ   —  (i        ;/   —  h        1/   —  r 

jeileti   \ lie>en   für   sich   entwickelt,  «nid   dami  alle   iuulti|ilicirt.     Da 

1 


</  -  b 


=  y~'  +  «'.r'  4  II' y^^ 


—     8fi     — 

'"  """■'^-  Y  =  y"  +  A>j-'"^'\  +  i?(/-<»+2'  + (B) 

Für  den  tjesrcnwärtiiien  Zweck  braucht  man  die  Coefficienten  A.  B  .  .  .  nicht  weiter  zu 
kennen.  Sie  sind  übrisrens  nacli  conibinatorischen  Lelircn  für  die  — {n  -\-  »•)te  Potenz 
von  y,  die  rte  Classe  der  Combinationen  mit  AViederholuiiireu  aus  n  Elementen,  nach 
Posselt's  Bezeichnung,  welcher  diese  Reihen  (A)  näher  untersucht  hat '), 

•■(0)». 
Löst  man  zweitens  — r  in  die  Summe  der  einzelnen  l'artialljrüche  auf,  deren  Nenner 
rcspective   ;/  —  a.  y  —  h.  y  —  c  sind,  so  lehrt  das  bekannte  Verfahren ,  dass  die  Zähler 
dieser  Brüche    erhalten  werden,    wenn  man    in    die    üliriycn  Factoren  von  — .    fiü-  y  bei 

jedem  Partialbruche  den  Werth  substituirt,  der  entsteht,  wenn  man  den  Xenner  des 
Partialbruches  =^  0  setzt,  insofern  a,  b,  c,  d  alle  von  einander  verschieden  sind.  Folg- 
lich wird :  ,  , 


1"         a  —  hu  —  c    II  —  il      y 
1 


^    h  —  a    h  — 
Entwickelt  man  hier  wieder  ilie  Brüche 

1 


y  —  n       y  —  b 
in  IJeihen,  so  wird: 

\         a  —  b  a  —  r  a  —  a  .  .  .  \ 

'  y-'  +  hy-^  +  h'y- 


a 

b 

a 

1 

0 

d  .  .  . 

b 

a 

h 

1 

h 

d  .  .  . 

c  —  o   (•  —  b  c  —  d 


2/"'  +   t-y 


Summirt  man  alle  diese,  so  werden  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  von  y 
lauter  Reihen  von  derselben  Form  wie  (A).  Bezeichnet  man  also  die  Summe  einer 
solchen  Reilie  mit  [0],  [1]  .  .  .  [»«] ,  je  nach  dem  Grade  der  Potenz,  zu  welcher  die 
Zähler  der  Brüche  erhoben  sind,  so  wird: 


-f   [«  —  2J2,-"-')  +  [»  —  l\y-'  ■■■  +  [n  +  r  —  1|  (/-<"-' i 
und    die    Vergleiehung    der  Coefficienten   derselben  Potenz   von  ;/   in  (B)  und  (C)    giebt 
sogleich  üliereinstimmeud  mit  dem  Obigen 

[0]  =  0.  fl]  =  (I  .  .  .  bis  [n  —  2|  =  0. 
dagegen  aber: 

[«  —  IJ  =    1      und  allgemein     [u  +   c  —  IJ  =  '(ü)". 

Aus  dem  ersten  Resultate: 

L«  -  1 1  =  1 

uiril   >icli  das  für  die  Interpolation  Verlangte  ergeben. 

Gesetzt  nämlich,   es  sei  in  dem  vollständigen  Ausdrucke  von  f{x),  das  vierte  oder 


')  In  seiner  vortrefflichen  Dissertation :     „De   functionibus  quibusdairi   symmetricis".    Auctore 
Posselt.   Göttingeu  1818. 
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iiicrklirlisic  <iliril  MiiHm-r  den  iiii<r(>\vHiiiltoii   noch 

+    <  .  (x  —  a)*, 
->'   «cnlfii  aui-li    1',  (J,  Q,  H,  S.    ila   sie  im«  ileiii   V(illNtihi<li;;di   AiiHilnickc   licrcflmct  hiiiil, 
ii.»li   «lii-  «JlitiUr  ff/)  —  «)•.  f  (ly  —  «)«,  *()•  —  «)♦,  i(s  —  »y  «iitlialuii,  iiml  ilor    Aii»- 
.Iniik    (I)    wiiil    aiiHsi'i-    ilcii    Wiillicii,    ilic    m.u    diu     iiic.U-nii    VxUu/.vn    liis    zur    "tu-ii 
iiirlii-lv  1-   lii-niilircii,  iiKcli  ila.s   Iiicroiiu'iit   lialieii : 

I (p  —  ay 


p 

—  X 

V 

—  « 
('7- 

P  — 

-ay 

r 

P 

s 

V 

X 

H 

—  i> 

(r- 

'J  — 
-ay 

r 

<< 

— 

« 

r 

—  X 

r 

—  » 

r  — 
■a)* 

1 

»■ 

— 

s 

S  —  X     S  —  p     Ä  —  q     S  —  >•  ) 

Ks  wcnlon  alicr  die  Xciincr  dieser  IJrüfhe  nicht  freäiKlert,  wenn  man  in  ilincn  die  Wcrthe 
xiMi  X,  p,  ,j,  r.  s  >;iiiiuitlich  um  a  vermindert,  foli;lich  wird  man  nacli  ilcni  dien  Wewiescnen 
'riuiircni   diu   in    |    ]    cinu'i'sddossenün   Tlieil  auch  so  sclireilien   können: 

, (^  -  "Y 

X  —  p   X  —  q   X  —  »•   X  —  »• 
\md   die   Formel   (Ij   i;ielit   fol";licli   den    Werlh : 

A'  =  «  +   /J  (x  —  u)  +   Y  (x  —  a)'  +  d  (x  —  o)' 

+   £  (x  —  a)*  —  f  X  —  px  —  qx  —  rx  —  s. 
Oder   in    He/.ui;  auf    die    \  iertcn   Potenzen    allein.    i>t    dei-   Feliler    der   Inter|Mil;itiiiii .   d.   h. 
das,   was   man   hier   nm-h   hinzufüijrcn   müsste,   um   eleu   wahren    Werth   zu   erhalten: 
f    £  {X  —  p)   (x  —  q)   (X  —  )•)   (X  —  s). 
Die   r>edini:uni.'en   der  Aufi^ahe   leliren   zwar    nielits    ülier    den   Werth   von   f,    allein, 
wemi   man   die   Wahl   hat,    welche  .\ri;umente  man   zur   Inter|i(>lution  anwenden    kaini,    so 
kann   man   »i«'   weniL'>teiis   so   wählen,  dass  das   Product 

X  —  p  X  —  3  X  —  r  X  —  s 
ein  Minimum  wird.  Offcnhar  alier  wird  das  der  Kall  sein,  wenn  einer  der  Wertlie  j),  q,  >\  *■ 
dem  X  so  nahe  als  möglich  liei^t,  untl  die  anderen  zu  lieiden  Seiten  so  <;lcichförmiir, 
als  die  yejifehenen  Daten  vei-stalten ,  vertheilt  sind.  Wollte  man  z.  1$.  für  x  =  41 ''5 
inteqioliren,  so  würdi'.  winn  nuin  die  Argumente  40,  41,  42,  \'-'>  wählti-,  der  Fi-hlrr  der 
kleiiistmöjjiichste  ... 

für   II.   J--'.   l.l,  -n  «ürde  er  =  —  — -  f,  und  für  die  .Kr-unnnlc  "•W.   in.   |1,  42=;—-^  i : 

Sl  Sl 

so   das>   das    \'rrhältniss   der    Fehler,   alii^esehen    von    ileiii    Zeichen,   sein    würde: 

10  :   iO  :    14. 

Diese  Kegel,  die  anzuucudcuden  W<'rthe  ;>,  g,  f,  .s-  steUs  so  zu  wühlen,  dass  x  mög- 
lichst  nahe   ihrer   .Mitt<'   fällt,  sollte   nie  ausser  .\cht  gelassen   wcrilen. 

Die  allgemeine  Formel  (I)  kann  hei  eiiu'r  einzelnen  lnter|iolatii>n  manchm:il  mit 
Nutzen  geliraucht  werden.  Sie  hat  den  Vortheil,  das»,  wenn  vielh'icht  eine  der  (Grössen 
/*,  Q,  IL  S  fehlerhaft-  sein  sollte,  man  lu-i  ihr  sogleich  ühersieht,  wie  gross  der  KinHuss 
dieses  Fehlers  auf  X  sei.  Sie  hat  aher  den  Xachtheil,  dass  man  gewöhnlich  nicht  weiss, 
wie   \  iele  (Mieder   /'.  (/   7i',   S  zur  genauen   Interjiolation   hinreichen   und   nöthig  sind,  und 


—    SS    — 

darum    auch    bei   ihrer    eiuzeluen   Ainvcnduug    niclit    sicher   ist,    oL    mau   die    äusserste 
Genauigkeit  erreicht  hat. 

Um  diese  Uebersicht  zu  erleichtern,  entwickele  mau  die  Formel  (I)  in  eine  ReUie, 
die  sueoessive  von  dem  Gebrauche  zweier  Grössen  zu   dem  vou  dreien  u.  s.  w.  aufsteigt. 
Xeuut  man  den  Werth  vou  X  aus  m  Grössen  hergeleitet  X„,  so  hat  mau: 
X  —  p    X  —  q    X  —  r 


A\  —  X,  =  S 


1>     *  —  3 


\r  —  p  r  —  q  r  —  .s            r  —  2'     ''  —  "// 

„  /x  —  jj  X  —  r  X  —  s            .(■  —  p    X  —  /• 

T      V   1 

VI  —  P  '1  —  f  </  —  f 


q  —  p 


oder  wcun  mau  zusammenzieht 
X4  —  X:j  =^  a:  —  p    X  — ■  q    x 


jj  fx  —  (/    .)■  —  r    X  —  s  X  —  q    X  —  cX 

\p  —  q    p  —  r    p  —  s  p  —  q    p  —  r) 

\  P  ,  Q 


\p  —  q    p  — 
R 


Ebeuso   wird : 

Xi  —  X2  ■=  X  —  p    X  —  q 


9  — 

-  V 

'1 

S 

'1 

— 

s 

1 

.-^  — 

-P 

s 

—  a 

s 

— 

'•l 

+ 

E 

_1 

\p  —  ü  p  —  '■        </  —  p   <I  —  '■         '■  —  p   '■  —  1 


\p  —  q  q  ~  Pi 

Xj  =  P,  da  bei  einem  gegebeucu  Werthe    vou  Interpolation    eigentlich    nicht   die  Rede 
sein  kann.     Ebenso  ist  X2  —  Xi  nichts  Anderes  als  der  einfache  ProportioualtheU. 

Die  in  {  }  eingeschlossenen  Grössen  sind  ganz  symmetrische  Fuuctioneu  vou  2,  3,  4 
und,  wie  mau  ohne  vollständigen  Beweis  doch  bald  übersieht,  vou  füuf  und  mehreren 
Grössen.  Jeder  Functionswerth  ist  in  ihnen  dividirt  durch  das  Product  aller  Differenzen 
des  zugehörigen  Ai'gumeutes  von  jedem  der  übrigen.  Man  nenne  sie  Differeuzgrössen 
uud  bezeichne  sie,  je  nach  den  Grössen,  die  zu  ihrer  Bildung  beitragen,  durch  [jjg], 
[p  g  r]  u.  s.  w.  Bei  der  Symmetrie  der  Formeln  sind  [jjyr]  uud  |(/rjj]  identisch,  oder 
die  Buchstaben  lassen  sich  willküi'lich  vertauschen. 

Durch  die  Addition  der  verschiedeneu  Werthe  erliiüt  jetzt  die  Formel  (I)  die  zum 
(ielu'auche  bequemere  Gestalt: 

Xi  =  r  +  X  —p  [p  .  q]  +  X  —p    X  —  q  [p  ■  q  .  r\\     _     _     ^     _ 
-\-  X  —  p    X  —  q    X  —  r  [p  .  q  .  r  .  s]  \ 

Am  leichtesten  wii-d    die  Bildung   der  Differeuzgrössen  tibersehen,    wenn  mau    zwei    vou 
denselben  Dimensionen,  in  wekheu   alle  Elemente  liis  auf  eines  diesell)en   sind,   \  on   ein- 
ander abzieht.     So  z.  B.  ist: 
r  I       I  I  ^  _L    P  '  ^  ^1 


+  Q 


q    r  —  s  )•  —  p    r  —  q  . 

1  11^1 


q  —  )•     q  —  s  q  —  p     q  — 

S  ,  i?   S  -  p 


+ 


—  q    s  —  r  r  —  p    r  —  q    r 

Q  s  —  p  P 


q  —  p     q 


—     fiO     — 

uikI    \\  ii-   iiiaii    IihM   üliiTsiflit,   ^:iii/.  :tlli;fiiu'iii: 

\q  .  .  .  yi\    —   1;^  .  .  .  .vi   =  (i  —  p)   \j,  ,  ,  ,  y;|. 

Iifiiki   111:111   >ii'li  also  «lic  l)i£FiTen/;;rös8en,  wozu   man   lU-r  Sviiiimirii-   «(■••■n    /'    a    1; 
«t'lhsl  rt'i-liiicn   kann,  so   nntor  oinamlcr  gt'Sety.t: 

''      ^    r  1    I''  •''•'■     I..      ,     .•       1 


/i 


'I 


so  i'ni>tt-lit  ji'di-  folgende  Vurticaln-ÜR',  indem  man  i-in  Glied  der  vorherj,'t'lu-ndc'n  von 
dem  dai-unt<>r  ste)uMuK-n  ah/.ieht,  und  diese  Differenz  dividirt  durch  die  J)iff«-ronz  der 
Arjfumeute,  auf  welche  die  beiden  durch  die  nächst  hidiere  und  nächst  tiefere  Differenz- 
jjrösse  gezogenen   Diagonalen  liinweisen.     Ks  ist  nändicli: 

...  ...  _  e--p 


'1  —  V 
_  l'7  •  r]  —  [P  ■  q| 

'■  —  V 
_\,,  .  r  .  s\  —  \i)  .  q  .  r\ 


Hei  die>er  .\ii«  eiiduii:^  der  Formel  |I1|  «inl  man  immer  \<ui  oiieii  lieriinler  iiitei-|iolii'eii. 
u.id  auf  die  vei-schiedenen  Zeiche.i  Hücksicht  1. eh. neu  müssen.  Vo.-thcilhafter  und 
leichter  z.i  iiliersehen  ist  es,  wen  ma.i  aus  der  Mitte,  oder  aus  der  Gegend,  wo  x  sich 
liefindet,  heraus  inter|ioli.-te.  I5ei  alle..  Formel.,  ist  hisher  auf  eine  liestimmte  Anorduuug 
gar  kei.ie  Hücksicht  ge.ioi.ime.i  worde.i.  Ma.i  wird  also  auch  ei.ie  a.ide.-e  (Jrösse  als  P 
zur  ersten  mache.)  können.  Wiihlt  man  die  A.ioi'dnmig  7i',  Q.  S.  P.  T.  »>  \v  ii'd  clie 
Fi.r.nel   (II): 

.V,  =  /i  +  /•  —  r  \r  .  q]  -\-  X  —  r    x  —  q  \i.  q  ■  .-j 
^^  X  —  r    T  —  q    X  — .•(  \r  .  q  .  .s-  .  /i| 
od»-r  mit   crlauliter  \"ertau8chuiig  der  Buehst^ihei. : 

X,  —  It  +  x—r\q.r\  +  x—r    X  —  q\q  .r  .s\  \  ^  ^^^ 

1    X  —  r    X  —  q    X  —  s  \i>  .  q  .  r  .  i>\  J 

u.id  we.1.1  i.ia.i  ei.iei.  JJlick  auf  das  obige  Schema  wii-ft,  so  sieht  .i.aii,  cla.-s  die  hier 
gel>i':iuchteii  Differe.izgrösse.i  \q  .  rj,  [7  .  r  .  s],  [j*  .  5  .  r  .  »\  alle  wechselweise  über  u.id 
u..ter  einer  lio.-izontale.i  Linie  liege..,  die  ...an  zwischen  11  n.id  [<;  •  rj  mitte. 1  ilurch- 
zieheii   kann.     Kbei.so   wii.-de  die  Al.oi-dnniig  /f,  S,  Q,  T,  P  die  F'ur.nel   geben: 

A-.    -  /f  +  x-r[r.sj  +  x-r    x-.s|a.r..s|| ^^^.^ 

-f»  —  r    X  —  s    X  —  q  \q  .  r  .  s  .  l]  | 

Wo  die  hori/ii.iUile  Li.iie  zwischen  R  u..d  |r.s]  ilurchgezogei.  wc'de.i  .niiss.  Die 
For.i.el  (III)    gilt    für    de..   F'all,    wo    .r  zwischen    q   u.icl  r,   (IV).    wo  x    zwische.i    r  ui.<l 

,H  r..'..'f. 

M:in     kann    beide    in    eiiie.i    Au>d.'u<'k    /.u^a.ni.ie.ifassen,    wenn     .na.i    alle    Grössen 

p,  q,  r  u.  s.  w.,  die  auf  «ler   ei.iei.  Seite   vo.i  x  liege..,  mit  «„,  an—.  .  .  -  «i,  a  bezeichnet, 

woliei  a  dem  x  a.n  i.ächst<-.i,  die  auf  der  a..dere.i  Seite  liege. ide.i  ,s,  I...  .nit  fc,  b,,  b^  . . .  (>»• 

widn-i   wiederu.u  h  de..i  x  aiu   .lächs'eii.      Setzt    .na.i    nun    überhaupt    fest,    dass    u.iter  a 

KIlDk^rfuti,  Tb««r«U>c.i<  Aitrooomit.  12 
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immer  die  dem  .r  nähere  Grösse,    unter  /)  die   entferntere   verstanden   werden   snll.  so 
werden  beide  Formebi: 

X  ^=  Ä  -]-  X  —  a\a  .  h]  -\-  X  —  a  +  .r  —  h  | «i  o  l.)\  1 

-\-  X  —  a    X  —  h    X  —  a-i  [a,  a  h  hf]  ,     •     •     •     ■     (Y) 

+  .r  —  a    X  —  b    X  —  «i   x  —  hi  \a.2  Oj  a  h  bj  J . . .) 

Zur  Berechnung  ist  es  am  bequemsten,  die  DifEerenzgrössen  successive  durch  die 
folgenden  zu  verbessern,  oder  die  Formel,  mit  Absonderung  der  gemeinschaftlichen 
Factoren,  so  zu  schreiben : 


X  =  ^  +  .r 


ff  l[ah]  +  X  —  l)  [iffi  a  h\  -L  n:  —  o,  {[o,  ff  h  hi]  .  .  .|}|  ■  •    (VI) 

Man  gebraucht  dabei  die  Factoren  in  folgender  Ordiinng: 

X  —  6«,  x  —  a„,  X  —  bn—i,  X  —  ff„_i  ...  .1-  —  ffi,  X  —  ?),  X  —  a. 

Wenn  man  also  von  x  ausgeht,  und  zuerst  das  nächste  Glied  nimmt,  um  x  —  n 
zu  erhalten,  dann  auf  der  andern  Seite  x  —  1)  bildet.  Jetzt  wieder  x  —  «i  und  so  immer 
aliwechsehid,  so  niuss  man  beim  Gebrauch    die  Reihe    der  Factoren   gänzlich    umkehren. 

Diese  letzteren  Formeln  haben  den  erheblichen  Vorzug,  dass  man  bei  ihnen  die 
Zeichen  nicht  zu  berücksichtigen  braucht,  wenn  man  sich  nur  zur  Regel  macht,  die 
DifEerenzgrössen  immer  so  zu  verbessern,  dass  sie  dadurch  dem  früher  erwähnten  Striche, 
über  und  unter  welchem  sie  wechselseitig  liegen,  stets  näher  gebracht  werden,  oder  dass 
die  Correction  sie  der  jenseits  des  Striches  liegenden  Differeuzgrösse  annähert.  Den 
Grund  hiervon  ersieht  mau,  wenn  man  die  beiden  Fälle,  wo  der  Correctionsfactor  von 
der  Fonn  x  —  ff „ ,  und  wo  er  von  der  x  —  b„  ist,  unterscheidet.  Im  ersteren  Falle  ist 
die  Correction  stets 

+  X  —  (i„  [ff„  ff„_i  .  .  .  a  h  ■  .  ■  fc„_i  &„]. 
Wählt  man   der  Kürze  wegen    ein    bestimmtes  Beis|iiel,    wo  n  etwa  =   1,    und  entwirft 
sieh  das  gehörige  Schema,  so  wkd  mau  finden,  dass  die  angegebene  Kegel  verlangt,  dass 

[fli  al>]  +  (X  —  ff.)  \a,nhh,] (C) 

immer  falle  zwischen 

\n  &  ^i]     unil      [ff|  ((  b\. 

Nun  ist  aber  nach  dem  früher  Bewiesenen 

[ffi  ff  b  b,]  =  '- ' . 

"i         "i 
folglich   wird   der  Ausdruck  (C): 


=  ["1  «  n  +  r !l«  ''  h  I  -  I":  "  h] 

"i  —  "i 


und  der  Factor: 


bi  —  ff, 
ist  in  allen  Fällen,    vermöge  der  angenommenen  Bezeichnung,  positiv  und  kleiner  als   1. 
Da  man  nun  stfltt  \a  b  bi\  auch  schreiben  kann: 

[ffi  «  b]  +  |[«  ;-  /..]  —  K  ab]], 

so  sieht  man.  dass  ilie  Correction  stets,  der  Regel  gemäss,  nach  [a  b  bj]  zu ,  die  üiffe- 
renzgrösse  [ffj  ff  b]  hin  corrigirt,  den  emzigen  Fall  ausgenommen,  dass  durch  eine 
frühere  Correction  die  Drfferenzgrösse  [ff,  o  b  bj]  in  ihrem  Zeichen  geändert  wäre.  In 
diesem  einzigen  Ausnahmefalle  -wird  eine  Entfernung  stattfinden.  Allein  bei  einiger 
Aufmerksamkeit  wird  man  besonders  bei  mehreren  Interpolationen  sich  hierin  nicht 
irren  können. 
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l);i*r<fl1>v    liiiili-t    lifi    ilfiii    /.wcilfii  Fitllf.    wo    ilcr  l'<»rivftiiuiÄfa«-U)r    mih    ilcr   Foiiii 
j         b„  i^t.  >tatt.     Dil-  t'orri'clioii   ist  ilitiiii : 

ix      -  b„)  |ii„.,  //,.  .  .  .  ,1  b  .  .  .  /i„|, 

»tili   ;iii'_'iliiailit   an   \ii a  b  .  .  .  b„\,  iiiiil   m>1I   ili<'!«'s   ilcr   l)iffriuiizgr«t»se : 

|(l„.l  .  .  .  11  b  .  .  .  /(,._,  I 
iialiiT  liriiii;«'!!.      I  >ic   lii-iilcii    AiiMlriu-ki-   wiTclni   hier: 

|<i„  .  .  .  IIb  .  .  .  bJ '".     (1(1 üb  .  .  .  b,A  —  la,.  +  ,  .  .  .  ab  .  .  .  (/,._,!) 

n»+i  —  K 

|(i,  .  .  .  ab  .  .  .  b„\  —  {\a„  .  .  .  iib  .  .  .  b„\  —  |(j,.^,  .  .  .  ab  .  .  .  f<„_,J), 

«ul)i'i  wiuiliTiim  iKt  Factor 

X  —  b„ 

«n  +  l   —  K 

stfts  poüitiv  uikI  kk-iiK'i-  als  I  ist.  Dieselbe  Ausiialiiia'  liiuU't  aiK-li  liii-r  wie  olieii  statt. 
Wendet  man  nun  iliese  allgeuieineii  Formeln  auf  den  hei  astronomischen  luler- 
polationen  liäutiifsten  Fall  an,  wo  j),  q,  r,  s  eine  arithmetische  Reihe  liihleu,  so  sieht  man 
sogleich,  ilass  die  Differenzgrössen  in  «lie  sogenannten  ersten,  zweiten,  dritten  und 
folgenden  Differenzen  iiliergehen,  jede  respeotive  durch  ilas  l'roduct  aller  ganzen  Zahlen 
liis  zu   ihrem  Zeiger  inclusive  di\  idirt.     Oder  es   wird: 

\p.q\    =    JP 


\l>  ■  >1  ■  r\  = 


1    2 


wohei  die  gleichen  Intervalle  </ —  j»,  r  —  n  etc.  als  Einheiten  angesehen  werden.    Setzt  man 

X  —  |>  =r   ; 
in  diesen  Einheiten  ausgedrückt,  und  schreilit  überall  statt 

jr  ~  q  .  .  .  X  —p  —  (a—p) 
.1  —  r  .  .  .  X  —  p  —  (r  —  p)' 
so   wird  die  ?\)rmel  (II): 

X=  1'  +  i  .JP  +'  -^~  ^  J^P  -^    '     '^  \    '.~  -  J'V (II) 

die  gewöhnliche   Interjiolationsformel. 

Versteht  man  dagegen  unter  J.  z/^  J^  die  Differenzen,  welche  wechselweise  unter 
und  ülier  dem  horiz<uit;den  Striche  liegen,  <ler  V(Ui  iler  Gegend  des  x  aus  gezogen  wird, 
so  wird  hei  auf steigenilcni  .\rgument  :ius  (III).  «rnii  r  —  x  =  f,  oder  x  zwischen  q 
unil   r  liegt: 

x^n-t.J<,^L^j.n^'_l^±:±±lj.^ ,1,1, 

und   aii~   (IN).   «ciMi   X  —  r  =  t,  oder  x  zwischen   /'  nml  ;<   liegt: 

.V  =  11  -\  t.  JH  +  ^'[~^  J*ii  +  * '  ^  7  .'  '  ■  ■  ^  ^  -'''' 0^')* 

Ware  das  Argument  hei  «Icn  letzten  I-'cirineln  nicht  aufsteigend,  sondern  nieder- 
steigend, so  würden  die  Zeichen  der  Glieder  in  beiden  nur  zu  veilauschen  sein,  wenn 
man  t  immer  als  positiv  ansehen  will.  Für  die  suoeessive  Verbesserung  der  Diffe- 
renzen  erhalt  man  : 

12« 


X  =  II  —  t  [J  Q  -^ 
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IJ'O 


I  —   2 


U'J! 


X   =:    I{    +    t  \^B    + 


-lUi^  +  ^t^k^  +  ^u^i. 


Wenn  t  areuau  eleich  77,    oder  wenn  x  »euau  in  <ler  Mitte  zwischen  (/  nml   ;•  lieirt, 

so  ist  es,   in  Hinsicht  anf  die  Genanigkeit,  einerlei,    ob   man    \on  q  aus  vorw  ürls ,   oder 
von  r  aus   rückwärts  interpolirt.     Der  erste  Ausdruck  würde  nacli  (IV)"'  \\erden : 


_1^ 


2-^-^«+    1 


und  der  zweite  nach  (HI)*: 


X 


R 


-^^Q+  - 


z]iR 


1 


Ti-   ^'  Q- 


Bei  der  Verbindung  beider  fallen  alle  ungeraden  Differenzen  heraus,  und  wenn  luau  die 
jedesmaligen  Summen  der  geraden  Differenzen,  die  auf  derselben  horizontalen  Linie  mit 
Q  und  2J  stehen,  durch  fc',  h"  u.  s.  w.  bezeichnet,  oder  setzt: 

(?  +        R  =  h 

^*Q  ^  zi*R  =  Je"  u.  s.  w., 
so  heisst  die  Formel: 


X 


1 


1_J_   fc^  1   1  3  3    h" 

O    ,1      o       '       o 


113  3 


5    k'" 


2  42     '2468     2  246  8  10  12     2 

1  ft'  _  iL  k"  -  A  ifc"'  .  .  .1 


(V)* 


Bei  dieser  Formel  kann  mau  sich  wieder  die  Rücksicht  anf  die  Zeiclicn  durch  eine 
andere  Betrachtung  ersparen.  Bezeichnet  man  nämlich  die  beiden  Differenzen,  die 
irgend  welches  k  bilden,  mit  ß  luid  ß\  und  die  nächstvorhergehende  und  folgende  mit 
'ß  und  /3",  und  bildet  sich  das  Schema: 


ß    -'ß 
ß'   -   ß 

ß"  -   ß' 


ß'  -'2ß     f    'ß 

,     ß"  -  2  ^'  +    ß 


so   wird,  wcim 


/,-   =  ß  +   ß' 


fc„  +  ,   ^  ß>>  _    ß>  ^ß  +   'ß 
=  ß"  +  'ß    -/•■". 


oder  es  ist  immer: 

7,..  +  7,"+i  ^  ß"  +  7j. 

Die   t'orrection  hat  aber  immer  die   Form : 

Je»  _  uk"+\ 

wo    K  positiv    und    kleiner   als   1.      Folglich   wird   die    au    k"   oder   ß   -}-  ß'    angebrachte 


11'' 

15-2» 

15' 

56",6 

\\l 

158 

15 

45  ,5 

II 

104 

13 

4fi  ,2 

\> 

170 

10 

•21  ,8 

(1 

17t; 

5 

54  ,'i 

IJ 

IN-J 

(1 

4-.>  ,8 
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("orn'olinn  >ti'lH  m»  wirki'ii.  thi^s  sie  «lii-  Siimiiu'  ß  -i  fi'  mmi  iUt  Siiiiiiih-  «ItT  nai-iiitl- 
foljjiiiilcii  iitiil  ii:icli«l\iiiiu'i-yi'lifinlfii  I  )iffiTi'ii/.  fiil  f  mit,  ilcii  Fall  iiiib^'fiioiiiiiu'ii,  wo 
k"^'  «liiivli  t'iiif  früliiTc  CoiTfction  sein  Zoicia-ii  goaiulcrt  li:tl>i-u  sollu-,  wiw  bei  iiifiirtTiMi 
auf  i'iiiniKlcr  fol^cinK-ii  Iiitci-|ioluti(>iK'ii  U-iciit  /.ii  übersehen  Ut,  iitul  nie  xu  Irrthünieni 
fübreii  wiril.  l)iese  letzte  Formel  (N')'^  i«t  «o  tjeiiau,  iiiul  ziigleieli  so  bei|ueni,  «lass  bei 
llerecliiiiiiig  einer  Tafel  iiiaii  iniiner  wolil  tliun  wird,  für  Intervalle,  die  um  eine  ganze 
IVilenz  von  2  \on  einander  entfernt  siiul,  die  strenjjen  Wertlie  zu  bereclinen,  und  dann 
ilie   zwisclienliet;eiideii  dieser   Formel  zu  suohen. 

Als  l{eis|iiel  nn'iyc  die  Läni;«  des  Moiules  für  die  im  Berliner  Jalirliucli  für  1830 
bercoliiiete  Sternbedeokuni,'   Apr.   5.  dienen.     Aus  der  Kphemeride  hat  man: 

Apr.  4.  .„_     .„    „„  ,» 

'  -1-  5  59  48,y 

—  1   48,2 
5  58     0,7  +23.1 

1   25,1  -   1,2 

5  56  35,(»  21.'J 

1      3,2  2,;j 

5  55  32,4  U».4 

0  43.0 
5  .'.4  48.t; 

Wollt*.'  man  hier  die  I.jinge  für  .Vpr.  5.  7''  haben,  so  müsste  man  von  \\i\:  5.  12'' 
ausgehen  und  die  Fonnel  (III)*  anwenden.  Die  Factorcn  x  —  a  x  —  b  etc.  nach  (V) 
ninl  (VI),    immer  durch  die  Ordnungszidd  der  Differenz   dividirt,    siiid   dasselbe,    was    in 

(III)*  durch  /,  — - —  etc.  ausgedrückt  «ird;  mau  hat  also  die  Corrcctiousfactoreu : 


12 
und   wenn   man   die   Iteihe   umkehrt: 

ly 

48 

Die   ^'erl>esserung  der  dritten   lUfferenz  cliireli   die   vierte   wird: 

2,5  .1!) 

und  ist,  ohne  weitere  Hücksiclit  auf  «las  Zeicheu  zu  nehmen,  so  anzubringen,  <lass  21,1J 
.lein  l!l,4  geiiidiert  wjrd.  Folglich  wird  die  verbesserte  dritte  Differenz  20,U.  lliennit 
wird    die    zweite: 

1    ;->,2  -I '-  20.!t  —   1    l:i.o7. 

3() 

«eil   die    Verböserung   eine   Annäherung  an    1  25.1    bewirken   soll.      Die   xerbe^sertc  erste 

w  ird  jit/.t ; 

.".  .■>()  35,t;  —   -^  73,07  =  5  r>ti   14.2'.t 

aus  dem    imhum  ii- n  i  .runde.     Nimmt  man   hiervon  -^  und  subtr.ihiit   -i--  \  "ii   1<"   1"  21,^, 

so  hat  man : 

Apr.  .'..     7"  .  .  .   167«  41'  55",H5. 

Ware  man   \"n   .Vpr.   .'i.  (»'•  nach  der  Formel  (IV)*  ausgegangen,  gegen  die  obige  Hegel, 

so  würden   die   Facloreii  gewesen  sein: 

7  5  l!t  17 

TT         24  36  48 


24 

17 

36 

19 

48' 

17 
36 

7 
24 

12 
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UTiil    ilii'  vurlx'ssortiMi   DiftVrcnzcu   nach   iltT  OrdiiiuiL;' : 

■2-2:.',      1      i;;,;!      r.      m      5o,87, 

Avoduivh  cbeufalls  diesellie  Länge  frlialtcii  wäre.  Dass  die  gegebene  Ivegel  voUkonunen 
mit  deiu  Weebsel  der  Zeichen  iu  diesem  Beispiele  übereinstimmt,  wird  Jeder  bei  ent- 
sprechender Eücksiehtuahme  daranf  linden. 

Um  die  Leichtigkeit  der  Literpolatiou  in  die  Mitte  hinein  nach  der  Formel  (V)* 
•/AI  bemerken,  snelie  man  die  Laugen  für  Apr.  5.  ß'^  nnd  IS*".  Da  die  vierten  Diffe- 
renzen nnsicher  sind,  so  brancht  man  sie  eigentlich  nicht  einmal  mitzunehmen,  auch  wii'd 
ihr  Einflnss  mir  dann  merklich  sein,  wenn  sie  beträchtlicher  sind  wie  hier,  da  die 
Summe  Je"  multiplicirt  wird  mit 

2"  '  8"  '  Te"  ~    25(1  " 

■  /,■'  =  —  2  28,0  ■  ■  ■  —  4  /•■'  =  +  1S,54 

■  l'  =  —  l   47.0  ... ];'  =  ^  13,38 

8 

11'^   lli4"  13'  4ti",2 

-f  2  58  27,1 
(I     167     12    13  ,3  —  18,ß 

58     8,5 
12     170    10    21  ,8  15,6 

57  52,'J 
18     173      8    14  ,7  13,4 

•57  3y.5 
6.       0     17(i      5    54  ,2 

Interpulirt  man  wieder  in  die  Mitte  hinein,  so  hat  man  für: 

9I'  .../;'  =  _  34,2  —  ^  7/  =  +  4,3 


Man 

hat  folglich 

für: 

()'' 

18" 

Und 

dann: 

Apr. 

8 


Apr.  5.     6''   167"   12'  13",3 


+    1    2!l   11.4 
'J     168    41    19  ,7  —  4,3, 

1   2'J  2,1 
12     170    10    24  .8 

woraus  nach  der  gewöhnliclau  Interjiolationsformel  (11)*  für  7^^  (  =  — 

167   12   13,3 

-f    2!)  42,13 

+  0,48 


7"  .  .  .  167  41   55,9 

wie  nlien.  Die  liückslcht  auf  die  Zeichen  hätte  man  sicli  bei  iler  luterjjolation  iu  die 
Mitte  hinein  wieder  ersparen  können,  weil  ein  IJlick  zeigt,  dass  die  k  vergrössert  werden 
müssen. 

Hat  man  nicht  für  ganze  Stunden  zu  interpoliren,  sondern  für  eine  Zeit,  die  einzelne 
Secunden  enthält^  so  kann  man  sich  erlauben,  bei  den  CoiTectionsfactoren  der  höheren 
Differenzen  einen  genäherten  echten  Bruch  statt  des  A\ahren  f  zu  substituiren.  So  wenn 
mau  die  Länge  für  den  Austritt  von  82  Leonis  7''  24'  16"  haben  will,  so  wii-d,  wenn 
man  von  Apr.  5   12"  ausijeht : 

4'"  35'  44" 

wofür    man    aus    den    Ketteubrüchen    den    neuäherteu    Wertli  ^r—    erhält.      Die    Factoren 

°  13 
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•J«i  :u»  52  ' 

ilii'   Vfrlirsst-rt«'!!   I)ifF»'ri'ii/.i'H : 

•JO.'.l  I    12,S  5»  5«'   IM".20. 

Wiinlcl   niati   liri   ilicsiT   It-t/tcii   ilcii   i;fti:iut>ii    Wc-rtli   vnii   I  an.  so  «•rliiill    man: 

7"   24'   lli"  .  .  .   niT»  ."):i'  5(i",7, 
iilicn  in>tiiiiini-ncl   mit   ilrr   Intor]iolatii>ii   ans  den   ^ofnnilcMieii  Wcrtlicn   für  !>•',  '.l'"   ini<l   12''. 


Z  w  (")  I  t't  f    V  o  r  1  0  s  u  n  <r. 
I>ie  l'iirallaxp. 

Im  N'iirhi'riiclR-nilcn  siml  alli-  /.um  l»i-it-olini-n  i-iu/.i'hifi-  Oi-rtvr  oder  ganzer  Epheinc- 
rideii  notliiiren  Formeln  entwickelt  worden.  Um  diesclhen  in  Schärfe  mit  den  Be- 
ol>.ielituni;en  vergleichen  zu  kiinnen,  ist  noch  die  Wirkung  der  Parallaxe,  sowie  die- 
jenige der  .Mierratiiin  der  IIimmelsk<ir|ier  zu  lieriicksichtigen.  Wir  liehaudeln  zuerst 
die  l'anillaxe,  wobei  wir  die  »tägliche"  und  -jährliche"  Parallaxe  zu  unterscheiden 
hallen.  Die  erstere  tritt  nur  auf  bei  den  Oerterii  derjenigen  Körj>er,  die  zu  unseren» 
Sonnensystem  gehören,  die  zweite  nur  hei  den   Oerterii  der  Fixsterne. 

Die  tägliche  Pandlaxe  ist  die  Verschieltiing.  welche  der  Ort  eines  (Testiriies  dadurch 
erleiilet,  dass  man  es  nicht  aus  dem  Mittel]>unkf»'  der  Krde,  sondern  aus  einem  Punkte 
auf  deren  Olierfläche  heoliachtet.  anders  ausgedrückt,  der  Winkel,  welchen  die  vom 
(iestirne  nach  den\  Hrdmittelpiinkte  und  nach  dem  l>eoV>achtungsorte  gezogenen  Linien 
mit  einander  bilden.  Hei  den  Fixsternen  verschwindet  ilie  tiigliche  PaniUaxe  wegen  der 
grossen   Kntferiuing  vollkommen. 

Die  jährliclie  Pandlaxe  ist  nichts  anderes,  als  der  Unterschied  zwischen  helio- 
centrischen  \ind  geocentrischen  Orten,  oder  anders  ausgedrückt,  der  Winkel,  den 
die  vom  Gestirn  nach  dem  Krdmittel|iunkte  uml  nach  dem  Sonnenmittelpunkte  gezogenen 
Linien  mit  einaiuler  bilden.  J5ei  den  Kiir|iern  iniseres  Somiensystemes  ist  dieser  Winkel 
aber  keine  kleine  Grösse,  sonileni  kann  unter  Umständen  sogar  bis  180*  betragen  und 
darum  hier  nicht  als  Par;»llaxe  bezeichnet  werden,  sondern  winl  durch  ilie  Formeln 
der  zehnten  Vorlesung  berücksichtigt.  l$ei  den  Fixsternen  ist  diese  jährliche  Pandlaxe 
ausserordentlich  klein  und  nur  liei  den  nächsten  Fixsternen  n.ichweisbar. 

Wir  betrachten  zunächst  die  jährliche  oder  _Fixsternjiarallaxe"  in  Länge  A 
und  Hreitc  ß. 

IJezeiclinen  a.  d.  r  die  heliocentrische  Rectascension ,  Declination  und  ISadius 
vector,  a',  d'.  d  die  geocentrische  Hectascension,  Declination  und  Entfermmg  des  Ge- 
Rtinies,  X,  Y,  Z  die  geocentrischen  Coordinateu  des  Sonneiimittel|iunktes,  indem  die 
rv- Ebene  mit  dem  .Ve<iuator  zusammenfällt,  die  j-A\e  durch  den  Frühlings|iunkt,  die 
.'^  -  .\xe  clurch  den  Weltjud  geht ,  dann  hat  man  allgemein  die  folgeiuleii  bekannten  He- 
latiniien,  welche  den  Uebergang  vom  hdiocentrischen  zum  geocentrischen  Orte  darstellen: 

d  cos  ö'  cos  «'  r=  r  cos  d  cos  «   '>-    .Y  I 

^  cos  d'  sin  a'  ■=rz  r  cos  d  sin  u  -\-     \  .  ■     ■  ""O) 

^  sin  d'  —-  r  sin  6  /  \ 


—    on    — 

Dabei  muss  die  Drehung  von  der  positiven  x-Axe  zur  positiven  y-A\e^  vom  Nord- 
pol aus  gesellen,  der  des  Ulirzeigers  entgegengesetzt  sein  (dh-ecter  Sinn  in  unserem 
Sonnensysteme). 

Seien  nun  A,  ß  und  z/  die  heUoceutrisclie  Länge,  Breite  und  Entfernung  und  ferner, 
indem  mau  sich  zu  diesem  heliocentrischen  ein  paralleles  geocentrisches  Coordinaten- 
system  denkt,  A',  ß',  A'  die  Entfernung  eines  Fixsternes  ^on  der  Erde,  so  sind  ja  die 
Coordinaten  des  Gestirnes  bezüglich  beider  Systeme 

X  =  ^  cosß  cos  A  x'  =  ^'  cos  ß'  cos  X' 

y  =  ^  cos  ß  sin  k  y'  ^=  A'  cos  ß'  sin  l! 

z  ^=  /l  sin  ß  s'  ^=  /l'  sin  ß', 

wälirend  die  geocentrischen  Coordinaten  der  Sonne 

X  —  RcosQ 
Y  =  E  sin  O 
Z  =  0 

sind,  wobei  R  den  Radius  vector  der  Erdbahn,  und  O  die  wahre  Länge  der  Sonne 
bezeichnet. 

Unser  allgemeines  System  wh-d  daher: 

J'  cos  ß'  cos  l'  =  A  cos  ß  cos  l  -\-  Bcosö  \ 

zJ' cos  ß' sin  X'  =  zt  cos  ß  sink  +  lisinQ (2) 

A'  sin  ß'  =  z/  sin  ß  J 

Multiplicirt  man  jetzt  einerseits  die  erste  Gleichung  in  diesem  Systeme  mit  —  sin  k, 
die  zweite  mit  -|-  COS A  und  andererseits  die  erste  mit  +  cosk,  die  zweite  mit  -\-  sink 
und   ;i(l(lirt,  so  folgt: 

zJ'cosß'sinik'  —  l)  =  Bsln{Q  —  k) 

J'  cosß'cosil'  —  k)  =  Acosß   -{-  JlcosiQ   —  k). 

Nun  sind  aber  sämmtliche  Fixsterne  so  weit  entfernt,  dass  A'  —  A  eine  sehr  kleine 
Grösse  ist,  deren  Betrag  noch  nie  über  eine  Bogensecunde  stieg.  Man  kann  somit  in 
der  zweiten  Gleichung  cos{k'  —  A)  =  1  setzen,  und  findet  so 

J'cosß'  =  Jcosß  -i     lirosiQ   —  A). 

während  in  der  ersten  Gleichung  der  Sinus  von  (A'  —  A)  mit  seinem  Bogen  vertanschbar 
ist.  Durch  Multiplication  ferner  dieser  letzten  Gleichung  mit  —  sin  ß,  sowie  der  ilritten 
des  Systemes  (2)  mit  +  cos ß  und  Addition  folgt: 

Z]'. sin  iß'   —   ß)  =   —   RrosiC    —   k)slnß. 
Als  Formeln  für  die  Parallaxe   eines   Fixsternes  findet  man  somit: 


A'    —    A  r^  —    - ,    sin  (A  —  O)  sec  ß 


R 


ß'  —   ß  =  —    f,    ros(k  —  ö)sinß 


(3) 


Oiler   in   eiiduültigev   Gestalt: 

A'  -   A   =  —    :r'   sin(k  -  Q)secß  \  ■ 

ß'  —  ß   =  —    .t'   ms(A  —  0)slnß  I  ^  ^ 


wo  <lann 


die    FixsternparaUaxe    ist,    die    eine    Bogensecunde    nie    übersteigt.      Nimmt    man    den 


-      97      — 

Hailiutt  vi-cUir  Ui-r  KiiUialiii  als  Einheit,  iio  iitl 

1 

Die  t^ix8temparallaxt>  3r'  variirt  also  von  Storn  r.u  Su-m. 

Aus  Ifl/U-ren  Foriuulu  uniiuht  ni:iu  ziiu^lc-ich ,  diLss  das  Maximum  der  Fixutcm- 
|>ui-iilluxouwirkiing  für  die  Län^i^e  uintrilt,  wenn  O  —  A  =  KU"  oder  270",  d.  h.  wenn 
l  =  O^  y*"  i*t,  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Sonne  und  das  Gestirn  in 
Quadratur  stellen,  wenn  wir  uns  gestatten  wollen,  diesen  Ausdruck  auch  von  Fix- 
»t«'rneu  zu  gebrauchen;  und  für  die  Hreite,  wenn  O  —  k  ■=  0  und  180,  d.  h.  il  =  O 
oder  ^  0  -f-  180°  ist,  also  dann,  wenn  Sonne  und  Stern  die  gleiche  oder 
eine  um    ISO»  verschiedene  Lange  haben. 

Die  Formeln  für  die  jährliche  Parallaxe  in  Rectascension  und  Declinatioii 
folgen  diiect,  indi-m  wir  mit  «',  ö' ,  ^'  die  geocentrische  Rectascension,  Dcciinalion 
und  Kntfernung  des  Fixsternes,  mit  a,  d',  z/  die  analogen  Grössen  für  die  Souno,  mit  i 
die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnen  und  das  dann  resultirende  Sysl<'m : 

^i'  cos  d'  cos  ul  T—  J  cos  dcos«  -f-  -^  f»*"  0  1 

^'  cos  d'  sin  a'  ^^  J  cos  d  sin  a  -\-   li  sin  Qcost  , (>>) 

jj'sinö'  =  ^sind   -\-   Rsin  Q  sin  £         J 

analogen  Operationen  unterwerfen : 

«'  —  «  ^=  —  3i'  (cos  O  sin  a  —  sin  Q  cos  a  cos  f)  sec  S  |  ,  , 

d'     -  S  r=  —  n' (cos  t  sin  a  sin  d  — sin  t  cos  ö)  sin  Q  —  n' cos  Q  sin  6  cos  u  \  ^   ' 

Ausdrücke,  welche  man  durch  Einführung  der  Uülfsgrössen  k,  1,  K,  L  vereinfachen  kann, 
die  durch  folgende  Bediugungsgleichungen  gegeben  seien: 

—  cosicosu  ^r=  k  sin  K 

—  sin  a  =:  kcosK 

sin  cc  sin  d  cos  e  —  cos  Ä  sin  t  ^^  l  sin  L 
—  cos  a  sin  d  rrr  Z  cos  L. 
So  erhält  man : 

u'  —  u  T~.  n'kcos(K  -f    0)sec5) 

ö"  —  d  =  :i'IcosIl  +    O)         ) ^'^ 

Bei  den  Köi-jjei-u  unseres  Sonnensystomes  kommt  die  Verschiebung  der  Richtung 
dieser  Körper  durch  die  Lagenänderung  auf  der  Erdoberfläche,  die  tägliche  Parallaxe, 
die  man  als  „Parallaxe"  schlechthin,  oder  als  ^allgemeine  Parallaxe"  zu  be- 
zeichnen ptlegt,  in  Betracht.  Dieselbe  behandeln  wir  nun  allgemein,  indem  wir  die 
Erde  als  Rotationsellipsoid  voraussetzen. 

Zuerst  leiten  wir  diese  allgemeinen  Parallaxenformeln  in  Rectascension 
und  Declination  ab.  Dazu  denken  wir  uns  ein  Goordinateusystem,  dessen  Anfangs- 
punkt im  Erdcentrum  liegt,  dessen  x.i/- Ebene  mit  dem  Aeijuator  zusammenfällt,  so 
dass  die  positive  z-Axe  durch  den  Frühlingspunkt  geht  und  von  dem  aus  gesehen 
die  Rectascension,  Declination  und  Entfernung  des  Gestirnes  u,  8,  d  seien.  Die 
Coordinaten  des  Sl«'rnes,  bezogen  auf  dieses  System,  sind  dann: 

X  =  J  cosd  cos  « 
y  =  ^  cos  d  sin  « 
e  ^  4J  sin  Ö. 

Seine    Coordinaten    bezüglich    eines   zweiten,    dem    eben    genannten    parallelen    System!«, 

K  lltikcrfutt,  Tbe<ir«lu>h«  AiUuDOmi«  |3 
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dessen  Anfangspunkt  im  Beobachtungsort  liegt,  bezogen  airf  welches  seine  Rectascension, 
Decliuation  und  Entfernung  «',  d',  z/'  seien,  aber  sind: 

x'  =  /l'  cos  d'  cos  «' 
y'  =  A'  cos  S'  sin  a' 
z'  =  A'sind'. 
Die  Coordinaten  schliesslich  des  Erdmittelpunktes  bezüglich  des  Beobachtungsortes  werden : 

3E  =  —  Qcosq)'  cos  6 
3)  ^  —  Qcos(p'  sin  6 
3  =  —  9  s«w  9': 
wobei   ö   der  Winkel,    den    die   Meridianebene   des    Beobachtungsortes    mit   dem   Decli- 
natiouskreise,  der  dm-ch  die  Richtung  nach  dem  Frühlingspunkte  geht,  einschliesst,  d.  h. 
nichts  Anderes   als   die   Sternzeit   des   Beobachtungsortes    ist,    Q   die   Entfernung    der 
Anfangspunkte    beider   Coordinatensysteme ,    d.  h.    der  Abstand    des    Beobachtungsortes 
vom    Erdmittelpunkte   und   (p'    der  "Winkel   von    p    mit  der   xy -'Ebene   (dem  Aequator), 
d.  h.  die  geoceutrische  Breite  ist. 

Dann  hat  man  wieder  die  Beziehungen  zwischen  den  Coordinaten  beider  Systeme 

A'  cos  S'  cos  a'  :^  z/  cos  d  cosa  —  q  cos  cp'  cos  6  | 

z/'  cos  d'  sin  «'  =  z/  cos  d  sin  a  —  q  cos  cp'  sin  0^ (8) 

z/'  sin  d'  =  z/  sin  d  —  q  sin  fp'         J 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  unmittelbar  die  Parallaxe  in  Rectascension,  indem  man 
einerseits  die  erste  Gleichung  mit  —  sina,  die  zweite  mit  -\-  cos«  und  andererseits  die 
erste  mit  -|-  cosa,  die  zweite  mit  -f-  sina  multiplicirt  und  dann  beide  Male  addkt. 
So  folgen  die  Relationen : 

(a)  A' cos  S' sin  (u'  —  «)  =  —   q  cos  q)' sin  (fi  —  «) 

(b)  z/'  cos  S'  cos  («'  —  c.)  =  A  cos8  —  q  cos  <p'  cos  (ö  —  «), 

dui-ch    deren   Division    sich    die    strenge   Formel  füi-   die   Parallaxe   in    Rectascension 
ergiebt,  indem  man  gleich  noch  mit  z/  cos  8  dividirt : 

Q    cos  <p'  sin  iß  —  «)      I 

,    ,  ,  s  A  cosS 

tg{u     —    a)   = ; Yj: r-J (9) 

^  '  9    cos  93  cos  (P  —  K)  l  ^  ^ 

z/  cosS  j 

Entwickelt  man  jetzt,  da  -—   eine   kleine   Grösse    ist,    deren    höhere   Potenzen   wü-   ver- 
nachlässigen können: 


Q    cos  cp'  cos  (ß  —  «) 
z/  cosd 


in  eine  Taylor'sche  Reihe    und  vertauscht  die  Tangente  mit  dem  Bogen,  so  folgt: 

,  Q    coscp'     .    ,,  .  ,,  ,s 

«    —  «  = ^; V  sinU)  —  «) (10) 

■^/     coso  ^  ^ 

1    /  o    cos  Cp'\"^ 
indem  rechts  die  folgenden  Güeder  +  ^  (  ^  ^ )  s?»  2  (i)  —  a)  etc.  fortgelassen  sind. 

Allgemein  drückt  man  ja  nun  p  in  Einheiten  des  Aequatorealhalbmessers  der  Erde, 
z/  in  solchen  der  grossen  Halbaxe  der  Erdbahn  aus.  Da  aber  xmsere  Fonuel  ein  und 
dieselbe  Einheit   voraussetzt,    müssen    wir    sie   noch  mit  dem  Verhältnisse  dieser  beiden 


Kiiihfitcn  inulü)>liciren.    Bt'seiülincl  n  die  Afi(iialor<-iillinii7<iiitjil|.iintlliuf  ilor  i^oniie,  '1.  Ii. 
.Itii  Winkel,  unter  weleheiu  der  llnlhnieHcor  de«  Krdilqiialor»  von  der  Soniio  aii»  geliehen 

Ki(f.  20. 


Aequa tor 


wird,  mit  anderen  Worten,  int  ff  der  yrrisHle  llaibmesacr  der  Krde  von  der  Sonne 
an«  gesellen,  wenn  der  Alistand  li  lieider  Körper  fjleich  1  ibt,  so  ist  der  Acqiiatureal- 
liaibineKsor  dur  Kidc: 

n  r=z  T{  sin  71  -^  sin  x. 
Oder,  da  t  selir  klein,  niinilich  nach  den  besten  raodcrneu  Untersuchuugeu  von  Gill: 

71  =  8",802  (wahrscheinlicher  Fehler  0",005), 
;ilso  ili  r  Winkel  selbst  mit  dem  Bogen  vertauschbar  ist,  «o  winl: 


a  (in  See.)  = 


206264,8...' 

indem  E  gleich   l    gesetzt    ist.     Mithin    hat    p,    ausgediüekt    iu  Einheiten    des  Erdbahu- 
halbmessers,  den  Werth : 


206264,877. 


Jet7.t  darf  man  in : 


,  sin(0  —  et)  ,,,. 

«      —     K    —     —     Off  tos  OP      ^; 5—- (,11) 

eine  Fonncl,   die   durch  Multiplication    mit   dem   Vcrhältniss   der   beiden   Einheiten   des 
Aequatorealbaibmcssei-s  und  des  Erdbahnhalbmessers: 


aus  unseren  vorhergehenden  hcr\'orgegangen  ist,   Q   in  Einheiten   des  Erdäquatore.nlhalb- 
messers  und  J  in  solchen  des  Erdbahnhalbmessers  ausdrücken. 

Um  noch  die  rarallaxe  in  Declination  zu  berechnen,  ersetzen  wir  in  Gleichung  (b) 

cosi 


(«   —  «)  durch  1   —  2  (s/n        ,,       j 
/l'cos6'  =  J cos6  —  Q  cos q>' cos  {(I  —  k)  -^   J  (sin  — ,j—    )    J'cosö'  f-— — , 


und  erhalten 


«    —  « 


oder 


2 
a'  —  « 


J'  cos  9'  =:  /Jcos9  —  Q  cos  tp'  cos(0  —  o)  +  sin  («'  —  «)  d'  cos  S' 


oder  auf  Gnind   von  Gleichung  (a) 

J'cond'  =^  dJcusö   —   ffcosfp' 


cos{0  -  «)    f  sin(JJ  —  «) ~,-^  ^ 

cos    TZ 


—    lüo 

oder  ( 1^         a'  -\-  u\ 

^'  cos  d'  =  z)  cosd  —  Q  cos  q>' 


,  '"'  (^  2 


2 
Führen  wir  jetzt  noch  die  Hülfswinkel  ß  und  y  ein  durch  die  Gleichungen: 
ß  sin  y  =  sin  <p' 

COSI 

ßcosy  = 


/  «'  +  «\ 

!<P    cos   10 y 1 


cos 


2 
so  «Ti-d  unsere  Gleichung  schliesslich: 

^'  cos  ö'  =  ^  cos  8  —   Q  ß  cos  y. 

Aus  (8)  folgt  <^'  sin  S'  =  ^  sin  d  —  q  ß  sin  y. 

Und   wenn   man   einerseits    die   erste   dieser   zwei  Gleichungen   mit  -|-  cos  8,  die   zweite 

mit  -\-  sin  8  und   andererseits  die  erste  mit  —  sin  8,  die  zweite  mit  -|-  cos  8  multiplicirt 

imd  addirt,  so  folgt: 

z/'  cos  (8'  —  8)  =  ^  —  Q  ß  cos  {y  —  d) 

/i'  sin  (8'  —  8)  =:        —  Q  ß  sin  (y  —  ö). 
Gleichungen,  durch  deren  Division  sich  die  strenge  Parallaxenformel  iu  Declination  ergiebt; 

—  -j  ßsin(y  —  d) 


fg{8'~8)  = ^ (12) 

1  -  ^ßcos(y-d) 

Ent-nickelt   man   hier    ganz   analog   wieder    iu    eine    Taylor 'sehe   Reihe,    deren   höhere 
Glieder   —  —  ( ^-^  )  sin  2  (y  —  8)    etc.    mau    vernachlässigt  auf   Grund   der   Kleinheit 


von  — ,  vertauscht  die  Taugente  mit  dem  Bogen  und  führt  für  ß  gleich  seiuen  Werth  ein: 
z/ 

sin  y 
so  folgt  für  die  Parallaxe  iu  Declination: 

ö'  -ö:=  -  g'J^.  «i!i(2:_^)  ........     (13) 

^    smy  /i  ^     ' 

wobei  sich  y  aus  der  Gleichung: 

ff  7  = 


cos  (ö  —  «) 

ergiebt,  ■wenn  mau  mit  Hinblick  darauf,  dass  die  Parallaxe  ein  kleiner  Winkel  ist, 

k'  -\-  K 


Die  allcremeiu  iiültitrcn  Parallaxenformclu  ausser  beim  Monde,  wo  — r  nicht  eine 
o  »       ^  z/ 

kleine  Grösse   ist,   und  die  höheren  Glieder  der  Taylor 'sehen  Entwickelung  nicht  ver- 
nachlässigt werden  dürfen,  sind  also: 

,     sin  (6  —  «)  1 

a  =  —  oncosw      —  , s^ 

^  coso      ,  ,     , 

(14) 


.,         »  smq>    stn(y  —  8)  ( 

ö    —  8  ^  —  Q^t  —^ ^ 

smy  z/  ) 
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All«  «lur  Gleichung:  l'itp' 

orgchen  »ich  r.wii  um  180»  verscliiedine  Wt'rthe  von  )■;  (6'  —  6)  nlier  im  für  beide 
ilamtt'lVa«  nach  (14),  uud  daht-r  kuiiti  für  y  iiiimer  der  Werth  iwiM-heii  0'  uiul  180* 
aiii;rn'i-iidet  wiTiieii. 

I>ii'  «wt'it»'  dt-r  Uolatioru'ii  (IJ)  lial  II  ans  in  muh  in  einer  anderen  Form  gcgoben. 
Selxt   man  gleich   von  vornherein: 

«'   -f   « 


ho   wird: 

z/'  fi)*  d'    r-    z/  cos  d    —    p  CDS  <p'  nii  [11     —    «) 

/J'  sin  d'  ■=:  ^  sin  ö  —   p  sin  ip'. 
Addirt  man    niin    das  l'roduct   der   ersten    dieser  Gleichungen    in  —  sin  d  jnim  rroducte 
der  rweiten  iu   -f   cosd  so  folgt: 

J'  sin  (d'  —  S)  =  Q  cos  <jp'  cos  (0  —  «)  sin  d  —  p  sin  qp'  cos  d, 
oder,  wenn,  da  es  «ich  nur  um  eine  Näherungsformel  handelt  uud  d  und  d',  sowie  .^  und  J' 
»ich  nur  wenig  unterscheiden,  statt  des  Sinus  der  Bogen  gesetzt  und  wieder  mit  it  multi- 
plicirt  wird,  um   p  und  J  in  den  gewöhnlichen  Einheiten  zählen  zn  können,  so  resultirt: 

d'  —  d  ^  ~  [cos  ^' cos  (0  —  a)sinö  —  singj'cüsd]! 

,  o:r  cos  w' sin  (ß  —  a) 

J  cos  d  ) 

Oder,  wrnn  noch  „  i       ,.  s 

T   =^  q:tcos(P  sin  {II  —  u) 

D   =  —  QTtcosq)'  cos{0  —  «) 

T'  =  gnsintp' 
gesetzt  wird,  so  lautet  die  Hansen 'sehe  Fonn  der  allgemeinen  Parallaxengleichungen  in 
Ueclaücension  und  Declination: 

T 


(15) 


"•     —   I*   —  —   —j         5 
^COSO 

.,         »               Dsin  d         T'  cos  d 
»    -   a-. -^ ^- 


(ir.) 


Hat  man  für  eine  bestimmte  Sternwarte  (für  die  also  p,  der  Alistnnd  vom  Krdccntrum 
und  <p',  die  geocentrische  Breite,  bestimmte,  gegebene  Werthe  haben)  eine  grosse  Zahl 
von  Beobachtungen,  so  kann  mau  wie  folgt  verfahren.  Man  bringt  die  Grösse  T  in 
eine  Tafel  mit  dem  Argument  {0  —  a).  Diese  giebt  dann  gleichzeitig  auch  Z),  weil  D  ans 
T  foli;t,  wenn  sich  fl  —  «  um  90"  ändert;  T'  aber  hat  für  jeden  Beobachtungsort  und 
also  für  jede  Sternwarte  einen  bestimmten  coustanten  Werth.  —  Gewöhnlich  werden 
jedoch  die  Fonneln  (14)  angewendet. 

Für  den  ^loud  hingegen,  dessen  Aequat^real-Horizontalparallaxe  zwischen  54'  und 
fil'  beträgt,  gehen,  wie  schon  erwähnt,  die  abgeleiteten  Näherungsformeln  nicht,  sondern 
es  sind  die  strengen  Parailaxenformeln  anzuwenden,  also  bei  Einführung  des  durch  die 
astronomischen  Jahrbücher  gegebenen  .\e(|uatorealhorizon  talparallaxeu  w  in  kels  jk 
der  delinirt  ist  durch  die  Gleichung: 

1 
S'"  /'  =  j. 
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wo  1  der  Aequatoiealhalbmesser  der  Erde,  z/  die  Entfernung  des  Erdmittelpunktes  vom 
Mondmittelpunkte  ist,  in  Rectascensiou: 

,  ,  ,  ocosw'  sinpsin(a  —  d)sec8  .,_, 

tg(a'  —  c«)  =  — ^^ T±-^ ^ — y ^—^ 5 (17) 

^  '         1   —  Qcosip  smp  cos  («  —  0)  scc  o  ^ 

während  man  in  Declination  beim  Monde  nicht  die  Differenz  ö'  —  8,  sondern  8  direct 
rechnet,  indem  sich  dui-ch  Division  von : 

zl'sinS'  =  ^(sind  —  q  sinpsin  q)') 
^' cos 8' cos {a!  —  «)  :^  jd\cosS  —   Q sin p cos (p' cos (a,  —  fl)] 
bezüglich : 

,,         {sm8  —  Qsmpsin(p')secS  cos{c(,'  —  k)  ,     , 

tg  0     — : i^ 7 ;-T j — (lo) 

1  —  Q  smp  cos  (p  cosya  —  o)seco 
ergiebt. 

Da  aber  der  Mond  eine  sichtbare  Scheibe  hat,  so  wird  sein  scheinbarer  Halb- 
messer, vom  Beobachtuugsorte  aus  gesehen,  wenn  er  für  den  Ei-dmittelpuukt  gegeben 
ist,  dm-ch  die  Parallaxe  auch  geändert.  Indem  der  Mondhalbmesser  unter  dem  Winkel 
w  vom  Erdmittelpunkte  und  unter  dem  Winkel  to'  vom  Beobachtungsorte  aus  gesehen 
erecheint,  verhält  sich: 

sinw   ^' 

sin  w'  z/ 

Bei  Gestunen  mit  kleiner  sichtbarer  Scheibe  ist: 

w    z=  w  —-,■ 

Z7 

Durch  Maltiplication  der  ersten  der  bereits  abgeleiteten  Gleichirngen : 
^'  sin  ö'  =  z/  sin  d  —  q  ß  sin  y 
A'  cos  8'  =  ^  cos8  —  Q  ß  cosy 

mit  cos  y,  der  zweiten  mit  • —  sin  y  und  Addition  folgt  dann  für  solche  Gestirne : 

^,  ^  ^  sjng-jy) 
stn  (o  —  y) 

»■  =  »=i^) (.9) 

sm{o  —  y)  ^     ' 

Für  den  Mond  hingegen,  wo  der  Halbmesser  gross  erscheint,  also  der  Sinus  nicht  mit 
dem  Bogen  veitauschbar,  ist: 

sin  w'  =^  sin  to  ■  —, (20) 

^'«'^^^=  £  _  cos W cos {a'  -  a)sec8  ....     i-jv 

z/'         1  —  p  sin  p  cos  q>'  cos  («  —  0)  sec  d 

Führt  man  noch  die  Hülfsgrössen  A  und  C  ein  durch  die  Gleichungen 

Q  sin  p  cos  q)' cos  (a  —  6) 

cos  8 
sin  C  =  Q  sinp  sin  (p\ 

so  ergeben  sich  die  für  die  logaiithniische  Rechnung  bequemen  Fonneln,  aus  denen 
man,  wenn  «  und  8  für  den  Erdmittelpunkt  gegeben  sind,  die  wahre  Lage  des  Mondes, 
gesellen  von  einem  beliebigen  Ei'doite  aus,  allgemein  berechnen  kann: 
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lg(n- 


Q  cos  a' sin  p  sin  (u  —  0) 

U)   =- i — : ' 


(«•-ty 


coad 


t,,d- 


2 


C         d  + 


ena  f«*  —  «) 


(-4)' 


cosd 


cos  ö' COS  (a!  —  «) 


2  cos  6 


(.■4)' 


(22) 


In  dun  vorhergehenden  Fonneln  truten  überall  die  beiden  Grössen  Q  nnd  q)'  auf 
miil  wir  haben  also  noch  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  dieselben  für  jeden  Erduit  aii- 
^emeiii     berechenbar    sind.      Dabei    ist      |v 

•  lie   geograi>hische   Breite  qp   durch   die         ^^  *^"  *■ 

1  iichtung  der  Schwerkraft  (Ix)thriclitung) 
Lri'geben;  die  Lothlinie  aber  steht  auf 
lor  Erdellij)soitloberrtäche  scnki°echt; 
.lie  geocentrisclie  Breite  qp'  ist  durch 
ilie  Richtung  nach  dem  Erdmittelpunkte 
gegeben.  Die  beiden  Grössen  <p'  und 
(p  sind  für  fast  alle  Sternwarten  im 
Berliner  Jahrbuche  vorhanden,  an  dessen 
Stelle  man  nöthigeufalls  auch  die 
Connaissauo«  des  Temps,  den  Xautical 
Aünanac ,  oder  die  American  Ephe- 
nieris  zu  Rathe  ziehen  kann.  Findet 
man  die  betreffende  Sternwarte  nir- 
gends erwähnt,  so  bestimmt  man  qp  genähert  und  berechnet  dann  <p'  und  q  mittelst 
folgender  Formein. 

Wir  betrachten  die  Erde  als  abgeplattetes  Kotatiousellipsuid,  dessen  grosse  Ualb- 
axe  0,  während  die  kleine  b  sei.  Dann  ergiebt  sich  zunächst  die  geocentrisclie  Breite  qp' 
:iU  Function  der  geographischen  Breite  tp  und  der  Abplattung  «.     Diese  ist: 


a  —  h 
«  — = 


1 


'2!I'J,1528' 
indem   nach   Bessel  für  die  Erde: 

,(  =  6377397-,!  fj; 
b  =  635607b'»,yfi. 

Die  Gleichung  einer  ^leridianellipse,  deren  y-Axo  durch  den  Nordpol  der  Erde 
.eilt,  wahrend  die  x-Axe  durch  den  Schnittpunkt  vom  Aequator  und  der  Ellipse  geht, 
.-t  definirt  durch  die  Gleichung: 

a»  ^  b* 

Die   Coordinaten  eines  Punkles  der  Ellipse  sind: 

X  =-  ffcos(p\  y  ■=  Q  sin  q', 

wobfi    p    der    .\)>8laud    des  Punktes    vom   Erdcentrum    und    9'   die    geooeulrische  Breite 
lies   l'unktos  sind.     Durch  Differentiation  der  Ellipsengleichung  folgt: 
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2xdx         •2ydy  _ 
0"       '        fe»      "" 

woraus : 

du 
dx 

_          b2    X    _          62 
~          a-2    y    ~          a'^  ^ 

da  aber  auch : 

cotg  q)' ; 
2/  "• 


dx 


=  —  cotg  9 


indem : 


V  =  ßO  —  t  ^    <p 

ist,  —  d.  h.   die  Lothliuie,   welche   die  geographische  Breite  bestimmt,    steht    auf    der 
EUipsoidoberfläche  senkrecht,  —  so  wird : 

1  02 


cotg  q>'         cotg  (p  ' 
also:  tg(p'  =  (1  —  u)''tgcp   .     . (23) 

Der  Radius    q    lässl   sich    ebenfalls   als  Function    von  a,  g    und   von    <f)'  darstellen, 
indem  nach  der  Figur 

9 


=  Vx-2   +  2/2  =  .,  |/ 1   +   (Lj  =  ,.  Vi  -f  <^g,'-> 


cos<p 
ist,  und  sich  für-  x  aus  der  Ellipsengleichung: 


y 


ergiebt.     Daher  wird : 


oder 


1   +^t,cp'-^  \^+tg^tgcp' 


a  seeq> 
yi  +  tgq)  tgtp' 


1  /  cos  (jP 

f  cos  (p'  cos  {q>' 


In  dieser  Formel  ist  q  in  Einheiten  der  grossen  Halbaxe  der  Erde,  o,  ausgedi'ückt. 

Die  Parallaxe  in  Azimuth  und  Höhe  spielt  füi-  die  Bahnberechnung  keine  RoUe, 
sondern  kommt  bei  manchen  Beobachtungen  in  Betracht.  Nichtsdestoweniger  wollen 
wir  die  diesbezüglichen  Formeln  hier  noch  kurz  mit  anführen,  zumal  sie  nach  den  vor- 
hergehenden Auseinandersetzungen  eigentlich  sofort  hingeschrieben  werden  können.  Denkt 
man  sich,  wie  früher,  ein  Coordinatensystem  durch  den  Erdmittelpunkt  imd  ein  zweites, 
paralleles  durch  den  Beobachtungsort  gelegt,  dessen  aiZ-Ebene  aber  jetzt  nicht  mit  dem 
Aequator,  sondern  mit  dem  Horizont  zusammenfallend,  so  dass  also  die  ^r-Axe  durch  das 
Zenith,  die  a;-Axe  durch  den  Südpmikt  und  die  i/-Axe  durch  den  Westpunkt  geht,  und 
seien  bezüglich  A' ,  /  und  -d  das  Azimuth,  die  Zenithdistanz  und  Entfernung  eines  Ge- 
ätimes  bezogen  auf  den  Beobachtungsort,  A,  e,  /l  aber  auf  den  Erdmittelpunkt,  so  folgt, 
indem  die  a;«- Ebene   in   beiden  Coordinateusystemen  dieselbe  ist,   aus  der  Anschauung: 

^' sing' cos  A'  =  ^  sine  cos  A  —  Qsm(cp  —  9') 

z/'  sin  z'  sin  A!  ^^  /l  sin  z  sin  A 

A'  cos  z'  ^=  ^  cosz  —  Q  cos  {(p  —  q>'). 
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^liilti|ilu-irt  itiiiii  ji't/.t  ilie  erat«  dieser  Gleichuiiyen  mit  —  sinA,  dio  Kweito  mit 
-\-  coiA  uiiil  hierauf  die  etnie  mit  -|-  cosA,  ilic  «weite  mit  •  sin  A  und  addirt  beide 
Male,  HO  f<il;^'i: 

^'  aint'  sin(A'  —  A)  ■=  Qsiuitp  —  tp')sinA  1 

^' sin ß" cos {A'  —  A)  -^  Jsint  —  Qain{(p  —  <p')cosA^    ■     ■     .     (25) 

J'cOSg'  :=    JcOSt     —    QCOs{(p     —    (p')  I 

yl' Jl 

Multiplioirt    iiuin    niiii    ilie    erste   dieser  Gleiehuiigeii    mit  sin  „ ,    dio    zweite    mit 

cos  '  und  addirt,  so  folgt: 

A'  +  A 

cos  — 2 

■d' sin  t'  =^  /Jsinz  —  p,siii((j'  —  (j ') 


A'  —  A' 


ferner: 
oder: 


cos         2 


/i'cOSc'    r-r    /J  COS  H    —    Q  COS  (ff)    —    y')  , 


z/'  sin  r'  =r  ^  sifi  /  —  Q  cos  {(fi  —  qp')  Ig  y 

^1'  cose'  =  ^cose  —  p  cos  (q)  —  9)'), 

indem   wir  zur  Abküraun'; : 

A'   ■]-   A 
cos , 

cos       -     

gesetzt  haben.  Und  multipliciren  wir  nun  noch  einmal  die  erste  der  zwei  letzten  Glei- 
t'hungen  mit  +  cosz,  die  zweite  mit  —  sine  und  dann  die  erste  mit  +  sinz,  die 
zweite  mit  -\-  cose  und  addireu  beide  Male,  so  folgt  leicht  nach  einer  kleinen  Reduction: 

zl  s,>,{e   —  r)  =  ecos{q>  -  ip)  — "— — 
analog:  '^sy 

^'       /j  \  ^  I  i\  cos{z—  y) 

/i  cos\j  —  e)  =  d  —  pco.s(<p  —  <p)  — ^         - 


(26) 


cos  J' 

(ileiehungen,  durch  deren  Division  sich,  wenn  man  noch  mit  ^d  dividirt  und  wieder  den 
Aequatoreallionzont:il]>ai-alla\euwinkel  p  einführt  mittelst  der  Gleichung: 

1 

die  Formel  für  die  Panillaxe  in  Zeuithdistanz  ergiebt: 

,              „  sin  (r  —  y) 
Qsinpcos(q)  —  w) ^ !-^ 

1               •           /             ..  '■OS  (« — )') 
1    —   Qstnpcos(w  —   w)  ^^ — 

COS}' 

Für  den  Mond  ist  dieser  btreuge  Ausdruck  wirklich  anzuwenden.  In  allen  übrigen 
Fällen  aber  ist  genügend  genau,  indem  das  zweite  Glied  im  Nenner  so  kleiu,  dass  wieder 
nach  dem  Taylor'schen  Satze  enlwickelbar  und  die  Tangeute  mit  dem  Bogen  ver- 
tausch liar: 

.-'  —  r  r-  Qsinpcos(<p  -  w')  ^"' ^'  ~  ^^ (28) 

cosy 

Indem  nun  abtr  in  unserem  Ausdruck  für  Igy,  da  tg(^<p  —  ip')  klein  ist  und  A  sich,  wie  wir 

bei  Herleitung  der  l'arallaxe  im  Azimutb  sehen  werden,  nur  wenig  von  A'  unterscheidet: 

Klinkrrluei.  Th»orrti«fht  Aitronnmir.  ij 


- 
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cos 

A' 

2 

-^  =  1 

cos 

A' 

+ 
9, 

A 
—  =  cos 

A 

gesetzt 

weiJeu 

kauii, 

so 

folgt 

für: 

tgy 

-= 

cos 

At(j{(p  — 

V') 

Mithin 

wu-d : 

r 

= 

(«p 

—    (p')cüS 

A. 

z'  —  z  ^=^  Qsh)  pcos{(p  —  (p')sin[z  ■ —  ((f  —  (p')cosA]  ....    (29) 

Vernachlässigt  mau  noch  die  Abj)lattung  des  Erdkörpers,  wodurch  cp  —  qi'  =  0 
wird,  so  wii'd  in  diesem  Specialfalle  die  Parallaxe  in  Zenithdistanz: 

z'  —  g  =  Qsinpsinz (30) 

Die  Parallaxe  im  Azimuth  hingegen  folgt  ganz  einfach  durch  Division  der  beiden 
ersten  Gleichungen  vom  System  (25),  nämlich: 

_  gsin(cp--g>')srnA 

"  ^  '         z/ sin z  —  ^sin\ff  —  «p  ) cos  A 

oder  bei  Einführung  von  p : 

tgi^M^A)^  ps.-nffsm(y-(p')s/»^  .     .     ,     , 

^  '  .       /,        Q  smpsniiw  —  w)cosA\  ^     ' 

sm  z  [l  —  ^= ^r ^—^ ) 

V  sinz  J 

Das  ist  die  strenge  Formel,  die  beim  ]Moude  anzuwenden  ist. 

Um  die  genäherte  Formel  für  die  Parallaxe  in  Azimuth  zu  erhalten,  bedenken  wir. 
dass  für  eine  kugelförmige  Erde,  wo  «  =  0  ist,  auch  A'  —  ^  =  0  wird,  dass  also 
A'  —  A  vom  Range  der  Abplattung  und  mithin  ein  kleiner  Winkel  ist,  dessen  Tangente 
mit  dem  Bogen  vertauscht  werden  kann.  Ferner  ist  q>  —  9'  und  ebenso  p  tüi  alle 
Himmelskörper  ausser  beim  Monde  sehr  klein,  also  das  zweite  Glied  im  Nenner  sehr-  klein 
und  folglich  wieder  auf  Grund  einer  Taylor 'sehen  Ent\Wckelung ,  deren  höhere 
Glieder  man  vernachlässigt: 

^,  _  ^  ^  Qsinpsinjcp—  (p')smA 

sinz 

Sehen  wir  von  der  ellipsoidischen  Gestalt  der  Erde  ab,  setzen  also  cp  =  (p',  so  wii'd 
iu  diesem  specielleu  Falle  die  Parallaxe  im  Azimuth: 

A  —  A'  =  0 (.33) 

Die  Parallaxe    in  Höhe    ist   somit  im  Zenith  Null,  im  Horizont  ein  Maximum 
und  im  Uebrigen  dem  Sinus  der  Zenithdistanz  proportional. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  dass  sich  die  Grösse  z/'  durch  die  Entfernung  z/, 
„Erdmittelpunkt  — Stern",  ausdrücken  lässt.  Multiplicirt  man  dazu  im  System  (26)  die  erste 

Gleichung  mit  sin  — ^— ,  die  zweite  mit  cos  — „ — ,  und  addii-t  die  Producta,  so  folgt: 

^'    ^   J    _    O    gt^^Cy    —    y')    COSrVg(g'  +  ^)    —    ?'] .g^x 

cos  y  cos  — - — 
Ausserdem  findet  man  aber  auch: 

^  ^  sin{e-y) ^3.^ 

sin  {z'  —  y) 
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Zus.iinnuMisl  t'llii  11;^;. 

Zum    Si-liliisne    diospr    Voi-Ii'ming    Boicn    diu     veisi-hicdencn    Piirftlliixonforinclri    der 
rili,  1  sl.-iii   )i!>ll>4'r  rtiniiimucngcstcUt : 

I.     .lährliohc    Tu  i;i  1  la  x  i-   (Kixsteiiiiiaialla.vi)). 
A.      Im    Laii^o   iiiiii    Itreilc: 

}.'  —  k  ■-  —  n'siii(>.  —  Q)secß 
jV  —  ß  —  —  n'cos{k  —  0)«rt/J. 

r>.      In    lit'i- 1  :i  r.  1- 1- n  s  i  i>  II   und   Di'cl  i  iia  ti  oii : 

«'  —  «  =  ä' <;  cos  (A'-f    ö)secd 
ö'  —  Ö  =  7i'lcos{L   +    O). 

II.     Tiigliche    Parallaxe    (allgcinoine    Parallaxe). 
A.     In  Urctascension  und  Deulinatiui]. 

a)  Streng  (für  den  Mond): 

,    ,    ,            ,          Qcosm'  sinpsin(«  —  II) 
ig{u    -  «)  =.  ^ ^ ^' i 

2  (  sin  -^1    cos  8 

.    ö  -  C        ä  +   C       ,  ,  . 

stn cos cosf^tt    —  a) 

igö-  =  "^ 


(  sin  ^1    cos  S 


,                  cos  S' cos  (u'  —  «) 
siuw  =  sinw ^^ -- 


2cosS 


{sin  -;jy 


b)  (Jfiiähcrt  (für  die  übrigen  Himmelsköi-per): 

,  sin(ü  —  «) 

a    —  u  =   —    Q7C  cosm    ^ —  ^— ^ 

/l  cosd 

jt,         ,  sin  w'   sin  (y  —  &) 

stny  d 

Naib  Muliiplication  der  rechten  Seitin  mit  J  sind  das   dio   gewöhnlich   gegebenen 
Parallaxt-nfactoren  yia^d  und  pj^. 
Udcr  nach  Hansen: 

T 

a    —  «  =  — 

l'>.     In   A/iinutli    und    Zenitlidistau/.. 
a)   Streng  (für  den  Mond): 

p  Sin  p  JIM  [ff  —  g)')  Sin  .1 


dcoso  wo  T  und    D  aus  Tafeln, 

Dsind         T'cosÖ  1  1'  consiaut. 


Uj{A  -  J)  = 


(9{:'-   .-)- 


/  e  sin  p  sin  (qp  —  <p')  cos  A \ 

\  sine  ) 

sin  (»  —  y) 


q  sin  pco8{>p  —  tp") 


cosy 


,  ^cos(s  —  y) 

1  —  p  sxn  p  C06  (ir  —  qp  )  — 

*  ^  '        cosy 
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b)  Gouäliert  (für  die  übrigen  Himmelskörper): 

,  g  sin  p  »in  (9)  —  qp')  sin  A 

sin  z 

,  ■       r        '\  *"'"  (^  —  y) 

z    —  «  =  p.s(»p«>s((i)  —  cp  ) -• 

^  ^'^  '         cosy 

c)  Speciell  für  eine  kugelförmige  Erde: 

A'  —  A  =  0 

z'  —  ^  :^  Q  siHi)sinz. 

III.     W  e  r  t  h    der    S  o  u  d  e  u  ]i  a  r  a  1 1  a  x  e    nach    G  i  1 1 : 
n  =  S",SO  w.  F.  +  0",005. 


Dreizehnte  Vorlesung. 
Die  Aberration. 

Nicht  weniger  noth  wendig  für  astronomische  Rechnungen,  als  die  Rücksichtnahme  auf 
Parallaxe,  isl  die  Berücksichtigung  der  Aberration  des  Lichtes.  Es  ist  bekannt,  dass 
der  Lichtstrahl  merkliche  Zeit  gebraucht,  die  Zwischenräume  zwischen  den  Himmelskörpern 
zu  durchlaufen,  und  zwar  nach  Glasenapp:  498,5  Secundeu  mittlerer  Zeit  für  den  Halb- 
messer der  Erdbahn,  der  in  der  theoretischen  Astronomie  als  Längeneinheit  angenommen 
wird.  Hat  ein  Himmelskörper  gegen  die  Erde  den  Abstand  p,  so  ist  ein  Strahl  dieses  Gestirne«, 
welcher  zur  Zeit  i  unser  Auge  trifft,  zu  der  Zeit  t  —  498^5  g  von  demselben  ausgegangen. 
Wenn  also  der  vom  Gestirn  ausgehende  Strahl  im  Beobachtungsorte  anlangt,  so  hat  dasselbe 
seinen  Ort  im  Räume  oft  schon  sehr  merklich  geäudert.  Aber  auch  der  Beobachter  selbst 
bewegt  sich  mit  der  Erde  im  Räume  und  ihm  scheint  daher  der  Lichtstrahl  aus  emer  anderen 
Richtung  zu  kommen,  als  einem  ruhenden  Beobachter,  da  er  nui-  die  relative  Bewegung 
des  Strahles  wahi'nimmt,  weil  er  sich  selbst  ruhend  glaubt.  Man  hat  demnach  zwei  Arten 
von  Aberration  zu  unterscheiden,  oder  besser  gesagt,  zwei  Ursachen,  welche  zusammen 
die  Ablenkimg  des  wahren  Lichtstrahles  bewirken  und  uns  nur  den  scheinbaren  liefern. 
Nämlich  erstens  die  durch  die  translatorisohe  imd  rotatorische  Bewegung  der 
Erde  gemeinsam  bedingte  „Fixsternaberration",  die  iudess  nicht  die  Fixsterne  allein, 
sondern  ebenso  die  Planeten,  d.  h.  alle  Gestirne  überhaupt  beti'ifft.  Zweitens  die 
durch  die  Bewegung  des  Objectes  selbst,  von  dem  der  Strahl  ausgeht,  bedingte  Aber- 
ration. Diese  dadurch,  dass  das  Licht  die  Aberrationszeit  braucht,  um  vom  Planeten 
auf  die  Erde  zu  gelangen  (event.  mehrere  Stunden),  verursachte  Lagenänderung  eines 
Sternes,  bezeichnet  man  mit  „Planetenaberration".  Dieselbe  beeiuflusst  eigentlich 
sowohl  Planeten-  wie  Fixsterubeobachtungen,  kann  aber,  da  wh-  die  Entfernung  der 
Fixstei'ne  im  Allgemeinen  nicht  kennen,  nur  bei  ersteren  berücksichtigt  werden.  Um  die 
Gesammtwü-kung  beider  Aberrationen  geometrisch  zu  veranschaulichen,  sei  in  Fig.  22 
C  der  Ort  des  Gestirnes  im  Weltenraume  zur  Zeit  t  —  498^,5(1,  Tq  der  Ort  der  Erde 
zu  derselben  Zeit,  T  aber  der  Ort,  an  welchem  die  Erde  und  das  Auge  zur  Zeit  t  von 
dem  von  C  ziu-  Zeit  t  —  498  %5  q  ausgegangenen  Strahle  ereilt  wii'd.  Das  Auge  würde 
das  Gestirn  in  der  Richtung  T  C  erblicken ,  wenn  die  Erde  in  dem  Punkte  T  in  Ruhe 
wäre;  es  verm-saeht  nun  aber  die  Bewegung  der  Erde  die  von  uns  als  Fixstern- 
aberration bezeichnete  Täuschung  über  die  Richtung  des  Strahles,  vermöge  deren 
auch  der  Strahl  C  T  eine  andere,  die  Richtung  von  C'  T,  zu  haben  scheint.    Es  ist  erstens 


-       lU'J      — 

iTsirlitlii-h,  daj«  ilio  Uichtiiiif;  CT  <i»'!t  Holifiii Waren  StrnliU-N  mit  den  RifhUin^^on  von 
CT  und  iliM  Kidlu-wi-tcunj^  in  diL-MvIlK'  Kl>unu  fallt  ii  niiisd,  aUo  in  >lio  Kbonu,  iu  welcher 
ilas  Druii-ok    T^T C  lifftt;   xweituni»,   daiw   jene  TUii-  ti«   i.!. 

>chun},',  odiT  der  Winkel  CTC,  gleich  dem  Winkel 
To  (' T  wird.  Denn  die  trijjonomctriitehe  Tangente 
der  Fi.xsternnhernitiiin  ist  jjleioh  dem  Verliiiltiiiss: 
die  tum  Sliahle  senkrechte  Coniiionente  der  Krd- 
bewegunj;  dividirt  durch  die  Geschwindigkeit  des 
Lichte».  Den  Weg  der  Er.lo  T'o  T  während  ihr 
4'.IH*,ri(»  Secuuden  wird  maii  als  mit  glcichmiissiger 
(iesch windigkeit  zurückgelegt  ansehen  ilürfeii,  wenn 
da»  (iestirn  zu  unserem  Sonnensystem  gelnirt ;  es 
kann  also  für  das  obige  Verhältniss  der  Geschwindig- 
keiten ilas   iler   in   498*,5p  Secunden  zurückgelegten 

Wege  gesetzt  werden,  oder,  wenn  T'  der  Ku<s|iunkt  des  von  Tu  auf  CT  gefällten 
I'eqieudikels  ist,  das  Verhältniss:  

C  T 
\<i>  auf  l'nmerkliches  gleich  dem  Verhältniss: 

oder  gleich  der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  T.  CT'.  Folglich  ist  TC'  parallel 
ToC  d.  h.  es  wird  unter  dem  Einflüsse  der  Erdbewegung  das  Gestirn  zu  der  Zeit  t  iu 
derjenigen  Uichtuug  oder  au  demjenigen  Orte  der  Sjthäre  beobachtet,  wie  sie  der  Ver- 
bindungslinie von  Erde  uud  Gestirn  zu  der  Zeit  t  —  41)8 ',5  q  entspricht 

Es  mögen  hier  noch  der  Gauss 'sehen  Erklärung  der  FLxsteniaberration  einige 
Worte  gewidmet  sein,  da  sie  eine  selir  klare  Anschauung  giebt  Man  nennt  ein  Fem- 
rohr auf  einen  Fixstern  gerichtet  oder  eingestellt,  we)in  das  Bild  des  Sternes  in  das 
Fadenkreuz  des  Fernrohres  fällt.     Gesetzt,  diese  Bedingung   sei  für   ein  ruhendes  Fern- 

Fig.  23. 


röhr  erfüllt,  so  wird  sie  es  nicht  mehr  zu  sein  scheinen,  sobald  das  Fernrohr,  an  der 
Bewegung  der  Erde  theilnehniend,  eine  zum  Strahle  senki'echte  Geschwindigkeit  hat, 
und  das  Fadenkreuz,  während  der  Strahl  die  A.\c  des  Fernrohres  durchläuft,  einen 
gewissen  Weg  zurücklegt.  h\  Fig.  23  z.  B.  wird  durch  das  Objectiv  o  in  /  ein  Bild 
des  unendlich  entfernten  Sternes  S  entworfen,  welches  mit  dem  Fadenkreuze  zusammen- 
fallen würde.  Wenn  nicht  eben,  während  der  Strahl  den  Weg  of  zurücklegte,  das  Faden- 
kreuz von  /  nach  /*  gelangte.  Das  Bild  in  das  Fadenkreuz  zu  bringen,  würde  es  einer 
Drehung  von  ilem  Betrage  des  Winkels  /of  bedürfvn,  dessen  trigonometrische  Tangente 
offenbar  das  Verhältniss  der  gegen  den  Stnihl  senkrechten  Erdgeschwindigkeit  zur 
Geschwindigkeit  des  Lichtes  ist 

Ehe  wir  den  Einfluss  der  durch  ilie  translatorische  Bewegung  der  Erde  be- 
dingten „jährlichen^  (Fixstern-)  .\ben-alion,  sowie  denjenigen  der  durch  die  rota- 
torische  Bewegung  der   Erde    bedingten    der   „täglichen"  (Fixstern-)  Aberration    auf 
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die  Coovdinaten  der  Ekliptik  und  des  Aequators  feststellen  (die  durch  das  gemein- 
same Vonvärtsgelien  der  Erde  mit  der  Sonne  im  Räume  bedingte  sogenannte  säculare 
Aberration  ist  nicht  berechenbar,  weil  man  die  Eigenbewegung  der  Sterne  nicht  genügend 
kennt),  wollen  wir  uns  die  Entstehung  und  Bedeutung  der  allgemeinen,  für  jede 
beliebige  Bewegung  des  Beobachters  gültigen  Aberrationsformelu  vergegenwärtigen, 
durch  deren  Specialisirung  sich  die  Formeln  der  täglichen  und  jährlichen  Aberration 
für  Rectascensiou  und  Declination  und  für  Länge  und  Breite  sofort  ergeben. 

Sei  l  die  Länge  des  Fernrohres,   u   die  Geschwindigkeit   des  Lichtes,  -— ,  — — ,  -;- 
"  '   ^  ^  ^   dt      dt      dt 

die  GeschwLndigkeitscomponenten  des  Beobachtungsortes  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem,  «  und  d  die  Polarcoordinaten  des  wahren,  a'  und  ö'  hingegen  die- 
jenigen des  scheinbaren  Strahles  (der  in  die  Richtung  des  Fernrohres  fällt)  in  Bezug 
auf  dasselbe  System.  Dann  sind  die  Componeuten  des  Lichiweges  des  scheinbaren 
Strahles  im  Fernrohre  nach  den  drei  Axen: 

1  cos  «'  cos  d' 

7  sin  m'  cos  8' 

1  sin  d', 
während    die    Componenlen    des  Liehtweges    des   wahren    Strahles    im   Fernrohre   nach 
den  drei  Coordinateuaxen : 

fi  {f  —  /)  cos  K  cos  8 

fi  (t'  —  t)  sin  «  cos  8 
[i  (t'  —  f)  sin  8 
sind,  wenn  die  Länge  des  Fernrohres  in  der  Zeit  (t'  —  t)  vom  Lichte  durchlaufen  wird. 
Schliesslich  sind  die  Componenten  der  Bewegung  des  Beobachtungsorles: 
,  ,  .  dx  ,  .  d  II  ,  1  .   ds 

('-')7y7'        ('-'>i'        ('-^)d7' 

daher  ergeben  sich  xuimiltelbar  die  folgenden  allgemeinen  Aberratiousformeln: 
{t   —  /)  fi  cos  acoso  =  l  (OS  o  cos  a    —  -^  (l 


(*' 


dt 
t)  jLi  sin  «  cos  8  =  1  cüs  Ö'  sin  «'  —  — j  (<' 


(/'  —  t)  ji  sin  8  =  1  sin  ö' 


ii' 


0) 


oder,  weil  bis  auf  unmerklich  kleine  Glieder  höherer  Ordnung: 

J  =  [f  —  /,)  ft 
ist,  da.  die  Länge  des  Fernrohi'es  in  der  Zeit  {t'  —  t)  mit  der  Geschwindigkeit  (i  gleich 
massig  durchlaufen  wird : 

1   dx 

ji   dt 

1   d,i 


cos  0  cos  a   —  cos  kcoso  =  —  — — 


cos  8' sin  a'  —  sin  a  cos  Ö  = ~ 

H   dt 


sin  8'  — 


.    s         1  dz 

tnd  =  —  -— 

u    dt 


(2) 


Da  nun  aber  die  Lichtgeschwindigkeit  fi  sehr   gross,   also  —  sehr  klein  ist,   so  ist 
der   Richtungsunterschied    des    wahren    und    scheinbaren    Strahles    sehr   klein,    d.  h.   die 
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«it'iioM'ii  a'  —  «  =  ^a  iiiul  d'  —  d  ^=  ^d  >iinl  kU'iiif  Winkel,  «1«ti-ii  ('ifiiiii»  jfji-ü'li  1 
iiiiil  ilrn-ii  Siiiii>  mit  «1cm  l><ij;i'ii  M'rtaii-i-lili:ir  i«f.  FiilinMi  wir  ein»  ein  iiimI  m-Iu-i\  für 
r('    ,i„.\    iV    l../ii..'li.li 

«'  =  «  +  ^a 

-•>  wcnirii   iiiisfrc  (<lfioliuii;'t'ii : 


-  •    rtnA  sinn  du  —   rosa  siild^d   =^ ;— 

U     ll  I 

4-    ..i>d  oisu.la  —  siiiti.  siiifiJi)  r-^  — 

u    >l  > 


et) 


,.  ,// 

Diinli  .Mnltii.li.ation  «Kr  ci^U-n  ilicsi-r  l{ilatii>iuii  mit  —  siiiu.  <Ur  /.wiitcii  mit 
+  coia  uikI  A'Mition  foljrt  ilinct  »K-r  UiitvrM-liii.'<l  dos  waliriii  uml  solu'iiilniri-n  Ort«'s 
in   l{^■^Iasl•l•n^i^>n: 

«   —  «  =  Ju  = — -  sin  u —  cosa\  sei-  o. 

H  \ilt  ill  \ 

Dunli  Miilti|ili(ati<>ii   liiiimgen  <Ur  ii-stou  GUiiliuiij;  mit  cos«,  <kr  zweitin   mit  sin  a  uml 

A.l.lition   f..l-t : 


ino  J  0  = I  -T-  K'S  «  -\-   "T.   *"•  «  )  • 

H  \ilt  (II  / 


l'iul  wiiiii  wir  ilicsc  lileiohung    mit   sind,    ilie    dritte    des  Systemcs  (3)  mit  cosd    iiuilti- 
|ilicirtii   und  adiliri-n,  crgieltt  sich  als  Unterschied  in  der  anderen  Coordiiiate: 

Jd  — {    ,     <•"*  «  sin o  -\ — —  sm  «  sin  o —  lOs  0  ) • 

u  \  ll t  dt  ll I  / 

l>ic  ;ill  •_'''ini'i  neu  Alu-rrat  ioiisf  ornieln  sind  also: 


]    l   .        (Ij-  </i/I  . 
'sinu  — ci'sa  — —    sec  0 

u     \  (II  ll  I  j 


1    (            ■    A  ''■'    t      •  *  ''■"  \  ''•  I  I 

(>   =r   ^  —  \co.-tu  Sin  d  — \-  sin  «  sind  -—  —  insO  -t-     I 

fi    l  (11  ll  I  '"  )  I 


(4) 


,1t  '  in  ~  >ii 

O.lcr,  winn   man   l>is  /.u  Gliedern  zweiter  Onlniing  iuclnsive  geht,  wie  leicht  ahzuhiten 


1  I              ''-r  •y«           A 
[sniU  — iiiSU  -—,    siiO 

ft  I              ./(  ilH 

,     1  (  .       ilx  (ly\  ( 


ilx    ,      .       ily\ 

77  +  *'""  77) 

1      I  ■      i    ''J       ,  X    '^  H  A    '''I 

ö   ^TT 'ros«  >(ii  O  — —   ^    si/ia  sni  0  — —  —  riiSO  -r- 

fl    \  dt  dt  dt] 

dx 


Ö* 


1      I   • 

,sniu  — — 

•_'  fi'  [  d  t 


costt  -f-\  lud 
dtl 


4-    AI»  «    CliSO    -r-    -f    .sl»0    -7-, 
dl  dl  ] 


-\-     —-  [cos  «  ros  o  -— - 

X     rosa  siii  ö  -TT  +  *"'«  sind   —  —  roso  — 


da) 


Je  nachdem  wir  nun  die  ji/-Ebeno  als  Ekliptik  cxlcr  als  Aeiiuator  wählen  und 
die  drei  Geschw  indigkeiLscomponenten  für  die  translatorischu  und  die  rotatorische 
r.ewegungMer  Enle  bilden,  und  in  <lie  allgemeinen  Formeln  einsetzen,  erhalten   wir  die 
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jahrlicho    uiul    tägliche  xVberratioii    beziiglicli   in  Länge  uud  Breite    iiud  in  Kecta- 
sceusion  und  Decliiiation. 

Zunächst  woUen  wii-  den  Eiufluss  der  jährlichen  Aberration  auf  die  Coordiiiateu 
beider  Systeme  betrachten,  und  zwar  zuerst  auf  diejenigen  des  Systemes  der  Ekliptik, 
auf  Länge  und  Breite.  Die  a;«/-Ebene  sei  also  die  Ekliptik  und  die  a;-Axe  gehe 
durch  den  Widderpuukt,  so  dass  sich  die  Erde  jetzt  in  der  Fundamentalebeue  selbst 
bewegt.  Fühi-en  wii-  nun  an  Stelle  der  heliocentrischen  Länge  der  Erde,  d.  h.  des 
Winkelabstandes  der  Erde  vom  FrühUngspuukte,  da  man  nicht  von  der  Sonne  die  Erde 
beobachten  kann,  sondern  umgekehrt  nur  die  Sonne  von  der  Erde,  den  Winkel  ein, 
unter  dem  die  Sonne  von  der  Erde  aus  gesehen  erscheint,  so  hat  derselbe  offenbar  eine 
Aom  ersteren  um  180"  verschiedene  Länge.  Bezeichnen  ^^ir  also  mit  „O"  die  Länge 
der  Sonne  von  der  Erde  aus  gesehen,  so  wird  der  Winkel  des  Radius  vectors  R  nach 
der  Erde  mit  der  ar-Axe  bezüglich  180  -|-  O  sein  imd  die  di-ei  CoordLnateu  der  Erde 
bezogen  auf  die  Sonne  als  Anfangspimkt  werden: 

X  =  B  cos  (180  -Jr  O)  =  —  E  cos  O 

y  =  Rsin  (180  -I-  O)  =  —  BshiQ 

jMithin  die  di'ei  Gesch\dudigkeitscomponeuteu  der  trauslatorischen  Erdbewegung: 

dx  dB        „     ,     p   .    „  <iO 

-rr  = TT  C'W  O  +  Bsm  O  — j— 

dt  dt  dt 


(5) 


"77  = -rr  sm  ö  —  BcosQ  — — 

d  f  d  t  d  t 

Trägt  mau  diese  drei  Differentialquotieuten  in  die  allgemeinen  Aberratiousformehi_  (4) 
ein  uud  ersetzt  in  denselben  n  und  S  bezüglich  durch  A  mid  ß,  so  ergiebt  sich  die  Ab- 
weichung des  wahren  Ortes  vom  scheinbaren  in  Länge  und  Breite. 

Sei,  wie  gewöhnlich,  die  grosse  Halbaxe  der  Erdbahn  a  =\,  F  die  Länge  des 
Perihels  der  Sonnenbahn,  v  die  wahre  Anomalie  der  Sonne,  O  ihre  Länge,  B  der  Radius 
vector  der  Erdbahn,  so  ist: 

o  =  «;  -f  r, 

also,  -wenn  man  \on  den  kleinen  Störungen  absieht,  d.  h.  F  ^  const.  setzt : 

dQ  dv 

~dT  ""  Jt' 
Um    die   obigen  Differentialquotienteu   berechnen    zu    können,    müssen    wir  B   ivnd 
V   dm-ch   bekannte    Grössen    ausdrücken.      Die    diesbezüglichen   Relationen    ergeben   sich 
aber  aus   der  Theorie    der   elliptischen  Bewegung  (cf.  Vorlesung  4)    sofort.      Es   ergiebt 
sich  nämlich  einerseits  durch  Differentiation  der  Ellipsengieichung : 


a  cos  (p^ 


=  «  (1  —  c  cosE). 


\  ~\-  c  cos  i 
nach  einer  leichten  Transformation: 

r 

während  durch  Differentiation  der  Kei)ler'schen  Gleichuns; 

dE=  -  dM 


1 1  i    — 


f<>I>'t.     Miiliiii  wird: 


rf..  ==-'~l-?dJ!/. 


SctJüfii  wir  Jicsui»  Wt-rlli  in  ilic   tlifforcnlirlf  Klli|>8uiigluichiiiig  ein: 
so  folyt: 


a  costp*  , 

dr  =  Tf— r — TT  estnidv, 

(1  +  ecosvy 


dr 


a*  cos  tp* 
(1  +  ecost^^r^ 


e  sin  i-  d  M. 


1);»  aber: 


g*  cos  (p*       , 

(l  +  erosv)*  ~  *"  ' 


SD  folift,  Wenn  wir  dr  nüt  acosq)  niultiiilifirfu    luul   ilividircn  und   für  r  «gleich   dio  lie- 
ziithnung  li  wählen: 

dli  =  a  t<i  q>  sin  vd  M. 


Durch  Einführen  dieser  zwei  Werthe: 


dO 
dt 


dl- 
dt 


flä  COS  (p    d  ^f 
li*         di 


uud 


dli  ^         .        dM 

=^  a  (g  q)  sm  v 


dt 


dt 


(C) 


in   die  obigen  drei  Ausdrücke  für  die  Geschwindigkeitscomponenten,  werden  diese  nach 
unttiprecheuder  Keduction,    indem  wir  die  grosse  Ihilbaxe  der  Erdlialiu   gleich  1  setzen: 


dx 

1 

dt 

costp 

dy 

1 

dt 

cos(p 

de 

—^ 

(t 

dt 

——  {sin  <p  sin  F  +  sin  Q) 
— —  {sin  (p  cos  r  -\-  cos  O) 


(') 


Tragen  wir  schliesslich  diese  drei  Relationen  in  die  allgemeinen  Aberrationsgleichungen 
(4)  ein,  wobei  in  denselben  noch  A  und  ß  an  Stelle  von  «  und  S  zu  setzen  ist,  so  er- 
geben sich  als  Formeln  für  die  Unterschiede  der  wahren  und  scheinbaren  Oerter  in 
Länge  und  Hreite  nach  kleiner  Reduction  analytisch  die  Ausdrücke: 


X'  —  X  =  -  -  i££i  ^  [sincpcosU  -  n  +  cos{k  —  0)|  ) 
fi  cos  qp    rt  <  I 


,     l   sin  ß  d  21   ,  .         .    ,.  r\    X      ■    /j 

fi  cosip    dt 


(S) 


Ol 


In  diesen  Formeln  haben  wii-,  damit  sie  numerischen  Rechnungen  zu  Grunde  gelegt 
Werden  kOiiueu,  noch  die  betreffenden  Constanten  diurh  Zahlen  auszudrücken.  Auf 
(Jrund  der  am  Pulkovaer  Passageiustrument  im  ereteu  Vertieal  angestellten  berühmten 
IJeobachtungen  von  S  t  r  u  v  e  ermittelte  dieser  den  constanten  Factor  in  letzteren 
(Jleiclmngen,  die  sogenannte  Aberrationsconstaute  (deren  geometrische  liedeutuug 
siehe  S.  115)  zu: 

lJL.i^  =  Cj=  20",445. 
H   cosip     dt  ' 

Weitere  gleichfall»   in  Pulkova  angestellten  Beobachtungen  ergaben  folgende  Werthe: 

K  llnk>rfa«>,  ThtontiKli«  Aitroaoimir  15 
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20",507  +  0",021 
20  ,469  ±  0  ,026 
20  ,495  +  0  ,021 


Mittel:     20",495  +  0",013 


Ferner: 


20",498  ±  0",012 
20  ,483  ±  0  ,012 


Peters 
Gylden 
X  y  r  e  u 


S  c  h  w  e  i  z  e  r  1 
Wagner      1 


Verticalkreis 


Meridiaukreia 


Mittel:     20",491  ±  0",009 

20",463  +  0",017 
20  ,517  ±  0  ,014 


Passageinstrument  im 
ersten  Vertical 


.    .    .      Struve 
.    .    .      Nj'ren 

Mittel:     20",490  +  0',011. 

In  seiner  Abhandlung:  „l'Aberration  des  etoiles  fixes"  (Mem.  de  l'Acad.  imp.  des 
soiences  de  St.  Petersbourg,  Tome  XXXI,  9,  1883)  hat  Nyren,  auf  Grund  dieser  zuver- 
lässigen Beobachtungen,  für  die  Aberrationsconstante  den  Werth: 


1       1      cUl 


=  Cj  =  20",492  +  0",006 


der  Werth: 


jit  cos  (p    dt 

gegeben.  Auf  Grund  dieses  Werthes  ergiebt  sich  für  die  Zeit,  die  das  Licht  braucht, 
um  die  astronomische  Längeneinheit,  den  Halbmesser  der  Erdbahn,  a=  1,  zu  durch- 
laufen, der  Werth: 

-  =  498=92, 
während  der  Glasenapp'sche  etwas  abweichende  Werth: 

—  =--  49SS46, 

das  Mittel  aus  verschiedenen  Beobachtungen  ist. 

Für  die  Sonnenparallaxe    n   aber   ergiebt   sich    aus   dem    Nyren'schen  Werth    der 
Aber rationscon stauten  und  dem  Newcomb'schen  Werth  der  Lichtgeschwindigkeit: 

^  =  299860  km 
n  =  8",79, 
wahrend  der  früher  schon  erwähnte  Gill'sche,  etwas  abweichende  Werth: 

n  =  8",80 
von  der  Pariser  Couferenz  adoptirt  ist.     Für  den  Factor: 
l         1      dM 
(i      cos  q>    dt 

in  den  Gleichungen  (8)  aber  ergiebt  sich  nach  Nyren  der  Werth: 

CjSinq)  =  0",343. 
Die  Formeln  für  die  jährliche  Aberration   in  Länge    und  Breite   werden   bei 
Annahme  des  Pariser  Conf erenzwerthes  der  Aberrationsconstanten  numerisch: 
r  —  A  =  —  20 ',47  WS (O  —  l)sccß  —  0 ",343 cos (A  —  I)secß) 
ß'  —  ß  =  —  20",47s/«(O  —  f.)sinß  +  0",343  s/h  (A  —  r)sinß} 
Berücksichtigt  man  in  diesen  Gleichungen  nur  die  ersten  Glieder,   indem    mau  die 
Constaute  20",47  mit  c  bezeichnet: 

Ä'  —  A  =  —  ccos{f.  —  Q)sccß 
p'  —  ß  =:  -\-  fs/«(A  —  Q)ki)iß 


— —  sin  cp  =  C,  sin  (p 


(9) 


—    iir.    — 

und  ih'iikl  «ii'li  an  <1it  »olicinliiircn  IIiiiitiifl.>tkiigel  an  doii  inittli-roii  Ort  di-s  Stcnie» 
i'iiif  Taiigciitiali'bfuu  gfloyt,  dvrvn  Si-tinittliiiicii  büzQglich  mit  i-iucm  l'urallcl-  uud  einem 
IJn'iU'iikrrUo: 

{   -r  eoiß  (A'  —  k) 

T)    -    li'    ~    ß 

iiiclilH  andiToH  alä  <lif  CoordinaU-n  lU's  walinii  (mit  Aht-mifion  bolmftetcn)  Ortes  in 
lU'zug  auf  den  iiiittlcrcii  darstellen,  dann  ergiel)t  »ioli  diiivli  Cjiiadiiren  und  Addirou 
olliger  Gleichungen  mit  Hücküielil  auf  die   Werlhe  von  {  uud  ij  die  Gleichung: 

^  +  -^i-  =  1. 

c«    ^   c*sinß* 

hin  l»e«chreibt  mithin  ein  Fixstern  in  Folge  der  jährlichen  Aberration  um  seinen  mittleren 
Ort  eine  Kllijise,  ilie  sogenannte  Abcrrationsellipse,  deren  grosse  Ilalbaxc,  die 
sogenannte  Aberratiousconstante : 

c  =  iJ_l^  =  20",47, 
(t  cos<p    dl 

and  deren  kleine  Ilalbaxe,  csinß,  das  ^laximuni  der  Aberration  in  Breite  ist.  Ein 
Stern  im  Pol  der  Kkli|>tik,  wo  ß  :^  'JÜ»,  aber  beschreibt  einen  Kreis  vom  Kadius 
211", 47  um  seinen  mittleren  Ort,  ein  Steni  hingegen,  der  in  der  Ekliptik  steht,  wo 
ß  =  0,  besehreibt  eine  gerade  Linie.  —  Speciell  für  die  Sonne,  wo  A  =  O,  ß  =  0, 
also  sec ß  =z  1  ist,   wird  die  jährliche  Aberration  in  Länge  und  Breite: 

k'  —  k  =  —  •20",47    —   0",343  cos  (©  —  T)  1 

ß'-ß  =  0  J  '      ^ 

d.  h.  die  Sonne  entfernt  sich  durch  die  Aberration  nicht  aus  der  Ekliptik,  währeiul  die 
wahre  Sonne  der  scheinbaren  stets  um  den  Winkel  k'  —  k  voraus  ist. 

Um  den  Einfluss  der  jährlichen  Aben-ation  auf  llectascension  und  Decli- 
nation  festzustellen,  wählen  wir  wieder  die  Sonne  als  Anfangspunkt  des  Coonlinateu- 
systems,  als  jy- Ebene  aber  den  Aequator,  die  x-Axe  gehe  wieder  durch  den  Widder- 
punkt. Dann  zeigt  die  räumliche  Vorstellung  leicht,  dass  x  als  II)-])otenuse,  die 
y-  und  j-Coordinate  aber  als  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  folgende  Werlhe 
haben,  weim  O  wieder  die  Länge  der  Sonne  bezeichnet: 

X  =  Rcos  (180  +  0)  =  —  lUosQ 
y  =  —  It  sin  O  cos  £ 
s  =  —  lisinö  sin  e. 

.Mso,  da  O  ^  f  -}-    r",  durch  Differentation: 

f'^  ^  dli    ,     „     .    ^  dv 

-.^-cosQ  —  +  Jls,nQ  — 

-TT  =  —  stn  Q  cose  -r- 11  cos  Q  coss  -—■ 

at  dl  dt 


oder,  da: 


-y-r  =  —  Sin  0  Sin  t  -— Jicos  Q  stns  -r— 

at  at  at 

dv    a*cos(p   dM 


dt  i?»         dt 

dJl  ^  dM 

—  =  aig^s,nv  — 

ist,  aueli.  wenn   wir  wioder  a  =    1    setzen: 
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dx 

IT 

dy 
U 
dz 
IT 


,         1      dM  ,    .  .     r-    I       ■    r^\ 

4- ; —  Is/n  w  sm  I   -\-  sinQj] 

coscp    dt     ' 


1     d3I 

cos  fp    d  t 

1      cUI 
cos  (p    d  t 


sin  (p  cosF  -{-  cos  © }  cose 
sin  qp  cos  r  -\-  cos  O)  sin  s 


(") 


Führen    wir    diese  Werthe   in    die   allgemeinen   Aberrationsformeln    (4)    ein,    so    ergiebt 
sich   als  Unterschied    der   wahren    und    scheinbaren   Rectasceusion    und  Decli- 


1       1       d3I 

fi   cos<p     dt 


\cos  Q  cos  s  coscc  -{-  sin  Q  sin«\  secd 


1        1       dM     .  ,  n    1        •  •     ri  Ä 

sinw  [cosu  cose  cos P  4-  sina  sm  1  \  seco 

^  cosq)    dt 


ö'  —  d  = 


1      ^       i^ 
[i  costp     dt 

1       1      dU 


\cos  O  {sin  «  sin d  cos  s  — •  cos  S  sin  i)  — ■  cos  u  sin  8  sin  Q  j 


+  ^ ^—  -z —  sinw  IcosFisinK  sind  cos  £  —  cosösins)  —  sinrcosasinöl 

ft  cos  q)     dt  ' 

oder,  mit  lliiililkk  auf  die  angegebeneu  Zahleuwerthe  numerisch: 

a'  —  «  ^  —  20",47  (cos  O  cosa  cos  s  -\-  sinQ  sinu\secö 

—    0",o43  [cosF  cosK  cos  s  -\-  sinF  sinn]  secd 

S'  —  ö  =  -[-  20",47  [cos  O  {sin «  sin S  cose  —  cos 8  sin e)  —  sin Q  coscc  sin8\ 

-j-     0",343  {cos r  {sin«  sin 8  cose  —  cos 8  sine)  —  siti  F  cosu  sin 8] 


(1-2) 


Zum  Schlüsse  haben  wir  noch  den  Einfluss  der  täglichen  Aberration  auf  diu 
Coordinaten  der  Gestirne  festzustellen.  Da  derselbe  in  Länge  und  Breite  nicht  ge- 
braucht wird,  so  behandeln  wir  hier  nur  die  tägliche  Aberration  in  ihi'er  Wh'kung 
auf  die  Rectasceusion  und  Declination.  Dazu  verlegen  wir  den  Mittelpunkt  des 
Coordinateusystems  in  das  Erdceutrum,  wählen  wieder  die  a;?/- Ebene  als  Aequator, 
so  dass  die  z-Axe  mit  der  Rotatiousaxe  der  Erde  zusammenfällt  und  die  a;-Axe  durch 
den  Widderpunkt  geht.  Die  Coordinaten  irgend  eines  Beobachtungsortes  der  Erd- 
oberfläche mit  der  Entfernung  q  vom  Mittelj^unkte  sind  dann,  wenn  qp  die  geographische 
Breite,  ö  die  Sternzeit,  d.  h.  den  Winkel  zwischen  dem  Meridian  des  Beobachtungsortes 
und  demjenigen  des  Frühlingspuuktes  bezeichnet: 

a;  =  Q  cos  (p  cos  6 

y  =  Q  cos  (p  sin  8 

e  =  Q  sin  (p, 
also  die  drei  Geschwindigkeitscomponenten  des  Beobachtungsortes  rotatorisch: 


(13) 


dx 
dt 

= 

— 

Q 

cos 

9 

sin  6 

de 

dt 

dy 
dt 

= 

+ 

Q 

cos 

9 

cos  6 

dO 
dt 

de 
dt 

= 

0 

Durch  Substitution   dieser  Ausdrücke    der   rotatorischen   Geschwindigkeitscompo- 
leuteu  in  die  allgemeinen  Aberratiousformeln  (4)  folgt: 
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u    —  u  =  —    — —  p  cos  w  cos  (U  —  «)  scc  0 
H    dt  ^ 

d'  —  8  =  —   — —  Qcosw  siii(0  —  «)  sin  8 
H    dl  ^        ^  ' 

Als  ('i>ristaii t L'   (lor   tilgliclicn    Aborratiun    cryie)»t   sii-li    ulur   unter  Ziijjriiii<le- 

l.'ijuiig  di's  sclioii  aiigc>fülu'tc*ii  Nowoüiiib'Behcu   Werthes  für  /i: 

ft  =  29'J8üOkin, 

fcnur  >lus  ncääcl'schcu  Werthes  für  deu  EnlhiiUimosser  p: 

p  =  6377,4  km, 

sowie  des  Werthcs  für  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Erde  in  einem  Tage: 

—  —  15"  V 

—    wo    V  das  Verhältniss   vou    einer   Secunde    in   mittlerer    Zeit    zu    einer   Sccunde   in 
Sternzeit: 

XogV  =  0,00118 

ist,  —  der  folgende  Werth: 

^  4^  =  C,  =  0",320. 
|U      dt 

Unter  Berücksichtigung   dieses  Werthes  ergeben   sich    als  Unterschiede   des  wahren  und 

scheinbaren    Ortes     in    Folge    der    täglichen    Aberration    in    liectasccusioD    und 

Declination  die  Werthe: 

a'  —  a  =  -j-  0",3'20  cos  <p  cos  {0  —  a)  sccS]  ,     , 

ö' —  8  =  +  0",320  cos  (p  sin  (0 —  «)  sind  j ^^ 

Mau  ersieht  hieraus,   dass  die  tägliche  Aberration  von  der  Breite  (qp)  und  Steruzcit   {(I) 
des  Beobachtungsortes  abhängig  ist. 

Ebenso  erkennt  man  leicht  aus  diesen  Gleichungen,  dass  ein  Stern  analog  wie  bei 
der  jährlichen  Abcnatiou  im  Laufe  eines  Jahres,  so  in  Folge  der  täglichen  Aber- 
ration im  Laufe  eines  Sterntages  um  seinen  mittleren  Ort  eine  Ellipse  beschreibt, 
deren  giosse  Halbaxe  0",320 cos  «p  und  deren  kleine  Halbaxe  0",320  cos  (p  sin  8  ist,  die 
für  einen  Stera  im  Weltpol  in  einen  Kreis  für  einen  solchen,  der  im  Acquator  stände, 
aber  in  eine  gerade  Liuie  degeucrirte. 

Speciell  im  Meridian,  wo  0  =  oc,  also  sin  (Ö  —  «)  =  0  und  cos  (ö  —  «)  =  1  ist, 
findet  offenbar  keine  tägliche  Aberration  in  Declination  statt,  indessen  ihr 
Maximum  in  Rectascension,  nämlich: 

et'  —  «  =  -f-  0",320  cos  (p  sec8, 
eine  Grosse,   die   man   bei  Rcduction    vou  Meridianbeobachtungen   in  Abzug   vom  Colli- 
mationsfehler  biingen  kann  in  der  Art,  dass  man  gleich  Collimatiousfehler  minus  dieser 
Grösse  als  Correction  an  die  Beobachtung  anbringt. 

Mit  Hinblick  auf  die  voi-stehenden  Entwickelungen  lassen  sich  drei  Methoden 
angeben,  um  den  Ort  eines  Planeten  oder  Kometen  vom  Einflüsse  der  AbeiTation  zu 
befreien.  Zur  übei-sichtlicheren  DaiTätellung  dereelben  fassen  wir  das  Bisherige  noch 
einmal  kurz  zusammen. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Aberration  ihre  Uraache  darin  hat,  dass  die  Ge- 
schwindigkeit des  Lichtes  zwar  sehr  gross,  aber  nicht  unendlich  gross  ist  gegenüber 
derjenigen  der  Erde.     Die  zuuächstliegende  Folge  hiervon  war,  wie  wir  sahen,  die,  daas 
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Fig.  2-1. 


man  einen  von  einem  Objecto  S  ausgehenden  Lichtstrahl  erst  nach  Ablauf  der  Aber- 
rations-  oder  Lichtzeit  erblickt,  d.  h.  nach  Verlauf  der  Zeit,  die  das  Licht  braucht, 
um  vom  Objecte  bis  zum  Auge  des  Beobachters  zu  gelangen.  Da  das  Licht  in  einer 
Secunde  circa  300000  km  durchläuft,  so  braucht  es  nach  den  besten  Bestimmungen 
498",46  mittlerer  Zeit,  um  die  astronomische  Längeneinheit,  d.  h.  die  grosse  Halbaxe 
der  Erdbahn  zu  durchlaufen. 

Sei  also  q  die  Distanz  des  Objectes  in  mittleren  Erdbahnradien,  so  braucht  das 
Licht:  [7,76112  —  10]  p  mittlere  Sonnentage,  um  bis  zum  Beobachter  zu  gelangen.  Diese 
Grösse  muss  man  also  von  der  Beobachtungszeit  abziehen,  um  die  wirkliche  Ausgangs- 
zeit der  Strahlen  zu  erhalten.  Von  der  Sonne  erhält  man  demnach  das  Licht  in  circa 
acht  Minuten,  von  den  äusseren  Planeten  erst  nach  Stunden  und  von  den  Fixsternen 
nach  Jahren.  Da  man  aber  die  Entfernung  dieser  letzteren  meist  nur  ungenügend  kennt, 
muss  man  sich  dara\if  beschränken,  die  Zeit,  zu  der  sie  beobachtet  vnirden,  anzugeben. 
Diese  Aberrationserscheinuug,  die  also  nur  für  unser  Sonneusjstem  von  Wichtigkeit  ist, 
bezeichneten  wir  im  Vorhergehenden  als  die  Planetenaberration.  Zu  ihr  kam,  wie 
wir  gesehen,  noch  eine  Art  von  optischer  Täuschung,  die  Fixsternaberration. 

Nach  den  heute  in  der  Physik  herrschenden  Anschauungen  der  Undulationstheorie 
wii-d  die  Bewegung  eines  Lichtstrahles  im  Welträume  von  derjenigen  seines  Ausgangs- 
punktes nicht  beeinflusst.  Welches  also  auch  die  Bewegung 
des  beobachteten  Objectes  S  sein  mag,  in  jedem  Augenblicke 
gehen  von  ihm  Lichtstrahlen  mit  gleicher  Geschwindigkeit 
nach  allen  Seiten  aus.  Sei  S  das  lichtaussendende  Object 
(Fig.  24)  '),  C  das  optische  Centrum  des  Fernrohrobjectivs  und 
AB  die  Focalebene  (in  der  sich  das  Fadenkreuz  befindet),  so 
bringt  der  betrachtete  Strahl  SC  im  Punkte  J  der  Focalebene 
AB  ein  Bild  hervor,  welches  mit  Hülfe  des  Oculars  0  beob- 
achtet wird.  Diese  Betrachtung  ist  aber  nur  dann  richtig, 
wenn  sich  das  Fernrohr  selbst  in  Ruhe  befindet.  Da  dies 
indess  nicht  der  Fall  ist,  weil  das  Fernrohr  in  Folge  der 
translatorischen  Bewegung  der  Erde  iu  die  Lage  0'  C  ge- 
laugt, wenn  die  Lichtstrahlen  die  Erde  erreichen,  so  trifft 
nicht  der  Strahl  SC  das  Centrum  des  Objectives,  sondern 
vielmehr  der  Strahl  SC.  Derselbe  durchläuft  dann  noch 
die  gesammte  Länge  des  Fernrohres,  um  zur  Focalebene  gu 
gelangen.  Fassen  wir  den  Schnittpunkt  I"  der  Linien  SC 
^  tmd  II'  ins  Auge,  so  durchläuft  demnach  der  Punkt  1  des 
Fadenki-euzes  die  Strecke  II',  während  das  Licht  den  Weg  SC' 
zurücklegt.  Es  ist  somit  II'  :  SC  das  Verhältniss  der  Ge- 
schwindigkeit der  Erde  zu  derjenigen  des  Lichtes.  Nun  ist 
aber  (indem  wir  nur  die  translatorische  Bewegung  der  Erde  ins  Auge  fassen)  IC 
parallel  1'  C'.  Es  verhält  sich  daher  I' I"  zu  C I"  wie  die  Geschwindigkeit  der  Erde 
zu  derjenigen  des  Lichtes.  Mit  anderen  W^orten,  der  Punkt  I  des  Fadenkreuzes  kommt 
gleichzeitig  mit  dem  Strahle  S  C  in  1"  an. 

Die  erste  Methode  beruht  darauf,  dass  der  Beobachter  das  Object  S  an  der- 
jenigen Stelle  des  Himmels  zu  sehen  glaubt,  wo  es  sich  zur  Zeit,  wo  der  Lichtstrahl 
von  ihm  ausgeht,  wirklich  befindet.  Der  scheinbare  Ort  zur  Zeit  der  Beob- 
achtung   ist   mithin    gleich    dem   wahren    Ort    der    reducirten   Beobachiungs- 

')  Die  Linie  II' 1"  ist,  da  bei  der  ganzen  Betrachtung  von  der  Krümmung  der  Erdbahn  ab- 
gesehen wird,  als  Gerade  aufzufassen. 
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fi-it  (H('(i)>iu-htiiiii;szt.'it  minus  LU-htzcit).  Will  man  also  diu  Itcobai-lilimg  eiiiCM  Ülijoelc-H 
(iloiwuii  Knlfoniiing  niilierun*j;8WL-iKu  lickannt  Hein  mufis)  mit  einer  K|>li(.-iiU'riile,  diu  BtctH 
wahre  Urte  j^icbt,  verj^leicheii,  so  urj^ieht  sich  erstens  die  folgende  wichtigste  Methode 
/.ur  IJeriicksichtigung  der  Ahernition  bei  Körpern  unseres  SouDensystemeB. 

Man  berechnet  die  Licht/.eit,  rieht  dieselbe  von  der  lieobachtungszeit  ab  und  ont- 
nimmt  für  diese  redncirte  Zeit  der  Beobachtung  die  Stellung  des  Konielen  (die 
Uectascension  a  und  die  Declination  Ö)  der  Kphemeride.  Diese  Grössen  kann  man 
'lann  direct  mit  den  durch  die  Heobachtung  gegebenen,  scheinbaren,  vergleichen. 

Hei  ersten  Hahubestimmungen  ist  die  DisUinz  des  beobachteten  Objectes  un- 
bekannt. Neu  entdeckte  kleine  IManeten  belindcn  sich  gewöhnlich  in  dem  der  Sonne 
•  iitgegengcsct/.ten  Theile  des  Himmels  (also  in  der  Nähe  der  Ojiposition),  weil  hier  die 
•^ichtbai-keilsbedinguiigeu  am  günstigsten  sind.  Da  man  ferner  weiss,  dass  ihre  Bahnen 
nur  wenig  geneigt  sind  und  sich  /wischen  denen  von  Mars  und  Jupiter  befinden,  so  kann 
man  in  der  ersten  Annäherung  eine  Aberrationszeit  von  circa  18  Minuten  voraupsetzcn. 
Man  könnte  also  diese  Grösse  von  der  Beobachtungszeit  abziehen,  und  die  Hechnung 
mit  der  so  rcducirten  Bcobachtungszeit  durchfühlen.  Dieses  Verfahren  hätte  aber  den 
Naclitheil,  dass  man  bei  jeder  folgenden  Annäherung  (welche  ja  einen  verbesserten 
Werlh  für  die  Lichtzeit  liefert)  eine  andere  rcduciite  15eobaclitungszeit  erhalten  würde 
und  für  diese  jedesmal  die  bouuencoordinateu  und  die  davou  abhängigen  Grössen  von 
Neuem  berechueu  müsstc. 

Um  dies  zu  vermeiden,  kann  man  in  Anwendung  einer  zweiten  Methode  die 
Beobachtungszeit  beibehalten  und  kleine  Correctionen  an  die  beobachteten  Coordinalen 
des  riancloiden  anbringen.  Jlan  sucht  also  so  gut,  als  dies  mit  Hülfe  der  vorhandenen 
Beobachtungen  möglich  ist,  die  Bewegung  des  Planeten  in  Kcctascension  und  Decli- 
nation in  der  Nähe  der  zu  rcducirenden  Beobachtung  zu  bestimmen.  Sind  diese 
(Jrössen  bekannt,  so  ist  der  wahre  Ort  zur  Zeit  der  Beobachtung  gleich  dem 
scheinbaren  Orte  des  Planeten   18  Minuten  später. 

Obgleich  diese  zweite  Methode  nicht  auf  äusserste  Genauigkeit  Anspruch  macheu 
kann,  so  liefert  sie  doch  meist  bei  Anwendung  auf  kleine  Planeten  schon  in  erster 
.Vnnäherung  ganz  gute  Resultate. 

Um  noch  eine  dritte  Methode  zur  Berücksichtigung  der  Aberration  bei  ersten 
l'iahnbestimmungen  zu  finden,  betrachten  wir  von  Neuem  Fig.  24.  Der  Beobachter, 
Welcher  den  Lichtötrahl  in  I"  sielit,  glaubt,  dass  derselbe  die  Richtung  JC  oder  I' C' 
habe.  Es  wird  also  jeder  Lichtstrahl,  der  die  Richtung  SC'  hat,  um  den  Abcrrations- 
winkel  y  von  seiner  ursprünglichen  Richtung  abgelenkt,  eine  Erscheinung,  die  wir  als 
Kixsternaberration  bezeichneten.  Unter  der  scheinbaren  Stellung  eines  Fixsternes 
versteht  man  also  die  scheinbare  Richtung  der  von  ihm  ausgehenden  Strahlen,  in  unserem 
Falle  die  Richtung  IC  resjt.  I' C',  während  der  wahre  Ort  die  Richtung  SC  wäre. 
Man  hat  also  an  den  wahren  Ort  eines  Fixsternes  noch  eine  Correction,  die 
„.Vberration",  kurz  gesagt,  anzubringen,  um  den  scheinbaren  Ort  zu  erhalten. 

Hieraus  orgiebt  sich  die  dritte  Methode,  um  bei  ereten  Bahnbestimmungen  die 
Aberration  zu  berücksichtigen.  Der  Beobachter  giebt  die  scheinbare  Stellung  des 
Kometen  oder  Planeten  zur  Zeit  der  Beobachtung  im  Punkte  I"  (d.  h.  die  Richtung 
IV  resp.  i'C").  Würde  sich  in  dei-selben  wirklichen  Richtung  SC  ein  Fixsteni  be- 
fin<len,  so  würde  ihn  der  Beobachter  ebenfalls  in  der  scheinbaren  Richtung  /'  C'  sehen. 
Zieht  man  also  von  der  scheinbaren  Stellung  des  Kometen  bezüglich  Planeten  (ent- 
sprechend der  Richtung  I'C)  die  Fixsternaberralion  ab,  so  erhält  man  die  Richtung 
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SC,  oder  die  wahre  Stellung  des  Objectes  S  zur  reducirten  Beobachlnngszeit  (d.h. 
zur  Alisgangszeit  des  Lichtes,  wo  sich  das  Fernrohr  in  7C  befand),  aber  gesehen  vom  Orte  i" 
aus,  in  welchem  sich  die  Erde  zur-  Zeit  der  Beobachtung  befand.  Die  Fonueln  für  die 
Fixsternaberration,  d.  h.  diejenigen  Correctionen,  die  man  an  den  wahren  Ort  eines  Fix- 
sternes anzubringen  hat,  um  den  scheinbaren  zu  erhalten,  sind  im  Vorhergehenden  gegeben. 
Auch  bei  dieser  Methode  muss  man  zuerst  einen  Wert  für  die  Aberrationszeit  an- 
nehmen und  ihn  allmälig,  den  im  Laufe  der  Rechnung  gefundenen  Entfernungen  der 
Himmelskörper  von  der  Erde  entsprechend,  verbessern;  dagegen  bleiben  die  von  der  Stellung 
der  Sonne  abhängigen  Glossen  ungeändert.  Hingegen  hat  man  den  Vortheil,  nicht  ge- 
zwungen zu  sein,  die  Bewegung  des  Objecles  an  die  Beobachtung  anzubringen,  was  bei 
schnell  beweglichen  Objecteu  (Kometen)    zu  wesentlichen  Ungenauigkeiteu  führen  kann. 

Zusammenstellung. 

L     Formeln    der  jährlichen  Aberration. 

a)  in  Reetascensiou   und  Declinatiou: 

ci'  ■ —  K  =  —  20",47    {cos  Q  cosa  cose  +  sin  Q  sinu]  secS 

—     0",343  \cos  r  cosa  coss  -j-  sinP  sinu]  sccd 
ö'  —  ö  =  -j-   '20",47    [cos  O  [sina  sind  cos£  —  cos 8  sin  s'\  —  sin  Q  cosa  sin8\ 

-\-     0",343  [cos  r  [sina  sind  cos B  —  cosS  sins]  —  sin  F  cosu  sinS\- 

b)  in   Länge   und   Breite: 

A'  —  A  =  —  20", 47  cos  (O  —  A)  sec  ß  —  0",343  cos  (A  —  T)  scc  ß 
ß'  —  ß=—  20",47  si7i   (O  —  A)  sin  ß  +  0",343  sin  (A  —  F)  sin  ß. 

n.     Formeln    der    täglichen    Aberration, 
a)  in  Reetascensiou  und  Declinatiou: 

k'  —  «  ^  -|-  0",o20  cos  (p  cos(d  —  «)  secd 
8'  —  d  ^  -|-  0",320  cos  (p  sin  (ö  —  «)  sin  S. 

m.     W  e  r  t  h    der   C  on  s  t  a  n  t  e  n    der  jährlichen   Aberration, 
a)  nach  Struve: 


b)  nach  Nyreu: 


Cj  =  20",445. 
Cj  =  20",492  +  0,"006. 


IV.     Werth    der    Consta nteu    der  täglichen  Aberration, 

a)  nach  Nyren: 

Ct  =  0",  320. 

Durch  die  Pariser  Fundamentalsternconferenz  (1896)  adoptirte  Werthe: 

Aberrationsconstante:    20",47. 

Aberrationszeit:    498^,5. 

Geschwindigkeit  des  Lichtes  pro  Secunde:    299SG0km  (m.  F.  ±  30km). 

Mittlere  Entfernung  „Erde— Sonne":     149465000km. 

Sonueuparallaxe:    S",S0. 


l'Jl 


V  i  V  r  /.  (•  h  n  i  <■    \'  n  r  1  c  s  u  n  g. 

Mic  TlH'iii'if   (ItT    l'.i'Wciruiii:   i\vv  Krdavr    iiiid    ilirc  Anw  finhiiiL: 
in   ilrr   I>aliiir)M-liiiiniir. 

I>ic  I^ii.'f  iliT  a.stronoiiiUolK'ii  FuriilMiiK'iitali'Ixticii  Acjuator  iiiul  Kkliptik  im 
Uaiiiiif  ist  gfwissfii  \'fräii(lfniiij;fii  untiTWorfi'ii,  dio  in  ci-bter  Liiiio  «liirch  dii'  aii/.icliL'iidf 
Wtrkiiiij,'  «Ut  Soiuu-  und  des  Mondes  auf  das  ahgi-platti-te  Erdsphäroid,  sodaun 
iluroh  dii-  sUiriMidi-  Einwiikunt,'  dir  IMauetc-u  auf  die  EidUahu  Wiliu«,'!  sind.  Den 
Iidieicriff  ilieser  säculuren  und  periodisclieu  Störungen,  welche  der  Ae<|Uutor  und  die 
Kkliptik  erleiden,  fasst  man  unter  dem  Namen  der  „Präcession  und  Nutation*^  zu- 
~:tmnien.  l'm  die  wahren  C'oordinaten  der  llimnielskörjier  von  diesen  Bewegungen  der 
•  ooriUnatensysteme  hefreien  zu  k(innen,  müssen  wir  diese  15ewegungen  für  sich  unter- 
-uchen.  l?ei  diesen  Untersuchungen  ist,  wenn  sie  verständlich  und  einigermaasseu  voll- 
ständig sein  sollen,  ein  Eingehen  auf  die^Iechanik  des  Himmels  unvermeidlich.  Zunächst 
müssen  wir  auf  gewisse  Begriffe  und  Relationen  der  reinen  Mechanik,  wie  diejeuigcn 
■l<r  _nau|itträgheitsmomeute",  der  „instantancn  Drehaxe"  eines  Körpers,  der  „invaiüabeln 
N'iirmalen",  ferner  auf  die  Euler'scheu  Gleichungen  zurückgreifen,  weil  dieselben  den 
Vusgangs|uinkt  und  die  Basis  für  die  Theorie  der  Präcessiou  und  Nutatiou  bilden, 
Uren  Endfonuelii  wir  später  in  der  Bahnrechnung  brauchen.  Die  Präcessionstheorie 
-•ill  im  Folgenden  analytisch  von  Grimd  auf,  in  der  numerischen  Ausführung  hingegen 
cur  insoweit,   als    es  für   die  Anwendung  wirklich  erforderlich  ist,  entwickelt  werden. 


I.     Die   alliro III einen   nie cliaiii sehen  (irundlairen   des  Problems  der 
E  r  (I  a  X  e  II  b  e  w  e  g  u  n  g. 

Die  Bewegung  eines  beliebigen  starren  Körjters  wird,  wie  aus  den  einfachen 
Anfangsgründen  der  Mechanik  Ix-kaiiiit  ist,  allgemein  durch  folgende  sechs  Bedingungen 
•  liarakterisirt: 


dt» 


2.r 


{') 


(2) 


(ll 


\i>n  denen    ilie  drei    ersten    die  t  rauslatorische  Bewegung    des  Sehweqjunktes  (in  den 
iian  sich  die  gnnzu  Masse  des  Körpers,  wie  in  der  ersten  Vorlesmig  besprochen,  conoen- 

Kllnkiifuti.   TbaorttlKh«  Aalronoml«.  ]g 
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trirt  deuken  kann),  die  drei  letzten  hingegen  die  rotatorische  Bewegung  des  Körpers 
um  seinen  Schwerpunkt  charakterisii'en. 

Wenn  sich  dabei  der  Körper  völlig  frei  bewegt,  so  findet  seine  Drehung  um  den 
Schwerpunkt  so  statt,  als  ob  derselbe  fest  wäre.  Wir  denken  iins  also  ein  Coordinaten- 
system  durch  den  Schwerpunkt  gelegt,  welches  sich  nicht  mit  dem  Körper  dreht, 
sondern  stets  im  Räume  parallele  Richtungen  behält.  Man  kann  daher  ein  solches 
CoordLuatensystem  bei  Rotationsimtersuchungen ,  wo  mau  von  der  translatorischen  Be- 
wegung des  Schweiininktes  absieht«,  als  ein  festes  betrachten,  wenn  auch  nicht  als  ein 
absolut  festes,  da  sich  der  Schwerpunkt  eben  noch  trauslatorisch  bewegt,  imd  ein  fester 
Punkt,  wie  schon  in  Vorlesung  2  erwähnt,  überhaupt  nicht  existirt.  Ein  solches,  „festes 
Coordinatensystem"  liegt  den  sämmtlichen  folgenden  Untersuchungen  zu  Grunde.  Für 
die  Himmelskörper  ist  dabei  die  getrennte  Betrachtungsweise  der  translatorischeu  und 
rotatorischen  Bewegimg,  wie  schon  in  der  ersten  Vorlesung  erwähnt,  deshall)  möglich,  weil 
dieselben  einerseits  nahezu  kugelförmige  Gestalt  haben,  Kugeln  sich  aber  nach  der 
Potentialtheorie  so  anziehen,  als  ob  ihre  ganze  Masse  im  Schwerpunkte  verehiigt  wäre, 
und  weü  andererseits  ihre  Durchmesser  verschwindend  klein  siud  im  Vergleich  zu  ihi-en 
Entfernungen.  Daher  kann  man  sie  in  der  Stönmgstheorie  als  materielle  Punkte  an- 
sehen, umgekehrt  aber  in  der  Rotationstheorie  ikre  Drehung  um  den  Schwei-pimkt  für 
sich  betrachten. 

Dass  die  Drehung  eines  frei  beweglichen  festen  Körpers  wirklich  so  vor  sich  geht, 
als  ob  sein  Schwerpunkt  fest  wäre,  woUen  wir  noch  zeigen.  Dazu  denken  wii'  ims  den 
Körper  auf  ein  beliebiges  festes  Coordinatensystem  x,  y,  e  bezogen  und  legen  durch 
seinen  Schwerpunkt  S,  der  sich  zu  einer  beliebigen  Zeit  irgendwo  im  Räume  befinde,  ein 
zweites,  dem  ersten  paralleles  System  x',  y\  z'.  Seien  nun  die  Coordinaten  von  S  be- 
züglich des  ersten  Systemes  |,  »?,  S  imd  diejenigen  irgend  eines  Punktes  des  Köi-pers 
bezüglich  des  zweiten  Systemes  x\  y\  g',  so  ist  zimächst: 

x'  =  X  —  I 

y'  =  y  —  V 

Denkt  man  sich  jetzt  den  Schwerpunkt  einen  Augenblick  fest,  so  würde  das  zweite 
System  x',  y',  z'  fest  im  Räume  sein  und  die  ursprünglichen  Bewegungsgleichungen  (2) 
gölten,  wenn  auch  nm*  rein  momentan,  so  lange  S  fest,  auch  für  das  zweite  Svstem,  also: 


„      /  ,  d^z'  ,   d^y'\         ^,  ,„  ,,.. 

(  ,  ä^oi  ,  d^z'\         „,  ,^  ,„, 


Um 

Da  aber  iu  Wirklichkeit  bei  bewegten  Körpern  der  Schworpunkt  nicht  fest  ist,  so  wissen 
wir  vorläufig  noch  nicht,  ob  die  letzteren  Gleichungen  allgemein  gültig  sind.  Offenbar 
ist  aber  ihre  Gültigkeit  dann  bewiesen,  wenn  gezeigt  wird,  dass  sie  aus  dem  lu-sprüng- 
lichen  System  (I)  folgen. 

Durch  ]Multiplication  der  zweiten  und   dritten  Gleichung   von  System  (1)  bezüglich 
mit  §  und  t]  und  Subtraction  folgt  aber: 


('t-s0)  =  ^('^-«^-> 


Und  wenn  wir   diese  Gleichung  von  der  zweiten  Gleichung  im  System  (2)  abziehen,  er- 
oiebt  sieh: 
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Da  null  :ilici'  für  tlus  /.wvit«'  System,  weil   S   rr»|>niiin: 
2,"  »I  x'  —  2."  III  ij'  =  i'  »I  r'  : 


iiu-li 


iiiiil  initliiii : 


...lor: 


lliiiiu'  -ri  —  j    -7-^)  =  (I 
ist,  so  iTijii'lit  p'ii-li  diin-li  Siilitractiou  tlit'scr  lutztercii  Gloicliuii:,'  von  ilcr  /.iivor  i-rliulteiicii: 

iiinl  analog  für  die  übrigen  Gleichimgoii.  Somit  folgen  ans  ileii  wirklielu'ii  JJewegiiiigs- 
„'leieliiingeii  des  Köq>ers  thatsäehlieh  diejenigen,  welche  gelten  würden,  wenn  der 
■^i'hwerjiiiiikt  S  fest  wäre  niid  die  Hot:»tionsbewegung  des  Körjtei"s  gegen  ein  dureli  S 
LCeliendes  System  findet  mithin  thatsächlieh  so  statt,  als  ob  dies  System  fest  im  Itaiime 
wäre.  I5ei  der  Präeessiou  liegt,  wie  gesagt,  stets  ein  solches  dnrch  den  Schweqiunkt 
Lreheiules  Coordiuatensystem  zn  Grunde,  welches  mau  als  solches  kurz  als  „das  im 
Waiime  feste  System"  zu  bezeichnen  pflegt,  im  Gegensatze  zu  einem,  mit  dem  in 
Ürehung  begriffenen  Köi-per  fest  verbundenen,  welches  mau  kurz  als  „das  im  Uaiimc 
bewegliche  System"  bezeichnet. 

Denken  wir  uns  nun  den  staiTeii  Körper  nur  einer  ISotation  um  eiue  einzige 
feste  Axe,  etwa  die  r-Axe,  ausgesetzt,  und  ziehen  eine  Senkrechle  von  eiuem  beliebigen 
Punkte  f»  des  Körpers  auf  diese  A.\e,  deren  liänge  »•  und  deren  Winkel  mit  der 
I  i/-Kbene  eines  Systemes  x,  t/,  r,  auf  welches  wir  den  Körper  beziehen,  et  sei,  daun  sind 
die  rechtwinkligen  Coordijiaten  von   m: 

1/    r^    (•  (IIS  K 

z  r=  r  sin  « 

und  folglich :  dt/  .     .   .   du 

_.  =  _,,„(«)_ 

da  /  X  ''<* 

wo  man,  analog  wie  bei  der  translatorischen  IJeweguiig,  in  welcher  der  ci"ste  Differential- 
•  |Uotieiit  von  liaiini  und  Zeit  als  Geschwindigkeit  ilefinirt  erecheint,  auch  bei  iler  rota- 
torischen  Hcweiiuiig: 

da 

— —  =:    a 

dt 

als  ilie  _\Vinkelge>cii  w  iiidigkeit"  des  Kiirjiers  um  seine  Dreliaxe  bezeichnet.  Wir 
werden  später  liei  der  Theorie  der  l'räcession  sehen,  dass  fo  für  die  Erde  so  gut  wie 
consUkiit  ist. 

16* 
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Worauf  es  uus   jetzt    aukommt,    ist   die    uatürlicbe  Ableitung   oiucr    gruudlegeiideu 
Detiuition. 

Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  die  Gleichuugeu  (2),  wählen  wir  ■/..  B.  die  zweite: 


^»•('£-'^)  =  ^-<'--'» 


uichts  anderes  als  der  Ausdruck  des  Flächensatzes  für   die  rotatorische  Bewegung    sind, 
wenn  keine  äusseren  Kräfte  wirken,  indem  man  offenbar  auch  schreiben  kann: 
d  (    ds  dy\  ^, 


dt  V    dt  dt 

ein  Ausdruck,  der,  wenn  keine  äusseren  Kräfte  wii'ken,   d.  h.   Y  imd  Z    und    also    auch 
das  „Drehmoment"  2^  (j)  Z  —  ^-  Y)  =  0  ist,  in 


ds  dy\ 

■'  dt  dtj 


übergeht  (cf.  Vorlesung  2). 

Bilden   wir   nun   für  nuseren  Fall   der  Drehung   des  Körpers   um   die   feste  x-Axe 
die  Constante  des  Flächensatzes,  so  wird  dieselbe: 

d^  dy  ,  ,  ,      ,    .      „ 

■^  dt  dt  ^ 

und  folglich,  weil  r  bei  dem  starren  Körper  constant  bleibt: 

d^y  2    dc3 

dt^    ^  "  'JW  ~  '     'dt    ' 


y 


Da   aber  -^—   für    alle   Punkte    des   starren   Körpers   denselben   Werth    hat,    während    m 
dt 

und   (•   varüren,   so    folgt   als   Bewegimgsgleichung    für   den   in    llotation    um    die    feste 

da 

~dt 

'^-^.Zmr-^-  =  E{yZ-zY)  =   C,. 

Die  Grösse  2^mr'^  ist  es,  welche  man  als  das  ,,Trägheitsmoment"  des  Körpers 
bezüglich  der  x-Axe  zu  bezeichnen  pflegt.  Ersetzt  man  r  durch  die  rechtwinkligen 
Coordinaten,  so  erhält  man  als  Ausdrücke  für  die  Trägheitsmomente  bezüglich 
der  X,  y,  z-Axe  allgemein: 

2;m(a;2  -(-  ^2)  =  fc  I (3) 

2:m{x^  -\-  y^)  =  cj 

Beiläutig  soll  hier  noch  auf  eine  zweite  Analogie  der  rotatorischen  Bewegung  mit 
der  translatorischen  hingewiesen  werden.     Die  Gleichimg: 

da 
"Jt=^' 
weist  offenbar  eine    völlige  Analogie    mit    der  Gleiclnmg   auf,   die    man    (huhuvh   erhält, 
dass    man    den    ersten   Differentialquotienten   von   Geschwindigkeit   und  Zeit,   oder,   was 
auf  dasselbe  hinausläuft,    den  zweiten  DifEerentialquotieuten  von  Weg  und  Zeit  bei  der 
translatorischen  Bewegung  als  Beschleimiguug  detinirt: 

d  c  d-  6 

ni    -—  =  III  ——  =  F. 
dt  dt- 


r. 


Nur  ll!lt•^  lii'i  <lfi'  riitaloriM-lii'ii  l{t\M-j,'uiig  das  'l'iag  liiiiMiioiiu-iit  n  nii  M*'llf  ilt-r 
Mastii'  wi,  diu  Winkelgrsoliuiiidijjkoil  a  nii  SUdlo  dt-r  progreshivcii  (ioM'hwin- 
di^'kfit  f  tritt-,  witlirtMid  die  Kraft  l'  diircli  da«  IJrohnioinoiit  f,  entftr.t  wird. 

lu   den    K|)äteri-ii  Ciniiid;;lfiohiiiij;i'H   ili-r  rrUceKHiou    treten    alter    iiielit    die  Träg- 


Ma  vi  in  al- 


iud   Minimal  u  ertli 
l'itr.  25. 


.4.  li,  C 


heitfiinoniente  a,  b,  c  «elbst,  sondern  ihre 
auf.  Daher  müssen  wir  unsere  einleiten- 
den Hetraehtiiiiiien  noch  etwas  fortsetzen, 
um  zu  diesen  Heijriffen  zu  ;_'elant,'en,  denen 
eine  hestiinmle  geonietrisohe  ISedeiitiini; 
zukommt. 

Offeiiliar  existiren  ebenso  gut  wie 
hezüglieh  der  x,  i/,  r-Axe  auch  noch  in 
IJeziig  auf  die  unendlich  vielen  übrigen 
tteradeu,  die  durch  den  K<>rper  gezogen 
werden  können,  Trägheitsmonieutc.  Das 
rrohlein,  alle  diese  iinenillich  vielen  ver- 
schiedenen Trägheitsmomente  se)i:u'atiin 
zu  linden,  lässt  sich  indessen  auf  zwei 
Aufgaben  zurückführen.  Es  kann  näm- 
lich, wenn  das  Trägheitsmoment  bezüglich  einer  bestimmten  Axc  bekannt  ist,  ei"steus 
ilas  Trägheitsmoment  zu  einer  anderen,  der  gegebenen  Axe  ]iarallelun,  und  zweitens 
da.sjenigc  zu  einer  solchen  Axe,  welche  die  ereterc  A.\e  schneidet,  gesucht  werden. 

Den  erstgenannten  Fall  können  wir  sofort  erledigen.  Denken  wii-  uns  dazu  eine 
beliebige  Axe  <l,  durch  den  Körper  gezogen  (cf.  Fig.  25)  und  die  zu  ihr  parallele  %i 
gleich  durch  den  Schwerpunkt  gehend  und  seien  »"i  und  r^  bezüglich  die  senkrechten  Ent- 
fernungen eines  Massentheilchens  »i  von  diesen  Axen,  deren  Abstand  n  sei,  ö  der  Winkel 
zwischen    n  und   r, ,    dann    sind    zunächst    die    Trägheitsmomente    bezüglich    beider   Axen 

«,   und  ?(,: 

(I,  =  2,"  w  r{ 

a.  =  2^  in  r.': 
und   ferner   ist: 

1-,-  =  >•.;  +  »'  —  2  )i  f-i  cofd. 

Multiplicirt  man  diese  Relation  mit  m,  so  erhält  man  mit  Hinblick  darauf,  dass  die  ent- 
stehende Relation  für  jedes  Massentheilchen  gilt  und  dass: 

£m  =  31 
die  Gesamiiitmasse  des  Koriters  i'epräscntirt: 

2,'wr'  =  Xi»r'^  -\-  ii'^M  —  'J  »  X  m  r.,  cosd. 

Wählen  wir  jetzt  den  Schwerj)unkt  S  als  Ursprung  und  sei  die  von  S  auf  die  Axe  ?l, 
senkrechte  Gerade  die  x-Axe,  die  durch  S  gehende  Axe  ilie  .--Axe,  so  ist  die  Dreiecksseite 
n  der  x-A.xe  parallel  und  folglich  5  der  W^inkel  zwischen  der  x-A.\e  und  rj.  Mithin 
ist  TjfosÄ  die  j-Coordinate  von  w,  also: 

Oi  z=  a^  -\-  n*  3[  —  J  »I  2."  in  x. 
Da  nun  aber,  wenn  |,  t;,  £  die  Coordinaten  des  Sahweriiuiiktes  .S  siml: 


£mx  =  M^,     2,' »11/  =  Ml},     Urne  =  .1/5 
sl,    in    unserem    Fall  jeiloch,    wo    S    Ureprung,   |  =:  »j  =  ^  =  *'    """' 


rlicli    auch 


u  ist,  SD  eririebt  sich : 


rt,    =r   Oj     "1-     ll'iU. 
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Die  Axe  Slo  geht  durch  den  Schwerpunkt.  Wh-  können  uns  nun  eine  Axe  %  denken 
und  uns  fi-ageu,  welche  Beziehung  besteht  zwischen  der  Axe  %  und  der  Axe  9l3, 
deren  Abstand  vom  Schwerpunkte  %  sei;  das  Trägheitsmoment  bezüglich  derselben 
ist  dann: 

also,  da:  „^  _  a^  _  „2j/ 

ist,  so  wii-d:  «3  =  «i    +  {»{  —  n-)^I- 

Durch    diese    Relation    ist,    wenn    das    Trägheitsmoment    bezüglich    irgend    einer    Axe 

gegeben,  dasjenige  bezüglich  einer  parallelen  Axe  aus  ersterem  fiudbar. 


Uns  interessu-t  niui  aber  weit  mehr  der  zweite  Fall,  dass  sich  die  beiden  Axen 
schneiden,  weil  er  uns  dii'ect  auf  den  Begriff  der  Hauptträgheitsaxen  und  Haupt- 
trägheitsmomente fühlt,  die  wir  später  brauchen. 

"Wir  denken  uns  einen  ganz  beliebigen  Körper  und  durch  einen  beliebigen  Punkt 
in  ihm  ein  ^■orläufig  auch  noch  beliebiges  Coordinatensystem  x,  y,  z  gelegt,  das  wir-  erst 

später  specialisiren  werden.  Diu-ch  diesen 
Körjjer  legen  wir  beliebig  viele  Axen ,  die 
sich  aUe  im  Ursprünge  0  schneiden.  Denken 
wh-  mm  die  Trägheitsmomente  «i ,  02 ,  03 ,  . .  . 
bezüglich  aller  dieser  unendlich  vielen  Axen 
berechnet  und  auf  allen  Axen  vom  Ur- 
si)runge  aus  Gerade  aufgeti-agen,  die  zu- 
nächst in  noch  unbestimmter  Vorstellung 
etwa  gerade  die  Längen  von  a^,  a-i,  a^,  .  .  . 
selbst  haben  mögen,  so  liegen  die  Endpimkte 
aller  dieser  Geraden  jedenfalls  auf  einer  be- 
stimmten Fläche,  die  vielleicht  im  Staude 
sein  könnte,  uns  über  den  Verlauf  der  Träg- 
heitsmomente eine  anschauliche  Vorstellung 
zu  geben.  Jedenfalls  können  wir  den  Charakter 
dieser  Fläche  diu-ch  die  Ai-t  der  Auftragimg 
der  Trägheitsmomente  selbst  bestimmen. 
Zunächst  müssen  wu'  den  analytischen  Ausdruck  des  Trägheitsmomentes  T  bezüg- 
lich einer  beliebigen  dm-ch  0  gehenden  Geraden  (?,  deren  Richtimgscosinus  mit  den  drei 
Coordinatenaxen  kurz  «,  /?,  y  seien,  allgemein  aufstellen.     Es  ist: 

T  =  E  m  )-2  =  2:  m  (so'  —  Sf). 
Die  Fig.  2ti    crgiebt   aber,  wenn    /*,  r,  w  die  Richtungscosinus  der  Geraden   s,    mit  den 
drei  Axen  sind : 

ferner:  cosv  =  uu   -\-  ßv  -\-   y  w, 

also :  üin  v^  =  l  —  coy  i'-     ^     1  —  (u  11  -\-  ß  v  -\-  y  «•)-'. 

3Iithin  flas  Trägheitsmoment: 

7=  £  »is.^$i)iv-  =  2^H(»|  —  2."  (»*•.,- tos  V-. 

Nun  wird  aber,  indem  SgM,  «2 »,  s^w  bezüglich  die  a;,»/,Ä'-Coordiuate  vom  Punkte  in 
sind,  einerseits: 
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s^eosv^  ^r^  s^(uH  -\-  ßv  -\-  yw)*  i 

=  «/««M»  -f  s^ß*v*  +   air^w*  +  2s.Jußuv  -f  •  •  •  '       ■    (4) 

=  o'x«   +  /J->'  4-  y'f^  +   2a/ix./    f    'iayxr   +    -'/J}'.</r     J 
l'iul  aiulcrt-rauit«  crgicbt  sich: 

,,'  =  X»  +   y'  +  £» 

"•'•■•■'    ''"^  „,     +     ^,    +     y,    ^     1 

'"'•  s,'  -  (*'  +  y'  +  '«)  («'  +  /3^  +  }")- 

als,.:  «/  =  «'(x»  +  j/'    )-  r')    f  ^«  (x'  +  y»  +  «')  +  yä  (x'  +  fß  -1    f»). 

odfi:      )<;  r-  «ix'  +  a»(y>  +  «»)  +  ß*y'  +  ß' (x'  +  r»)  +  y'/»  +  J'-(x'  +  y»). 

Zit'bt  man  von  dieser  Gleichung  (4)  ab,  so  folgt: 

.V«nv>  =  a«(y»  +  /')    f  /Ji(x»    f  z»)  +  y-'(x«  +  y»)  —  ißyyz  —  2«yxz  —  2ußxy. 

Miiltijilieiren    wir    jetzt   mit    »i ,    suuunircu    über    uUo    MassenthcUclien    iiimI    setzen   noch 
/.iir  Abkürzung,  wie  schon  früher: 

2:m(y»  +  X»)  =  «] 

r  »I  (x»  4-  x»)  =  6  l 

2.  m  (x'  +  y'')  =  r ) 

miil  ferner: 

Emyt  =  d\ 

2^mxe  =  «V 

Hmxtj  =/] 

Ml    winl    «Ur  allgeniiine  Ausilriick    für    das    Trägheitsmoment   bezüglich    der  be- 
liebigen durch   0  gehenden  Geraden   G: 

r  =  aa«  +  hß*  +  cy^  —  idßy  —  2euy  —  2fuß, 

oder,  wenn  wir  an  Stelle  der  abgekürzten  Schreibweise  die  Cosinus  wirklich  ausschreiben, 
unter  ol,  ß,  y  selbst  also  die  Winkel  verstehen : 

jf  =^  (jcosa'  +  bcosß''  +  ccosy-  —  2dcosßcosy  —  2ccosoicosy  —  2/ cos  u  cos  ß    (5) 

Statt  jetzt  auf  Grund  dieses  Ausdruckes  uns  sogleich  durch  Auftragung  einer 
glücklich  gewählten  Function  von  T  ein  geometrisches  Bild  vom  Verlaufe  aller  Träg- 
heitsmomente zu  Verschaffen,  wobei  sich  die  drei  in  den  Gleichungen  der  Präcession 
iiiftretcnden  Ilauptträgheitsmomunte  ergeben  werden,  wollen  wii-  für  das  Trägheits- 
lumiunt  T  noch  einen  zweiten  ebenso  allgemeingültigen  Au&druck,  der  später  bei  der 
l'räeession  gebraucht  wird,  ableiten  auf  Grund  der  II esse'schen  Normalform  der  Ebene, 
für  welche  das  vom  Coordinatenursprung  gefällte  Lot  die  Länge  s,  und  die  Richtung 
«,  ß,  y  hat,  in  welcher  Ebene  die  Gerade  E  liegt  (cf.  Fig.  26)  und  wollen  dann  in 
l'arallele  zeigen,  wie  beide  Ausdrücke  das  gewünschte  Resultat  ergeben. 
Gehen   wir  vom   Ausdrucke 

T  =  Zw  (s,;  -  s=) 
aus  und  bedenken,  dass  für  jeden  Punkt  x,  y,  t  der  Geraden  H  die  Gleichung: 
xcosa  -)-  ycosß  ■\-  ecosy  -=  s, 

^ilt,  wo  s,   bekannt,  wenn  a,  ßy  y  und  x,  y,  e  gegeben  sind,   so    schreibt    sich  das  Tiäg- 
lieitMuoment  auch: 

T  —  Zm[x*  +  y'  +  ^-  —  (xo>4«    f  ycosß  -\-  erosyY] 

1er,  da   mit  Hinblick  auf  die  eingeführten  Abkürzungen   a,  b  . . .  f,  wie  leicht  zu  sehen: 


£  »I  a;'  = 
Zimy-  -■= 

Zw  £2     = 
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b  +  c  — 

2 
c  -\-  a  — 


n  -\-  h  —  c 


wird,  auch: 


2 


(6) 


2'=  2 *'««'+   2 ''"''      '  2  -'-1.      .     .     (7) 

—  2 d cos ß COS)'  —  2  e cos y cos a  —  2  fcos ßcosa,  | 

Die  Relationen  (6)  werden  später  bei  Ableitimg  des  Potentials  der  Sonnen-   und  Moud- 
anzieliimg  gebraucbt. 

Offenbar  könnte  man  nun  jede  beliebige  Function  des  gefundenen  allgemeinen 
Ausdruckes  für  das  Trägheitsmoment  (5)  oder  (7)  auf  den  unendlich  vielen  von 
0  ausgehenden  Axen  auftragen,  z.  B.  das  Quadrat  oder  die  diitte  Potenz  von  T  etc. 
Die  zwischen  sämmtlichen  Trägheitsmomenten  bestehende  Gesetzmässigkeit  ei-kennen  wii- 
jedoch  am  besten,  wenn  wir  längs  aller  von  0  ausgehenden  Geraden  nach  Poinsot 
die  r  e  c  i  p  r  o  k  e  Quadratwurzel  des  Trägheitsmomentes : 

1 

auftaagen.     Dann  wird   einerseits    unsere  Gleichung  für  T  besonders  einfach  imd  darum 
andererseits    auch    das    geometrische    Abbild    für    den   Verlauf    der    Trägheitsmomente 

1 

besonders  anschaulich,  d.  h.  die  Fläche,  welche  von    den    durch  Auftragung  von  ~ — r7= 

bestimmten   Endpunkten   aller   uneudüch   vielen   von   0    ausgehenden   Axen   gebildet   ist, 
wü'd  eine  verhältnissmässig  einfache. 

Wenn  die  Gerade  G  üu-e  Lage  im  Räume  beliebig  ändei-t,  so  ändern  sich  auch  ilu-e 
Richtungswinkel  «,  /3,  y,  allein  die  Grössen  a,  b,  c,  d,  e,  f  bleiben  constant,  wenn  wir  die 
Trägheitsmomente  bezüglich  anderer  und  anderer  Geraden  berechnen.  Tragen  wk  nun 
auf  einer  Geraden  von  0  aus  ganz  allgemein  das  Stück  OF  =  g  auf,  wo  also: 

1 
ff  =   yY 

ist,  so  sind  die  diei  reclitwLukligen  Coordinaten  von  P: 

I  =  gcoscc 
ri  r=  gcosß 

g    =r   gcosy 

und  folglich  wii-d,  weil : 

1 

r  =  -^ 

«7- 

ist,  die  zwischen  den  Coordinaten  des  Punktes  P  bestehende  Gleichung,  indem  jetzt: 
T  =  acosa-  +  hcosß-  -\-  ccosy^  —  Idcosßcosy  —  2ecosKcosy  —  2fcosucosß  =  —^ 
ist,  ganz  allgemein: 

ö|-  +  iV'-'  +  et-  —  -idni,  —  2cg?  —  2/|f;  =  1. 
Diese  Gleichung  der  von  mis  gesuchten  und  durch  unsere  Annahme  über  T  vorgeschrie- 
benen Fläche  ist  aber  eine  Gleichung  zweiten  Grades. 

Wenn  nun  die  einzelnen  Massentheüchen  des  Köi-pers  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  so  sind  stets  welche  vorhanden,  für  die  g  nicht  XuU  wü'd.     Dann  kann  also  auch 


l'Jit 

T  nie  Null  wiTilori  iiiiil  L'lu'iif:ill.s  niflit  iiiii'iullicli,  fiillf.  iKt  Körper  eine  rnillichc  GrÖMe 
lieHilxt.  I'ikI  ilaher  ist  aiioli  //,  <Ict  iCailiiiK  Vüct<)r  ilii-sor  Kliiclii-  /.weilen  (iraileH,  sleU  eml- 
lii-li  uiiil  ileNliaili  inuNK  ilie  Flüche  «eiliHt  endlioh  iiml  von  Null  verHt-liieilen  Kein.  DieHe 
Ki>;ensi'liaft  hat  hekannllicli  von  den  KlHohen  /.weiten  (»nules  aher  nur  Ann  KIlipNoid 
(speeiell  tue  Kuijel)  uixl  H«  sehen  wir  nohon  a  priori,  dam  unsere  Flüche  ein  Kllipsoiil 
i!*t.  Jeiles  Kilipsoiil  hat  nun  aher  drei  auf  einaiuler  sunkreehte  Axcii  und  diese  kilmien 
wir  als  (.'oordinatenaxen  wühlen.  Tlnni  wir  das,  d.  h.  speeialisiren  wir  unser  /u  Anfantj 
willkiirlieh  ;;elassenes  l'onrdinatensysteni  in  diesem  Sinne  und  verleben  0  in  den  Schwer- 
punkt, -s«  reducirt  sich  die  (Jleichun;^  des  Kllipsoides,  welches  den  Verlauf  der  Träj^- 
heitsnioniente  charaktcrisirt,  auf: 

n|«   +   fci?»   +   cga  =   1 
"der,  wie  wir.    um    den  Charakter   des  C'oordinatensystemes,  auf  welches  sich  da'^  Klli|i- 
■<iiid   lic/.icht,  zu  kcmi/.eichnen,  schreihen   wollen: 

A^-i  +  Bt}^  +   et'  =  l (8) 

indem  «lic  drei  t'oordinatenelieneii  Symmetrieelienen  werden.  Dieses  FIlipsoid,  dessen 
drei   Axen   also: 

vi'  Fi'   Vr 

sind,  nennt  Poinsot  das  zu  Punkt  O  gehörige  „Centraltrügheitsellipsoid"  des 
Ktirpers,  seine  drei  Axen  bezeichnet  man  als  die  „llauptträgheitsaxen'*  mid  <lie  drei 
Träghcitfiniouiente  bezüglich  dieser  jVxen: 

B  =  Zm{t>  +  I») 
C  —  £m{i^  +  rj^) 
als  die  .Ilauptträghoitainomonte"  des  Köqicrs.     Die   llauptträghcitsaxen    sind    somit 
auch    detinirt  als  die  reciproken  (Juadratwiirzelii  aus  den   llauptträgheiLsmomenten. 

Genau    zum    gleichen  Resultate    wären    wir   natürlich  auch   gelangt,    wenn  wir  vom 
zweiten  allgemeinen  analytischen  Ausdrucke  für  das  Trägheitsmoment: 

h  +  c  —  a     .  c  +  a  —  b     .    ^.,    ,     a  +  b  —  c     .         I 

—  2d  coa  ß  rofi  y  —  1  e  cos  y  rosa  —  Ifcos  ß  cos  et  | 

ausgegangen   wären.      Denn  diese  Gleichung  schreibt  sich  auch,  da: 

V  =  yJ,'^osß 

y  1 

6   =  77=  fosy 


oder,   weil: 


a  ■\-  h  ■\-  c   \         l»-|-c  —  a  cosW 
2  T  ~  2  T~ 

|ä  +  I?»  -f  i'  =  ^ 


=  1 


T 


2  ^ 

,  Tb«or«tisclie  Aitronomle. 


2,ltr]  —  2r|5  -  2/|»;  .-  1, 
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oder  gekürzt  wieder: 

a^2  +  6^2  4.   cg2  _  ^dijt  —  2e|?  -  2f^r)  =  1. 

Das  ist  aber  unsere  frühere  Fläche  zweiten  Grades,  die,  wenn  wii-  unser  ursprüngliches 
Coordinatensystem  erstens  durch  den  Schwerpunkt  gehen  lassen  und  zweitens  so 
drehen,  dass  es  ein  Hauptaxensystem  wird,  die  Gleichung  des  Centralträgheitsellipsoides : 

^|2  +  Bn'  +  C52  =  1 

repräsentirt ,  welches  somit,  um  es  nochmals  hervorzuheben,  bloss  eine  geometrische 
Intei-pretation  des  Trägheitsmomentes   T  l>ezüglich  einer  beliebigen  Geraden  ist. 

Speciell  für  die  Erde,  welche  ein  Rotationsellipsoid  ist,  werden  die  beiden  Haupt- 
trägheitsmomente bezüglich  der  Aequatoraxen,  Ä  und  B,  gleich.  Füi-  die  Erde  kommen 
also  bloss  die  Hauptträgheitsmomente  Ä  und  C  in  Beti-acht. 

Ausser  der  Hauptträgheitsaxe  5  des  Erdkörpers,  welche  nach  dem  Nordpol 
zeige,  spielen  nun  in  der  Theorie  der  Bewegung  der  Erdaxe  noch  zwei  andere  Begriffe, 
die  mit  den  folgenden  mechanischen  Untersuchungen  aufs  Innigste  zusammenhängen,  eine 
grundlegende  Rolle:  die  Begriffe  der  „momentanen"  oder  „instantanen"  Drehaxe, 
zi,  der  Erde  und  der  „invariablen"  Normalen,  N.  Fasst  man  nämlich  das 
Gesammtbild  der  Bewegung  der  Erdaxe  im  Erdinneren  und  im  Räume  ins  Auge, 
wie  es  einerseits  diu'ch  den  Euler 'sehen  Cyklus  imd  andererseits  durch  die  Prä- 
cessiona-  imd  Nutationsbeweguug  dargestellt  wird,  so  zeigt  sich,  wie  wir  sehen 
werden,  dass  die  instautane  Drehaxe  z/  gegen  die  Hauptträgheitsaxe  ^  und  die  invariable 
Normale  N  eine  äusserst  complicirte  Bewegung  beschi-eibt,  für  die  ein  anschanliehes  Bild 
zu  gewinnen  der  Zweck  der  folgenden  Untersuchungen  ist. 

Zum  Begriff  der  momentanen  Drehaxe  (Instantanaxe)  eines  Körpers  gelangt 
man  am  natürlichsten  bei  der  folgenden  Ableitung  der  Eni  er 'sehen  Gruudgleichuugen 
für  die  Rotation.     Man  kann  nämlich  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Rotation  : 

dm-ch  eine  analytische  Transformation  überführen  in  eine  andere,  zuerst  von  Euler 
gegebene,  dann  von  Lag  ränge  verbesserte  Form,  in  der  die  Hauptträgheitsmomente 
A,  B,  C  aufti-eten,  dann  aber  noch  gewisse  andere  Grössen,  nämlich  die  ili-ei  Rotatious- 
componenten  p,  q,  r  der  Drehimg  iwa  die  Momentanaxe  z/,  um  die  der  Körper  jeweilig 
bloss  einen  unendlich  kleinen  Zeitmoment  dt  rotiit,  indem  diese  Axe  ihre  Lage  im 
Körper  stetig  ändert. 

Wii-  wollen  im  Folgenden  jedoch  die  Euler 'scheu  Gleichungen,  welche  die  Gnmd- 
lage  der  Theorie  der  Bewegung  der  Erdaxe  bilden,  nicht  dm-ch  diese  analytische 
Transformation  ableiten ,  die  auch  im  Oppolzer' sehen  Werke  wiedergegeben  ist, 
sondern  wollen  sie  aus  den  mechanischen  Vorstellimgen  selbst  entwickeln,  ein  Weg, 
der  zugleich  eine  Vorstellung  von  den  di-ei  unendlich  kleinen  Componenten  p,  q,  r 
der  Drehimg  um  die,  in  jedem  Augenblicke  ihre  Lage  im  Erdkörper  verschiebende 
Instantanaxe  z/  ergiebt. 

Wir   denken   uns    einen    beliebigen    starren  Körper,  in  dem  nur  ein  einziger  Pmikt, 
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«liT  Soliworiuiiikt,  ft'st  »oi  iiiui  Ioj^cmi  iluroh  dienen  cnttiiiis  ein  im  Räume  feateii 
l'ooi-.liiiatt'iisjhiiiii  X,  y,  #  und  «weiten»  ein  im  Kaume  bttwoj^liche«  f,  i;,  J,  da«  mit 
dem  Korper  fest  verbunden  i.st.  Die  Aufgabe  lie^teht  allgemein  darin,  die  Droliung  de« 
Küqtera  ani  besten  zu  cha- 
ralcterisiren.  Um  die  Winkel 
zwischen  beiden  Syxtenieu 
durch  liugeu  darHlellen  zu 
ki>i neu,  conslriilren  wir  um 
den  l'rsprung  O  eine  Kugel 
vom  Kadius  1  (Fig.  27), 
deren  Durchtichnitt«punkte 
mit  den  festen  Axeii  bezüg- 
lich Jl,  y,  Z,  mit  den  be- 
weglichen Axen  aber  S,  H,  Z 
seien.  Die  Linie  vom  Ur- 
sprünge nach  dem  elueu  der 
zwei  Schnittpunkte  der  bei- 
den gro««tcn  Kugelkreise,  die 
durch  A",  1'  und  j,  i/ gelegt 
werden  können,  sei  0  L,  d.  i. 
also  auch  die  Schnittlinie 
der  xy-  und  |»j-Ebene.  Deft 
Winkel  dieser  Geraden  OL  mit  der  festen  x-Axe  bezeichnen  wir  mit  W,,  denjenigen  von 
OL  mit  der  beweglichen  |-Axe  dagegen  mit  Wj.  Der  Winkel  zwischen  der  x y-  und 
f»j- Ebene,  d.  h.  der  Winkel  zwischen  der  z-  und  S-Axe,  sei  TTj.  L  ist  also  der  auf- 
steigende Knoti-n  der  ^//- Ebene  bezüglich  der  X  l"- Ebene,  TV',  die  Neigung.  Zugleich 
erhellt,  das«  2iS0L  =  90",  ferner  2i  »?  0|  r^  90»,  also  JiSOt)  =  2iL0^  =  W^  ist. 
Die  drei  Winkel  TT,,  ^V,,  W^,  welche  die  Lage  des  beweglichen  Systemes  gegen 
das  feste  vollständig  charakterisii-en ,  können  wir  somit  im  Lagrange'schen  Siime 
als  generalisirte  Coordinaten  betrachten,  d.  h.  wir  können  setzen,  wenn  nach  La- 
grange p,  allgemein  generalisirte  Coordinaten  und  g,-  generalisirte  Geschwindigkeiten 
bezeichnen: 

_  dpt^  _   dWi 

^    dt    ~     dt    ' 

dpi  dVV'a 

~  'dT  ~  "dF' 
dft  _   dWj 
dt    ~     dt  ' 


p,  =   W,; 


9z  =  -rr  = 


dp,  =  8Wi 
öpj  =  d  ir, 

dp,  =  dw„ 


WH  die  „il~   im  Sinne  der  Mechanik  virtuelle  Verschiebungen  bezeichnen. 

Die  y-Axe  ist  in  der  Figur  nach  hinten  liegend  gedacht.  Um  nun  zunächst  die 
virtuelle  Verschiebung  unseres  Körpers  allgeiuein  zu  untersuchen,  eriheileu  wir: 

1.  \\\  den  virtuellen  Zuwachs  d  Wi,  wobei  jedoch  Uj  und  M',  eonslant  bleiben 
»ollen .  so  «las»  also  d  H",  =  Ö  W  j  =  0  ist,  und  der  Köi-])er  nur  eine  Drehung  um 
die  *-Axe  um  den  Winkel  6\\\  macht.  Diese  Drehuug  zerlegen  wir  in  zwei  Compo- 
nenten,  nämlich  erstens  in  eine  Drehung  um  die  moraoutaue  {;-Axe,  deren  Componcnte 
Äir,  rosTVj  ist,  und  zweitens  in  eine  Drehung  um  eine  auf  der  ^-Axc  senkrechte  mit 
f  J  in  einem  gröesten  Ivi-eise  liegende  Axe  OS,  welche  offenbar  dW,  sin  IT,  ist.  Setzen 
wir  zur  Abkürzung  in  der  ganzen  folgenden  Ableitung: 

17» 
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siu  Wi  =  «  cos  Wj  ^=  a 

sinWi  =  ß  cosWi  =  b 

sinWi  =  y  cosWz  =^  c 

so  sind  also  die  beiden  Compoueulen  der  Drehung  tun  die  ^-Axe  SWi,  c8Wi  bezüglich 
Og  und  ySW^  bezüglich  OS. 

Die  Drehung  ySWi  zerlegen  wir  nun  abermals  in  zwei  Componenten ,  in  eine 
solche,  um  die  7j-Axe  imd  in  eine  zweite  um  die  |-Axe,  deren  Werthe  hydWi  und 
—  ßyöWi  sind,  indem  2i  SOr]  =  TT'2,  wie  aus  der  Figm-  ersichtlich  ist.  Mithin 
macht  der  Köi-per,  wenn   W^  Tariabel,  aber  "11  o  und  W3  constant  sind,  um  die  ^,r],^-Axe 

bezüglich  die  Drehungen: 

-  ßyöW, 

+    hydW^ 

+  cö  W„ 

welche  umgekehrt  wieder  zur  Kesultante  dWi  um  die  ^-Axe  compouirt  werden  können. 

Wenn  ü.  W2  den  viituellen  Zuwachs  öTTj  erhält,  jedoch  ö  TT"i  =  ÄTF3  r=  0  ist, 
so  wii-d  die  |-Axe  in  der  |,  ?; -Ebene  etwas  fortrücken,  der  Köi-per  sich  also  bloss  um 
die  S-Axe  um  öTT'a  drehen.  Da  aber  die  5-Axe  mit  dem  Köi-per  fest  verbunden  ist,  so 
findet  eine  Drehung  von  der  positiven  r}-As.e  gegen  die  positive  |-Axe  statt;  allein 
diese  Drehung  geht  dem  Sinne  der  Zählungsrichtung  entgegengesetzt  vor  sich.  Denn 
wenn  die  Drehung  um  die  £-Axe  stattfindet,  so  ist  die  von  der  positiven  |-Axe  zm- 
positiven  tj-Axe  erfolgende  Drehung  positiv.  Der  Drehungswinkel  ist  jetzt  also  negativ 
und  gleich  — ö  TT  2.  Da  die  Figur  hopfenwendig,  so  sind  positive  Drehungen:  xy,  yz, 
^^)  ^'"li  Vit  ttiLS,  S?,  ^ L.  Die  Drehungen  erfolgen  also  entgegengesetzt  dem  astro- 
nomischen Gebrauch  im  Sinne  des  Uhi'zeigers. 

"Wächst  m.  TF3  imi  ÖTT"3  und  bleiben  dabei  Wi  und  W^  constant,  so  dass  dWi  = 
8W2  ^  0  ißt,  so  wii'd  sich  die  £-Axe  verschieben,  und  da  sie  fest  mit  dem  Köi-per 
verbunden  ist,  so  wii-d  sich  der  ganze  Körper  jetzt  um  die  Axe  OL  um  den  Winkel 
ö  1^3  drehen,  wobei  jedoch  diese  Drehung  poäitiv  ist.  Diese  letztere  Drehung  ist  offen- 
bar in  zwei  Componenten  zerlegbar,  in  eine  solche  um  die  ^-Axe:  töTT'j  und  in  eine 
solche  um  die  rj-Axe:   ßdWi. 

Ueber  jede  mögliche  vütuelle  "Verschiebung  des  beweglichen  Systemes  |,  rj,  J  (das 
wu-,  weil  es  fest  mit  dem  Köi-per  verbunden,  mm  statt  seiner  ins  Auge  fassen)  orien- 
tü-t  uns  also  in  übersichtlicher  "Weise  folgende  Tabelle: 


Drehung 
um: 

(flFi 

«fTF, 

6^^\ 

rfir,.  dir,,  jw^ 

S-Axe 

-  ßy&W, 



+  fetCTT, 

—  /äyfTTi  +  ftJTFs  =  <fx 

V-      r< 

+  hySW^ 

— 

+  ßiW, 

+  byäW^  4-  ß<}W^  =  ,f,f, 

f-      » 

+  c6W, 

-  (TTTs 

— 

■j-  c-yW^  —  cfTF,  =  <fxp 

Dieselbe  zeigt,  was  später  für  den  Begriff  der  Instantanaxe  z/  wichtig  ist,  in  welcher 
Weise  die  gesammten  um  die  |,  rj,  g-Axe  stattfindenden  Drehungen  d  y,  ö  q>,  6  xlr  chai-ak- 
terisü-t  sind. 

Auch  die  „generaüsirten"  Kräfte  P,-  (wie  sie  in  den  Lagrange'schen  Bewegungs- 
gleichungen I.  und  II.  Gattung  auftreten),  in  unserem  Fall  die  Momente,  lassen  sich 
jetzt  füi-  unser  Problem  berechnen.  Aus  der  Mechanik  ist  bekannt,  dass,  wenn  sich 
ein  beliebiger  fester  Köi-per  um  irgend  eine  Axe  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  Ö  w 
dreht,  die  geleistete  Arbeit  stets  ö  «-mal  der  Momeutensumme  ist.    Folglich  sind  jetzt. 
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wt-iiii  P ,  J:  /•  'iif  .MoiiiriiU'liMiiiiiiK'M  l>i'züglii-li  tliT  |,  ij,  J-Axi'  rfj.rii.si'iiiirfii ,  die  durch 
die   l)rukuii(;fli  d  i,  dq>,  Öi'  |;t<U-i8U-U-ii  Arbeiten   ))erüj;licli: 

Ddz,     Edip,     Fdi;. 
Wnohiien  alwo  alle  ilrei   Winkel  i^leichzciti^,  »o  int  die  geloiHtetc  (ieHainiii tar beit: 

initliiii  durch  Sulistitutioti  der  Wertlie  von  d %,  6<p,  drl.': 

/•,  AM-,  -f  /'laH'ä-!-  A^Wj  —  {—ßyDJtbrK  ^cF)«\\\  —  F8Wj-\-(hn-]-ßK)S\\\. 

Da  nlter  diese  Helation  für  jede  beliebige  virtuelle  Venückung  besteht,  so  uuis»  sie 
auch  gelten,  wenn  d  H',  =  dW^  =  0,  hingegen  Ä  H',  nicht  Null  ist  u.  ß.  f.  So  folgen 
für  die  gcneralisirten  Krilfte  bei  unserem  Problem  tlie  Ausdrücke: 

P,  =  —  ßyD  +  byE  +  cF 

J>,  =  -  F 

P,  =  +  IT)  +  ßE. 
Um  nun  r.um  Begriff  der  Momentanaxe  zu  gelangen,  müssen  wir  von  den  vir- 
tuellen Zuwüchsen  „ö"  zu    den    wirklichen    unendlich  kleinen  Zuwüchsen  „d"  über- 
trehen.     Diese  wirklichen  Zuwüchse  der  drei  Winkel  in  der  Zeit  dt  sind  clWi,  dW^,  dW^ 

und    mithin    die    drei    Winkelgeschwindigkeiten:    —tti   ~Tr  •>   ~~Tr'     ^*    *^^''    ^'"^    ^^' 

L'eleiteten  l'elatioucu  für  ganz  beliebige  virtuelle  Verschiebungen  gelten,  so  müssen  sie 
auch  für  wirkliche  bestehen  und  daher  sind  die  8  mit  den  d  vei-tauschbar.  Seien  also 
dx,  dtp,  diif  die  Winkel,  um  die  sich  der  Köi-per  wirklich  um  die  momentane  |, »j,  ^-Axe 
dreht,  dann  isind  die  drei  Winkelgeschwindigkeiten  um  diese  drei  mit  dem  Köriter  fest 
xerbundenen,  im  Uaume  beweglichen  Axen  |,  »;,  ^: 


dz 

dt 

= 

— 

ßY 

dW, 

dt 

+   b 

d  U', 
dt 

= 

p 

d<p 

IT 

= 

+ 

by 

d  ir, 
dt 

+  ß 

d  u , 

,1t 

= 

<i 

dtl> 
dl 

= 

+ 

c 

d  \\\ 
dt 

— 

d^\\ 
dl 

= 

r 

(•J) 


Diese  drei  unendlich  kleinen  Drehungen  dx,d(p,di',  welche  der  Köi-per  im  Allgemeinen 
während  der  Zeit  dt  gleichzeitig  um  die  drei  Axen  |,  t],  S  ausführt,  sind  nun  aber  nach 
«lern  Gesetz  der  Zusammensetzung  von  unendlich  kleinen  Drehungen  so  zusammensetzbar, 
wie  gewiihnliche  Kräfte.  Die  einzige  aus  ihnen  resultierende  Drehung  erfolgt  dann  um 
eine  Axe,  welche  gegen  die  Coordinatenaxen  geneigt  ist,  und  diese  Axe,  um  welche 
bloss  die  augenblickliche  rein  momentane  Drehung  erfolgt,  weil  sie  selbst  sich 
mit  der  Zeit  ändert,  ihre  Lage  im  Kürzer  fortwährend  verschiebt,  ist  die  in  der  Theorie 
der   Prficession   auftretcudo   instantane  Drehaxe.     Indem   also    die   gesammte   resulti- 

rende  Drehung  

da  =\dxi  +  d(^i  +  dii!» 

ist,   erhält    man    für    die    augenblickliche  Winkelgeschwindigkeit   der  Erde   (die  wir  uns 
gleicli  an  Stelle  dcB  allgemeinen  Körjicrs  denken)  um  ihre  momentane  Drehaxe  deuWeith- 


oder  bei  Einführung  der  in  der  Astronomie  gebräuchlichen   Abkür/.un'_'en: 

«  =  Vpt  -f.  g»  +  r» ^10) 
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Siud  «,  ß,  y  bezüglich  die  Eichtuiigswinkel  der  Instantauaxe  mit  dem  beweglichen  Axen- 
system,  wobei  eine  Verwechseluug  mit  den  eben  momentan  eiugefühi-ten  Abkürzungen 
«,  ß,  y  ausgeschlossen  sein  düi-fte,  so  ist: 

p  =  a  cosK 
q  =  acos  ß 
r  ^  acos  y, 

d.  h.  p,  q,  r  sind  berechenbar,  wenn  man  die  Winkelgeschwindigkeit  a  der  Erde  um  ihre 
momentane  Drehaxe,  sowie  deren  augenblickliche  Lage  kennt.     Es  ist  also  auch: 

P 


i¥ 

+  r^ 

yjp2 

r 

+  r2 

cos  ß  = 


''°^  ^         yp2  +  ä^  4-  r2 
Diese  Betrachtungen  sind  für  das  Folgende  fundamental. 

Löst  man  das  Problem  der  Drehung  eines  Köi-pers  um  eine  feste  Axe  z.B.  mittelst 
der  Hanril  ton 'sehen  Bewegnngsgleichungen ,  indem  man  den  Winkel  w,  um  den  sich 
der  Körper  bloss  drehen  kann,  als  die  einzige  existu-ende  generalisu-te  Variable  auffasst, 
so  ergiebt  sich  leicht  als  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  der  Drehung: 

1  fdwy         , 

Dieser  Ausdi'uck  gilt  also  auch  bezüglich  der  momentanen  Drehaxe  der  Erde. 

Specialisiren  wh-  jetzt  das  bisher  beliebige  bewegliche  System  ^,  ri^t,  so,  dass  es 
ein  Haup tträgheitsaxeusystcm  wii'd,  um  den  allgemeinen  Ausdruck  für  das  Träg- 
heitsmoment: 

r  =  acos a-  -\-  h cos ß-  -\-  c cos y-  —  2d cos «  cos ß 
—  2ecosc(  cosy  —  2fcosß  cosy 
in  der  vereinfachten  Form: 

T  =  Acosa'^  +  Bcosß^  -f  Ccosy^ 

zu  erhalten,  so  wird  der  Ausdruck  für-  die  lebendige  Ki'aft  der  Drehung  um  die  instan- 
tane  Drehaxe  in  unserem  Probleme,  wo  w  cos  a  =  ^J  etc.  ist,  sofort: 

L  =  1  (Ap^'  +  Bq-'  4-  C/-2) 

oder  auf  Gnuid  der  Bedeutung  der  drei  unendlich  kleinen  Drehcomponenten  p,  q,  r: 

dw,  ^  ^  dw,y  /  ^  dw^  ^  ,  dw, 


,  ,       '^'      dt       '           dt   J      ,     ^  \    '      dt       '     "^     dt 
A +   XI ^ 


+   C  ^ 


dWi    _   dW, 
dt  dt 


Jetzt  können  wir  die  bekannten  Lagrange'schen  Bewegungsgleichungcn  zweiter 
Gattung,  in  denen  pi  die  generalisü-ten  Coordiuaten,  g,-  die  generahsüten  Geschwindig- 
keiten, P,  die  generaUsü-ten  Kräfte  und  L  die  lebendige  Kraft  bedeuten: 
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'         '-^  dl       dm  dvi 


dqi  dpi 

Hilf  iiimi-r  l'roMcin  «Icr  Koliitioii  fim-it  Kilqu-n«,  in  di-iii  nur  ein  l'unkt  fest  ist,  iliffCt 
:iii\vi'iii|i'n ,  um  sofort  liii-  all^cnicincii  Gruiuljjleirhun^'t'ii  ik-r  Hotalioti  in  «h-r  in  «li-r 
A!*trononiiu  t;iliniuchtfii  K u  1  c r ' mhin  Form  zu  i-rhaltc-ii ,  welolie  l'oiHHon  und  Lu- 
|i|;ii-»'  <l«-r  I>>sun);  »li-s   I'roblunid  diT  Erdaxi-nld'Wryung  zu  (irundc  gflt-j^t  h:il>en. 

1.1  .•••■-••-  1     •  dW'i     dW;    d  \\\   ,    ,  ,  ... 

In.i.in  j.l/t  U,.  llj.  U,    und   ehcuso   -^-^,  — rr-.  —rr-  ludilitn.lfnU.-  \  jinal.li-,  aUo  /, 

dt        dl        dl 

i'wti    Function    dioser    sechs    Grössen    und    b,  ß,  c,  y,    nur   Functionen    von    11',,  \\',.  \V„ 

nicht  aller  solche  von  den  Ahlcituugen  dieser  drei  Grössen  sind,   wird: 


dt 


^,  /     dW,  dWt\ 


^     \  '^    dl    ^  ^   dt  /v    df    dw,    ■     dt    (iwj' 


..k-r,  .Im: 
liedeutct,  also: 
ist,  so  wird  : 


ß    —    S,H    U'i 
I)    =:   COS  W-, 


Durcli   Siilistitution  dieses  Wertbes  in  iHe   T-agrange'sche  Gleiclii 
dt  L  dW,  dW, 


'     dt 


inseres  Proldemes  folgt: 


-  -^  {Cr)  -  {B  -  A)  p<i  =  -!),, 

o.jcr.  il:i  da.s   Ilau|itträi.'heitstuomeut   C  von  der  Zeit   unahhäugig  ist: 

C  ^    +    (B  -  Ä)pq^D,. 

Im  dit'ser  (ileicliuiig  kommen  die  ureprünglichen  Winkel  11',,  H'j,  U',,  tlie  lieziiglioli 
der  drei  C'oordinatenaxen  nicht  symmetrisch  sind,  gar  nicht  mehr  vor.  Die  drei  momen- 
tanen Drehcomponen ten  p,  q,  r,  femer  die  drei  llauptträghcitsmomente 
A.  B,  ü  und  schliesslich  ilie  drei  Drehmomente  D, ,  Dj,  7>j  verhalten  sich  aber 
liezüglich  der  t'oordinateuaxen  völlig  gleich.  Daher  erhalten  wir  aus  letzterer  Gleichung 
mit  rmgehung  der  etwas  complicirteu  Kechnung  die  beiden  anderen  einfach  durch 
'vklischc  Verlauschung.  Die  Euler'.schen  (irundgleichungen  di-r  l'otation 
■M-rden  somit: 
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C 


dp 

IT 
<hj_ 
df 

dt 


+  (C- 

-  B)qr  =  2{riZ- 

tH)  r=  7A 

+   (.A  - 

-   C)rp  =  EiiS  - 

£Z)  =  TK 

+  {B- 

-  A)l,q  =  2:{tH- 

nS)  =  D, 

(11) 


wobei  also  B^,  Do,  JD^  die  Drehmomente  bezüglich  der  beweglichen  Axeu  |,  i?,  5 
nnd  S,  H,  Z  die  Kräfte  sind,  analog  \de  früher  C'„  Cj,  C^  die  Drehmomente  bezüglich 
der  festen  Axen  repräsenth-ten. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  können  wh-  den  Begriff  der  invariablen  Nor- 
malen, der,  wie  schon  erwähnt,  beim  Problem  der  Erdaxenbewegung  gleichfalls  auf- 
tritt, fast  unmittelbar  ableiten.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  keine  äussere  Kräfte 
wh'ken ,  in  welchem  Falle ,  wie  wir  schon  früher  sahen ,  die  allgemeinen  Rotations- 
gleichungen in  der  ursprünglichen  Form  nichts  Anderes  als  der  Ausdruck  des  Flächen- 
satzes waren,  so  werden  die  Euler 'sehen  Gleichungen: 

dp 


C)qr 

Ä)  rp 
B)pu- 


Auf  die  Integration  dieser  Gleichungen  mittelst  elliptischer  Functionen,  eine  Auf- 
gabe, die  in  der  Theorie  der  Mondaxe  eine  Rolle  spielt,  indem  beim  Monde  als  nahezu 
dreiaxigen  Ellipsoid  alle  drei  ITauptträgheitsmomente  verschieden  sind,  gehen  wii"  hier 
nicht  ein,  da  diese  Untersuchungen  uns  von  unserer  Aufgabe,  dem  Problem  der  Erd- 
axenbewegung, abführen  würden.  Wir  wollen  nur  zeigen,  dass  der  Ausdruck,  den  man 
durch  Multiplication  der  di-ei  letzten  Gleichungen  bezüglich  mit  Äji,  Bq,  Cr  und  Adili- 
tion  erhält: 


^-^'  HT  +  ^  '^  li 


+ 


-^ 


0 


oder: 


d.  h.: 


A'ip'-  +  BH'^  +  C^r-^ 


0, 


A^p'^  +  Bhp^  -\-  C-r^  =  consf. 
nichts  Anderes  als  das  Princip  der  Erhaltung  der  Flächen  für  die  Rotation  unseres 
Körpers   ausdrückt,   welches    hier   etwas   complicirter   erscheint,   da   die  Coordmatenaxen 
beweglich  sind. 

Der  Begriff  des  invariablen  Vectors  ergiebt  sich  hierbei  direct. 

Allgemein  lauten  ja  die  Flächensätze  in  Polarcoordinaten : 

■»■„,,.■>   f^Z   _  „ 


df 
d<p 
Jf 


2j  III  )•.;   — —   ^-=  / 


dt 
Ausdrücke,  die  nach  dem  Früheren  (Vorlesung  2)  die  Projectionen  der  iloppelteu  unend- 
lich   kleinen,    in    der    Zeit  dt    vom  Radius  vector   bestrichenen    Dreieoksflächen    dividirt 
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•lurcli  dt  hiiiil.  Mihi  hIi-IiI  alic-r  diri-ot,  Ju8h  im  Falle  der  Hotjition  tlio  enleii  Kactorcn 
in  obi),'eii  Ausiliiu-keii  iiiehtit  Anderes  hIh  die  Iiiiu]itträ);heitHnioinento  A.,b,C,  dio 
/.weilen  niclitri  Ainlerei«  als  diu  drei  Drelicoinpuiieiilen  um  die  Imttaiitanaxe,  p,  q,  r 
nind.  MiUiiii  int  der  Ausdruck,  der  aich  auB  obigen  Gleichungen  durch  Quadriren  und 
Addiren   ergiebt: 

e'  +  n  -\-  9*  =  Ä*p*  +  B«a'  +    C'r» 
wirklich  gleich  const.  und  der  Ausdruck  des  Flächunsat/x-s. 

Ki*  winl    also  auch   eine  vom  Urspruug  0  ausgeheudu  Gerade,  der  wir  di>'   I  

-f  V'e»  +  f  +  9*  —  +  y^'p»  +  £»a«  +  C^r*  —  N 
geben    und    deren  Uichtungscosinus    mit   den    mit    dem    Korjier    beweglichen    Hauptaxen 
I,  »/,  {  ber.iiglich: 


ros(A',|)  = 

Ap 

=-- 

Ap 

y^'j)» 

+ 

£«g» 

+ 

C*r^ 

N 

cos(N,r])  = 

Bq 

= 

Bq 

y^'p' 

+ 

B*q^ 

+ 

Cr» 

N 

ro.sOV,5)  = 

Cr 

^ 

Cr 

lU«B» 

+ 

B«fl' 

4- 

C'r^ 

N 

(12) 


seien.  ei-sleiis  eine  vollständig  constante  Länge  und  zweitens  eine  völlig  unvei- 
anderliche  liichlung  im  Hau  nie  haben,  und  dasselbe  wird  für  eine  Ebene  der  Fall 
sein,  die  auf  dein  gennniiten  Vector  senkrecht  steht.  Diese  Ebene  nennt  Laplace  die 
unveränderliche  Ebene  und  eine  durch  das  Vorhergehende  gekennzeichnete  Gerade, 
•lie  eine  IJichtung  daretellt,  nach  welcher  die  Summe  der  Flächenmome  ntc  ein 
Maximum  ist,  ist  es,  die  man  als  die  invariable  Normale  bezeichnet.  Dieselbe  hat 
also  die  iJiiige: 

y  =  ylvT~ß^9M-~C*^ (13) 

Der  Winkel,  den  die  invariable  Xorinale  mit  der  momentanen  Drehaxe  bildet,  den 
wir  s|i;iter  auch  brauchen,  ist: 

cosH  =  cos{N,  ^)cos«    \-  cos{N,  >j)cosii  -\-  cos{N,  i)eosy 
Oller,  da : 

cosu  =^  —,    cos  ß  =  —,    cosy  =^  — , 
w  o  w 

mit  Benutzung  der  eben  für  fos(.V,  ^)  etc.  gefundenen  Wcrthe  auch: 

Ap^  +  Bq*  4-  Cr^ 


wobei  also: 
und 

isU 


N .  a 

W'  =  jjä    f  qi  -f  r' 


(14) 


Somit  sind  jetzt  die  Begriffe  der  Hau]itträgheitsaxe  5,  der  iustantanon  Dreh- 
axe J  und  der  invariabcln  Normalen  N,  die  sämmtlich  in  der  Theorie  der  Pr.ä- 
ccssion  auftreten,  definirt.  Hei  der  F^rde  liegen  diese  drei  Linien,  wie  hier  beiläufig 
gezeigt  werden  soll,  für  alle  Zeiten  in  demselben  grössten  Kreise  der  scheinbaren  Ilimmels- 
kiigel.  Durch  die  Schnittpunkte  der  Trägheitsaxe  f  der  F>de,  ihrer  niomentancn  Dreh- 
axe ^  und  der  iuvariabeln  Normalen  N  auf  der  Bcheinbaren  Himmelskugel  erhält  man 
daa  sphärische  Dreieck  N^d  (Fig.  2S),  indem  wir  zur  Illustration  des  folgenden  Be- 
weises die  drei  Axeii  absichtlich  nicht  als  in  einer  Ebene  liegend  gedacht  haben.    Sei  k 

Kliukrrfud,  Th>>rclUcb<  Axrouomir.  )S 
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der   Wiukel    des   grössten  Kreises  Nt   mit    dem   grössten  Kreise    |5,   fi    derjenige    von 
jJ ^  mit  demselben  Kreise,  so  ist: 

Im  Dreieck  t^l- 

cos  (iV,  I)  =  -—^  =  cos  ö  cos  (I,  Q  +  sm  ö  sin  (|,  5)  cos  A  =  sin  ö  cos  A. 
Im  Dreieck  N^rj: 

cos{N,ri)  =  — f^  =  cosö  cos{^,rj)  -f  s/w  6  sm(?,  r;)  cos  (90"  —  ^)  =  s«"ö  s!h  A. 


Schliesslich : 


Cr 


COS(l. 


cos  {N,  5)  =    ^  ^  cos  (j. 
Ferner  Lm  Dreieck  i,  d t,: 

cos  Dt  =  —  ^=  cos  (I,  5)  cos  y  -f  s/«  (|,  t)  sin  y  cos  (i  =  sin  y 
Im  Dreieck  ^rj^: 

cusß  =  ^   =1  cosj'  cos(>;,  ^)  4"  siny  siii{r],i)  ('os('JU"  —  ;i)  =  sin  y  sin  [i. 

cosß  ^=--  —  =  cos  (t,  -J)  cos  (>;,  ?)  -f  sin  (?,  -/)  s/w  (j;,  £)  cos  (90"  —  jt)  =  sin  y  sin  fi. 

Schliesslich: 

r 

cos  r  =  — 

CO 

Diese  Formeln  erErebeu  direct: 


Fig.  28. 


sin  ö  sin  y  cos  (A  —  ji.)  = 


Ap''  4  5(^2 


iV^cj 


pq 


sin  6  siny  sin(X  —  u)  =  -r-z —  (B  —  .4). 


Ferner  wird: 


sin  ö 


sin  y 


\A 

pi 

+ 

B-i 

iL' 

N 

W_ 

± 

ql_ 

(15) 


Diese    letztere  Formel  wird    später  gleichfalls   gebraucht  werden. 

Dm-ch  diese  Formeln  ist   die  gegenseitige  Lage   von  ?,  J,  N  hestimmt.      Zugleich 
folgt  dnrch  Division : 

<qiB  —  Ä) 


ig  (^  —  >")  = 


yijp2  +  £a' 


Also  für  die  Erde,  wo  A  =z  B  ist, 


ig  (A  —  fi)  =  0, 

d.  h.  A  =  ft. 

[dass  7.  —  ft  nicht  =  180  ist,  kauu  mau  in  der  Figur  voraussetzen].  Es  liegen 
mithin  die  drei  Linien  5j  ^  und  N,  wie  zu  Anfang  behauptet,  bei  der  Erde  stets  in 
derselben  Ebene.  — 


Die  drei  Componenten  der  augenblicklichen  Drehung  um  die  momentane  Dreh- 
axe  z/  kann  man  nun  auch  ausdrücken  durch  die  neun  Richtungscosinus  a,  !),  c;  a',  b,  c'; 
a",  &",  c',  welche  die  Lage  des  beweglichen  Hauptaxensystemes  |,  t],  t,  gegen 
das  im  Raum  feste  System  x,  y,  z  bestimmen.  Seien  wie  bisher  x,  y,  z  feste  Coordi- 
nateuaxen,  |,  »j,  ^  die  Lagen  der  drei  Ilauptträgheitsaxeu  des  Körpers  zur  Zeit  f,  ^ ,  »? ,  S 


•  liijciiimii  /IM    Ziii  (    \-  ilt,  ffiiiiT  /i.  ij,  r  <liv  (  Olli] iiitcii  ilir  :iugi-iililicklichon  Drt-h- 

gfHcli\viii(li>j;k('il    Hin  £,  t],  £   (Fi>;.  2'J),    iiml    ^^clie   diiH    fulgeiule  Sclieinn   dii'    Kichliiiig)i- 
coKiiiii^   zwiscliuii   ili'ii  fi'sU'ii   uikI   l>uwi-gliclifii    Axcn: 


c". 


Itaiiii   iiiiij^cii,   wi'iiii   !»icli   ili'i-   Kiir|KT  um  ilie  |-Axe    iiiii   iK'ii    Wiiikil  ;/<//   iliclil,    i]    iiinl 
f  liv/üj^lioli   in  (lii-   I^iyoii   rj"  iiiul  J"  koniiiieii.     So  wird : 

2i{r)",t)  =  'M"  —  i>dt, 

twÄ  (tj",  5)  =  jx/r 


FiK.  2;.. 


K.' 


also  : 


2i(t'\v)  =  y^"  +  i"*'. 


ly 


/l 


I' 


cus  (g", »;)  ^  —  p  d  I. 
Diin-li    diu  Drehungen  q  und   r   aher   ändern 
sieh  o)s(ij",5)  und  cos  (f",  ij)  nur  um  unend- 
lich   Kleines    höherer    Ordnung.      Daher    ist 
auch : 

cos(f}\t)  =  pdt 

cos  (i', ff)  =  —  pdt. 
Es  hat  aller  die  g-Axe  die  Uichtuugscosinus 
c,  c,  c",  die  ^'-Axe  aber: 

b   4-  db,     b'  +  db',     b"  +  db". 
Daher  ist: 

toi;(ij',£)  =  c(6  +  db)  +  c'(6'   -I-  db')  +  c"(ö"  +  db"). 

Da  aher  g  senkrecht  auf  1},  so  ist: 

cb  Jr  db'  ^  c"b"  =  0, 
alsii:  cos(ij',{;)  =  cdb   -|-   c'rft'   4-   c"db". 

l'ml  da:  c«s(ij', 5)  =  pdt-, 

db     ,      ,  db'    ,      „  db" 


rf< 


rf< 


dt 


Hierfür  kann  man  aVjer  auch,  da: 


-       (cb  +  cfb'  +  u"b")  =  0 
dt 


ist,   set/.eli : 


dt 


b' 


de' 
dt 


b" 


de" 

dt  ' 


Es  ergehen  sich  somit  folgende  Gleichungen: 


db     ,      ,  db'     ,      „  db"  ,    de  ,,  de'         ,„  (/." 

'Jt+'JT+'^^  =  -^di-^-dt-'lü 


de    ,      ,  de'    ,      „de"  da  ,  da'  „da" 

''="d7  +  ''li7  +  ''  7T  =  -'ir-'  -dJ-'  -dt 

,   Jfl    ,    .,  da'     ,    .,,  da"  db  ,  db'  „db" 


(1.0 


In  (lor  'rin'oric  lU-r  l'räcossion  brauflit  iumii  iihcr  ilicso  (rlloichuiigiMi  in  i'ini'v  anilovcu 
Form,  die  gloichfalls  schon  Enlor  gcgel)on  hat  (buhircli,  dass  er  au  Stelle  der  genannten 
neun  ]?ichtuiigscosiiius  a,  h  .  .  .  c"  drei  unabhängige  Winkel  einführte.  Denkt  man 
siih  nänilicli,  wie  wir  es  bereits  bei  Ableitung  der  Euler'scheu  Gleichungen  thaten, 
um  den  Ursprung  eine  Einheitskugel  construirt,  so  schneiden  auf  dieser  das  im  Kaume 
feste  System  x,  y,  s  und  das  im   K'aunie  bewegliche  System  |,  >/,  J  zwei  Kugeloctanteu 

Fig.  30. 


aus,  aus  denen  mau  —  wenn  £  den  Winkel  zwischen  der  im  Kaume  festen  x^- Ebene, 
also  einer  festen  Ekliptik  für  eine  bestimmte  Anfaugsepoche  und  der  beweglichen 
|»;-Ebeuc,  d.  h.  dem  Aequator,  180  +  i'  den  Abstand  des  Knotens  vom  WidderpunktCi 
bedeutet  (cf.  Fig.  30)  —  folgende  lielationen  auf  Grund  der  drei  Fimdauientalformelu 
der  sphärischen  Trigonometrie  gewinnt: 

((,    =r   -4"   cos  (p  cos  1p   —  sin  qp  sin  tp  cos  e 

b    ^  —  sin  cp  cos  rp  —  cos  (p  sin  xp  cos  s 

c    ::=  —  sin  1p  sins 

a'  =  -|-  cos  <p  sin  ip  -\-  sin  (p  cos  ip  cos  s 
h'  ^  —  »Mi  (p  sin  Ip  -\-  cos  cp  cos  ip  cos  s 
c'    =  -|-  cos  Ip  sin  £ 


(1') 


a    =  —  sin  (p  sin  e 

h"  =  —  costp  sine 

c"  =  -\-  cos  E 

liei  Euler  selbst  treten  diese  Kelationen  in  einer  etwas  anderen  Form  auf,  weil  er  an 
Stelle  der  Grössen  <p  -\-  ISO  und  ip  -\-  180,  die  dem  .istronomischen  Zusammenhange 
entsprechen,  cp  und  ip  selbst  gewählt  hat.  Durch  Differentiation  letzterer  Gleichungen 
bezüglich  aller  Winkel  erhält  mau  nach  einer  kleiueu  Kechmmg: 

da   =  -\-  hdcp  —  a' dip  —  c sin  cp  d e 

dl)    =  —  ad(p  —  b'  dip  —  c cos  cp  d  £ 

de    =  —  c' dip   4"   ccofge  de 

d  a'  =  -{-  b'dcp  +  adip  —  c'sincpde 

dh'  ■= —  a'dcp  -\-  bdip  —  c'coscpde    ( (18) 

de'  =  -\-  cdip   -\-  c'cotge  de 

da"  =  ~\-  b"dcp —  c"sincp  de 
dh"  =  —  a"dcp —  d'coscp  de 
dd'  =  —  c"tge  de 
Wenn   man    nun   in    diesen  drei  Systemen    bezüglich    die  zweite  Gleichung    mit   f,  c,  c 


hierauf    die    erste  Gleichuntj   mit 


c',  —  c"   und    scliliesslich    die   erste   noch   mit 


141 


b,  b',  b"  luulliplicirt,  diu  drilUs  de»  drilU'ii  SyaU'uu'H  aber  mit  p,  q,  r,  danu  erhält  mau 
Hilf  Grund  bt'kanntc-r  Uelatiuncu  der  aiiulytischi-ii  Geometrie  uach  einigen  Keclmuiigen, 
ilie  wir  liier  übergehen,  unBohwer  die  folgenden  Gleichungen: 

pJt  =  —  5tn 9  stn {  J (p  —  cus(p  dt 
qdt  =  —  cos  ip  sine  d^  -\-  sinip  li  t 
rdt   =  4-  dtp   -\-   cos  B  du; 

aus  denen  man  einmal  durch  Multi]>licatiou  der  ersten  und  /.weiten  mit — 6019/  und 
—  eos<p,  Hodauu  mit  — ■  cosq)  und  sin  9»,  daa  folgende,  bei  der  Lösung  des  Problems  der 
Erdaxenbewegung  ausser  <len  Euler'sehen  Gleichungen  gleichfalls  gebrauchte  System 
erhält: 


dii> 
sin  s  -j—  =  —  p  sin  qp 


dt 
de^ 
dt 
dq> 


q  COS  (p 


=  —  pcos(p   -\-   q  sin  (p 


■jj  =  »■   +   (psi«  <jp  +  qcos<p)cotgt 


(19) 


Die  Euler'sehen  Gleichungen  sind  nun  aber,  wie  wir  an  dieser  Stelle  nur  bei- 
läufig bemerken  wollen,  keineswegs  die  allgemeinsten  Uotjitionsgleichungen,  die  denkbar 
sind.  Dies  sind  vielmehr  die  sogenannten  Liouville'scheu  Kotationsgleichungeu,  die 
indess  schon  von  Foisson  abgeleitet,  von  Liouville  aber  aus  seinem  Nachlasse  (cf. 
Journal  Liouville,  IIL  Bd.,  2.  Serie)  veröffentlicht  worden  sind.  Man  erhält  diese 
Gleichungen,  indem  man,  was  auch  den  modernen  geologischen  und  astronomischen 
Anschauungen  über  die  Natur  unseres  Erdköqjers  entspricht,  diesen  nicht  als  völlig 
starr,  sondern  als  elastisch  beti-achtct.  Diese  allgemeinsten  Formen  der  ßotations- 
gleichungen,  die  überhaupt  denkbar  sind,  die  also  für  einen  nicht  starren  Köi-per  gelten, 
in  dem  das  früher  fest  mit  diesem  verbundene,  iiu  Kaume  bewegliche  System  |,  »?,  5 
jetzt  selbst  veränderlich  ist,  da  sich  die  einzelneu  Tunkte  des  Körpers  nicht  allein  mehr 
gegen  das  im  Itaume  feste  System  x,  y,  z,  sondern  nunmehr  auch  gegen  das  System 
I,  »j,  5  verschieben,  sind  die  folgenden  (den  sich  hierfüi-  intercssirenden  Leser  ver- 
weisen  wii-  auf  Liouville's  Journal): 


—  (/'+«)-   (?r  +  Äg  +  3y  -  r/3  =  D. 
JL(Q+  ß)-  Rp  +  Pr    }-  ru-py  =  D, 


j7(«  +  y) 


P'i  +  Qp  -h  pß 


qu 


D, 


(20) 


Wie  coniplicirt  diese  Gleichungen  sind,  erkennt  man  sogleich,  wenn  man  sich  die  Be- 
deutung der  in  ihnen  auftretenden  verschiedenen  Grössen  vergegenwärtigt.  Es  bedeutet 
nämlich  in  ihnen  zunächst  allgemein: 

A  =  2:„,  (ij'  +  t') 
li  =  2:».  (g»  t-  i') 

c  =  2:m{i>  +.?«). 


Femer  ist : 


G  =  rmSI 
Ä=  Um  $1] 


und : 


r 

= 

Ap 

-  qll 

—  rG 

Q 

— 

Bq 

—  rF 

-pH 

11 

~ 

Cr 

-  pG 

-  q  r. 
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Die  p,  q,  r  sind  die  Euler'schen  Componenten  der  Drehung  um  die  instantane  Axe: 


db 
de 

da 

11 


+ 


r  =  b 


db'  ,  ,, 
Ji  +  ' 
de'  ,, 

dt     ■ 


+  .'^'+." 


db" 

JT 

dd^ 
dt 
da" 
U' 


Die  «,  ß,  }'  sind  die  Ausdrücke  für  die  Flächensätze : 


u  ^  2^  m 


^  E  m  [t   — - 


■=  2^  m 


dt 
dt 

It 
dl] 


n 


ein 
dt 
di 
dt 


dt 


Und  schliesslieli  sindDj.Dj,  T)^  die  Drehmomente  bezüglich  der  beweglichen  Axen  |,  »j,  5: 

D,  =  2:{ts  —  U) 
D,  =  2:{^H~-  nS). 

Streng  genommen  kann  der  nicht  mehr  starre  Körper,  in  dem  sich  die  einzehien 
Theile  gegenseitig  verschieben  können,  freilich  nicht  mehr  auf  ein  mit  ihm  fest  ver- 
bundenes Hauptaxensystem  im  Sinne  des  früheren  bezogen  werden.  Jedenfalls  aber 
hat  er  in  jedem  einzelnen  Moment  ge^ndsse  Hauptträgheitsaxen ,  die  allgemein  also 
Functionen  der  Zeit  sind,  ebenso  wie  sich  die  A,  B.,  C  mit  der  Zeit  ändern  werden, 
wenn  sich  die  Gestalt  und  Dichtigkeitsverhältnisse  des  Köi-pers  ändern.  Nehmen  wir 
aber,  um  die  Beziehung  des  beweglichen  |,  ij,  ^-Systems  zum  Köi-per,  wenigstens  für 
jeden  einzelnen  Moment  zu  bestimmen,  an,  dass  |,  ?;,  t,  die  momentanen  Hauptträg- 
heitsaxen des  elastischen  Körpers  seien  und  entsprechend  die  A,  B,  C  die  momen- 
tanen Hauptträgheitsmomente  des  veränderlichen  Körpers,  dann  ist  offenbar, 
entsprechend  den  früher  bei  Discussiou  des  Centralträgheitsellipsoides  für  die  Haupt- 
trägheitsaxen gefundenen  Definitionen : 

F  =  Em  rit,  —  Q 

a  =  2;»i  Ss'  =  0 

H  =  2:m  ^rj  =  0, 
wodurch  sich  aber  die  P,   Q,  E  auf: 

P  =  Ap,         Q  =  Bq,         E  =  Cr 

reduch'en.  Die  Liouville'scheu  Gleichungen  gehen  bei  dieser,  dm'ch  die  bisherigen 
Betrachtungen  nahe  gelegten  Specialisü'ung,  dass  ^,  rj,  ^  ein  momentanes  Haupt- 
axensystem sein  soll,  über  in  die  folgenden: 

d  (Ap   -]-  u) 


dt 

d  (Bq  +  ß) 

dt 
d  {Cr  +   f) 

dt 


Bqr  +  Cqr  +  qy  —  rß  =  D, 
Crp  -\-  Arp  -\-  r tt  —  i> y  =  A 


—  Apq  -\-  Bpq  +  p 


qot, 


D, 


(21) 


die,  wie  ersichtlich,  wenn  die  Erde  absolut    starr  und  folglich  u  =  ß  ^=  y  =  0  wäre, 


1 1  . 


Mifort  in  ilii'  KiiliT'sflii'ii  iiliur^i'lifii.  MifScii  (iK-it-hiliij^fii  li;il  I):iruin  il:iiliiirli  eine 
für  tlif  jjeometrisfhi'  Di«oiiiuiioii  geüignetere  Form,  welolie  «leii  Aui*ij;aiipi|iuiikt  der 
iieiien  theoretischen  Untersiieliungen  üUer  ilie  Seh\vaiikini<reii  iler  l'oUiöhe  t;e)iUilel  hat, 
^ei;el>en,  <liiii8  er  sechs  neue  («rossen,  u,,  6),.  (i>,,  (t.  v.  g  in  sie  einführt,  die  Functionen 
der   Zeit    ^ind.   iixI-iM    ■•>•   •^•■<,i- 

.  I  /i   +  «  ^^   .1  w, 

Hu  +  ß  —  Ba, 

Cr  -\-  y  r=    Co.. 


:ils. 


V 


'I     =    «2 


"'  -  c 


Ihiniiiü   erziel it  sieh   für: 


mithin    werden 
sehen  (Grössen : 


et  ■=  —  An 
ß  —  —  Bv 
7  =  -    Cq; 
die    Euler'scben    Drehcomponenten    ausgedrückt    durch   die    Darwii 


7  =  «'   -r   «2 

»•   =   e    +    «3- 
Durch  Einführung  dieser  Grössen  in  die  letztere  Form  der  Liou  v  i  lle'schen  Oleichungen 
folgen  die  allgemeinen  Darwin'schen  Kotationsgleichungen : 

d  (Aa,) 

dt        -^"»<P 

d{Bai) 


dt 

d  (C  CO») 

dt 


CfOfifi 


CO.)  ~   Ciaj(i'  +  «,)  =  Li 
ta,)  +  AfOiig  -f  o,)  =  Dj 


vlö,  (v  4-  Mj)  -r  B(o.,{(i  +  w,)  ^=  D, 


(■22) 


Der  Hegriff  einer  momentanen  Drehaxe  im  früheren  Sinne  existirt  jetzt  streng  genoninicn 
also  eigentlich  nicht  mehr,  <la  sich  die  einzelnen  Theilchen  im  elastischen  rotirendeii  Köi-j>er 
im  Allgemeinen  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  und  Richtung  bewegen  werden.  Für 
1  inen   starren   Körjter,   wo  «  =  /i  =  y  =  0  und   folglich   auf  Grunrl  der   Kelationeu: 

u  =r  —  A  (i 

(i  z=  ~  Bv 

Y  =  —    ''9- 
würden  6},.  (J],  (O.    wirklich    entsjtrcchi'ncl   ilen   ISelationen  : 
/(   =  u    -|-    OJ, 
'7  =  "   -r    M, 

»•    =     p     -»-     ÜJ., 

_inst.-int:ine  Axe"  im  Sinne  des  Früheren  dai-stellen.  Da 
sieh  aber  l>ei  der  Erde  alle  Theilchen  doch  um  eine  gewisse  Mittellage  einer  Axe  mit 
nahezu  constanter   Geschwindigkeit    bewegen,   so   hat    man    docli    auch    beim    elastischen 


•li   (1.   f.  o    gleii-h   Niil 


die  I)rehc(>m|ionenten   um 
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Erdkörper  noch  das  Recht,  von  einer  Axe,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  die 
ihrer  Richtung  nach  durch  o), ,  co.,-,  CJ,  definirt  ist,  als  momentaner  Dreh  axe  zu 
sprechen. 

Diese  letzteren  Formen  der  Kotationsgleichuugen  haben  wir  einerseits  mitgetheilt, 
weil  sie  eine  Verallgemeinerung  des  Problems  der  Rotation  eines  beliebigen  Körpers, 
in  dem  nur  ein  Punkt  fest  gedacht  ist,  sind,  andererseits  aber  auch,  weil  sie  den 
Ausgangspunkt  und  die  Basis  für  jene  Untersuchungen  bUden,  welche  die  über- 
raschenden modernen  Beobachtungsresultate,  aus  denen  Chandler  auf  eine  430tägige 
Periode  an  Stelle  der  304tägigen  Euler 'sehen  schloss,  theoretisch  bestätigt  haben. 
Liegt  auch  ein  weiteres  Eingehen  auf  diese  von  Darwin,  Sir  William  Thomson 
und  Newcomb  gemachten  berühmten  Untersuchungen,  die  sicherlich  zu  den  be- 
deutendsten Errungenschaften  der  theoretischen  Astronomie  in  neuerer  Zeit  gehören, 
ausserhalb  der  hier  gesetzten  Grenzen,  so  sollte  doch,  um  ihi'er  Wichtigkeit  willen,  wenig- 
stens hier  auf  dieselben  hineewiesen  werden. 


II.    Die  Theorie   der   Bewegung   derErdaxe. 


Ziehen  wir  das  Resume  der  bisherigen  Betrachtungen,  so  ist  das  Rotationsproblem 
für  den  starren  Erdkörper  in  seiner  Allgemeinheit  eharakterisirt  durch  folgende  sechs 
Diö'erentialuleichunsren  erster  Orduunsr: 


dp 
dl 
dq 


^   Jt   +  {C  —  B)qr  =  A 


C   ll  +   (B-A)pq    =  A 

di> 
sni  a  ——  =  — •  jj sni  cp  —  qcos  (p 

d£  ^       . 

—  =  —  p  ros  (p  +  q  sin  (p 


— ^  ^  »■  "t"  {p  sin  (p  -\-  q  cos  q>)  colfi  £ 


(1) 


(11) 


Die  Integration  des  nicht  linearen  Systems  (I),  bei  welcher  die  Drehmomente 
Dl,  Dj,  Di  (und  somit  die  Coordinateu  und  Kräfte,  aus  denen  sich  X)i,  Dj,  D^  zusammen- 
setzen) als  Functionen  der  Zeit  gegeben  und  ebenso  die  Hauptträgheitsmomente 
A,  B,  C  bekannt  sein  müssen,  würde  dann  die  drei  gesuchten  Componenteu  p,  q,  r  der 
augenl)lickUchen  Drehung  des  Körpers  um  die  |,  ?j,  ^-Axe  ergeben  und  folglich  seine 
Winkelgeschwindigkeit  um  seine  momentane  Rotationsaxe  z/  selbst,  gemäss  der  früher 
abgeleiteten  Formel: 

M   =  ViJ-  +  '/  +  >•'• 
Auf  frrund  des  so  erhaltenen  Werthes  von  a  ergäben  dann  aber  die  Formeln : 

ji  z=  CO  cos  K 
q  =  CO  cos  ji 
)■  =  w  cos  y 
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iiiiiniltt'Diar  iliu  Wiiikrl  «.  (i,  y  al^*  Funclioiien  der  Zeit,  wolche  ihrcTHc-its  die  l«i;;e  der 
iiuiiiieiilaiieii  |)relia\e  ^jejjeii  das  fest  mit  cleiii  Kör|icr  verliiindeiie  SyNteiii  {,  i},  J  uml 
f<«li;lieli  j;ei;eii  ihn  sellist  liehtiiiiiiieii.  So  dass  mit  anderen  Worten  die  Inte^'ration 
der  Ktiler'silun  tileicliun-jen  (1)  die  A  \eiil>eu  ei^unj;  im  Innern  den  Körpern 
e  r  j»  i  e  l»  t. 

Ware  nnn  ilie  IJewei^iinj,'  der  momentanen  Dreliaxe  im  Innern  des  Kor|iei-s  in  dieser 
\Vei>e  allgemein  lu-stimmt,  so  liätte  man  die  für  j>,  7,  r  {j;efnndenen  Fnnctionen  der 
Zeit  in  ilas  System  (II)  einznsetzen,  dessen  Intejjnition  dann  die  drei  Eiiler'sehen 
Winkel  !('.  i,  <p  nlli^emt'in  als  Fiinetionen  der  Z»-it  erij;äl)e,  die  ihrerseits  die  I^ijjfe  des 
im  Uaiime  he wegliehen  (weil  mit  dem  Körper  fest  verbunden  jjjedachteii)  Ilau)it- 
t  rii-iheitsavensystemes  |,  T],  5  i;e<;en  das  im  Kaiime  feste  Systen»  x,  ;/,  r 
hestimmen.  l'nd  da  auf  tiruml  der  Intejrration  von  System  (I)  die  I^f^eiiänderun^ 
der  Monientana\e  ;ie<;en  das  |,  »;,  J-System  liekannt,  so  würtlc  die  Integnition  von 
System  (11),  welche  die  La<:jenänderun<;  des  |,  ij,  J-Systemes  gegen  das  x,  y,  r-System  be- 
stimmt, zugleich  auch  die  I.agenänderung  der  Instantanaxe  selbst  gegen  das  im  IJaume 
feste  System  x,  1/.  r.  mit  amleren  Worten  die  Axeubewegung  des  Kiirpers  im 
Ifaume   ergeben. 

Während  nun  aber  iliese  Integrationen  mathematisch  allgemein  und  streng  über- 
haupt nicht  durchfidirbar  sind,  ermöglicht  sie  die  Astronomie  zur  Ermitteltnig  der  Axen- 
bewegnng  der  Krde.  auf  welche  sämmtliche  in  Abtheiluiig  I.  entwickelten  Gleichungen 
und  Hegriffe  b\ichst:iblich  Anwenilvnig  finden,  genügend  streng  dadurch,  dass  sie  von 
gewissen  rmständen  Gebrauch  macht,  welche  in  der  Natur  für  die  Erde  herrschen  und  eine 
Weilerbehandlung  von  System  (1)  und  (II)  überhaujit  erst  ermöglichen. 

Intrachtet  man  nämlich  die  Bewegung  der  momentanen  Drehaxe  cUr  Erde  i  m 
Kaume  (I'räcession  und  Nutation),  die  durch  die  äusseren  Kräfte  der  Sounen- 
und  Momlaiiziehung  hervorgerufen  wird,  so  zeigt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  welches 
im  Folgenden  wirklich  abgeleitet  werden  soll,  dass  diese  äusseren,  von  Sonne  uml 
Mond  auf  «len  Erdkörjier  ausgeübten  Anziehungskräfte  die  Lage  der  momentanen 
Drehaxe  der  Erde  im  Innern  der  Erde  so  gut  wie  gar  nicht  vcräiulern,  so  dass  der 
Euler'sche  Cyclus  (die  Kreiskegelbewegung  der  momentanen  Drehaxe  um  die  llaujit- 
trägheitsaxe  5  im  Erdkörper)  trotz  der  äusseren  Kräfte  bestehen  bleibt;  vorausgesetzt 
jeiloch,  dass  man  gewisse  kleine  Glieder,  deren  immerischer  Hetr.ig  indessen  zwei 
IlimdertstellJogeusecuiulen  nicht  übersteigt  und  in  denen  gerade  die  winzig  kleine  Drehung 
der  miMiientjinen  Drehaxe  um  die  Ilanptträgheitsaxe,  also  thatsächlich  eine  Schwankimg 
iler  Erdaxe  im  Erdinnern  enthalten  ist,  vernachlä.ssigt.  Macht  man  also  diese  kleine, 
völlig  zulässige  Vernachlässigung  von  (t",01!t,  so  kann  man  bei  Hetrachtung  der  Be- 
wegungen der  Erdaxe  im  Haume  von  ihren  Schwankungen  im  Erdkiirper  selbst  völlig 
absehen   uml  die  erstere   Bewegung  unabhängig  für  sich   allein   untersuchen. 

Betnichtet  man  aber  umgekehrt  die  Bewegung  der  instantanen  Drehaxe  der  Erde 
in\  Innern  des  Erdkörpers,  wie  sie  durch  den  Eiiler'sehen  Cyclus  delinirt  ist,  so 
zeigt  sich  — •  und  im  Folgenden  wird  dies  nachgewiesen  wenleii  — ,  dass  die  Neigung  der 
Instantanaxe  der  Erde  gegen  eine  im  Haiiine  feste  Linie,  die  im  Vorhergehenden 
detinirte  invariable  Normale  A',  beinahe  constant  bleibt,  indem  nämlich  die 
Schwankungen  der  momentanen  Dreliaxe  der  Erde  gegen  die  invariable  Normale 
ein  Fünftausendstel  Bogenseciinden  iiidit  übersteigen.  Macht  man  also  iliese  kleine  Ver- 
nachlä-ssigiing  von  (»",0(HlJ,  so  kann  man  bei  Betrachtung  der  Schwankungen  der  niomeu- 
taiien  Drehaxe  iler  Erde  im  Erdinnern  von  ihren  Bewegungen  im  Hauiiie  völlig  absehen 
inul  die  erstgenannte  Bewegung  wieder   unabhängig  für    sich  allein  uiitersucheii. 

Bei     der    Er.le    gestalten    sich    also    beide    rrobleme     der    Axeubewegung    im   Erd- 

Klinki-rfilr«.    Thrarctiirhr  Aalmnnmli-.  |<.) 
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iimcru  \\m\  im  llauin,  vc'iUig  iinalihlhiuin'  vtm  eiiiaiuler.  Mau  kann  nat'li  dem  (n-sa^lfn 
zur  ErniittC'luno-  der  Bewegung  der  momentanen  ])rehaxe  im  Erdinuern  (des  Euler'- 
sehen  Cyelus)  von  den  anziehenden  äusseren  Kräften  der  Sonne  und  des  Mondes  !S.  H,  Z 
«jänzlicli  absehen,  d.  h.  aber  nichts  anderes,  als  man  kann  die  rechten  Seiten  der 
En  1er 'sehen  Gleichungen,  die  Drehmomente,  die  aus  Ä,  H,  Z  zusammengesetzt  sind.  Null 
setzen  und  unter  dieser  Annahme  die  Integration  von  (I)  durchführen.  Wie  schon  er- 
wähnt, ist  aber  eine  strenge  Integration  der  Euler'schen  Gleiehnngeu  bei  Ausschluss 
äusserer  Kräfte  gerade  möglich ,  und  zwar  hat  man  sie  mit  drei  verschiedenen  Träg- 
heitsmomenten für  den  Mond  (der  nahezu  ein  dreiaxiges  Ellipsoid  bildet),  einfacher  mit 
bloss  zwei  verschiedenen  Trägheitsmomenten  aber  für  die  Erde,  die  ein  Rotations- 
ellipsoid ist,  durchzuführen.  Das  Resultat  ist  eben  bei  der  Erde  für  die  Erdaxen- 
bewegung  im  Erdinneru  der  Euler'sche  Cyclus,  für  die  Erdaxenschwankiing  im  Räume 
der  jNIaximalwerth  von  0",0002,  von  dem  man  gänzlich  absehen  kann. 

Hierauf  aber  hat  man  die  Erdaxenbewegung  im  Räume  zu  betrachten,  die  jedoch 
durch  Einwirkung  äusserer  Kräfte  bedingt  ist,  bei  deren  Discussion  man  also  die  rechten 
Seiten  der  Euler'schen  Gleichungen  nicht  mehr  Xull  setzen  darf.  Um  dann  um  die 
strenge  Integration  der  beiden  Systeme  (I)  und  (II),  die  nicht  ausführbar  ist,  herum- 
zukommen, halfen  sich  Poisson  und  Laplace,  wie  im  Folgenden  gezeigt  wei'den  wird, 
in  einer  genialen  Weise  und  gelangten  zu  Differentialgleichungen  in  e  und  J^,  welche  die 
Axenbeweo-ung  im  Räume  allgemein  bestimmen.  Dabei  ist  das  Gesammtresultat  dieser 
Untersuchung,  die  also  von  den  Euler'schen  Gleichungen  (I)  ohne  Vernachlässigung 
von  deren  rechten  Seiten  ausgeht,  auch  wieder  sowohl  eine  Axeul)ewegung  im  Raum, 
wie  eine  solche  im  Erdinnern,  mir  dass  die  letztere  eben  im  Maximum  0",019  nicht 
übersteigt,  also  vernachlässigt  werden  kann,  so  dass  der  Euler'sche  Cyclus  trotz  der 
Sonnen-  imd  Mondanziehung  im  Wesentlichen  unalterirt  bestehen  bleibt  und  aus  diesem 
Grunde  eben  die  Bewegung  der  Erdaxe  im  Erdinnern  unter  ^Vusschluss  äusserer  Kräfte 
überhaupt  behandelt  werden  durfte. 

Dies  ist  in  grossen  Zügen  der  allgemeine  Gang,  den  man  zur  Lösung  des  Problems 
der  J^rdaxenbewegung  in  toto,  sowohl  derjenigen  im  Erdinuern,  vde.  derjenigen  im 
Räume,  einzuschlagen  hat. 


A.    Die  Bewegung  der  Erdaxe  im  Erdinnern. 

(Der  Euler'sche  Cyclus.) 

Zunächst  erledigen  wir  den  Euler'schen  Cyclus,  da  unsere  eigentliche  Aufgabe 
darin  besteht,  die  für  die  Bahnrechnuug  gebrauchten  Präcessionsformeln  zu  gewinnen, 
dl  ich  um  einer  vollständigen  Charakteristik  der  Erdaxenbewegung  A\-illen  in  aller  Kürze. 
Bei  Vernachlässigung  der  anziehenden  Ivräfte  der  Sonne  und  des  Mondes  werden 
die  Differentialgleichungen  (I),  welche  die  Bewegung  der  momentanen  Drehaxe  im 
Innern  der  Erde  bestimmen,  da  diese  ein  geschichtetes  Rotationselli]>S()id  ist  und  des- 
halb nur  zwei  verschiedene  Hauptträgheitsmoraente  besitzt: 

I' 

0 


dq     ,     -A  —  C 
dt    ^        A 

rp 

r  ^  =  ... 

dt 
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IikU-iii  nlno  diu   WiiikulgoHohwiiidi^kcit  um  die  iiatiptu-llghoiteaxc  |: 

r  ^rr  coytstans 
int,    w«r<l<ii  dii    Glfirliuiigcu  dvn  l'ruhloinB,    wi'iiii   iiiiiii  den  conHtaiitcn  '!'!•  it  'l- i    Kürze 
lialhir  mit: 

'',■''   --o  -  -l V23) 

liuxi-icliiiit : 

ilon-ii  liitegruif  i-iiifai-ii: 

p  =  acos(Xt  +  b)] 

q  =  asin{kt  +  b)\ ^     ' 

siiiil. 

l)if   Winkelgeschwindigkeit  der  Erde   um  ihre  momentane  Drehiixe  wüd  hiemach: 

m  =  Vp*  +  9'  "I"  •■'   =    ]^'  +  ''o*  =  cotistans; 

und  folglich  werden    die  Richtungscoeinue,   welche  die  Lage  der  iiistantanen  Drehaxe  z/ 

gegen    da«    mit   der  Erde   fest    verhundene  IIauptträgheiti<axeusyslem  |,»J,£  bestimmen, 

entsprechend  den  früheren  allgemeinen  Formeln: 

acosikt  4-  b) 
cosa  ^=  — ,  '■  i- 

Va»  +  »■„* 

-         asin(kt  4-  b) 
cosp  =  — ,    •  -^ 

V«''  +  rr 

r 
cosj'  —  =  cotiiians. 

Hieraus  folgt  zunächst,  da  y  der  coust^iiitf  \\  mkel  ist,  welchen  die  momentane  Dreh- 
axe J  mit  der  Hauptträgheitsjixe  5  bildet,  dass  die  Instantanaxe  im  Erdkörper  um  die 
Hauptlihgheitsaxe  f  einen  sehr  schmalen  Kreiskegel  mit  dem  Winkel  y  an  der  Spitze 
im  Schwerpunkte  beschreibt-  Der  Winkel  y,  den  Laplace  imd  Lagrange  bei  den 
unvollkonimenereu  Beobachtungsmethodeu  der  damaligen  Zeit  noch  für  unendlich  klein 
und  veni:ichlässigbar  hielten,  beträgt  nach  den  Bestimmungen,  die  C.  A.  F.  Peters 
auf  Grund    von    ihm   in  l'ulkova    angestellten  Beobachtungen    des    Polarsterns    ausführte: 

y  ^   U",07'J   =   Ir-  • 

Bestimmt  man,  um  besser  an  die  geometrifche  Vorstellung  anknüpfen  zu  können, 
die  T-age  <ler  momentanen  Drehaxe  im  Erdimieru ,  die  also  nüt  der  Hauptaxe  £  den 
Constanten  Winkel  y  einschliesst,  an  Stelle  von  a  und  ß  diu-ch  y  und  tf»,  wo  xl>  der 
Winkel  der  durch  die  5  und  ^-Axe  gehenden  Elienu  mit  dem  ersten  Meridüin  bezeichnet 
daun  werden  die  beiden  ersten  der  drei  obigen  Relationen: 


oder,  da  aus  der  dritten 


folgt,  auch: 


costt  =  sin  y  cos  i' 

coa  ß  r—  gin  y  sin  4', 


siny  =     , 


19* 


V«^  +  »-0  I (26) 
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cosip 

cos  ß  =    ,  ■■    "  sin  t 

Va^  +  r;' 

womit   die   geometnsohe   Bedeutung   des   Ai-gtimentes    sich   durch  Vergleich   der   beiden 
für  cosu  und  cos  ß  gefundenen  Ausdrücke  sofort  ergiebt,  uämlich: 

kt  ■{-  const.  =  i>; 
A.  h.  aber,  die  durch  die  momentane  Drehaxe  zt  und  die  Hauptträgheitsaxe  t  der  Erde 
o-ehende  Ebene   dreht  sich  gleichförmig  mit    der  Zeit   herum.      Der  Schnittpunkt   der 
Instantanaxe   mit  der  scheinbaren  Himmelskugel  beschi-eibt  also  an  dieser  einen  kleinen 

Kreis    vom    Radius    y   =  ^    um    den    Schnittpimkt    der    Hauptträgheitsaxe   g  mit   der 

Himmelskiigel  und  zwar  mit  einer  gleichförmigen   Geschwindigkeit,   die    bestimmt 

ist  durch: 

C  —  A 

A  =  — a, 

A 

indem  bei  der  Erde  a    so  klein    gegen  r  ist,   dass  genügend  genau  cj  =  V«'  +  '"ü"  =  ''o 
gesetzt  werden  kann  in  der  Formel  (23)  für  L 

Die  Periode  eines  Umlaufs  der  Drehaxe  im  Erdkörper  ist  offenbar: 

360» 

Da  nun  aber  die  Abplattung 


^         —  =  0,003272, 

c 


^  =  0,003283 


A 

und  CO  ^=   360°  in  einem  Sterntage  ist,  so  wird  auf  Giund  des  Werthes  von  X'. 
A  =  360.  (366,2422).  0,003283  =  432«,8 


die  Periode: 

365,2422 


.  360  =  303,8  Sonnentage  =  10  Monate  circa. 


432,8 

Diese  zehnmonaüiche  Periode  der  Drehung  der  Erdaxe  im  Erdimiern,  welche  man 
den  Euler'schen  Cyclus  nennt,  niuss  sich  offenbar  äussern  in  den  Schwankungen  der 
geographischen  Breite,  deren  Periode  also  zehn  Monate  beträgt  und  im  Maximum  um 
den  Betrag  +  y  schw'ankl.  Denn  wenn  9p  die  durch  Beobachtung  gefundene  sogenannte 
instantaue,  (p'  aber  die  mittlere  geographische  Bruite  bedeutet,  so  ergibt  sich  aus 
dem  sphärischen  Dreieck  :  Zenith ,  instantaucr  Pol,  mittlerer  Pol  ohne  weiteres  die  Be- 
ziehung: 

cos  (90"  —  (jr)  =  sin  qp  =  sin  (p'  cosy  -\-  cosq^'  sin  y  cos  i', 

oder  da  (p  nahe  gleich  q>': 

sin  (p  =  sin  {q>'  -(-  y  cos  ip) 
und  folglich: 

<P  =  (p'  +  }'eos{to  +  kt), 

wodurch  die  Polhöhenschwankuugen  charakterisirt  sind. 

Die  Zeit  t  ist  dabei  in  tropischen  Sonnenjahren  ausgedrückt. 


-      U'J      - 

Daiw  (hilii-i,  uciiii  innn  von  ÜUKHcrcii  KitlfU-n  iilmieht,  m'u-  wir  i>k  iiitoh  dein  Zuvor- 
L.'«'iinj;t4.'n  vorlhiilij;  Üiiin,  die  Neigung  dor  luoiiu-ntaiiun  Drehaxo  der  lüde  gegen  eine  im 
itnunie  festu  Linie,  wie  Hclion  erwillnit,  »o  gut  wie  völlig  eonHUiiit  bleilit,  emieht  runn 
unniiitellmr,  indem  man  nn  den  fridier  gegebenen  Winkelwcrth  der  InHtantanaxe  mit 
der  Normalen   M  der  unverHnderlichun   Ebene,  Fonm  1   fM),  niiknii|ift.     Diener   Werlli: 

ö  \Ä'p^   +    li';  '      , 

«ird,    wenn    /wti    llau]>ttriigheit8momcnte    gleich    sind    und    man    s-tjilt  lies  C'osinuH  ilen 
Siniib  einfidiit^  nnrlj   einer  leichten  Hechnnng  strenge: 

ginn    ^     -  ''  ^''      '     '■'        ^  (<.    -   .1) (27) 

w  \  •  (-'ri 

l)a  nun,  wie  gesagt,  bei  der  Krde  y  z^  —  selu-  klein  (circa  -77- )j  also  <i  sehr  klein  gegen  r 

und   folglich,   mit  Hinblick   auf  oj  =  ya'-f-rj,  sehr  nahe  r  ^r^  a,  mithin  also  ji  und  q 
nahezu  gleii-h   Null  sind,  si>  wird  noch    genügend  genau: 


V^'(P*  +  9*)  +  C«r»  =  ^C*r* 

un.l   fi.l-lieh: 

C  —  A  ^  !p*  +  g' 


]- 


C 

oder  bei  Kinführung  des  früher  in  der  ersten  Abtheilung  durch  Gleichung  (15)  für  siny 
gefundenen   Werthes,    der  sich  jetzt  auch  wie  folgt  schreibt: 


lV  +   1'  1/« 

s,„y  r^    \    —    • 


wird: 


=n 


C  —  A 


c 

indem  man,  da  y  sehr  klein  ist,  den  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauscht  Numerisch 
^"'V'':  „  =  0",0002. 

Das  i^t  aber  eine  nicht  in  Betracht  kommende  Grösse,  und  wir  können  somit  bei  Be- 
trachtung der  Bewegung  der  momentanen  Drehaxe  im  Erdinnem  von  ihrer  Bewegung 
im  Haume,  d.  h.  ihrer  Schwankung  0,0002  gegen  die  im  Räume  feste  Normale  der 
invuriabeln  Ebene  thatt<:ichlich  gänzlich  absehen. 

Vor  einer  lieibe  von  Jahren  ergaben  nun  aber,  wie  schon  angedeutet,  von  Chand- 
ler  auf  Grund  modemer  Beobachtungsreihen  über  die  Schwankungen  der  l'olhöhe 
angestellte  Hechnungen,  dass  der  Enlcr'sche  Cyclus  gar  nicht  30it,8  mittlere 
Sonnentage  beträgt,  sondern  in  Wirklichkeit,  auf  Grund  zuverlässigster  neuerer  Beob- 
achtungen, that«ächlich  eine  Periode  von  etwa  430  Tagen  hat  Diese,  angesichts  der 
im  Vorhergehenden  gewonnenen,  scheinbar  einwurfsfreien  theoretischen  Resultate,  gewiss 
im  höchsten  Grade  üljerraschende  Erscheinung,  wurde  dann  durch  die  schon  erwähnten 
l'nt»isuchungen  Newcomb's  uml  Sir  William  Thomson's  theoretisch  wirklich  bestätigt 
Dieselben  ergeben,  dass,  wenn  man  die  Erde  nicht  als  starren  Köqier  betrachtet,  sondern 
ihr  circa  die  Elasticilät  des  Stahles  beimisst,  auf  Grund  von  zwei  weiteren  Ilv'])o- 
thesen,  auf  die  wir  hier  nicht  näher  eingehen  können,  die  aber,  trotz  einiger  berechtigter 
Einwände,  im  (irossen  imd  Gsuizen  plausibel  sind,  thatsächlich  eine  4bOtägige  Periode 
der  Erd:i.\enschwankung  im  Erdinnem.  Doch  sind  diese  l'ntersucbungen,  welche  als 
Ausgangsjiunkt  die  viel  comjilicirteren,  zu  Anfang  erwäluiten  Darwin'schen  (Gleichungen, 
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an  Stelle  der  eiufacliei-eu  Euler'sehen  haben,  keineswegs  so  einfach  wie  die  eben  zuvor 
durchgeführten.  Vielmehi-  bilden  sie  eines  der  schwierigsten  Capitel  des  rotatorischen 
Theiles  der  Mechanik  des  Himmels.  Und  da  es  ims  in  diesem  Bande  für  die  Zwecke 
der  Bahurechnung  vorzüglich  auf  Gewinnung  der  Präcessionsformeln  ankommt,  der 
Euler'sche  Cyclus  vielmehr  nur  der  Vollständigkeit  der  Charakteristik  der  Erdaxen- 
bewegimg  halber  erwähnt  werden  musste,  so  sehen  wii-  hier  von  den  genannten  Unter- 
suchungen ab  und  gehen  zur  Entmckehmg  der  Theorie  der  Präcession  und  Xuta- 
tion  über. 


B.    Die  Bewegung  der  Erdaxe  im  Räume. 
(Präcession  und  Xutation.) 

Die  Grimdlagen  der  folgenden  analytischen  Entwickeliingen  haben  bereits  Poisson 
und  Laplace  in  ihi-en  Werken  im  Allgemeinen  vollständig  gegeben.  Zu  imtersuchen 
ist  wieder  die  Bewegung  der  momentanen  Drehaxe  der  Erde,  sowohl  im  Erdinnem 
wie  im  Räume,  aber  jetzt  bei  Einwirkung  der  Sonnen-  und  Mondanziehung.  Das 
Resultat  wii-d,  wie  schon  erwähnt,  dass  trotz  der  äusseren  Kräfte  der  Euler'sche  Cyclus 
so  gut  wie  bestehen  bleibt,  dass  man  daher  jetzt  von  der  Bewegung  der  momentanen 
Drehaxe  der  Erde  im  Erdinnern  ganz  absehen  kann  imd  bloss  ihi-e  Bewegimg  im  Raum 
zu  betrachten  hat;  dieselbe  besteht,  wenn  man  an  Stelle  der  Erdaxe  den  zu  ihr  senk- 
rechten Aequator  und  die  23  Grad  gegen  diesen  geneigte  Ekliptik  ins  Auge  fasst  (welch' 
letztere  sich  in  Folge  der  Planetenanziehung  ebenfalls  verschiebt,  was  aber  mit  der 
Bewegung  der  Rotationsaxe  der  Erde  wohlgemerkt  nichts  zu  thun  hat),  in  ziemlich 
complicirten  säcularen  und  periodischen  Schwankimgen  des  Aequators  gegen  die 
Ekliptik,  deren  erstere  sich  in  dem  ungeheuren  Zeiträume  von  24500  Jahi-en  abspielen, 
während  die  Periode  der  letzteren,  die  hauptsächlich  von  der  Mondanziehung  herrühren, 
diejenige  eines  totalen  Umlaufes  der  Mondknoten,  nämlich  19  Jahi-e  circa  beträgt.  Dabei 
hat  also,  wie  gesagt,  die  Bewegmig  der  Ekliptik  mit  der  Bewegung  der  Erdaxe,  die  der 
Lagenverschiebung  des  Aequators  entspricht,  nichts  zu  thun.  Mau  bezeichnet  aber 
nicht  die  Erdaxenbewegung  im  Raum  (oder  Aequatorbewcgimg)  allein,  sondern  die 
gemeinsame  Bewegung  von  Aequator  und  EkhptLk  allgemein  mit  „Präcession  und 
Nutation". 

Bevor  wii-  die  analytische  Entwickelung  diu-chfühien,  deren  Discussion  das  geo- 
metrische Abbild  der  Bewegung  der  Erdaxe  im  Raum  ergiebt,  wollen  wir  letzteres 
indess  gleich  allgemein  im  Voraus  eharakterisü'en,  damit  dem  Leser  eine  concrete 
Vorstellung  schon  während  des  Verlaufes  der  folgenden  analytischen  Eutwickelimgen 
gegenwärtig  sei. 

Während  die  Bewegimg  der  Erdaxe  im  Raum  an  sich  eine  einfache  ist,  führt 
die  mathematische  Behandlung  des  Problems,  wie  schon  angedeutet,  zu  einer  getrennten 
Betrachtung  von  säcular  und  periodisch  erfolgenden  Schwankimgen  derselben,  die  in 
WiikUchkeit  stetig  in  einander  gehen.  Dieselben  sind  also  bedingt  dm-ch  die  säcularen 
und  periodischen  Aenderungen,  welche  der  Aequator  in  Folge  der  störenden  Einwirkung 
der  Sonne  imd  des  Mondes  in  seiner  Lage  im  Raum  erleidet.  Diese  fassen  wii'  zunächst 
ins  Auge  imd  sehen  dann  zu,  wie  sich  dieselben  auf  die  Rotationsaxe  übertragen. 

Die  hauptsächlichste  Lageuveränderung  ei-fähi-t  der  Aequator  in  Folge  der 
starken  Sonnen-  und  Mondanziehimg  auf  das  abgeplattete  Erdsphäroid.  Dieselbe  besteht, 
weim    wir    zunächst    die    säcularen,    d.   h.    der    Zeit   proportionalen,    innerhalb    grosser 


IM      - 


/•■il|ii-i'iiM|('ii    v(>rliiiiffii<l('ii   ]{<>\vc<;iiii<fs<>picli<-itniii^«Mi    für  hIoIi  ullfiii   iiih   Aii^i;   fiki»<<-ii,  ilii* 

iiiun  :ill;;i-iiifiii  iils  PrüccKsiniiscrNrlifiiiuiii.'''»   Iif/.i-ichiit't,  in  i-iiK-tii  1:iii);nuiih*ii  ZurQck- 

•.'«•Im'Ii  <lf»   Ai'i|u:it4ii-s  Hilf  ilcr  Kkliptik,  ilrrart.  class  ilcr  AiM|ii:it<>r.  wie  ilii-  Fi^;.  .'U    «äjft, 

\M'im  IT  zur  Zrit  f,   ilii-   l.:!^'«'  ^i    i.'<'li:>l>l  hat,   zur  Zi-it  Ij  hich    in    der   Lii;;«'  A,  Ix-findet, 

woIhm    alsi.»    ilrr  Sfhnittpiiiikt    Av>  l-'m.  :;\, 

A«'i|U!it4irs    iiiiil  <lfr   Kkliptik,   Y|. 

um  ilas  Stiii-k   i' ,    itu  .lulin-    i-t\\:i 

.'lO",    auf    ili-r    Kkli|>tik    ziiriii-k- 

■_'cf;aii'_'«ii    i-.t.       Dii'sc    l«'Wci;uiii; 

i>t  ilurcli  SoiiiK'   und  Moni!   allt-iu 

l>('<lin!,'t    uiiil    wiril    ilcslialh    aucii 

kurz  ilir  _Luni solar präiM'sjii II n" 

i^cnannt.      Vorausj^i-sctzt  winl  «la- 

lii'i,    dass  tUi-   I^iiniriMi    von  Sonne 

iiuil   Mnnil   in  iK-rst-lln-n   Kii-lituni; 

MMU'linii-n,    in    ilt-r    ^^ozälilt    wird. 

Weil    snniit    lue    IiiiiL;(.-n ,    intU-ni 

■Irr   Kriililini;>]iunkt   z\irüi-kiri'lit, 

jrössi-r   wi-nli-n,    so    lii-zi'ii'luu't 

man   ilif   IJewi'j^nnjj    als   l'räoos- 

>ion     («1.     i.     wörtlii-h     übi'i-st-t/.t 

i'i'j;fntlicl> :   Vor  wärt  siri'luMi). 

AussiTiK-in  iiKiiU't  alur  amli  die  Kkliiitik  durcli  die  störende  Einwirkuui:  der 
rianeten  eine  säeiilar  erfoli^ende  I>:i;^envei-schielinnu  im  Haum,  welelie  «jeometriseli  darin 
liestelit,  dass  die  Kkliptik,  weKlie  zur  Zeit  /,  die  Laire  /•>',  gehallt  hat,  zur  Zeit  I.,  in  die 
I>:»;;e  A'j  in  säeularer  Weise  ülierijej^anuen  ist,  woliei  sieh  offenltar  «ler  \Viilder]innkt,  der 
dureh  die  säeulare  Aendening  des  Aei|uators  allein  von  Vi  naeli  Y'i  gelangt,  noeh  um  das 
Stiiek  Yi  Yj  =  "i  'He  sogenannte  ,,Präeession  durch  die  Planeten",  naeli  vorn 
xersrholien  hat.  In  toto  wird  also  der  Friihlings|iinikt  dureh  Anziehung  von  Sonne  und 
.Mond  einer-  und  Planeten  anderel-seits ,  die  jede  für  sieh  eine  liesomlere  Wirkung 
auf  Aequator  und  auf  Kkliptik  hervorrufen,  den  Weg  Yi  Yi  hesehreilteu,  vorausgesetzt, 
lUiss  man  vorläufig  die  säeulareu  Hewegungen  allein   ins  Ange  fasst. 

(ileiehzeitig  sind  die  (.'oordiualenelienin  alier  aueh  noeh  jieriodisehen,  d.  h.  um 
einen  mittleren  Zustand  oseillirenden,  matliematiseh  dureli  Sinvis-  und  Cosinusfunetionen 
( welehe  /  nieht  als  Factor,  sondern  nur  im  Argumente  enthalten)  ilargestellten  l$e- 
weguniren  nnt<Tworfen.  Diesen  |ieriodisclien  Hewegungen  ih-nkt  man  alier  den  Aeijuator 
allein  unterworfen.  In  Wirklichkeit  schwankt  zwar  natürlich  auch  die  Kkliptik 
(die,  wie  wir  sahen,  auch  eine  säeulare  IJewegung  niaditi)  elienfalls  periodisch  hin 
lind  her  um  silir  kleine  Heti-äge.  Da  man  aber,  wenn  man  ilicsellie  mit  in  Ik'tracht 
ziehen  wollte,  keine  ehene  Krdhahn  erhielte,  auf  ilie  man,  wie  es  später  mithig  wird, 
mIK's  heziehen  kann,  so  ahstrahirt  man  von  den  jieriodisehen  Schwankungen  der  Kkliptik 
\olUt;indii:  un<l  herücksiehtigt  «lieselhen  dadurch,  ihiss  man  sie  als  iJreitenstörungen 
iler  Krde  anffasst,  Dieselhen  sind  also  von  den  folgenden  l'ntei-suehungeii  ans- 
•_'eschlossen .  wir  werden  aber  zii  /Vnfi>"JI  von  Theil  III  dieses  t'apitels  auf  diesen 
l'iMikt  znrückkomnun.  In  diesem  Sinne  definirt  man  in  unserem  Probleme  die 
Kkliptik  als  eine  mittlere  Ebene,  die  sogenannte  „mittlere  Kkliptik",  welche 
mitten  durch  alle  kleinen  Schwankungen  hinilurchgeht.  l'nd  zwar  legt  man  späti-r 
der  nnuK'rischen  Ueclinung,  als  ein-  für  allemal  bestimmte  Kkliptik,  nach  Leverrier 
«lie   mittlere   Kkliptik   zn  Anf.ing  des  tropischen    .lahres  IS.'iO.  d.  h.   die    „mittlen-  Kkliptik 
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1850,0",  zu  (iniuilc;  oiUt  uuiii  wählt  nach  La  place  die  mittlere  Eklijitik  .Taniiar 
1750,0. 

Der  Winkel,  den  dabei  der  Aequator  mit  der  fest  gedachten  Ekliptik  £,  für 
1750  -\-  t  macht,  ist  fast  eonstant  nnd  beträgt  nach  Bessel: 

£,  =  23»28'18",0   +  0",000009  842  3i2. 

Die  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik,  d.  i.  der  Winkel  des  Aeqnators  mit  der  wirk- 
lichen, in  Folge  der  Säciilarstörungen  durch  die  Planeten  beweglichen  Ekliptik  £,, 
hingegen  ändert  sich  stärker  nnd  beträgt  nach  Bessel: 

fj  =  230  28'18",O  —  0",48368«  —0,000  002  722  95  r-^. 

Fassen  wir,  der  besseren  geometrischen  Vorstellung  halber,  zunächst  meder  diese 
periodischen  Bew'egungen  des  Aeqnators,  die  als  „Nutation"  bezeichnet  werden, 
für  sich  allein  ins  Auge,  so  bestehen  dieselben  also  in  einem  periodischen  Hin-  und 
Ilerpendeln  des  Aeqnators  auf  der  Ekliptik.  Dabei  hat  man  zwei  verschiedene  solcher 
periodischen  Bewegungen  zu  unterscheiden,  nämlich  eine  „Lunisolarnutatiou  in 
Länge",  ^A  und  eine  „Lunisolarnutation  in  Schiefe",  ^d a.  Die  erstere  besagt 
geometrisch,  dass  der  Widderpunkt,  während  die  Ekliptik  fest  bleibt,  um  einen 
gewissen  mittleren  Widderpunkt  (den  jeweilig  durch  die  Präcession  bestimmten)  auf  der 
Ekli])tik  hin-  imd  heroscillirt.  Die  Nutation  in  Schiefe  hingegen  besagt,  dass  der 
Aequator  ausserdem  noch  um  seine,  durch  die  Präcession  jeweilig  gegebene  mittlere 
Lage  eine  periodisch  hin-  nnd  herseh  wankende  Lagenänderung  in  Schiefe  beschreibt, 
indem  er  seine  Neigung  gegen  die  Ekliptik  periodisch  ändert. 

Allgemein  wird  nun  bei  der  analytischen  Behandlung  des  Problems  die  Prä- 
cessionsbewegung  von  Aequator  inid  Ekliptik  im  Ganzen,  da  sie  säcularer  Natur  ist, 
durch  eine  Potenzreihe  der  Zeit  dargestellt: 

P  =  au   +  a,t  +  a-it^  +  «3  <■>  +  •  •  •, 

während  die  Nutationsbewegung,  entsprechend  ihrer  jieriodischen  Natur,  offenbar 
durch   eine  Fourier'sche  Tieihe   repräsentirt  wird: 

X=  2hiC0s{iQ    +   iQ. 

Im  Ganzen  ist  also  die  Bewegung  des  Schnittpunktes  von  Aequator  und  Ekliptik, 
wie  sie  durch  die  Säcularstörnngen  und  periodischen  Störungen  zusammen  bedingt  ist, 
ganz  allgemein  dargestellt  durch  eine  Reihe  der  Form : 

«0  +  ait  +  a,t3  +  •  •  •  +  Shicos  (>  ö  +  «([), 

die  jedoch  nur  bei  Berücksichtigung  aller  Glieder  die  Bewegung  strenge  darstellt.  Die 
im  \'(irhergehenden  gegebene  geometrische  Yersiunlichung  der  Bewegung 
wird  also  überhaupt  nur  dadurch  ermöglicht,  wie  ausdrücklich  hervor- 
zuheben ist,  dass  man  von  der  säcularen  und  periodischen  Reihe  je  nur 
ein  Glied,    das  alle  anderen  überwiegt,  allein  berücksichtigt  hat. 

Es  überwiegt  nämlich  einerseits  bei  der  die  Präcession  darstellenden  Reihe  das 
der  Zeit  direct  proportionale  Glied  Ojf,  dessen  Coefficient  «i  die  sogenannte  Prä- 
cessionsconstante  ist  (genau  genommen  nur  für  die  Epoche  <  =  0),  derartig  die 
folgenden  Glieder,  dass  man  in  früheren  Jahrhunderten,  wo  nur  dies  eine  Glied  bekannt 
war,  die  Präcession  direct  der  Zeit  proportional  annahm,  bis  man  dann  später  bei  der 
mathematischen  Behandlung  des  Problems  die  Präcession  strenger  durch  die  ganze 
Poteuzreihe  definLrte.  Ebenso  überwiegt,  wie  wir  später  sehen  werden,  in  der  Fourier'- 
schen  Reihe,  welche  die  Nutationserscheinungen  repräsentirt,  ein  Glied,  die  sogenannte 
Nutationsconstante,    alle    folgenden    Glieder.     Wollte    man    dagegen    alle   Glieder    der 
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licihe  für  uio  Pittceintiou  und  NuLikUuii  in  liutraclit  sdoht-n,  »o  wünle  eine  gcoiuulrUche 
\'on*t«-lluiig  nicht  mehr  ru  ernHiglichen  sein. 

Kh.häI  mau  nun  a«  ÖUjIIc  von  Kkliptik  und  Aetjuator  die  auf  dorn  letzterem  »enk- 
lochto  Krd;ixe  selbst  LiiB  Auge,  deren  toUile  Uewegung  also  auch  durch  eine  Iteihc  der 
Form : 

«letiiiirl  »ein  wird,  so  erkewil  man  leicht,  dass,  weun  man  die  Prilccssion  für  sich 
gesoiiilert  in  Hetnu-ht  zieht  \nul  zwar  allein  das  überwiegende  Glied  Oj ,  dass  dann  der 
l'ül  des  Acquat<.>rs  um  den  Pol  der  Kklii>lik  einen  Kreis  mit  constantcr  Geschwindigkeit 
besehreibt.  Bei  dieser  Vorstellung  eines  festen  Kreises  sehen  wir  also  von  der  sehr 
kleinen  störemlen  Einwirkung  <ler  rianelen  auf  die  Krdbahn,  d.  h.  von  der  rriicession 
dunh  die  Planeten,  ab.  Zugleich  schwankt  aber,  wenn  man  die  Nutation  für  sich  ins 
Auge  fasst,  der  Pol  des  Aequators  noch  in  zwei  auf  einander  senkrechten  Uiclitungen 
periodisch  um  seine,  durch  die  Prilcession  gegebene,  jeweilige  mittlere  Lage  (Fig.  32)  derart, 

l'i^'.  s.i. 
Vig.  32. 


ilass  in  circa  l'J  Jahren  von  ihm  eine  kleine  Ellipse  beschrieben  wird,  die  sogenannte 
Xutationsellipse,  die  also  in  Folge  dessen  jeder  Stern  scheinbar  im  Laufe  von 
iwa  19  Jahren  am  Himmel  beschreibt.  Die  Periode  eines  Umlaufes  des  Welljioles  um 
ii-n  Pol  der  Ekliptik,  oder,  weuu  man,  wie  zuvor,  die  Coordbiatenebenen  selbst  ins  Auge 
fassen  will,  die  Periode  eines  totiden  Umlaufes  der  Erdknoten  auf  der  Kkli|itik  hingegen 
ist  grosser  und  beträgt,  wie  schon  erwähnt,  circa  24  500  Jahre. 

Fasst  mau,  der  Wirklichkeit  entsprechend,  diese  beiden,  ilen  Verlauf  in  der  Natur 
-ehr  genähert  wiedergebenden  Bewegungsformen  gemeinsam  ins  Auge,  so  resultirt 
durch  Combinalion  der  cyclischen  und  cllij>lischen  Bewegung  eine  geschlossene  Schlangen- 
linie, welche  der  Weltpol  in  circa  24  500  Jahren  um  den  Pol  der  Ekliptik  an  der 
■  lieinbaren  Ilimmelskugel  beschreibt  (Fig.  33),  wobei  ilie  in  Fig.  33  gerade  gewählte 
Anzidil  von  Ausbieguugen  natürlich  willkürlich  ist. 

Schliesslich  kann  man  noch  nach  Poinsot  das  Gesamintbild  der  Bewegung  der 
Krdaxe  im  Ilaume  auch  dahin  deuten,  dass  die  momentane  I)reha.\e  der  Erde  die  Mautel- 
llächc  eines  kleineren  Kegels  beschreibt,  der  selbst  auf  einem  gi'össeren  Kegel,  dessen 
.Manteltl.lche  durch  die  IIaupttrügheitsa.\e  5  der  Erde  beschrieben  wird,  in  seinem  Innern 
in  schmiegender  Bewegung  rollt,  wobei  die  Oeffnung  des  grossen  Kegels  circa  2  X  23°, 
diejenige  des  kleinen  hingegen  verschwindend  schmal  ist.  Voraussetzung  dieser  ganzen 
üetnichtung,  die  Bewegung  durch  das  Abrollen  eines  beweglichen  Kegels  auf  der 
Innenseite  eines  festen  darzustellen,  ist  jedoch,  wie  ausdrücklich  hervorzuheben,  dass 
man   »ich    auf   das   der  Zeit  direct    jiroportionale    Glied    der    Präcession    d,  t    beschränkt, 

Kllnktrfutt,    Tb»or«tiiche  AitroDoniir.  20 
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jeJoch  mit  Ausschluss  der  Nutation.  Wollte  man  die  Nutationsglieder  hier  mit  in  Be- 
tracht ziehen,  so  würde  jede  genaue  geometrische  Vorstellung  aufhören. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  über  das  Wesen  der  Präcession  und 
Nutation  gehen  wir  zu  ihrer  analytischen  Darstellung  über,  welche  die  in  der  Bahn- 
rechnung gebrauchten  Rechenformeln  ergiebt.  Voraussetzung  ist  dabei  ein  starrer 
Erdkörper.  Für  diesen  ist  das  Problem  bis  jetzt  nur  gelöst.  Freilich  deuten,  wie  erwähnt 
wurde,  die  Untei Buchungen  Darwin's  und  Thomsou's  auf  eine  geringe  Elasticität  der 
Erde  hin,  indem  ja  imter  dieser  Voraussetzung  der  auf  Grund  der  modernen  Beob- 
achtuugsreihen  über  die  Schwankungen  der  Polböhe  zu  430  Tagen  sich  ergebende 
Euler'sche  Cyclus  theoretisch  bestätigt  wird.  Es  ist  daher  nicht  ausgeschlossen,  dass  die 
folgenden  von  Poisson  und  Laplace  gegebenen  Resultate  über  die  Schwankungen  der 
Erdaxe  im  Räume,  die  allgemein  verwendet  werden,  noch  einer  geringen  Modiiicatiou 
fähig  sind.     Im  Grossen  und  Ganzen  genügen  sie  indess  jedenfalls. 

Den    Ausgangspunkt   der  Präcessionstbeorie    bilden    die  Euler'schen  Gleichungen: 

^  g  +    (C  -  B)rq  =  2:  {rjZ  -  ^1)  -  D, 
i?  ^  +   (^  -   C)pr  =  2:  (SS  -  U)    =  C, 

c  ^  -I  (B  -  .1) qp  =  r  an  -  nS)  =  d,. 

Eine  Weiterbehandlung  dieser  Gleichungen  wurde  von  Poisson  durch  Ehiführung  des 
„Potentiales"  der   äusseren  Kräfte  S,  H,  Z  m  die  rechten  Seiten  ermöglicht. 

Der  Beo-riff   des  Potentiales   folgt   unmittelbar   aus   dem  Princip  der  lebendigen 

Kraft.      Dasselbe   besagt,   wie   wii-    in    der   zweiten  Vorlesimg   gesehen  haben,    dass  der 

/»}  c'\ 
Zuwachs  der  lebendigen  Kraft  eiiies  Pimktes  in  der  imendlich  kleinen  Zeit  dt,   d(-^\ 

gleich  ist  der  in  der  Zeit  dt  geleisteten  Elementararbeit  Xdx  +  Ydy  -\-  Zdz.  Allge- 
mein, dass  die  Summe  aller  Zuwüchse,  welche  die  lebendige  Kraft  während  des  ganzen 
Weges  erfährt,  gleich  ist  der  Gcsammtarbeit ,  die  während  der  ganzen  Bewegung 
geleistet  :\\'ird : 

wobei  ülier  den  ganzen  endlichen  Weg  zu  integiiren  ist  und  X,  Y,  Z  Functionen  der 
Coordinaten   sind. 

Es  ist  mm  jedenfalls  möglich,  dass  eine  vierte  Function  der  Coordinaten,  F{x,y,g), 
von  der  Beschaffenheit  existirt,  dass  die  Grösse  Xdx  -\-  Ydy  -j-  Zdz  gerade  das  voll- 
ständige Differential  dieser  Fimction  F  ist.     Dasselbe  ist: 

dF{x,  y,  z)  —  ^  dx   +    x"  '^2/  +   ^-  d^- 
^  '  ■''    -^         dx  oy  CS 

Tritt  dieser  mögliche  Fall  wirklich  ein,  so  ist,  indem  wir  dann  die  Fimction  F  mit  F 
bezeichnen  wollen: 

d  V  =  Xdx  +    Ydy  -f  Zdz. 

Es  sind  dann  also  die  Kraftcomponenten  in  Richtung  der  drei  Coordinaten- 
a.\en  die  partiellen  Ableitungen   der  Function  F  nach   den   drei  Coordinaten: 
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^-  da' 

...   .l.,.^: 

dV  —  j-   dx    \-    —-  dy   +    ^-  dt 
ex  dij  et 

ist.  Müll  iii-iiiil  liur.  iliusoiii  (.iruiiilt'  V  die  „KrHf tef iinction".  AllL'oinc-in  iht,  \\\v 
li-ioht  zu  bowi-isuii,  wuiiii  k  i-iiie  beliebige  Uitihtting  im  Raum  uiul  A'  die  in  dieser 
Kicliimii,'  wirkende  Knifl  ist: 

Wenn  nun  ein  beliebiger  fixer  materieller  Punkt  u  mit  «len  Coordinnten  |,  »;,  5  uiif 
i-iiien  anderen  bewegliehen  materiellen  Punkt  »i  mit  den  (.'oordinaten  x,  y,  g  unil  der 
Entfernung  r  vom  ersteren  Punkte  mit  einer  Kraft  wirkt,  deren  Intensität  bloss  von  r 
abhängt,  jedoch  in  beliebiger  Weise,  /(r),  daim  sind,  wie  wir  in  der  zweiten  Vorlesung 
sahen,  die  C'onii>oneuten  dieser  Kraft  nach  den  drei  Axeu: 

i  =--  f{r)  ^ 

Mass  eine  K  ra  f  i  f  tinction  existirt,  ei>iehl  man  sofort,  wenn  man  den  Ausdruck  der 
Arbeil   bildet: 

A-,/x  4     Yd„  -V  Zdt  =  /(r)  (^-l)^^  +  (y-'^)rfy  +  (^-£)<^^ 

r 
I  >a   nändich: 

r»  =  (x  -  D'   +   (,/  -  riY   -f  (^  -  S)'> 
also: 

(x  —  l)dx  f  (../  —  »;)(/,/  +  (e  —  Vfdz  _^  ^^ 
r 
-  '  ist  die  Arbeit  f{r')dr  ein  vollständiges  Differential.     Denn  es  ist,  weim: 

j/(r)(ir  ^  <iP^»j, 

(/qp(rj  —  f{f)df 
und    mitbin: 

Xilx    \-    Ydy  +  Xde  —  d  (f  (r); 

m  existirt  also  eine   Kiäftefunction: 

V  =  9)(r), 

diri-u  Zuwachs  gleich  ist  der  geleisteten  Arbeit  und  «leren  p.'irtielle  Ableitungen  nach 
den  (."oonlinalen  mithin  die  Kräfte  sind: 


■bei,  ila  1/  und  c  constant  und  bloss  J  variabel : 

rdr  =  (x  —  |)rfx. 
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also  jetzt: 


dr  dr  X  —  I 

dx  dx  r 

ist.     Analog  füi-  die  y  und  e  Coordinate,  so  dass  also: 

z  =  1^  =  /(>■)  ^^:i 

dx  ^  '        r 

In    dem    in    der   Astronomie    in    Betracht   kommenden    Falle    Newtou'ischer    An- 
ziehung ist  die  -sou  Punkt  fi  auf  Punkt  m  geübte  Kraft: 

/^W  = :^^ 

wo  k'  die  Gauss'sche  Constante  mid  f(r)  negativ  ist,  da  /(r),  wie  schon  in  der  zweiten 
Vorlesung  erwähnt,  positiv  gerechnet  wird,  wenn  die  Ki-aft  in  der  Verlängerung 
von  )■  wirkt,  die  Gravitation  als  Anziehung  aber  eine  nach  Punkt  m  hin  gerichtete 
Kraft  ist.  In  diesem  speciellen  Falle  des  Newton'schen  Gravitationsgesetzes 
wu-d  also  diu  Kräf tef  unction: 

,  ,                            idr               k'^m^ 
,jp(,-)   =  _  fc2,„ji  J^   =   H —, 

indem  die  Integrationsconstante ,  da  bloss  die  Ableitungen  von  (p  (r)  eine  Rolle  spielen, 
von  vornherein  Null  gesetzt  werden  kann.     Diese  Grösse: 

F=^ (28) 

ist  es,  welche  man  das  „Potential"   des  Punktes  ft  auf  den  Punkt  m  nemit. 

Im  Falle   von  n  fixen   Massenpunkten  ju„  und    einem    beweglichen   Punkte   m   wird 
das  Potential,  wie  leicht  ersichtlich: 

r  =  k-„,  (.'ii  +  f^  +  . . .  ^  =  V^:!^ (29) 

wobei  die  Klamniergrösse  M  auch  im  engeren  Sinne  als  die  „Po  tentialf  unction " 
bezeichnet  wiixl. 

Die   Kraf tcomponenten ,    d.   h.    die  partiellen  Differentialquotienten   des  Potentiales 
nach  den  drei  Coordinaten  aber  werden  im  Falle  des  Xewton'schen  Gravitationsgesetzes: 


dy                         -^            H 
Z  =r  =  —  k-  m    >  ,  -^ 


(30) 


wobei  an  Stelle  des  Summenzeichens  ein-,  zwei-  oder  dreifache  Integrale  treten,  je  nach- 
dem die  Massen  im  ein-,  zwei-  oder  dreidimensionalen  Gebiete  verlheill  sind,  wenn  sie 
continuirlich  eine  Linie,  eine  Fläche  oder  einen  Körper  erfüllen.  In  der  Potcnlialtheorie 
führt  man  in  diesem  Falle  in  letzteren  Relationen  bezüglich  noch  die  Längen-,  Flächeu- 
und  Volumdichte  ein.  Doch  gehen  wir  hierauf  nicht  weiter  ein,  da  dies  für  das  Fol- 
gende nicht  in  Betracht  kommt. 

Bezeichnen  wir,    im  Hinblick    auf    das  Problem    der  Erda-venbcwegung  im  Räume, 
die  Coordinaten  irgend  eines  Massenpunktes  ,«  des  Erdkörpers  in  Bezug  auf  das  beweg- 


\b7 


lifhu   Uniiiitnx.di.sjiittMii   {, »;,  J   mil  {,  »J,  S,   (liöjuniguu  uiui.it   ilii»«ur«n   MasBunpunkto«  m, 
de«  Muiulos,  mit  {,,  ij,,  {,,  so  wird  zunächst: 


n^'-^/in, 


•2), 


(?,   -  cv 


l>ii'  iTütt,'  (lii^t.r  GluiohuDguu  mit  —  J,  diu  zwoito  mit  ij  multiplicirt   uud   addirt,    folgt: 
l>i.i   Kinfülirung  iKs  l'o  ttiitialua ')    V  =  k^  m  ^  —   aber  urgiobt  sich  aus: 


'■_L 


=  —  it'ni 


:^  ,4  (•?.  - '/). 


^---2^^ 


S) 


nach  MultiiilieatioD  der  uretuu  dieser  Gleichungen  mitf,,  der  zweiten  mit  —  r;,  uud  Addition: 


<'»;. 


?£, 


also   in   tolo: 


^'. 


I. 


^s. 


?f.' 


ov 


"jir  •  •  (31) 


Ks  ncliniuu  boniil  die  Eulor'fchen  Gleichungen  auch  die  folgende  Form  an: 
^  -  +  (C  -  B)  r«  =  „  —  -  ,n  ^ 


^'^^(^ 


C)  pr  =.  I,  —  -  5.  g|- 


C^  +  (^ 


Ä)  aP  =  •?.  g|^ 


(32) 


l> 


er 

Tn  diesen  Gleichungen  hat  l'oissou  an  Stelle  der  rechtwinkligen  C'oordinaten 
»;,,  S,  diu  rolarcoonlinaten  y,  ^,  f  eingeführt,  welche,  wie  im  ersten  Theile  dieses 
C'apitels  gezeigt  worden,  die  Lage  des  beweglichen  Ha  u  ptaxensystemes  |,  >j,  f 
gegen  das  im  Uaumo  feste  System  x,  i/,  «  und  mithin  die  Bewegung  der  Uotations- 
axo  im  Uaumu  bestimmen,  wenn  ihre  I^age  gegen  das  J,  »;,  J-System  bekannt  ist. 
I)a  das  Potential  V  lecliglich  von  der  wechselseitigen  Entfernung  r  der  Erde  und  des 
Mondes  abhängt,  so  wird  es  bloss  eine  Function  der  Mondcoordinaten  5,,  >;,,  J,  sein. 
Kh  wird  daher,  indem  die  Coonlinaten  x„,  y„i  e„  von  q>,  tl;  f  völlig  unabhängig, 
leilungen  nach  (p,  t,  f  also  gleich  Null  sind: 
6V 


ihre  Ab- 


(33) 


öSi  dtp 

8S,  81^' 
ÖF  8S, 

Für  die  neun  partiellen  DifferentiaU|notienton  der  Moudcoordinaton  |,,1J,,S,  nach  den  drei 
Euler'^chen  Winkeln  (f,  4'i  *  ergeben  sich  jetzt  durch  eine  kleine  Hechnung  anf  Grund 
der  Formeln : 


d(p  "  dg,  d<p  ciji  dtp 

dV  _  dV  8g,  8F  8i?, 

8!^'  ~  8|,  8?^  "^  öJj,  8V 

87  ^  ar  81,  82^  8^, 

8f  8|,  8f   "*"  8ij,  dt 


')  t^ezUKlieh  des  I'otentinle»  ver)(lcicbc  niitii  übriKrna  daü  auf  !>.  XXI,  Anm.  1  der  Vor- 
bemcrkuuiicn  zur  ;i.  Au8|;nbc  dos  vorliepomlcii  Werke»  citirto  Buch: 

.iHn  mecbatiJKclio  l'otentinl  imch  Yorlesiinten  von  L.  Holtzmann  bearbeitet  und  die  Theorie 
der  KiKur  der  Krd'v"  I- r-t.i-  thoil.  Mit  137  Tcxtfi({ureii  I  •■«"'<■'  Verlag  von  Johann  Arilin. «in» 
Itarth,  IHOH. 
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f,  =  a|  +  a'rj   -f  a"g  I  =  «  li    +   Mi    +  c  ?, 

7i,  =  ht+  h'ri    +   b"t  r,^a'  ti   +  b'  t,,   +  c'  t, 

?i  =  c|    +  c'rj    +  c"i  ?  =  a"|i   +  h"rii   +  c"?,, 

unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (17)  in  der  ersten  Abtheilung,  folgende  Werthe: 

-j-  =  ari  —  a'  ^  =  {ab'  —  ha')t},   +   (ac'  —  ca')ti  =  t"  >/i    —  6"?, 

d|, 

JJ-  =  —  sm(p{ci,  +   f'j?   +  c"£)  =  —  sw9?Ji 

^  =-  («5   +  a'n   +   a"g)  =  _|^ 

^  =  H  -  !>'!  =  (&«'  -  «b')li   +   («'c'  -  c^')li  =  «"Si  -  C'l, 
'^-^  =  —  coscpic^   ^   c'r]   +  c"g)  =  —  fosy^, 


=  0 

-   c 

c' I  =^  (ca'  —  ac')|i   -f-  (ciy'  —  bc')ri^  =  h"  ^^  —  a"  Vi 

■j-^   ==  sincpiai,   +   a' »?   +   a"  §)   +   coscpQ)^   -\-   h' iq   +   h"  ^)  =r^  Sfw  9)  |i    +   cos<pr}^. 

Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (33)  erhalten 
die  partiellen  Differentialquotienten  des  Potentiales  folgende  Form: 

dtp    -  '''    81,  ^'    drj, 

dV  \,     dr         .      87)  f,      fl-  Ö7) 

c«  l       (^Si  8|ij  ^   i"    8iji  (??,  I 

Führt  man  m  diese  Gleichungen  die  Werthe  der  Drehmomente  Dj,  Dj,  Dj  ein  wie  sie 
durch  die  Gleichungen  (31)  gegeben  sind,  unter  Berücksichtigung  der  Werthe  von  a",b",c". 
wie  sie  durch  die  Gleichungen  (17)  im  ersten  Theile  gegeben  sind,  so  erhält  man: 

cV 

8^  =  ^^ 

87 

7^— -  =  —  si)>  w  sin  f  7),    —  cos  or  sin  f  D-,    -|-   cos  s  D, 

dij)  ^  '  " 

87 

— —  =  sin  (pJJ-2  —  cos  cp  l>i. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgen  aber  die  drei  Drehmomente,  dargestellt  durch  die 
partiellen  Differentialquotienten  des  Potentiales  nach  den  drei  Polarcoordinaten  (p,  V',  £, 
wie  «ir  sie  suchten : 
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sinw    I  dV  dVi  ci 

—       .       ■     [rosf    — —     —     — -;     COS  OO  -^r — 

shit    I  dg)  ött>\  ^   dt 

rostp  I  dV  dV\     ,      .         dV 

,IV 

dtp 

l)if   »iri'iijii'ii   {Irmuli.'li'iohuiigfii    der    Hiit^itioii    i-iiies    KrTpci-s    bui    Kiiiwirkmijj 
Kriiflr    imol»    ili-iii   N e  w  toirsolion    (Irsi-t /.i',    wii'    >if    ik-r   Li'miini;    iK'S  l'riic 
|irol>li'iii8  voll   l'oisson   iiml    Laji!  mi'  /ii  (JniinK'  ;:i'le<,'t  wonlcii ,    sclirfilK-n 
!im-li   wie  fol;;l: 


;  iliiiwürLM- 
e  »Hl  oll  8- 
*icli   >oiiiil 


(    — 

,11 


i    (.1   -    C)j.»-  = 
(/;  -  A)i,q  = 


sinw   (             dV 

-r-^   [cos  S 

SIII  f      [                  C  <p 

?V\ 

cos  op  1           OK 

-r-^  [cos  e 

sin  i    \            ö(p 

dV\ 

(IV 

dip 

'■<">  f 


dV 
et 


dV 
+  sintp  — 


(34) 


Um  ilii'se  Gleiohuugeii  iiitogriren  zu  köDiien,  inüssto  /.iinächst  das  Potential  V  des 
Mondes  auf  die  Erde  als  Function  der  Zeil  entwickelt  sein.  Von  dieser  Entwickelung, 
die  wir  sjiUter  geben  werden,  nehmen  wir  für  den  Augenblick  an,  sie  sei  geleistet, 
(telänge  es  dann,  die  Differentialgleichungen  (34)  zu  integrireu,  so  erhielte  man  p,  q,  r 
als  Functionen  der  Zeit  und  mithin  zunächst  die  Richtungscosinus  der  momentanen 
Drehaxe  der  Erde  mit  den  drei  Hauptträgheitsaxen: 

P 


Vj>»  +  9«  +   r« 


cosß  ■= 


\p'  +  <?»  +  »•» 


■Y  = 


fp* 


+  'i*  +  r» 

somit  die  Heweguiig  der  Kotationsaxe  im  Innern  des  Erdkörpei-s  bei  Einwirkung 
äusserer  Kräfte.  Wie  wir  sehen  werden,  geht  diese  aber  auch  jetzt,  wo  wir  die  Ein- 
wirkung der  Sounen-  und  Mondaiiziehuug  in  Betiacht  ziehen,  fast  genau  so  vor  sich, 
wie  ohne  Rücksicht  auf  ilieselbe,  d.  h.  der  Euler'sche  Cyclus,  den  wii-  zuvor  unter 
Vernachlässigung  ilcr  äusseren  Kräfte  erhalten,  bleibt  auch  jetzt,  trotz  derSoiinen- 
und  Mondanziehung  gewahrt. 

Wäi-e  diese  Integration,  die  p,  g,  r  als /(f)  liefert,    aber  ausgeführt,    so  hätte  man 
immer  noch  p,  q,  r  \u  das  Gleichungssystcm 
dtl> 
dt 
dt 

=   —  pCOStp    -\-    q  Slll  tp 


SIII  t  —j—  r=  —  psintp  —  qcos(p 


(o.-») 


dt 

dw 

— r^  =  r  +  (i)  SIII  <p  -\-  q cos  op)  colq  t 
rit 

ein/.iisctzen  und  dieses  zu  integrireu,  um  tp,  il',  i  als  J\t)  und  somit  die  Bewegung 
der  instantanen  Drehaxe  der  Erde  im  Räume  zu  erhalten.  Da  aber  in  den 
rechten   Seiten    der    Fundamentalgleichungen    (34)    bereits    (p,  ii>,  t    enthalten    sind,    so 
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müsste  mau  diese  noch  schwerer  zu  leistende  Integration  der  Gleichungen  (35)  bereits 
ausgeführt  haben,  um  <p,  xp,  £  in  (:-54)  als  f(t)  eiusetzen  und  die  Integration  von 
(34)  vornehmeu  zu  können.  Diese  Operationen  sind  indess  für  die  Gleichungssysteme 
(34)  und  (35)  allgemein  überhaupt  nicht  ausführbar. 

Für  die  Erde  als  Eotatiousellipsoid  sind  bloss  zwei  Trägheitsmomente  verschieden, 
indem  A  =  B  ist.  In  Folge  dessen  kann  man  die  ^-Axe  ganz  belieliig  wählen,  und 
mithin  kann .  das  Potential  des  Mondes  V  auf  den  symmetiischen  Erdkörper  9  nicht 
enthalten,  d.  h.  es  miiss : 

C(p 

sein.     In  Folge  dessen  wird  «lie  dritte  Gleichiuig  des  Systems  (34)  einfach : 

<'%  =  <>• 

das  Integral  derselben  also  direct: 

r  =  constans. 
Die    Winkelgeschwindigkeit    der    Erde    um    die    Hauptträgheitsaxe    5,     welche    mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  momentane  Drehaxe  z/  fast  völlig  zusammenfällt, 
ist  somit  constant. 

Die  Grundgleichungen  der  Rotation  werden  daher  für  die  Erde  noch  völlig  streng: 


d}}     ^     .      sinq) 

—    /.q 


dt  A  sin  £ 

dq  .      cosq> 


dt  A  sin  £ 

indem : 

C  —  A 


dV 

dt 

coscp 
A 

dV 
de 

dV 

sin  (p 
+      A 

dV 

d£ 

(35a) 


Wenn  nun  V  als  Function  der  Zeit  entwickelt  und  ebenfalls  cp,  J^',  £  als  f(t)  bekannt, 
mithin  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  als  Functionen  der  Zeit  gegeben  wären, 
so  wäre  die  Integration  derselben  durchführbar  mittelst  der  Variation  der  Coustauteu. 
Setzte  mau  nämlich  die  rechten  Seiten  zur  Abkürzung  bezüglich  gleich  n  und  m,  so 
wären  die  Integrale  der  Gleichungen: 


(36) 


dp     1     ] 

777  +  ^^^  =  " 

dq        :  I 

17  -  ^^'  =  '"  I 

falls  die  rechten  Seiten  11  und  jh  gleich  Null  wären,    was    mit    der  Bedingung   identisch 
ist,  dass  keine  äusseren  Kräfte  wirken: 

p  ■=fcosXt  —  q  sinkt  \  ,.-_. 

' ( 3  M 

q  ^=  f  sin Xt  -\-  (jcoslt  \  ^     ' 

wobei  /  und  (j   zwei   willkürliche    Constanten.      Unter    dieser  Annahme    findet   also    der 
Enler'sche  Cyclus  strenge  statt. 

Es  repräsentiren  nun  aber  die  Integralformen  (37)  noch  die  Integrale  der  strengen 
Gleichungen  (36),  in  denen  m  imd  «  nicht  Xull  sind,  falls  mau  nur/  und  g  nicht  als 
Constanteu,  sondern  als  Functionen  der  Zeit  betrachtet.  Um  die  Form  dieser  Functionen 
der  Zeit  zu  bestimmen,  hat  man  zunächst  durch  Differentiation : 
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— i-    Z=r    —    Iq     -f     -r^   COS  A  < 7-    Sllt  1 1 

dt  ^   ^    dt  dt 

■^.■lUii  nlni  <Hc8C  Glficliiuigon  mit  den  r.ii  iiilcgriren<leu  (36)  iileiitUch  sein,  so  nnuw  »ein: 

<'/■         ,,         <'.''  1  ,  , 

-.—  co8<l/  —  —r-  »mit  ^  4-  '• 
dt  dt  ^ 

-f-  sinkt  4-   -r-  cosAt  =  +  m. 
dt  dt 

Dun-li  MuUi|>lioation  dieser  Ausdrücke  mit  rosf.t  und  sinXt,  respcctivc  mit — sinkt  »n>\ 

coi  Xt,    und    Ad<lition    eri;et>in    sich    für  /und  ;/    die    folgenden  Differentialgleichungen, 

IS  .Knen  /  und  </  als  Functionen  der  Zeit  folgen,  wenn  ii  und  m  als  f  (<)  gegeben  sind: 

— —  =  -|-  ncoskt    4-   m  sin  k  t 
dt  ^ 

— -  =  —  n  sin  kt  4-  mcos  k  t. 

dt  ^ 

Die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichungen  (35a)  ist   mithin  gegeben  durch 

lii'    Itelationen: 

j)  ■=  f  cos  kl  —  g  sin  k  t 

q  ■=:  f  sinkt   +   gcoskt, 
in  denen  /  und  g  durch  folgende  xVusdrücke  bestimmt  sind: 
f  =  f^  -\-  {{ncoskt    f   msinkt)dt 
g  ■=  g^    -f   j  ( —  n  sin  kt  -\-  mcoskt)dt, 

tu  diTen  Ausführung  jedoch: 

sin  (p  c  V  cosq)  d  V 

Asins  '(!■  tl>  A  de 

cos  qp  d  V  sintp  ?!  V 

Asin  e  dii>  A  ?  £  ' 

also  nicht  nur   F  al8/(<),  sondern  auch  (p,  ^>  und  £  allgemein  als  Functionen  der  Zeit 
gegeben  sein  müssten,  was  aber  voraussetzt,  dass  das  System; 

dt 
8tn  t  -j-  ■=  —  p  sin  (p  —  q  cos  (p 

de 

—7-  =  —  pcos(p    +    q  sin  cp 
d  t 

dip 


-jj  =  r  -\-  (p  sin  (p    '-  q  cos  (p)  colg  e 


(35) 


bereite  inlegrirt  ist.  Man  steht  hier  also  vor  der  Schwierigkeil,  p  und  q  durch  lute- 
gration  von  System  (35a)  finden  zu  sollen,  während  man,  um  diese  Integration  leisten  zu 
kftnnen,  liereit«  das  System  (35)  integrirt  haben,  d.  h.  (p,  i;  e  als  f(t)  gewonnen  haben 
niüsste,  wozu  ;)  und  q  aber  ihrerseits  wieder  schon  als  /(l)  bekannt  sein  müssten. 

Eine  I^isung  ennöglicht  Poisson  trotzdem  dadurch,  dass  er  zuiiächst  die  erst«n 
beiden  Differentialgleichungen  von  System  (35)  nochmals  differeutirt,  wodurch  sich  die 
Ableitungen  von  p  und  q  und  somit  p  und  q  selbst  ganz  eliminiren.  So  erhält  er  inte- 
.Table  Differentialgleichungen  für  4i   uml   f,  welche  die  säcuhiren   und    periodischen  Be- 

KllDk«rta«>,  ThrortlUrh*   Ailronnmi*.  21 
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wegungen  des  Aequators  auf  der  Ekliptik  bestimmen.  Nach  Ausfühi-ung  dieser  Inte- 
gration aber  wb-d  dami  auch  eiue  solche  der  Gleichungen  (35a)  für  die  Bewegung  der 
Erdaxe  im  Erdinnern  bei  Einfluss  der  Sonnen-  und  Mondanziehimg  möglich,  deren  Er- 
gebniss,  wie  schon  angedeutet,  darin  bestehen  wii-d,  dass  die  äusseren  von  Sonne  und 
Mond  herrühi-enden  Anziehvmgskräfte  den  Eul  er 'sehen  Cyklus  so  gut  wie  gar  nicht 
alterii-en,  so  dass  derselbe  also  trotz  der  Sonnen-  und  Mondanziehung  fast  genau  so  vor 
sich  geht,  wie  wenn  diese  gar  nicht  vorhanden  wäre. 

Wir  behandeln  zunächst  den  erstgenannten  Theil  des  Problems.    Die  Differentiation 
der  beiden  ersten  Gleichungen  von  System  (35)  ergiebt: 


d     /  .        dt\  dt).  da  ,     dw 

It  [""'  7T)  =  --di  '"'"^  --dt''"'  +  -dl 

d     /dB\  dp  ,     dq      .  d  cp  . 


( —  pcosq)  ~\-  q  sin  (p) 


(38) 


Multiplicu-t  mau  jetzt  die  erste,  respective  zweite  Gleichung  von  System  (35  a)  einmal  mit 
—  sin  (p  uud  —  cos  (p,  dann  mit  —  cos  gi  und   -|-  sin  9),  und  addirt  beide  Male,  so  folgt : 

dp     .  dq  .  ,    .       .         ,  1        8F 

r-  sinw ;—  cos  cp  ^  —  Ipcoscp  +  A.q  sin  m  -] — -- . — — 

dt  dt  Äsma   öt^ 

dp  .     dq      .  ,       ■  ,     ,  ,      1    8F 

• j^  cos  (p  -j-  -57-  sin  93  =    A.p  sin  q>  -\-  Iqcostp  -^  —  — — , 

dt  dt  Ä    0  £ 

also  eingesetzt: 

d    /  .        df\  ,     .  ,         ■      \  /''^f     ^     i\    ,         1       rF 

Tt(!^)  =  ^^''"  '^  +  '"''" ^^  &  +0  +  1  ^^ 

oder  mit  Hinblick  auf  System  (35) : 

d    /  .        di>\  _   d£    /d(p     ,     ,\    ,         1        d  V 

IT  V'"" '  JiJ-  JTVdt    ^  V  ^  ÄThTs  dt 

d^e  .       dtp   /d(p     ,     A    ,     1    eF 

_  =  _,,,,  __(^_    +  AJ  +  __. 

Es  ergiebt   nun  aber  die  Coinbiuation    der    dritten  Gleichung   von  System  (35)    mit    der 
ersten: 

dw  dt 

~-  =  a  —  cos  B  ——, 
dt  dt' 

ferner  ist: 

,  C—  Ä  C 

A    = CJ    :=:    — -    O   OJ, 

A  A 


also: 


d  cp    ,     ,  G  dt 


Daher  werden  die  letzten  Gleichungen  auch: 

d     [  .       dt]  C        ds 

——-  Isin  £  — —    ^=  —-  a  — co^  c  —  —  T — 

dt    [           dtl  A         dt                    dt    dt    ^    Asins    et 

d'^E               C  .        dt     ,      .                /dty    ,      l    dV 


dl.       dt]          C        ds  de  dt    ,         1        ?F 

sin  £  — —    ^=  —-  a  — cos  £ 


(39) 


Ki.t 


Au-   lin-cii   l  mit  iniii'^cii,  i 

Imrli   .Multi|>liratioii  <k'r  c'n<ti'ii  mit 
.  -  iiiiil  - -7   ali: 


irciiy  iiiolit   iiilfj^rirliiir  ^iml,  Iciti-i  ni.iii  n.uii  l'in-Niiii 

A  A 

— —  iiiiil    ilfi-  /.weiten  mit     .              «liiect    8uK'lii'    in 

C  w  Cm  jii«  f 


77  "  Cm   «/«  v'"  *    •'</  (-•o      (/*    rf<         Casine  dt 

(/<    ~         t'(aj,(Mf  <n»  Co     \(U  /  CagiiK    d  f  ' 

in  iliesoii  (ilL-icliiingeii    küiincii   nun   aber  die    /.weiten  Glieder   tler    rerlilfu  Seilen : 
Acost    dl   dt  ,      Acust  /di>\^ 

-c^-dT-dT    """^      Cio    \7t)^ 

ila   sie    nur    vei-seliwindend    kleine    IJetriiye    ergeben,    weggelassen    werden.      Da.ss    diese 
•  nieder  äussei-st  klein  sind,  ergiebt  sieh  selion  daraus,  dass  sie  von  der  /.weiten  Ordnung 

.ii  He/.ug  auf  die  kleineu  (irüssen  -;—  und  -j—  sind. 

a  t  dl 


bringen   wir  sie  auf  die  linke  Seite  der  Gleicliungcn: 


dl   ,,  ,  Ad/.        dt\ 

-  »',)  =  - 


,lt 
dt 


A 


d*t 


+ 


Um    ihren    Einflus.s    ab/.nschät/eii, 

_        1 irv 

Ca  sin i  di> 
1        dV 


Ca  sin  £    dB 


wobei : 


Nun  ist  aber 


(0    dt 


dt 

TT 


Ca  sine  dt' 

\V\      =     — —     cos  l    -7- 

'  '  Ca  dt 

,    ,  A  dt 

'"■1=   C^'"''^^   rfF  ="■ 

50" 
einem  Tage   rund  -^^  und  ra  =   2  ff,  also : 

50  1 


'  '         6.365.200000       8  Millionen' 
d.  h.  die  genannten  Glieder  kommen  thatsächlieh  nicht  in  Betracht. 

Hierdurch  fallen  aVier  enonne    mathematische  Schwierigkeiten  weg  und   man  erhält 
1-    Diffcrentialgleichmigcn  für  die  Präccssion  noch  vollständig  genügend  genau: 
dl  A        d    f  .        dt\  1  l_V\ 

C  a  sin  i      dt\ 


dt 

dt 
dt 


Ca 


d    /  .        dt\ 

JtV'"'  jt) 


dU 


+ 


l 


dl 


(40) 


Casiui     dt^  Ca  sine 

Integrirt  man  jetzt  /.wischen  zwei  beliebigen  Gren/.epochen  Id  uiul  /,  wobei  für  to  nume- 
risch gewöhnlich  die  Anfangscjioche  1850  angenommen  wird,  so  werden  die  Integrale 
unserer  (Gleichungen,  indem  f»  imd  to  die  Anfangswerthe  der  Coordinaten  für  die 
Kpochc   1850  Bind: 


et 


i^i.,-\-X- 

J  Ca  sin  i 

t  =  to-.{  ,   '.      —<n  - 

*  J  Casini     Ct 


A    (  .    ^  dt\'' 

c^  V'" '  ttK 

A     /    1       diV> 
Ca  \sin  i    dl  ),^ 


(41) 
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Sein-  wesentlich  ist  es  iiiiii  horvoiziiliebcu,  dass  in  dieseu  Glelcluingeu  ii  und  e 
indess  noch  gar  nicht  die  Bewegung  der  momentanen  Drehaxe  z/  der  Erde  gegen 
d;is  im  Räume  feste  System  x,  j/,  e,  sondern  mu-  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxe  g 
sjesen  x,  y,  s  bestimmen,  da  £  und  t^  ja  die  Lage  des  beweglichen  Hauptaxensystemes 
f,  fj,  5  treffen  das  im  Raimie  feste  System  x,  y,  z  bestimmen. 

Indem  wir  die  momentane  Drehaxe  z/,  die  mit  der  Trägheitsaxe  t,  bis  etwa  auf 
zwei  Zehntel  Secimden  zusammenfällt,  eüif (ihren,  erlangen  wir  den  Vortheil,  dass  dann 
noch  obendrein  die  zweiten  i&lieder  in  den  Differentialgleichungen  (40)  fortfallen,  ANodurch 
man  die  von  Poisson  stammende  Form  der  Präcessious -  xmd  Xntationsgleichuugen 
erhält^,  welche  die  Bewegung  der  instantanen  Drehaxe  der  Erde  im  Räume  vollständig 
genügend  genau  bestimmen. 

Seien  i\)'  und  £'  für  die  Rotatiousaxe  der  Erde  gültig,  so  wie  es  bisher  i^  und  £ 
für  die  Träfheitsaxe  £  wai-en,  und  denken  wir  uns,  wie  fi-üher  bei  Ableitung  der  Euler'- 
scheu  Gleichim^en,  das  feste  System  x,y,2  durch  einen  Kugeloctanteu  repräsentirt,  wobei 
xy  die  Ebene  der  Ekliptik,  und  nehmen  weiter  an,  dass  das  bewegliche  Hauptaxensystem 
I,  V,  ^  der  Erde  durch  einen  zweiten  Kugeloctanteu  gekennzeichnet  ist ,  der  sich  gegen 
den  erstereu  fortwährend  verschiebt,  wobei  der  Schnittpunkt  ^  sehr  nahe  bei  dem 
Schnittpunkt«  z/  der  betreffenden  xVxen  mit  der  Himmelskugel  liegt,  so  hat  man: 

cos{^.x)  =  cös(z/,^)  cos  (Ix)  +  cos(^.r])  cos(rj.x)  +  cos{^,t)  cos{t,x), 
da  aber  nach  der  ersten  Abtheilung: 

cos  (/f,  I)  =^ 

cos(.i/,7j)  = 


]p' 

+ 1^ 
<1 

+  >■■' 

]'p' 

+  g" 

r 

+  r^ 

Vi''  +  <f  +  r' 


ferner 


COS  (I,  x)  =  a 
cos  (»J,  x)  =  h 
cos  (5.  x)  =  c 

cos  (5,  -^)  =  v". 

so  werden  die  Richtuugscosinus  der  instautanen  Drehaxe  mit  dem  im  Raum  festen  System : 

S  cos  {^,  x)  =  a  p   -\-   hq    +   c  »• 

S  cos  (^,  y)  =  (i'p  -\-  h'  q  -\-  c'  r 

Scos{/],  e)  ^=  a"p  -\-  b"»;  +   c"r, 

wobei  zur  Abkürzung  ^  p'^  -\-  q^  -|-  r*  =  S    gesetzt    ist.       In    diese   Ausdrücke    führen 
wir  nun  an  Stelle  der  neun  Richtimgscosimis  a,  a',  .  .  .  c"   wieder  die  drei  Enler'schen 
Winkel  qp.  %'.  £  ein.     Setzt  man  dazu  zur  Abkürzung: 
p  cos  (p  —  q  sin  (f  ^=  3I\ 


(^2) 
p  sin  (p   -\-   q  cos  (p  ^  X 


so  werden  die  beiden  ersten  Gleichimgen  von  System  (35): 

sin  s    -^—  =  —  J\ 
(/  f- 

d  £ 
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Auf  (irtiiitl  tli'i'  Cilfii!liun(;L>ii  (17)  iu  AtttlK-iliing  I  dicHCs  Ca|iiU'lK,  in  wi-lohc  dio  a,  b,  c  .  ,  . 
iliircli  ip,  4r,  t  niiKilriiokt'n,  erhUll  iiinii  jetzt  liui  Einführung  von  M  und  N  nach  t-inur 
klciiK'M  Ki'clitiung: 

up    ■{■  bq   =  Mcosi>  —  Nsintlf  cose   | 

a'p   -\-  b' q  ^^  Msint    \     Xeosil'  cost   ' (4;5) 

a"p  -\-  b"q  =  —  Nsini.  I 

Die  Rii-litunutico^itius    der    Inst aiitaiinxo    jJ   der    Krdc    mit    diMi     in\    Kuunio    fühlen 
Axen  x,  y,  i  aber  werden   auf  (Jrund  der  Gleieliu'njjcn  (17): 
ct)s(^,  x)  :=  —  sin  il''  sin  t' 
cos  {J,  y)  =  cos  4>'  sin  t' 
cos{d,  i)  =  cosi'. 
Somit  erijietit   sii-li  auf  Grund  der  voi-slelienden   Systeme: 

S  sin  tl>'  sin  t'  =  —  M  cos  V»   +    X  sin  ij:  cos  a   +   O)  sin  t  sin  t    l 
Scos4>'  sint'  =  -\-  Msin^l>  -f   2{  cos  il>  cose  +   a  cos  4' sin  i       ■     ■     ■     (14) 
Scost'  =  —  N  sin  £    +   oj  cos  f.  I 

l'm  jetzt  die  momentane  Drebaxe  der  Erde,  <J,  an  Stelle  ihrer  llaujitlräjr- 
lii  it.-axe,  5i  i"  die  voraus^ehenilen  Untersuchungen  wirklich  einzuführen ,  ist  es  Itloss 
iiüthi^,  mit  Hülfe  der  lel/.terhaltenen  Relationen  «/»'undi'  an  Stelle  vou  ?p  und  e  einzuführen. 
Wir  wollen  jedoch  gleich  ^''  —  ii>  und  f'  —  e  in  die  analytische  Entwickelung  einführen, 
weil  dies  sehr  kleine  Winkel  sind,  deren  Sinus  mit  dem  Bogen  vertauschbar  und 
deren  Cosinus  gleich  1  gesetzt  werden  kann,  was  vortheilhaft  ist.  Durch  ilulti- 
plicatiou  der  beiden  ersten  Gleichungen  des  let/.terhaltenen  Systeraes  bezüglich  mit 
cos  ^i>  und  —  sin  V,  sodann  mit  sin  4'  ""tl  fos  ip  "iid  Addition  folgt: 
Ssin{i''  —  i')  sine'  =  —  M  \ 

Scos{rl>'  —  il>)  sine'  =  -\-  Ncoss  +  (o sin  e  J 
woraus: 

''^'^''  -'^'^  =  '^'  -  '^'  =  -  N^se^  a,s.ns' 
Inclcni   :il>cr   mit   Hinblick  auf  die  Gleichungen: 

sin  £    -,--    r—     —    JV 
(i  ( 

(II 

.V  sehr  kli'iii   i>t   L'CL'en   cj,  da  —r-   circa    öO"   pro    Jahr,    die    Wiiikcl<'egchwindi<'koit    der 
•^   ^  '         dt  '  ° 

Knie  w  im  Jahr»!  aber  (365   v   360  X  3600)"  betrügt,  so  wird  kurz,  indem  J\'  und  also 

auch   Ncosi  gegen  oj  zu  vernachlässigen   ist: 

tP'  —  V  = ^-1 (16) 

to  stn  sf  ^ 

Auf  (iniiid   dieser  Gleichung  und  der  beiden  anderen: 

Ssin  t'  =  +   Ncost   -\-  a  sin  s 

Scose'  ^^^  —  XsinB  -\-  mcose, 
die  mau   leicht  aus  (Ij)    erhält,    folgt  durch    passende   Mulliplication    mit    sin  f   und   cost 
ebenfalls: 

Ssi»i(£'  —  f)  =   AT 

Scos{t'  —  i)  =  (0, 
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also: 


to  (a'  —  i)  =  i' 


(47) 


Kennt  man  somit  ip  uud  e,  d.  b.  die  Lage  der  Hauptträgheitsaxe,  so  kann  man  auf 
Grund  dieser  Kenntniss  auch  il>'  und  e',  d.  h.  Lage  der  instantanen  Rotationsaxe 
der  Erde  bestimmen  mittelst  der  Gleichunrren: 


,/,= 


ds 

IT 


dt 
dt 


(48) 


die  allgemein  gültig  sind  für  die  beliebige  Zeit  t.     Setzen  wir-  sie  für  die  Anfangszeit  fp 
an  und  bilden  die  Differenzen,  so  erhält  man: 


^'  —   i'a 


^.+   \     ^ 


tc,  —     sm  E 


a  sin  s  /  („ 
d  i^  \' 


dt 


(49) 


Für   die   Bewegung   der    Trägheitsaxe    ^   der  Erde   hatten    wii'   nun   aber    die  Glei- 
chunaen  gefunden : 


+  J    Casi, 


cV 
sin  B   d  s 


dt 


A     /    1       d£ 

C  w   \sin  s    d 


fo    =  — 


CasinE   dtp 


87   ,,    ,      Ä     (  .       dt\' 


Cco 


dt 


(50) 


Mit  Hinblick  auf  die  beiden  letzten  Systeme  (49)  und  (50)  erhalten  wu-  somit 
für  die  Bewegung  der  instantanen  Drehaxe  im  Räume  folgende  Bewegungs- 
gleichungen in  T^'  imd  £',  die  wir  aber  der  Einfachheit  halber  nunmehr  gleich  als 
solche  in  t/;  und  e  unter  Weglassung  der  Accente  schreiben : 


"^         '^''  "^  J  Crasma    ^B  \asmi     dt)i\      C 

t 

—  (      ^       ^  ^  ^,  _L  Z'*'"*  UV  /^  —  C'\ 

'  "   '"  ~j  Cco  Sine  öl^  '**  +  ^    «      df  A„  V      C      ) 

Da  aber  der  Maximalwerth  der  Grössen: 

1     dB    pcosip  —  q sin  (p 

a    dt  m 

sin  E  dtli  p  sin  (p  +  qcoscp 

a      dt  a>  ' 

der  folgende  ist: 


(51) 
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Vi»*  +  tf* 


=   Slll  j», 


=  O.dO.fiT 


VP*  +  9»  +  r» 

•  lifKfr  nitor  nn^cHichts  iitiHcivr  frülKTfii  l'iiU-rHUoliiiii;;eii  iiicIitN  Aixleri-H  int  iiIh  cliu 
Aiii|>litiiili-    (li's    Kuli'r'si'lu'ii    Cykliis,    ilif    ((",(l7!t    lu-träu'l,    uml    da    ilie    Ali|ilattiiiig    «ler 

Kille    ^i^•|l    /U  : 

ü  —  A 

C 

«Tj^iflit,  Sil  ist  ilu'  (iriisst'iiiliiiu'iisiiiii  ilcr  zwcilcii  (ilifiliT  in  uiisorcii  lol/.lfii  (ilfi<'liiiiiirrii 
im  M:i\iiiiiim  lif/.üirlirli  •,'Kmi-Ii  ()",(1(MI.'i  uml  (>",1)Ü0'2.  Diese  (iiioder  köiim-n  also  Vdll- 
sVäuiliir  Wfj,'i;i'lasseii  wenli-ii.  Die  l''iiiiilamciitalL:lfi<'liim'_'eii  für  die  IJewi-Lriiiit;  ilcr 
iiioiiieiit^iiirii  Dri-hav»'  di-r  Kiijc  im  Kaiiiiu'  (die  allen  Anfiiidermiiri'ii  i;i'iiüi;eii)  «erden 
-iimit  in  ilctinitiver  GesUiil: 


lliie    Inte;:ral< 


dB     _ 

,1t  ~ 


t  =  U;, 


f    =    fo 


C  ta  sin  e 

di 

1 

dV 

( '  (0  sin  { 

et 

1 

cV 

Ca  sin  £ 

da 

•         1 

dv 

Casitif  crl-' 


(.V2) 


(5:|) 


dV 

aller    sind    voUstiincli"    answertliViar,    ila     die     Differentialiiuntienten     des    Potentiales  ^r — 

dt 

lind   ,    wie    wir    zum   Schlüsse    noch    zu    zeitfen    haben,    als    Functionen    der    Zeit    dar- 

Cl 

stellhar  sind. 

Khe   wir  diese  EiitwickeluniT,   die    iinsere   l'ntersnchuni^en    ülier  ilie   Bewegung  der 

Kotiitiiinsaxe  der   Krde  im   Kaum  alischliesst,   geben,   ziehen    wir  ein  kurzes  Uesunie.    Es 

FiR.  34. 


Süden. 


Iie!«tanil  unsere  Aufgabe  darin,  die  Bewegung  der  augonblickliehen  Dreliaxe  der  Erde 
in  Ik'zug  auf  ein  festes  Coordinatensvsteni  zu  entwickeln.  Als  Gnindehone  des- 
selben wählten  wir  die  augenblickliche  Erdbahnebene  (Ekli|itik)  von  IS.'iO,!).  Zunächst 
erhiellen   wir  dinch  Einführung  eines   beweglichen   Hau|>taxensystenis  f.  »J.  5   nur  Formeln, 


IfiS 


woklie  ilio  Bewegung  der  Ilauptträgheitsaxc  £;  des  Enlköipers  defiuirten.  Durch 
Einführuuij  der  Richtung  der  momentanen  Drehaxe  wurden  diese  Formchi  einfacher, 

Q j^ 

indem  wc<'en  des  Factors ,  wie  wh'  sahen,  sjcwisse  Glieder  so  klein  wurden,  dass 

o  C  "- 

sie  vernachlässigt  werden  konnten.  Nennen  wir  dann  Aequator  diejenige  Ebene,  die 
auf  der  instantanen  Drehaxe  der  Erde  senki'echt  steht,  t^-  den  Knoten  und  £  die 
Nei<^ung  des  Aequators  gegen  die  feste  Ebene  der  Ekliptik  von  1850,0.  so  gelten  die 
Poisson'schen  Gleichungen  (53)  so  gut  wie  vollkommen  streng. 

In  ihnen  repräsentirt  V  das  Potential  der  Sonnen-  und  Moudauziehung.  Die 
An/.iehunir     der   Planeten    kann    vernachlässigt    werden    und    dies    geschieht    bei    dieser 

Entwiekelung  thatsächlich.  3Ian  kann  nun  V  auf  (4rund 
der  ilondtheorie,  und  da  Xäherungswerthe  vou  rp  und  e 
bekannt  sind,  ent\\'ickeln  und  damit  ip  und  s  selbst. 
Die  sorgfältigsten  und  umfassendsten  numerischen 
Entwickelungen,  die  in  dieser  Beziehung  bisher  durch- 
geführt worden  sind,  sind  die  von  Oppolzer  gege- 
benen. Der  Umfang  und  die  Genauigkeitsgrenze  dieser 
Entwickelungen  geht  indess  über  die  durch  die  Praxis 
gesteckten  Anforderungen  und  Grenzen  weit  hinaus.  Wu- 
wollen  nur  die  ersten  Glieder  entwickeln,  was  für  die 
principielle  Seite  des  Problems  ausreicht  und  verhältniss- 
mässig  einfach  geschehen  kann,  imd  die  numerischen 
Entwickelungen  nur  insoweit  geben,  als  sie  in  der 
Praxis  der  Bahnrechnung  wirklich  gebi-aucht  werden. 
Von  vornherein  mnss  man  aber  in  den  Entwicke- 
lungen die  grössten  Mondglieder,  so  die  schnelle  Be- 
wegung der  Mondknoten  berücksichtigen.  Thut  mau 
dies,  so  zeigt  sich,  dass  in  der  ersten  Näherung  in  s 
keine  säcularen  (mit  /  mnltipHcii-ten)  Glieder  auftreten, 
sondern  nur  in  ii>.  Wie  bereits  zu  Anfang  erwähnt, 
nennt  mau  diese  säcularen  Glieder  Präcession,  die 
periodischen  aber  Xutation,  und  da  dieselben  nm-  von  der  Anziehimg  der  Sonne 
und  des  Mondes  herrühren,  so  setzt  man  eben,  um  dies  zu  bezeichnen,  _Luui- Solar" 
davor.  Es  giebt  also  in  erster  Näherung  keine  Luni-Solar-Präcession  iu  Schiefe, 
sondern  nur  eine  solche  in  Länge,  dagegen  eine  Luni-Solar-Nutation  iu  Länge  und 
eine  ebensolche'  in  Schiefe.  Bei  der  zweiten  Näheruug  [cf.  Formeln  (69)]  tritt  jedoch 
auch  eine  Präcession  iu  Schiefe,  freilich  vou  verschwindend  kleinem  Betrag,  auf. 

Hinsichtlich  der  geometi-ischen  Darstellung  beschreibt,  wie  schon  erwähnt,  die 
iustantane  Drehaxe  z/  einen  Kegel  um  den  Pol  der  festen  Ekliptik  E-^  (Präcession). 
Auf  dem  Mantel  Oz/'  dieses  Kegels  roUt  ohne  Reibimg  ein  kleinerer  Kegel  0  zJ  N 
(cf.  Fig.  35).  Dadurch  beschi-eibt  zJ,  welches  auf  der  Mantelfläche  dieses  kleinen 
Kegels  liegt,  am  Himmel  eine  Schlangenlinie.  Dieser  kleine  Kegel  ist  iu  erster 
Annäherung,  wenn  man  nur  das  erste  Glied  der  Nutation  mitnimmt,  ein  elliptischer. 
Nimmt  mau  hingegen  die  weiteren  Glieder  mit,  so  ändert  dieser  kleine  Kegel 
seine  Gestalt  und  der  Vorgang  ist  nicht  melii-  so  einfach  geometrisch  darzustellen.  Das 
ist  die  Theorie  der  Rotation  der  Erdaxc. 

Die  sphärische  Astronomie  aber  hat  mit  dem  wahren  Aequiuoctium  zu  rechnen. 
Die  Erdbahn  wird  nun  durch  die  Anziehung  der  Planeten  säcular  und  periodisch  iu 
ihrer   Lage    verändert.     Diese   Veränderung   giebt    die  Sonuentheorie  (z.  B.  Leverrier) 


Kit)     -  - 

und  aus  ihr  iiiiik»  hIko  ilie  I^^e  der  Ki-d)iuhii  i'iitiiuiiuiivii  werden,  wubei  iiiaii  aber  um 
die  Hilciiliiren  Veräiulenmgon  heriU-knieliligt,  woruiif  wir  r.»  Anfang  von  Al>theilung  III 
dieses  t'u|>iuls  nirüokkoninien.  Hierdurch  wird  er»t  der  Hegriff  „PräccBsion 
durch  dio  I'Ianeteii''  eingeführt,  der  mit  der  Theorie  der  Uotation  der 
niuinentnnen  Drehaxe  der  Knie  »n  »ich  nichts  zu  thun  hat. 

L'u)    unsere  tlieoretischeu    Untersuchungen    zunt   Alisciduss    zu    bringen,    liabeu  wir 

dil>  Je 

iiussendo  Keihcnenlwickehingen  für  die  Dlffercntiahiuotienten  -;—  und  -;- ,  wie  sie 
'  dt  il  t 

durch    die  I'oisson'suhen  Gleiuliungen   (63)    definirt   siml,    aufzustellen   uuil    dazu    uiuss 

da»  IVtiiitial  der  Sonnen-  und  Moudanziehung: 


V  —  fc'  w 


2? 


auf  die  Knk-,  und  >eine  beiden  in  den  roisBoirschen  Gleichungen  aiiftrcleuden  Deri- 
virlen,  nach  der  Zeit  entwickelt  werden.  Sei  r"  dio  Entfernung  des  äusseren  Puuktes 
m  mit  den  Coordinalen  J,,  »j,,  Jn  r'  diejenige  des  belielngen  l'unktes  (i.  des  Erdkörpers 
vom  Ursprung,  mit  den  C'nordinaten  |,  »;,  J,  schliesslich  r  die  gegenseitige  Entfernung 
beider   l'unkle,  so   ist  ja: 

ri  =  r"«  +  r'«-2(||,  +  »/ 'h    +  ?S,) 
...Ur: 

»•'  ^  ^"'  [i  -  ii  (II.  +  nn.  +  U,)  +  ^J, 

mithin: 

1  1   r  2  r'- 1  -  ■'« 

r  1  .  1  .         . 

Indem    nun  — ,  für  den  Mond  etwa  --,  füi'  die  Sonne  hingegen   gar  nur  .^.w.^  circa  ist, 

so    reicht   es  selbst   für   tlie    schärfsten  Rechnungen    vollständig  aus,    wenn   wir   bei   der 

Entwiekelunir  von  -r,  —  indem  sieh    in  bekannter  Weise  für    I'  eine  P^ntwiekelung  nach 
o  r 

Kugelfunctionen    ergiebt  —   bloss    bis    zu    Gliedern    zweiter    Ordnung    incl.   gehen.      Es 

wird  somit: 

\^^.[\  +  ^^  ai,   '^ »?.  +  55.)  -  .}  'yr,^\^,  (II,  +  '?  >;.   '-  550^} 

Da  aber  die  Entfernung  „Erdcentrum  —  Mondceutrum"  ganz  unabhängig  davon  ist,  wel- 
chen aller  unendlich  vielen  Punkte  des  Erdkörpers  man  ins  Auge  f:tsst,  so  winl  das 
Potential : 

'■     -  'r"  ^  ."  [»  +  ^  (II.  +  »;•?.  +  55.)  -  ^C^,  +    2  7^  <^''-    +  '''''■1.  .  ^54) 

+  5^;^  I-  211,  nn.  +  •••)!' 


Weil  |,  i(,  l  llauptträgheit8a.\en,  also  entsprechend  den  in  Abtheilung  I.  dieses  Capitels 
abgeleiteten  allgemeinen  Kelationeii  .\,B,L'  llauptträgheilsmom.  nte  sind,  und  folglich 
nach  dem  Früheren: 

2,'m  (V»  -I    6»)  ^  ^1| 
i-,„(S*  +  I«)  =  jA 

i»'(l'  +  »?')  =  c| 

Klinker fucf,  Ihrortüicli«   A*tronomle  22 
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C  +  B  —  A 


1-m  g=  = 


ist,  und  mitbiu: 


2^m  |?j  =  0 
2:»»  rjt  =  0 

^mt^   =  0 


Zmr's  = 


2 

A+C- 

-B 

2 

5  +  ^- 

-C 

2 

erpunkt  gehe 

iidc 

Ax 

Em 

1 

=  0 

Um 

»? 

=  0 

Em 

s 

=  0 

A  ■}-  B 

+  c 

wird,  so  resultirt  bei  Einführung  der  Ilauptträgheitsmomeuto  für  das  Potential  folgender 
allgemeine  Ausdruck: 

C  +  B  —  A] 


.  =  -.,  +  -[-!(.  +  . +  c)  +  ^{l/ 


+  n{ 


,  A  +  C 


1    JL.    .0-6    +    ^ 


3 


(55) 


Für   die   Erde,   für   die   als   Rotationsellipsoid   zwei   Hauptträgheitsniomente   gleich   sind 
{A  =  B),  wird  das  Potential  indess  einfacher: 


y^'f^E.  +  'p^  [i  -L  j(|.  +  ,.)  c  +  £fC2^  -  C)}  -1{-2A+  C)]    (56) 


oder; 


V  = 


UmE^i        li^m     2J.+  C         3   ^-m 


+ 


4   r"'' 


[r'2C+  2?i^(^-  C)] 


Die  ersten  beiden  Glieder  hängen  nicht  vom  Coordinatensystem  ab.     Da  nun  nur 

dT  dV 

r —  und  — —  gesucht  werden,   und   die  Entfernung  Mittelpunkt  „Mond — Erde"    von    den 

Winkeln  ip  und  £  ganz  unabhängig    ist,   d.  h.    da  i^  nnd  e  die  Grösse  r"  gar  nicht  ent- 
halten, so  können  wir  vom  ersten  Gliedc  in: 


y  =  fin  +  l^iA 


C)l{ 


bei  Aufstellung  der  Differentiakiuotienten  -^  und  — —  in  den  rechten  Seiten  derPoisson'- 


Fig.  36, 


sehen  Gleichungen  ganz  ab- 
sehen und  für  das  folgende 
also  einfach: 

setzen. 

Indem  nun  bei  Einführung 
der  geocentrischen  Länge  ?  und 
Breite  h  des  Mondes,  welche 
auf  dieselbe  Fundamentalebene 
wie    ii)    und    £,    also    auf    die 


feste  Ekliptik  Jan.  1850,0  zu  beziehen  sind  (Fig.  36): 

I  =  )■''  cos h  cos I,  ij  =  >■"  cos h  sin  /,  5  =  '"  sin  1 

ist,  so  folgt,  da  nach  den  allgemeinen  Formeln  (17)  von  Abtheilung  I: 

5i  =  c|  -1-  c'r]  -\-  c''i.  ^  —  sin  il>  sins^  -f-  cosip  sin  ei]  -\-  coss^ 
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,!,  rui  :,  .In  w.iih: 

f,   rT=  r"  ffos  b  siii  t  sin  (I —  i)  -f  sin  h  cos  t]. 
I)an   l'iitoiilial  wird  somit: 


3   k*m  .  , 

\   —  -~  {A-C)[cosl. 


•  Ut  wenn  man  /.ur  Abküreung: 


8*'m  C—A 


ml/         li'  I     I     SIII  iß  roa  f  ]' 


=  Q 


ci  > 


Ttit,    \N.«   (^  i'oiistaiit    ist,    wenn    man   iUmi   mittlonii    Itailiiis  veoUir  dor  Moiiillialiii   r"  al» 
onstaiii   liitiaclitcL,  so  la<ilrt   der  Autolnnk  für  tla.s   rolontiul  in  ciiil>;iiltigcr  Form: 


V  =rT  —  —  Ca  Q[cosb  sin  t  »iii(l  —  li')  -{-  sinb  cosi]' 


(58) 


l>ttlur    tTgebeu    sich   durch    Differentiation    für  diu    rechten  Seiten    der   Poisson'schen 

<  ileicliungeii  folgende   Werthe: 

, -  -.—  TT —  =-  U  \cos  b  sin  B  sin  (I  —  i')   -t-  sin  b  cos  f  1  cos  b  cos Cl  —  il>) 

<  a  stnt  di>  '■  ^  ' 

: —  -^r—  =  —  O \cos b sin t sin (/ — 1^>) 4- sin b cos t1  \cos b  cofg s  sinÜ  —  i/)  —  sin b 

lu  $int  dl  ^"^  V        »/T"  J  L  J  \  I 


(50) 


Diese  Ausdrücke  liat  man   nun  einmal  für  die  Sonne  unter  Einführung  von  Länge, 
r.reiN'   und   Kadiu.t   vector  der  Sonne: 

-'»dann   durch  Kinführung  derselben  Grössen  für  den   Mond: 

/<!  ^(l  Td 

i\\    bilden,    inden»    man    für   Länge,    Breite    und    Radius    vector    die    Werthe    aus    den 
l.cverrier'schen    Sounentafeln    und    den    llansen'schen    Mondtafelu    als  /(<)    entnimmt 

lud   in   letztere  Gleichungen    einsetzt.     Ebenso  ist  Q   mit  Hülfe    dieser  Tafeln    leicht  als 
l-'iii>clion  der  Zeit  zu    entwickeln.     Betrachtet  man  dabei    die   Breite,   die  für  die  Sonne 

lirect  gleich  Null  ist,  höchstens  einige  Secunden   beträgt,  und  für  den  Mond,  wenn  auch 
nicht  ilirecl  Null,  so  doch  gering  ist,  als  so  klein,  dass  man  setzen  kann: 

sin b  ^=  igb  ■=  b 
cosb   ■=   \ 
sin  6=  =  0, 
wiu«  schon  eine  sehr  starke   .\iniähcrung  ergiebt,  so   wird: 

- —  =         i>\—  sin  i  sin  2  (l  —  V')  +  sin  b  cos  t  cos(1       i') 

■  q   cos  t  sin  {I  —  i<)'  +  sin  b : sin  (/  —  1^')    • 


1         8V 

Ca  amE  di 

I»a  aber  nach  Fig.  36 
ist,  oder  weil: 

auch : 


tgb  —  liji  sin(l  -i'; 

tgb  =^  sin  b 
sin  h  -r^  Ig  i  sin  (I  —  P) 


ist,  so  werden  die  rechten  Seit^-n  der  l'oisson'schen  Gleichimgen  auch: 
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- —  r=  —  q\  sin  s  sin  2  (/  —  tp)  +  fg  '  cos  s  sin (21  —  Q,  —  ip) 

C  a  sin  a  d4>         2      L 

■ —  tgi  cos  s  sin  {Si  —  rpj] 

^         dV  1    _r  /07        ,^  ■      •     •     (60) 

; — —  =  —  —   0     CüS  £  —  COS£  COS  (21  —  i!)  "•      ■' 

Cm  sins  OB  2       [_ 

-\ 1(1 1  cos  (So  —  t^) : tg  i  cos  (2 1  —  6i  —  1^) 

ßetraclitet  man  nun  Q  als  constant,  was  jedoch  nur  in  erster  Näherung  richtig  ist,  wenn 
mau  die  INIoudbahu  nicht  als  elliptisch,  soudern  als  Kreisbahn  ansieht,  so  treten  in  Jp 
bloss  säculare  Glieder  auf  und  man  erhält: 

dil'  1    ^ 

y^  ~  —  2"  Qocosso, 

indem  uäherungsweise  auch  s  =  s„,  da  sich  auch  die  Schiefe  der  Ekliptik  wenig  ändert; 

integrii't  folgt  also: 

t  =  rpo   +    C,t. 

In  E  hingegen  treten  bei    diesen  Vernachlässigungen  nur  periodische  Glieder  auf,  gar 

kein  constanter  Theil,  es  ist: 

'11  =  0 

dt 

d.  h.  die  Schiefe  der  Ekliptik  bleibt  bezüglich  säcularer  Glieder  constant  bis  auf  Glieder 
höherer  Ordnung.  Fühlt  man  hingegen  die  Rechnung  mit  allen  Näherungen  dm-ch,  so 
hat  man  Q  als  mit  der  Zeit  veränderlich  zu  betrachten  und  dann  treten  in  i>  sowohl 
säculare  wie  periodische  Glieder  auf;  man  erhält  die  ganze  zu  Anfang  erwähnte  Reihe, 
die  sich  aus  einer  Potenzreihe  der  Zeit  plus  einer  Fourrier'schen  Reihe  zusammensetzt: 

rl>  =  t,  +  c,t  +  r.Ji  -ir  ■■■  +  ^a  cos{iO+  i  C), 
wobei  der  erste  Theil  die  Lunisolarpräcession  in  Länge,  der  zweite  die  Luniso- 
larnutation  in  Länge  repräseutu-t  und  sich  in  der  Rechnung,  wie  wh-  sehen  werden, 
t  additiv  zusammensetzt  aus  xIjq  und  ipd',  Cj ,  die  schon  erwähnte  Präcessions- 
constante,  stellt  das  Hauptglied  dar.  Ebenso  setzt  sich  e  zusammen  aus  Sq  und  fg 
und  man  bezeichnet  wieder  das  grösste  in  £  auftretende  Glied  als  die  Constante  der 
Nutation.  Es  existirt  also  in  erster  Näherung  nur  eine  Lunisolarnutation  in  Schiefe, 
aber  keine  Lunisolarpräcession  in  Schiefe  [cf.  Formebi  (68)  und  (69)]. 

Wir-  berechnen  zunächst  die  von  der  Sonnenwirkung  herrühi'enden  Glieder  für  ein 
constaates   Q,  d.  h.  bei  Vernachlässigung  der  Excentricität,  setzen  also  r  ^  a,  d.  h. 

2    ^  2  a^co       C 

Da  die  Bewegung  in  der  Kreisbahn  gleichförmig,  so  ist  die  Sonnenlänge  ?o  dargestellt 
durch  eine  lineare  Function  der  Zeit: 

'o  =  'o  +  "O'' 
wo  «o  '^^^  mittlere  tägliche  Bewegung  der  Sonne  und  1q   der  Anfangswerth  von  ?q  zur 
Zeit  to   ist.     Die   Neigung   i   für  die    Sonne,   d.  h.    die   Neigung   ihrer   augenblicklichen 
EkUptik  gegen  die  vom  Jahre  1850,  ist  so  klein,  dass  man  ganz  von  ihr  absehen  kann. 
Somit  ergiebt  sich  für  die  Sonnenwirkung : 

(^l^j  =  _  1  Q'S  [coss-cose  co3(2  l'S  +  2nQt-2  t)] 


—    I7:i 


■  i.r. 


(Gl) 


Ms  rräcesHion    und    Niitatioii    in    LHiifio,    wie    nie    durch    die  Souüc   alleiu   hervor- 
^.brnoht  wird,  folgt  also  durch  Integration: 

{t)Q  =r  const.  —  l  9g'  rose  X  <  +  f^  cost  ain2lQ     .     .         .     (ti2) 

l>if  XiitiUioii   in   Si-liiffi-   wird: 

Für  den   Molul   ist: 

h    =  ?*«    +  "(t ' 
Mul: 

A  =  ftj  -    a/. 

wii  «  ^  19',342/  (^^  in  Jaluin).     In  Folge  dessen  wird  dtr  .Mondantlieil  an  der  Präcession 
und  Nulation,  indem  ilie  Mmidknoten    in    circa  18  Jahren    von  0  bis  360"  wechseln: 

/di>\                1    ,(o)r                             Ol      I   .    .cosf»  — sin«»        ^ 
(  — ^  )    =r 7  Qa   \<^osf  —  cos  f  cos 2  h  +  tgt  : cos  *- 


.  COSB''  —  JMM£'  .  (-,,"1 

'^'—lar, —  cos(2/<j_^)j 


(^)  -  -  ^  <?'a'  *■'"«  f  *•■"  2  'd  -  -^  <?*(i'  'i/  '■  fos  ^  S'"  (2  ?(I  -  ß) 


(63) 


w..b.i 
ist 


+  "i^  ^a   ^9 '  <^os  s  sin  Si 

i  =  öoS'.S 
Da,  wenn   P   an  Stelle  von  /  Variable  und  ft  =  Slo  -  «'i  »'=^0  (i  Q  —  —  «<Z',  soniii: 

I    uiild/  = 1  cos^idil  =  —  — — '■  und   l  cosSidl  = (a/ii^i—  ii/ioci,), 

J  «  J  «  J  " 

b 

so    folgt   durch    Integration,   bei   der  man    sogai-   die   starke  Mondknotenbewegung   ver- 
nachlästiigen  kann : 


{il>)fl   =r  const.  —  ^   Q%^  cos  £  X  <  +  ■—-  cos  t  sin  2  7(j 


11 
4»^ 


O'ff  cosf' — sint»   .    -    ,     Q'^'      .cos  i»— sin  t^   ....  ^^^ 

2x  190,342  sinf  4n(j  sine 


_  Q%\   ■ 


Q7 


{J  £)(t   ==    ^'^    sin  B  cos  21(1+  A        '9 '  «^ö«  *  «""s  (2 '«  —  ^) 
4  II  (j  4  n  (j 

+  2^l5^342'^•■^''"''"^ 
woliei  in  <len  Nennern  «  gegen  ii  vernachlässigt  ist: 


(64) 


Da«  Glied: 


:ii(j  -\-  « 


inj. 


Q^^'  .  _  ('J",2231  (nach  Peters)) 

2  -  19»342  '"'  '■'"*  *''"'"    "     19",23G5  (nach   Nyr<5n)) 


(65) 
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ist  die  „Coiistaute  der  Xutatiou",  auf  deren  geometrische  Bedeutung  wir  Lei  An- 
führung der  separaten  Werthe  der  Kutation  in  Lcänge  und  in  Schiefe  in  ALtheihing  III 
dieses  Capitels  nochmals  zurückkommen  werden. 

Da  nun  bei  Einführung  der  einzelnen  Zahlcnwcrthe  und  bei  Annahme  des  Werlhes 
für  die  Abplattung: 

^  ~  ^  =  0,00326 

^g   sich  für  den  Mond  zu: 

lg  q'^  =  1,8779 
ergiebt  und  da  in  einem  Tage: 

))(j  =  lo'',177 

ist,    so    findet  man  durch  eine    leichte  Rechnung  aus  letzteren  Gleichungen  numerisch: 
(i/;)g    =  —  34",63<  +  0",20  s»i2/(j  +  17",29  sin  Po  +  0",03  sin(2\—  Sl)\ 
(z/a)(j=  9",24  cosQ>  +  0",08  cos2?(j  +  0",01  cos(2  7(j  — ß)  J    ^^^^ 

l"ra  noch  i/'g  und  (zl s)q  numerisch  zu  erhalten,  hat  man  zunächst  das  unbekannte 
Qq  zu  bestimmen.     Dazu  bestimmt  man  zunächst  die  gesammte  Präcession: 

empirisch  durch  Beobachtung  der  Fixsterne  und  Bestimmung  von  deren  Länoren. 
Hierauf  kann  man  das  säculare  Glied  der  Präcession,  die  Präcessiousconstante,  be- 
stimmen.    So  ergiebt  sich  aus  Sternörtern  .allgemein: 

t  =  —  50",37<. 
Da  aber  für  den  Mond  ip  bestimmt  wurde  zu: 

{f)^  =  —  34",63f, 
so  bleibt  in  ip  für  die  Sonne; 

Wg=  -  15",74/. 
Auf  Grund  hiervon   findet  sich: 

Jfl  q'§  =  1,.Ö355 
und   die    Gesammtpräcession    und  Xutation    für    die   Sonne    in    Länge  nud    Schiefe    wird 
mithin  numerisch: 

(t);^    =  —  15",74?  +  1",25  siii2lQ 
{Js)q=  -\-     0",54  fö.?  2  7-^. 

Als  Z.ahlenwerthe  für  die  Gesammtpräcession  und  Xutation  in  Länge  und 
Schiefe,  die  schon  eine  praktisch  gute  X^äherung  darstellen,  erhält  man  somit  für  das 
Jahr  1850,0  (indem  man  Glieder  ■<  0",05  fortlässt): 

U.'  =  {i')Q  -f  (t/))(j  =  —  50",37  i  -{-  17",29  sin  9>  +  0",20  sin  21  (^  +  1",25  sin  2  /g  +  ■  •  ■) 
^e=  (z/£)o  4-  (z/£)(j  =  9",24  cosSi  +  0",08  cos  21^  +  0",54  cos  2  7g  I 

Setzt  man  nicht,  wie  es  im  Vorhergehenden  zur  Vereinfachung  geschehen   ist, 
tg  1)  =  sin  b  =  h 
rosT)  =  1 

und  vernachlässigt  tg  i-  nicht,  so  erhält  man  nach  Peters  als  numerische  Werthe,  in 
denen  auch  auf  die  Lagenverschiebuug  der  Ekliptik  im  Räume  in  Folge  der  Säcular- 
störungen,  d.  h.  auf  die  Präcessiou  durch  die  Planeten  Rücksicht  genommen  ist,  von 
der  im  Vorhergehenden  abgesehen  wurde,  die  folgenden,  in  der  Praxis  genügend  genau 
zu  Grunde  zu  legenden  Ausdrücke: 
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+  l'V24  s»»i2/o  —  0",21  sin  21  ii  \ 

r     -  J)",2-l  cos  ß  +  0",0y  cos  2  ?(t   -f  0",56m»  2 /q        I  '     l     ) 

-- ü",09  cos  2  ß,  I 

woliii  f    in    Jiiliiiiiisoheu  Jahren  gerechnet  ist,    iiml    ein    Jui.   .I:ihr    l.ikanMilirii    ..i.;(,25 
mittlere  Sonneiiliiije   lietrilj^t. 

Uiut  Kesultiit  «ler  /.weiten  Näherung  ist  nach  Oppolzer,  weini  man  alle  <>ii«.i<i. 
.lie  kleiner  als  ü",Ol  sind,  weglÄsst,  für  die  Epoche   185(t,0: 
c  —  r.(l",37ü3<— 0",U0010888<« 

—   1 7",274  sin  Q  +  0",209  sin  251  +  0",068  sin  ([  +  »}",<)  1 1  aiii  (([  +  2  w  f  2  ,Q, ) 
-f     Ü",015sm((r  — 2© +2(0  — 2(0') 

l»",2l>t  sin  ( 2  ([  +  2  (0  f  2  fl, )  —  ü",026  sin  (3  ([  +  2  o  +  2  ft ) 
0",(  134  sin  (2([  +  2w+ü)  +  0",01 2  sin  (2  Q  +  2  oa' -\-  Sl) 

0",r27s..i  O  —  l",2r.3sin(20  -f  2a'  +  2 Ji)  —  0",049 sin (3©  -\-  2a'  -f  20,)     ((i'J) 
(t",021siH(©  -f  2«a'  +  2  ft) 
/         f„  ■■-   0",000007  13  «> 

'.i",2  3t;  cos  ^i  —  0",090  cos  2  fl  +  0",089  cos  (2  ([  +  2ej  -f  2  Q,) 
:    «•",one»s(3C  +  2o  -I-  2  ft)  +  0",018cos(2([  +  2ca  +   ft) 
+   0",548  cos (2  0  +  2  w'  -f  2  ft)  +  0",021  cos(3  ©  +  2  w'  +  2  ,Q) 
In  diesen  Formeln  bedeutet: 

(J:    die  mittlere  Anomalie  des  Mondes, 
©:    die  mittlere  Anomalie  der  Sonne, 
ii :    die  liäuge  des  aufsteigenden  Moudknotens, 

w:    den  Abstand  des  Mondperigäums  vom  aufsteigenden  !Mondknoten, 
w':    den  Abstand  des  Sonnenperigäums  vom  aufsteigenden  Mondknoteu, 
I:    die  seit   1850,0  verflossene  Zeil  iu  Einheiten  des  julianischen  Jahrhunderts. 

Die  Theorie  der  l'räcession  und  Nutation  ist  durch  das  Vorhergehende  im  l'rin- 
ipe  erschöpft.  Es  erübrigt  zum  Schluss  n»n-  noch,  die  auf  S.  162  dieser  Abtheilnng 
iiifgeworfene  Frage  nach  der  Bewegimg  der  Erdaxe  im  Erdinnern  unter  Einwirkung 
l.r  Sonnen-  und  Mondan/.iehung  zu  erledigen,  indem  die  Berechtigung  der  vorstehenden 
U.lrachtungsweise,  welche  von  der  Erda.\enbewegung  Lm  Inneren  gänzlich  absieht,  die- 
-.  Ibe  vielmehr  allein  im  Kaume  verfolgt,  erst  dadurch  evident  wird,  dass  mau  sieht,  dass 
iie  äusseren  Kräfte  der  Sonne  und  des  Mondes  in  der  That  keine  wesentliche  Aenderung 
l.s  Euler'schen  Cyklus  zm-  Folge  haben.  Die  Voraussel/uug,  dass  sie  den  Euler'schen 
(  yklus  nicht  alterircn,  ist  dabei,  dass  man  gewisse  kleine  Glieder  von  einigen  hundertste! 
Secunden  vernachlässigt,  in  denen  gerade  die  winzig  kleine  Drehung  der  momentanen 
Drehaxe  um  die  Trägheitsaxe  der  Erde,  also  thatsächlich  eine  Schwankung  der  Erdaxe 
im  Er<linneren  enthalt«!!  ist.  Es  sind  dies,  worauf  ausdrücklicli  hingewiesen  sei, 
jedoch  nicht,  wie  Herr  Folie  sagt,  Nutationsgli  edor;  denn  mit  Präcession  und  Nu- 
tation zusammen  bezeichnet  man  ja  die  Schwankungen  der  Erdaxe  im  Kaum;  während  hier 
solche  im  Erdinneren  in  Frage  stehen,  die  Herr  Folie  fälschlich  der  Axe  im  Kaum  zuschreibt. 
[Vergl.  Astr.  Vierteljahrsschr.,  31.  Jahrg.   (16'Jt)),  S.  293,  sowie  3.i.  Jahrg.  (1900),  S.  332.] 

Indem  wir  «ler  Kürze  halber  hier  nur  eine  näherungsweise  Abschätzung  vornehmen 
wollen,  deren  Endergebniss  indess  numerisch  nicht  beträchtlich  vom  Resultat  «ler  strengen 
Kcchnung  abweicht,  lassen  wir  wieder  Glieder  vom  Hange  der  Excentricität  der  Mond- 
bahn  weg,  betrachten  letzlere  also  als  Kreisbahn.     Analylibci)  besagt  da»,  dass  wir: 

/  =  n'l  +  /o 
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setzen,  wo  n\  die  mittlere  Momlbeweguug,  circa  gleich  Y27  der  Rotationsgeschwindigkeit 
der  Erde  und  ?q  die  Mondläuge  zu  einer  bestimmten  Zeit  ist;  ferner  wollen  wir  die 
Mondbreite  ö,  die  5"  beträgt,  Null  setzen.  Die  rechten  Seiten  der  Foiaso  u'schen 
Gleichungen  werden  dann: 

—  Q  sin  £  sin  2  (/„  -|-  n'  t  —  4') 


Cm  sine  dip 

^-  =  —  -  Qcoss  [1  —  cos  2  {I0  i-  n't  —  i>)\ 


C a  sin  £  ds  2 

Sehen  wb'  auch  noch  von  der  klebien  Grösse  ip  ab,  so  hat  man  noch  einfacher: 

=  -^  Q  sin  £  sin  (2/0-1-2  n'  t) 


C <a  sin e  dip         2 

„     \       1^  =—ir  Qcos£  [1  —  fos(2?o  +  2m' 0] 
Ca  sin£   d£  2  '-  \     «    >  /j 


(70) 


Als  Integrale  der  Euler'schen  Gleichungen  bei  Einwii'kung  der  Sonnen-  und  Moud- 
anziehung,  wie  sie  die  Lage  der  instantanen  Drehaxe  zi  der  Erde  gegen  das  mit  der 
Erde  fest  verbundene  Hauptaxensystem  ^, ■»?,£,  also  die  Lagenänderung  der  Rotations- 
axe  im  Erdkörper  bestimmten,  fanden  wir  mm  (s.  S.  161)  die  Formen: 

p  =^  fcos  It  —  (j  sin  1 1 

q  =  f sinkt  ->r  gcoskf, 
wobei  sich  /  und  g  durch  Integration  der  Gleichungen: 

-y-   =  -j-  n  COS  k  t  -\-  m  sin  k  t 

—^   ^=  —  n  sin  kt  -\-  w  cos  k  t 
dt 

ergaben,  in  denen  n  mid  m  die  folgende  Bedeutung  hatten: 

sin  q)     dV        cos  cp  d  V 

A  sin  £  dtp  A      de 

costp    8  F        sin  g)  dV 


A  sin  £  dip  A      d  £ 

Multiplicirt  man  jetzt  bezüglich  einerseits  die  erste  Gleichimg  mit  -f  cösAf,  die  zweite 
mit  -^  sinkt  und  andererseits  mit  — sinkt  und  -}-coskt  und  addii't  beide  Male,  so 
ergiebt  sich: 

df  _        sin  {(p  +  kt)  dY        cos  {cp  -\- k  t)  d  V 

dt  A sin  £       di>  A  d  £ 

d£  _  _  cos  iq>  +  kt)  8  F        sin  ((p  +  kt)  dV 

dt  A  sine        d  rp  A  de 

In  das  Ai'gument  der  trigonometrischen  Functionen  dieser  Ausdrücke  lässt  sich  jetzt 
aber  leicht  die  Rotationsgeschwindigkeit  a  der  Erde  um  ihre  momentane  Drehaxe  ein- 
führen mit  Hülfe  der  früher  abgeleiteten  Gleichung: 

dw     ,     .  C  dip 

Die  sti-enge  Integration  derselben,  die  schwierig  sein  würde,  da  £  mit  der  Zeit  ver- 
änderlich ist,  gestaltet  sich  für  unseren  Zweck  indess  einfach,  wenn  man  bedenkt,  dass 
das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  ö  gegenüber  offenbar  ganz  vernachlässigt  werden 
kann,  da  ip  in  einem  Jahre  circa  50"  beträgt,  in  einem  Tage  also  verschwindend  klein 
ist,  wähi'end  die  Rotationsgeschwindigkeit  der  Erde  in  einem  Tage  360"  :^  2  ;t  aus- 
macht.    Integrh-t  folgt  also  sofort: 
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II  +  f  —  ^  bit    I    y, 

oth-r  i'iiifucli : 

It  -\-  f  =  (Ol  -\    y, 
iiiili'iu : 

£  _  299_ 
.4  "~  300  ~~ 
gcMi'tzt  wcnU'ii  kann.     Somit  erhält  man: 

d£  _  _  sin  ja  t  +  y)  8F  _  eos((ol  +  y)  dV 
dl  Asins        di>  A  dt 

dg  cos(a>l  +  f)  8  ^    ,    sinjat  +  y)  <j  F 

j7  ~  A  sin  £        <)  «^f  j4  C  £ ' 

In  ilifsen  Ausdrücken  könnt«  mau  jetzt  die  Di£ferentiiilquotifnten  des  Pütentiak-s 
auf  Grund  der  Gleichungen  (70)  unmittelbar  einsetzen  und  streng  integriren.  Da  wir 
es  hier  aber  bloss  auf  eine  Ueberschlagsrechining  absehen,  so  können  wir  im  ^Vigu- 
ment  der  trigonometrischen  Functionen,  welche  in  den  rechten  Seiten  von  (70)  auf- 
treten, 2n'l  vernachlässigen,  indem  die  Periode  des  Sinus  und  Cosinus  von  2/,  ^'In't 
etwa  einen  halben  )Ionat  betiügt  und  da  n'  =  27, 

1      • 
2n    =  •—  circa 
14 

int.     Ebenso    unterscheidet    sich    a  +  n'    vom    Mittelwerth    w    bloss    um   ^ni   circa  seines 

2/ 

Werihes,  da:  ,  <"  360 

"    =  27  =  '27- 

ist;  auch  die  Schiefe  der  Ekliptik  ändert  sieh  im  Jahrhundert  nur  wenig.  Man  wird 
also  schon  eine  gute  Näherung  erhalten,  wenn  man  von  den  Gleichungen  folgender 
Form  ausgeht: 

1       dV  1    C'OJ    .    .  .    „,        1 


A  sint  ^i>  2     A 

\       dV  Ca  ^    .                 .     ,. 

— -     ^ —  =  —  —T-  Q  sin  e  cos  t  sm  U 

A       C  e  A 


(71) 


Auf  Grund  dieser  Gleichungen  ergeben  unsere  Differentialgleichungen  für  /  und  g 
uninitti'ibar  ihu>  folgende  Integrationeresultat : 

IC  C  ) 

/  ^^  f^  ■{■  —  ^  Qsine  !iin2ltCOs{(at-\-Y)-\-  -j  Qsina  cosi.sinl;  aiti{(ot   \-  y) 
2  A  A  I 

IC  c  ('■-) 

p  =  (7o  —  "ö  T  Qsintsin2lasin{o}t-\-'y)-\-  —  QsinB  cose.sinl^  cos{al  -f  y) 

In  diesen  Relationen  entsprechen  die  Grössen  /„  und  g^  dem  strengen  Euler'schen 
Cyklus,  die  zweiten  Glieder  vom  Argument  (ml  -\-  y)  aber,  welche  die  täglichen 
Schwankungen  des  Erdkörpers  gegen  seine  liotationsaxe,  d.  h.  eine  /Vxenschwaukung  im 
Erdinneren  dai-»lellen,  geben  die  Abweichung  vom  Euler'schen  Cyklus  in  Folge  der 
Sonnen-  und  Mundanzichung.  Diese  ScUwankiuigen  der  astronomisch  bestimmten 
geographischen  Breit«,  welche  natürlich  durch  die  Beobachtungen  nie  constatirt 
werden  können  und  die  eben  Herr  Folie  als  Nutation  bezeiclmet,  d.  h.  fälschlich  der 
Axe  im  Kaum  zugesciineben  hat,  sind  aber  so  uubedeulend ,  d.  h.  ilie  zweiten  Glieder 
unserer  Ausdrücke  für/  und  g  sind  so  verschwindend  klein,  dass  man  von  ihnen  ganz 
absehen  kann.  Mithin  wird  der  Eulcr'sche  Cyklus  durch  die  Sonnen-  und  Mond- 
anziehung thatsächlich  nicht    in    einer    in   Hetr:i<-ht  kommenden  Weise   geändert  und  aus 

Kllnktrluti,    'ihwrallicb«  Aitruuomi«.  23 
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diesem  Gninde  konnte  eben  die  Präcessionstbeorie,  wie  es  im  Vorhergehenden  geschehen 
ist,  unabhängig  vom  Euler'scheu  Cyklus  entwickelt  werden,  eine  Trennung,  die,  wie 
gesagt,  erst  die  Lösung  der  Probleme  der  Axenschwaukung  im  Innern  und  im  Räume 
für  die  Erde  ermöglicht 

Dass  die  genannten  Glieder  in  letzteren  Gleichungen  für  /  und  g  als  genügend 
klein  vernachlässigt  werden  dürfen  und  deshalb  das  Problem,  wie  angegeben,  behandelt 
werden  konnte,  erhellt  in  folgender  Weise.     Setzt  man  zur  Abkürzung: 

cot  -\-  y  ^  X 

Q 

-—  Q  sin  B  sin  Iq  ^=  m  =  »Hq  sin  /o, 

so  wird: 

f  ^:=  f],  -\-  m  {cos  7o  cos  x  -\-  cose  sin  7o  sin  x)  | 

g  ^  gg  —  m  [cos  ?o  sin  x  —  cos  b  sin  ?o  cos  x)  j 

Es  genügt  ersichtlich  die  Behandlung  des  ersten  Ausdruckes.  Da  der  Maximal- 
werth  vom  absoluten  Werthe  eines  Ausdruckes  der  Form: 


(73) 


\  a  sinx  -\-  i  cos  x  \  „ax  =  V  «^  +  6^ 
ist,  so  ist  in  f  der  Maximalwerlh  der  zweiten  Glieder  gleich: 


m  y  cos  1^  —  cos  B^  sin  ?|  =  »)u  Y. 
t  nun  aber  Y  fort 
Ausdruck: 


Es  wächst  nun  aber  Y  fortwährend,   wenn  mau  7o  von  0  bis  —  wachsen  lässt,  denn  der 


^^  =  2  sin  7o  cos  7o  { 1  —  2  sin  1^  sin  b^} 

7t 

ist  positiv  zwischen  1q  =  0  und  ?o  =  -r,  weil  2  sin  B^  immer  <^  1  ist  (indem  B  circa 
230,5).     Daher  ist: 

{nifi  Y),nax  =  »«0  cosB  =  —  Q  sin  b  cos  b, 

was  mit  Hinblick  auf  die  numerischen  Werthe  einige  Hundertstel  Secunden  bedeutet. 
Es  ist  nämlich  numerisch  genügend  genau,  wo  Sonne  =  ©,  Erde  ^  S,  Mond  =  ^, 
Masse  =  M,  mittlere  Entfernung  =  r  bezeichnet: 

«  =  ^^'    ^  =  300«"''^'    "^2'^'    il/G  =  320000  üf,,    M,  =  l^M,. 
Nach  Hansen's  „Darlegung",  S.  177,  ist  ferner  für  den  Mond: 


log  -^  =  7,4034757     also:     -^  =  [2,596  5243]  =  394,933  8; 
»'s  '■(I 

oder,  da  r^  die  Längeneinheit,  in  runder  Zahl:    r^  =  -jtü%* 


Daher  ergiebt  sich  auf  Grund  dieser  Werthe  als  Maximalbetrag  für  die  Sonne  bezüg- 
lich 0",04,  für  den  Mond  0",08,  in  Summa  also  als  3Iaximalabweichung  0",12.  Die 
Abweichung  der  Erdaxeuschwankung  im  Erdinnem  vom  Euler'scheu  Cyklus  in  Folge 
der  anziehenden  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mondes  auf  das  abgeplattete  Erdsphäroid 
wird  also,  da  der  Winkel  der  instantanen  Drehaxe  mit  der  Hauptträgheitsaxe  ^  nach 
Gleichung  (15)  in  Abtheilung  I  dieses  Capitels: 

Sin  y  =  —^ — 


i>t,  III   iiKiMTiiiiiii : 


_  ""•'■-  V- 


(i",iii!i  \  J  —  t)",iijri 


liili;ij,'fii,  o.lir  lici  ijfiiaiui'  IJt'i-liiiini;,',  uimiii  111:111  ilif  im  \'i>iiici"'„'rlniiilcn  'Iir  Kiiifarli- 
licit  (Ulli  Kiir/.r  liallior  ;;i'iiiai-lilfii  Vl•^lla^•lll;i^^iJ^ullgl•ll  niflil  /.iiläsüt:  O'V'l'.l.  l)a^  ist 
nWiT  in  tlt-r  Tlutl  i-iiic  iiiolil  in  IK-liaclit  kuiiiiiu'U<k'  Grösite. 


III.     Uli    riiillii>N  ili'i    Kimm  iriiiiu  ili-r    \i'(|iiiiio<'lii'ti  auf  ilic  (  iionliiiatfii 
Ulli!    liii'   ltaliiiL'ii;i>  <ii'r   lliiiiiiii'Kkiir|H'i'. 


A.    Dio  Präcossion. 

Dil-    im    VorliLT;;L'lii'ii<k'ii    thooretiscii    aUireleilutu    Uewcgiiiiy    iKt    Knlaxo    oder    de« 

Krilai|uaU>rs  in  Koljjo  di-r  An/.ii-liiiiii;  von  Sonne  iinil   Moinl  anf  (1:ls  KnlfUipsoid  hat  zur 

l"<>li;t',  ilass  ilif  I^äni;i'n  iin<l  ürciton,  ivsj».  dio  Kfi-lasccnsioni-ii  und  Dtu-l  inalione  n 

•  Irr  Storni'  im  I-mfi.'  dor  Zeit  ircwisso  Vorändfnint;cii  orlfidcn.   Wir  wolU-n   im  Folgenden 

iinai-list  nur  don  üäi-iilaruii  'riuil   diosor  Krsflicimiiii;  liftracliton.     Soi  also  (Fig.  37)  JE,  y 

l-ij?.  :t7. 


iie  Kkliptik  einer  VicstimmU.>n  Aiisgang8ei)0clie,  z.  H.  für  das  .lahr  175(1,0  oder  18.")ll,0. 
Sei  ferner  Ai  die  Lage  des  mittleren  Aci|nator8  zn  dieser  Zeit  und  A3  seine  Lage 
(  .lalire  s|i:iter.  Dann  würde  für  die  erstere  Ki>oclie  die  Länge  des  Stenies  S  gleich 
Yi  C  »ein,  wahrend  sie  für  die  letztere  FC  wiire,  da  der  Frühlingspunkt  von  Vi  ":H-h 
/•■  znrüfkgewiehen   wäre. 

llier/.ii  kommt  aher,  wie  im  Vorhergehenden  gleichfalls  schon  erwähnt,  noch 
«ine  zweite  I^agenändernng:  dio  scheinhare  Sonncnhahn  (d.  i.  die  wirkliche  Krdhahn) 
uird  durch  die  .\nziehiing  der  rianeten  auf  die  Erde  im  Laufe  der  Zeit  derart  ver- 
M.lu)lien,   da-ss  die  Sonne  am  Himmel  eine    mit  zahlreichen   kleinen  Unregelmässigkeiten 
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liuhaftete  Bahn  beschreibt.  In  Folge  Jessen  wücde  eine  wahre  Kkliiitik  (d.  li.  ein 
grösstev  Kreis,  welcher  dnrch  zwei  unendlich  nahe  Lagen  der  Sonne  hindurchginge  oder 
die  Sonnenbahn  osculirt)  schon  im  Laufe  eines  Jahres  eine  ganze  Reihe  sehr  schnell 
wechselnder  Lagen  annehmen.  Da  andererseits  die  Beobachtungen  stets  ä(juatoreale 
Coordinateu  geben  und  die  Ekliptik  nur  für  theoretische  Fragen  iu  Betracht  kommt,  so 
hat  mau  es  vorgezogen,  eine  „mittlere  Ekliptik"  einzuführen,  welche  für  ihre  Epoche 
die  Sonnenbahn  insoweit  vollständig  darstellt,  als  sie  durch  die  von  den  Plauetenstörungen 
herrührenden  Säcularglieder  bedingt  ist.  Die  kleinen  Unregelmässigkeiten  der 
Sonnenbewegimg,  welche  von  den  jieriodischen  Störungen  der  Erde  durch  die  Planeten 
hervorgerufen  werden,  lässt  mau  dann  ganz  einfach  in  die  Breite  der  Sonne  gegen  <lie 
betreffende  zu  Grunde  gelegte  Ekliptik  eingehen.  (Dabei  werden  in  den  Astronomischen 
Jahrbüchern  die  Breiten  der  Sonne  für  jeden  Tag  des  Jahres,  im  Berliner  Jahrbuclie 
für  mittleren  Berliner  Mittag,  bezogen  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahresanfanges 
gegeben.)  Diese  kleinen  Grössen  verdanken  also  einer  doppelten  LTrsache  ihre  Ent- 
stehung: erstens  dem  Umstände,  dass  die  mittlere  Ekliptik  für  den  betreffenden  Tag 
des  Jahres  uicht  mit  der  mittleren  Ekliptik  zu  Jahresanfang  zusammenfällt;  zweitens  den 
]ieriodischen  Störungen  der  Erde  durch  die  Planeten. 

Diese  mittlere  Lage  der  Sonnenbahn,  die  also  im  Laufe  der  Zeit  sich  verschiebt, 
würde  mithin,  wenn  sie  sich  zur  Ansgangsepoche  iu  '[^Ei  befand,  uach  der  Zeit  t  in 
die  Lage  "^E-i  gelangt  sein.  In  Folge  dessen  liegt  der  Frühlingspunkt  z\ir  Zeit  t  in 
Vi  "iid  tlie  Länge  des  Sternes  ist  in  Wirklichkeit  V2C1.  Die  Gesanimtheit  beider 
Erscheinungen  fasst  man,  wie  gesagt,  allgemein  unter  dem  Namen  Präcession  zusammen. 
Das  Stück  ?i,  um  welches  in  Folge  der  Anziehung  von  Sonne  und  Mond  der  Aequator 
auf  der  festen  Ekliptik  yi'i  zurückgewichen,  ist  die  Lunisolarpräcessiou,  für  die 
wir  eine  numerische  Entwickelung  bereits  erhalten  haben.  Für  das  kleine  Stück  a, 
welches  die  beiden  Ekliptiken  auf  dem  beweglichen  Aequator  ausschneiden,  die 
„Präcession  durch  die  Planeten",  werden  wir  den  numerischen  Werth  noch  ab- 
leiten. Die  Winkel  £1  und  £2  s^id  die  Neigungen  bezüglich  der  festen  und  der 
beweglichen  Ekliptik  gegen  den  beweglichen  Aequator. 

Man  denkt  sich  nun  ferner  einen  Punkt  D  constniirt,  indem  man  das  Stück  tSVi 
von  y  aus  auf  ^£^2  al)ti-ägt,  so  dass  also  y>D  =  y  Vi  wird.  Das  so  erhaltene  Stück  1 
ist  die  sogenannte  „allgemeine  Präcession",  die  wichtigste  dieser  Grössen.  Das  Stück 
Vi  ö  setzt  man  gewöhnlich  gleich  180"  —  U.  Da  die  Zähluugsrichtung  der  Längen  ViJ?! 
resp.  'Y2E2  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  y>  der  niedersteigende  Knoten  der  beweg- 
lichen Ekliptik  auf  der  festen  ist.  Demnach  ist  11  die  „Länge  des  aufsteigen- 
den Knotens  der  beweglichen  Ekliptik  auf  der  festen",  gezählt  auf  der  festen 
Ekliptik  von  Vi  a"s  gegen  E^;  n  endlich  ist  die  gegenseitige  Neigung  der  festen  und 
der  beweglichen  Eklijjtik. 

Die  von  Laplace  in  der  Mecanique  Celeste  für  die  Aendenuigcn  des  Aequators 
und  der  Ekliptik  gegebenen  allgemeinen  Ausdrücke  hat  Bessel  nach  Potenzen  der 
Zeit  entwickelt  und  so  die  folgenden  numerischen  Werthe  abgeleitet.  Es  be- 
deutet dabei: 

1    die  allgemeine  Präcession, 

/i  die  Lunisolarpräcession, 

£1  die  Schiefe  der  festen  Eklijitik  gegen  den  jeweiligen  Aeijuator, 

£2  die  Schiefe  der  beweglichen  „mittleren  Ekliptik"  gegen  den  je- 
weiligen Aequator,  d.  i.  die  sogenannte  „mittlere  Schiefe  der 
Ekliptik". 
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T.     Narli   HcÄ*el  iitt  die   jUlirliehf  LiiiiiHolarprikco8»i'>ii    f'^-    •!■•    >'•   '    !750   -f    /: 

^  =  50",37572  —  0",O00243öS9^ 
dt 

Alü   Afii.Kiuiij»  tu  iler  Ziit   ITTiü  lii.t   ITfjO   -f   /  Heilmt  filiillt  er: 

/,  =  50",37572^  —  0",0()()1217'J4r)(«, 

il.   i.  fil«o  iliiH   Hdj^uuBtüük   der  feKteli   Ekliptik  zwischen   den  beiden  Ae.ni;»t<>rl;igen   von 

1750  und   1750  -f  I. 

Für  die  jiihrlicho  uUgenieine   rriii-ession   yielit  lienisel   den   W'eilli: 

^  =  50",2n29  +  0",0002442966t 
dt 

und  für  die   Aenderuujj  selbst  in  der  Zeit  von   1750  bis   1750   -|-   t: 

1  =  50",2ir29r   -1-  0",000 122148;!/'. 

Das  ist  also  das  Bogenstück  der  be wegliclien  Eklij>tik  /wisi-lien  den  beiden 
Aeijualorlat:un  für  1750  und  1750  -|-  /;  und  dabei  versteht  man,  um  es  nochmals 
hervorzuheben,  unt<.>r  dieser  Ekliptik  nicht  die  wahre,  sondern,  wie  eingehend  aus- 
einandergesetzt, die  mittlere  Ekliptik. 

Ferner  giebt  15  e  s  8  e  1  den  Winkel  zwi.sohen  dem  Aequator  und  der  festen 
Ekliptik  zu : 

f,  =  23'28'18",0  -f  0",0000098423/», 

hingegen   den  Wiiikel    zwischen    dem  Acpiator  und  der  mittleren   Eklijitik,  d.  h.  die 
mittlere  Schiefe  der  Ekliptik,  zu: 

£,  =  23»28'18",0  —  0",48368/  —  0",00000272295/», 
8o  dafiä  also: 

^  =  +  0",000019  68466  < 

^  =  —  0",48368  —  O",O000054459/. 

Neben  diesen  Bessel'ßchen  Werthen  für  1750,0: 
/  =  50",2ir29f  +  0",0001221483<» 
/,  —  50",37572/  —  0",000 1217945/» 
f,  =  23''2«'18",0   -f  O",0000098423/-'  I 

fj  =  23''28'18",0  —  0",4S368/  —  O",O00O02 72295 /•  ) 

iial  ni;in  noch  die  folgenden,  unter  etwas  anderen  Voraussetzungen  abgeleiteten: 
11.     Nach  Peters  für  1750,0: 

/    =  50",21484/  4-  0",0001134/^  ] 

/,    —  .-)0",37572<  —  0",0001084/»  | 

f,  =  23»28'17",9   +   0",00000735/ä 
f,  =  23"'28'17",9  —  0",4738/  —  0",000001 40 /^ 


(74) 


(75) 


IIT.     Nach  Oppolzer  für  1850,0: 

/    =  50",2;^-t65/  +  0",000 11290/« 

/,   =  50",36924/  —  Ü",0001088S/' 

*,  =  23'27'31",83  -f   O",0O000713 /' 

t..  —  23»  27' 31",83  —  U",47593/  —   (»".00000143/» 


(7ß) 


Dabei  wird  /  in  tropischen  Jahren  gezählt;   der  Anfang  eines  tj-opischen  Jahres 
i^t  bekanntlich,    wenn   die  mittlere  IxHngc  der  Sonne  vcnnehrt  um  den  coustanten  Thcil 
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der  Aberration  ( —  20",47),  bezogen  auf  das  augenblicklich  stattfindende  mittlere  Aequi- 
noctium,  den  Werth  280'*  hat.  Auf  diesen  Jahresanfang  (der  vom  Normalmeridian 
der  Jahrbücher  unabhängig  ist)  beziehen  sich  also  die  „mittleren  Aequinoctien  zu 
Jahresanfang",  d.  h.  z.  B.  der  mittlere  Aequator  und  die  mittlere  Ekliptik  1890,0. 

Aehuhch,  wie  mau  nach  der  räumlichen  Lage  der  Fundamentalebeuen  zwischen 
geocentrischen  und  heliocentrischen  Orten  unterscheidet,  unterscheidet  mau  nach  der 
zeitlichen  Lage  der  Fundamentalebenen,  zwischen  mittlerem,  wahrem  und  schein- 
barem Ort.  Der  mittlere  Ort  bezieht  sich  auf  die  momentane,  bezüglich  der  Säcular- 
störungen  (Präcession)  corrigü-te  Lage  der  Fundamentalebenen;  der  wahi-e  Ort  bezieht 
sich  auf  die  bezüglich  der  säcularen  und  periodischen  Störungen  (Präcession  und  Nutation) 
conigh-te  Lage  der  Fundamentalebeuen;  der  scheinbare  Ort  ist  der,  welcher  dm'ch  die 
Aberration  bedingt  ist. 

Welche  der  obigen  Werthe  der  Rechnung  zu  Grunde  zu  legen  sind,  bleibt  dem  Gut- 
dünken des  Rechners  überlassen.  Die  Meinungen  über  ihre  Güte  sind  verschieden,  man 
überzeugt  sich  aber,  dass  die  gegenseitigen  Abweichungen  im  Laufe  langer  Zeiträume 
recht  merkbar  werden.  Herr  Dr.  An  ding  hat  gelegentlich  vorgeschlagen,  an  der  Prä- 
cessionsconstante  eine  Correction  anzubringen  und  diese  letztere  zusammen  mit  den 
Bahnelementen  zu  bestimmen.  Vielleicht  könnten  auf  diesem  Wege  kleine  Unregelmässig- 
keiten von  lange  beobachteten  periodischen  Kometen  erklärt  werden. 

LTm  noch  für  die  Präcession  durch  die  Planeten,  a,  einen  numerischen  Werth 
zu  erhalten,  hat  man  nach  Figur  37: 

sin  a  __  (sm  ISO  —  IZ  —  ?) 
sin  TT  sin  «1 

Daraus  folgt,  dass  a  ein  Winkel  von  der  Grössenordnung  von  7i  ist.  Man  kann  daher 
setzen : 

asinSi  =  jrsm(180  —   77  —  0  =^  3isin(n  -\-  1). 
Auf  Grund  der  von  Oppolzer  aus  Leverrier's  Sounentafeln  unter  Zugrundelegung  der 
Leverrier'schen  Plauetenmassen  abgeleiteten  Gleichungen: 

ignsinn=  -f  0",05841<  -|-  0",00001964<2 
tgncosn=  —  0",47593<  -f  0",00000568«2 

—  wobei  wh-  die  mit  den  dritten  Potenzen  der  Zeit  fortschreitenden  Terme  ihrer 
Kleinheit  wegen  weglassen,  ebenso  wie  die  von  den  neuereu  Werthen  der  Plaueten- 
massen herrührenden  Verbesserimgen  dieser  Formeln  vernachlässigt  werden  können  — 
findet  man : 

OMHEi  =  (-1-  0",0.5841/  -f  0",000019 64/2) cos Z 
-f  (—  0",47594/  +  0",00000568<2)sm/, 

In  dieser  Formel  kann  man  aber,  in  Anbetracht  der  Kleinheit  von  a: 

cosl  ^  1         und         sin  1  =  1 
setzen.     Ferner   ist   es   hier  völlig   gleichgültig,   nach  welcher  Autorität  man  den  Werth 
von  l    nimmt.      Wählt    man   l   nach  Oppolzer   ((    in   tropischen  Jahren    von    1850,0   ab 
gerechnet)  und  ersetzt  e^  durch  seinen  ersten  Term:  2o''27' 31",83,  so  ergiebt  sich: 

a  =  +  0",14673/  —  0",00024186«2 
in    fast    völliger    Uebereinstinuuuug    mit   Oppolzer.      Auf   Grund    der    Bessel'schen 
Werthe  findet  Brüunow  für  17.ö0,0: 

(,  =  0",17926/  —  0,0002660393/2) 


und 


^  =  0",17926  —  0",0005320786H ^"^ 

dt 
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Für   iliu  Gröüscn  x  iiiid   //   schliesHlicli   ergeUcii   kicIi   »ii.s  Fi^.  :i7    iiiiU-r  Zugniiule- 
lii^iiiii^  ilir  Hi-HHi-rMlieii  WiitJu-  iiurli  i-iiicr  kli-ineii  Uc-cliinm';  Mo  An8<lrüi;ku  für  I7r>ü,<): 

//  =  17I»3ti'lO"  —  r.",2U  I 

X  =  U",48K!I2<  —  O,0O00(t:tO71 '.(•  I 

—  =  0",4.'>t>ll2  —  (i",u"<'"""' I  I '"' 
ill  I 


(7H) 


Mit    Hülfe    (licM'i-    WiTlho    lassen     sk-li   jeUt   ilu'    Aeinlcrungun    der    Stcrnörtor    iit 
Kol.^c    lUr    rracessiiiii    iininittoDiar    liostiininuii.      Zmiäolist    ln.'rcoliin'ii   wir   «k-ii   Kinthiss 

Kii;  ::■'<. 
P. 


iltT  Piäofssioii  auf  die  Lan^'c  uud  Breite  eines  Gestirnes.  Dazu  denken  wir  uns  auf 
das  siihärisehe  Dreieck  zwischen  dem  Sterne  und  den  beiden  Polen  der  festen  und 
«Kr  heweglichen  Ekliptik  (Fig.  38)  dio  Grundformelu  der  siihiirischen  Trigonometrie: 

f OS  a  =  cos  b  cos  c  +  sin  b  sin  c  cos  Ä 
sin  a  sin  B  =  sin  b  sin  A 
sin  a  cos  B  =  cos  b  sin  c  —  sin  b  cos  c  cos  Ä 

augewendet,  in  denen  a.  b,  r  die  drei  Seiten  und  A.  It,  C  die  drei  sphärischen  Winkel 
bezeichnen.  Seien  «laun  A  und  ß  die  Länge  und  Breite  eines  Sternes  y)czüglich  der 
wahren  Kkliptik  17.'>(l  -f-  I,  L  und  B  aber  bezüglich  iler  fe.sten  Ekliptik  von  1750, 
so  ergielit  die  .Vnweiidung  obiger  Formeln  auf  das  genannte  Dreieck  auf  Grund  bei- 
stehender Figur,  die  Alles  besagt,  sofort: 

c»sßcus(k  —  II  —  I)  =  cos  B  cos  {L  —  11) 

insiisiii(X  —  7/  —  0  =  cos  B  sin  (L  —  II)  cos  n  +   sinBsiiiTt 

-.in  ß  =  —  cos  B  sin  {L  —  II)  sinn  +  sinBcoaTC. 

Da.-*  sind  ilie  strengiii  l-'urnielu,  ans  denen  k  uml  ß  folgen,  ausgedrückt  durch  /„  B  und 
die  Aenderungen  des  Coordinatensystemes  TT,  71,  1.     Dieselben  sind  aber  nur  uöthig,  wenn 
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man   die    Reductiouen   für  sehr   grosse    Zeiträume    auszuführen    hat.      Sonst   erhält    man 
küi'zer,  mit  Hinblick  auf  die  bekannten  Differeiitialformeln  der  sphärischen  Trigonometrie: 

da  =  cos  C db  -\-  cos B de  -\-  sin h shi  G d  A 
cot  11  a  d a  -\-  cotg B dB  ^  cotg hdh  -\-  cotg  AdA 

sin  ad  B  =  sin  Cdb  —  cos  a  sin  Bdc  —  sin  bcosCdA 
dA  =  —  cos  cd B  —  cosbdC  —  sin  b  sin  Cda 

aus  demselben  Fundamentaldreieck  P-^P^S,   indem  man  bei  der  Differentiation  B  und  L 
als  coDStant  betrachtet,  so  dass  ihre  Differentiale  Ntül  sind: 

-A >   =  _  ^^ntgiUn,il^n-l)—^  u,ßros{X-n-l)- 

-£=  +  ncos{k  -n-1)-^-  sin{k  -  n  -  1)  —  ■ 
Setzt   man   jetzt  im  Coef ficienten  von  —- —  bezüglich : 

,    d  7C 
7t    ^    f    —- 

dt 

d  7t  d  TT 

und   bedenkt,   dass  — —  und   folglich   auch    t  ——  kleine    Winkel   sind,   so    dass    man   für 
dt  "  df 

dTt  ^  ,.  ,      .      /    d7t\         ,     „        rfi'    ,  ,.  ,  /    d7t\   dTt 

t  — —   bezÜLTlich  sni   [t   -— )    und    rür    — —    liezüolu-h    ros  (f  -;— ]   -r-  setzen  kann,    so  er- 
dt  ^  \     dtj  dt  °  \     dtj    dt 

geben    sich     für    die    jährlichen    Aenderungen    der    Längen    und    Breiten    der 

Sterne  durch  die  Präcessiou  folorende  allcemeiue  Formeln: 


d^  dl     ,     .     ,        /,  TT        ,         an    \ 

-Tt=dt'^^'^'^'^-''V--''-'~^') 
^Il  =  -siu(x-n-i-'illt)'l^, 

dt  V  dt     )    dt 


(79) 


wobei  unter  Zugrundelegung  der  Bessel'scheu  Wcrthe  numerisch: 

'^  =  0",488  92  —  ()",000006143  0< 
dt 

n  z=  171«  36' 10"  —  5",2U 
n  +  t  ^^  =  171°  36' 10"  —   10",42< 

n  +  t  ^^  +  l  =  1710  36' 10"  _[.  39",79/  =  M, 
zu  setzen  ist. 

Wichtiger    als     die     Yeräuderungen     in     Länge     und     Breite     sind    diejenigen    in 

Rectascension   und    Declination,    welche    bei   Entnahme   von   Yerwleichssternen    aus 
•  ..... 

Katalogen  berechnet   werden   müssen.     Wir   bezeichnen  wieder   mit  L  und  B  die  Länge 

und  Breite  eines  Sternes,  bezogen  auf  die  feste  Ekliptik  Ei  und  den   festen  Aequator 

Ai    für    1750;    mit   «   und    d   aber    die    Rectascension    und    Declination   bezüglich    des 

beweglichen   Aequators   A2   imd   des   wahren   Aequinoctiums    für    die   Zeit    1750  -j-  t 

(Fig.  39).     Es  sind  dann  auf  Grund  beistehender  Figur,  die  Alles  besagt,  die  Coordinaten 

des  Sternes  S,   wenn  man  sich  ihn  auf  einer  Kugel  vom  Radius  1  denkt,  in  Bezug  auf 

die  Ekliptik  von  1750  und  den  Schnittpunkt  des  beweglichen  Aequators  für  1750  +  < 

mit  der  festen  Ekliptik  von  1750: 
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cos  B  cos  {L  -f-  'i) 

eosJisin(L  +  ',) 

»inB. 

I  »:ij;cgcii  »iiiil  "lif  SttTiicoorilinaU-ii  bo/.üylirli  di'«  walircii  At'»iiiiitorb  uii<l  i'l>fu  geiianntc-n 

'^'-liiiittpiiiiktoH:  i       /       I      \ 

'  eos  0  cos  («  +  o) 

cos  d  sin  («  -|-  *) 
.si;l  ö. 
I>ir  (iriiMilfiiriiicIn  der  8]>li:ii-ischfii  TrigoiioiiK-tric  ergt-ben  «lala-r  uiiinitti'll)ar: 
cos  d  cos  {tu  -f-  a)  =  cosBcos{L  4-  'i) 
cos  d  sin  (et  -|-  o)  ^=  eosBsin(L  +  /,)c«>sf,  —  sin  B  sine, 
sind  z=  cos B sin  (L  -\-  /i)sin£,  -|"  sinBcosti. 
Fig.  39. 


(360 -a  -a) 


Wfiiilet  mau  wieder  ilio  I)iffui(.MitiMlftiriui'lii  an,    imli'in  man   L  und  7?  als  cunstaiit 

1  iftradiUt,  so  c-rhält  man  tiiifacher: 

rf(«    ^   n)  =  fcosf,   -\-  sin  £,tgÖ  sin{a  -\-  a)]<n,  —  cos{u  -\-  i<)ti)dtlei 

tlö  =  cos(a  -j-  «)sittf,  rf/|   +  s»b(«  +  a)d£,. 

Die  jälirliclien  Aendertuigcn  der  Rectascension  und  Deciination   in  Folge  der  Präccssion 

sind  mIho  gegeben  durch: 

dec  da     ,     ,  ,       .       ,    .    .      X  f"i     ,     /     .        '"i         ds,\  ^    - 

—  —  —  —  +  (cos£,    +  sine^tftdsoia)  -jj  +   (flsnif,   —  —  —  j  tgöcosu 

dd  dh  /  dl,         d£,\     . 

oder,  da  auf  Grund  der  nunurischcn   Wertlie,  wie  sie  im  Vorhergehenden  nach  Bessel 
angegeben  wiu-den : 

asinc,  ?^  _  ^  =  _  0,000002247  W 
'    dt  dl 

ine  m  vernachläüitigende  Grösse  ist: 

KllnkorJii«.,  ThK.rrtUr).*  Altrunomlo.  24 
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—  =r  —  —   +    {cos  £i  +  Sin  «1  ig  ö  sm  «)  — 

dö  .         dU 

— -  =  cos  cc  stn  £j  -j-  • 


dt  '    dt 

Setzt  man  jetzt  ziu-  Abkürzung  noch: 

dl]  da 

''''^lt-Jt="' 

dh 
sinB,-  =  n, 

so  eiliält  man  als  definitive  Formeln  zua'  Berechnung  der  jährlichen  Präcession  für 
die  Zeit  1750  4-  <:  ,  , 

——  =  »)   -|-    71  ig  0  sm  a 

:i         I « 

-—  =  ncosci 
dt 

wobei  unter  Zugrundelegung  der  Bessel'schen  Werthe  numerisch: 

m  =  46",02824  +  0",000308  6450  (f  —  1750j  1  , 

n  =  20",06442  —  0",0000970204  (f  —  1750)] ^^  ^ 

ist.  Sind  also  u  und  6  für  1750  -|-  t  gegeben,  so  findet  man  «'  und  d'  für-  1750  -j-  *' 
durch  Integration  letzterer  Differentialquotienten  zwischen  den  Grenzen  1750  -|-  t  und 
1750  -(-  t".  Indem  «q  imd  ^d  die  Integrationsconstanten,  ergiebt  sich  nach  dem  Taylor'- 
schen  Satze: 

du   ,,         ^     .       1     d2«  ,„         „,     ,  1        d% 


+    dt    ^*         '^   +   1.2   dt^  ^^         '^      '     1.2.3    df-^ 

Die  zweiten  Differentialquotienten  in  diesen  Ausdrücken  werden: 

d'u         dm     ,     dn    ,    ^    .  ,  .  1        ncosn      ,     n  tq  ö  cos  u    .  ,    i    •      \ 

—  =  — ;—  +   -^rr  ^0  o  sm  a    +-  n  sm  u  5-   „--„^^    +  — '„  .„_ —  ('"  4-  nigosmu) 

dt-  dt    ^     dt     -^  ^      .  cosd^    206265    '        206  26ü      vi./  / 

d'^d         dn  nsinu     ,       ,  v    .      \ 

_  =  _  cosa  -  ^-^j^  (m  +  ntgdsina) 

oder : 

d^u  «ä  ■    o    n/      I     /   Ä./I    I     mntgd  dm         dn       ,.   . 

ir^  =  mTeö  ^"^2«[';.  +  '^ö^J  +  2Ö6265  '"'''  +  "^7  +    rf?  '■"^*'"« 

d'^8  n-         .      , ,    t,  mn        .         ,    dn 

~rr:  =  —  tttt^-t/t^  stna-tgo  —  7:::,,  _ ,_  s?n«  -j-  -—  cos«. 

t/<ä  206260  "  206265  ^    di 

Diese  Grössen,  die  sehi-  klein  sind,  geben  die  Sternkataloge,  weil  die  vielen  NuUen  die 

Uebersichtlichkeit  beeinträchtigen,  mit  100  multiplicirt,  luid  man  nennt  sie  das  „zweite 

Olied  der  Präcession",  oder  auch  die  „Säcularvariation"  oder  „variatio  saecularis", 

im  Gegensatze   zum   ersten  Gliede,   das   die    „jährliche  Präcession"    oder  „variatio 

anuua"  darstellt.    Es  ist  also: 

(fl   A2 

a'  --  «j  -j-  variatio  annua  (('  —  0  "1~  oTin  variatio  saeculaiis 
oder: 

'/.'  —  «u  =  '.  variatio  annua  +  — :-,,^  -  variatio  saecularis  \  {f  —  /) 
analog :  .  ,  ,  ,  •     •     (°2) 

ö'  — ■  Of„  =r     variatio  annua    -\-   — variatio  saecularis    ■  {f  —  t) 
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Zum  Srliliih»  wiilli'ii  wir  ihmIi  ili'ii  Kitil1uK.>>  iUt  l'rili'cssicin  auf  dii;  KaliiilaKi-  eint'« 
lliiiitiu'iHk<>i-|ii>iti  im  AiiHcliliiKHc  an  WutHtui  Iiotiikclitcn,  il.  Ii.  wir  wollen  iliu  Furineln 
ableiten,  niitteUt  tleren  man  die  Klemento  \(>n  <ler  Kkliplik  xii  einer  beHliniiuleu  Kpoclio 
I  unireelmen  kann  auf  eine  untlere  K|>iielie  l^.  lie/eiclineii  il:i/.u  3r, ,  ^/,  und  i,  die  KIc- 
mente,  welche  die  T^ii^ü  der  lialin  im  Haunie  hestimnien ,  wenn  »iu  Bieh  auf  den 
Aeijnator  als  Fundam«'nt:ileliene  lie/.ielit,  und  nei  Mo  ilie  WinkeldiKtanx  /wiHclien  dem 
aiifsU-i^enden  Knuten  der  Hahn  auf  der  Ekliptik  und  ihrem  aufsteigenden  Knoten  auf 
dem  Aei|uator,  die  positiv  ge/jihlt  werde  vom  Ae<|nator  in  der  Richtung  der  Bewegung, 
dann   ist:  ,->  ^ 

«,    —   Ä   —    fl     -f    ß,     -f     Mo. 

Wenilet  man  jetzt  die  Gauss'schen  Analogien  auf  das  sphärische  Dreieck  an,  welches 
vom  Schnitte  der  drei  Khenen  der  Hahn,  der  Kkliptik  und  des  Aequators  mit  der 
Ilinimelskugel  gebildet  wird  (Fig.   10),  so  ergiebt  sich: 

cos  V»  »1  sin  Vs  ( i^  I    4    Wo)  =  *""»  Va  ß  cos  '/a  (i  —  b) 
cos  Va  /j  cos  Va  (ft  1    +   «»o)  =  cos  Va  ^  cos  Va  (♦  +  *) 
sin  Va  *i  sin  Va  (^i  —  <»o)  =  sin  Va  ß  sin  Va  («  —  t) 
sin  Va  'i  cos  Va  (^i  —  w«)  =  cos  Vj  ft  sin  ' ',  (i  -\-  f) 
l'm  nun  das  Problem,   die  Elemente  bezüglich  der  Ekliptik  vom  Datum  l  auf  die 
Kkliptik    eines    anderen  Datums  /,   zu    reduciren,   zu  lösen,  sei  //  wieder  die  Länge  des 
absteigenden  Knotens  der  Ekliptik   zur  Zeit  t  und  /,,    n    der    Winkel,    den    die    Ebenen 
der    beiden   Ekliptiken    mit   einander   bilden;    dann    hat   mau    offenbar    in    den    letzteren 
(ileichungen  an  Stelle  von  Q>  bezüglich  ß  —  //  zu  setzen,  und,  damit  i?,  vom  Frühlings- 
punkte aus  gezählt  werde,    P,   —   77  an  Stelle  von    Q,   zu    schreiben.     Schliesslich   ist  e 
durch  sr  zu  ersetzen  und  z/m,   welches  die  Veränderung  von   m   im  Zeitintcrvall  /,   —  t 
in    Folge    der    I^ngenänderung    der    Ekliptik    repräsentirt,    au    Stelle    von    w^    zu    setzen. 
So  erhält  man 

cos  Va'i«"»  Va(^i  —  ^  -f   -/ra)  =  sm  Va  (^  —  /7)cosVa('  —  ^) 
*  cos  Va'i  cos  V»(^i  —  n  +  Ja)  =  cos^^lSi  —  77) cos  VaO'  +  ^) 
sm  Va 'i  S"»  Va(^i   —  ^  —  Ja)  =  sin\'i{Sl  —  77)s/"nVa('  —  ^) 
sin  Va  'i  cos  '  j  (ß  i   —   77  —  Ja)  =  cos  Va  (^  —  ^)  *"«  ','ä  ('   +   ^) 
Diese  Gleichungen  ermöglichen  es,   falls  77  und   n   bekannt  sind,    Q,,  jj  und  Ja, 
welche  die  Lage  der  Bahn  bezüglich  der  Ekliptik,   die   der  Zeit  /,   entspricht,   angeben, 
genau  zu  licstimmen.    Die  Längen  werden  sich  dabei  jedoch  noch  auf  das  mittlere  Aetjui- 
noctiuni    beziehen,   von   dem  wir   annehmen,   dass   es  zum  DaUnn  t  gehört.     Damit  sich 
dieselben  auf  das  mittlere  Ae<|uinoctium  der  Epoche  /,  beziehen,  muss  noch  der  Betrag 
der  l'räcession    in    Länge    während    der  Zeit   /j  —  t  addirt   werden.     Wenn  indcss,   wie 
zuinei>t,   die  Veränderungen  der  Elemente   nicht  bemerkcuswerth   gross   sind,   so   ist   es 
nicht   nöthig,    die    strengen   Formeln   anzuwenden,   vielmehr   kann    man   für   diesen   Fall 
andere  ableiten,    die   genügend    genau  und  viel  bei|uemer  in  der  Anwendung  siml.     Zu- 
nächst  folgt   aus    dem    sphärischen    Dreieck,    welches    durch  den  Schnitt  der  Hahnebeno 
und  der  Ebene  der  beiden  Ekliptiken  mit  der  Ilinunciskugel  gebildet  wird: 

sin  TC  co!i(Q    —   II)  =  —  cosiisini  -{-  m'ji /,  cos  i  cos  .J  m  , 
Woraus  sich  leicht  ergiebt: 

.x/n  ((,  —  i)  =  sin«  cos  {il   —  ^)   +   2  ^■/» /,  co»- 1  s/«  Vi -7 «'. 


m 


Ferner  ist: 
also: 


,                      s«'rt(ft  —  77  > 
sin  J  a  ^=  sni  7t  ^— ^ — ; '  • 


'H* 
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Weiter  folgt  ans  demselben  Dreieck: 

sinJacosii  =  —  cos(Sl  —  n)sm(Sli  —  ■^)  +  si)i{Ü    —  77)tys(fti  —  n)cobn, 
woraus  sich : 

sin{Q>i  —  SJ)  ^  —  sin  Ja  cos  i^  —  '2siii(Si  —  n)cos{Sli  —  Tl')sin^J2,7C^, 
oder: 

s/»(J^i  —  S^)  =  — •  sin  71  sin  {'Sh  —  n)cof(iii  — ■  2sin{Sl  — -  /7)cos(fti  -^  /J)  s/)j  1/2''^' 
ergiebt.     Schliesslich  ist: 

:ri  ^  .T  =   ftj  —  51   +  z/m. 

Da  nun  n  sehr  klein  ist,  ergeben  diese  Gleichungen,  wenn  ^\ir  noch  die  Präcessiou  in  Länge 
addiren,  damit  die  Längen  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  Datums  fj  reducirt  werden: 


z/ü) 


^1    =    ft    +    (tl 


n)  +   V*  ^^  sin2i 


dl 


0  -T-  —  71  sin  {9,  —  n)cof(iii 


',4  —  sin  2  (51  —77) 


-   +   (f.-f)'^ 


71  sin  (Q,  —  n)trii/,ii 
dl 


n^ 


un2(ü  —n) 
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in  denen  die  allgemeine  Präcession  -—  bekannt    und   w  =  206264",8   ist.      Da   es   sich 

dt 

hier  um  kleine  Grössen  handelt,  kann  i  an  Stelle  von  i^  gesetzt  werden. 

Ist  die  Bewegung  retrograd,  so  ist  in  den  Gleichungen  für  z/cj,  /,  und  9^  180  —  i 

an    Stelle   von    ?",   und    180  —  ?j    an    Stelle    von    i^    zu    schreiben;    :rj    dagegen   wird    in 

diesem  Falle: 

dl  31"^ 

jti  =  n  ^  (f,  —  t)  —  —  7Csii,{Q  —  77)  /f/Va'i  —  V4—  sin  2(0,  —  77). 

Li  den  meisten  Fällen  sind  die  letzten  Glieder  der  Ausdrücke  für  ?i,  Q-,  und  jr, 
von  der  zweiten  Ordjiung  und  können  daher  vernachlässigt  werden.  Führen  wir  diese 
Vernachlässigung,  die  also  für  die  meisten  FäUe  der  Praxis  ausreichende  Resultate 
liefert,  ein,  so  erhalten  wir  auf  Grund  letzterer  Gleichungen,  weim  wir  die  Oppolzer'- 
schen  Werthe,  die  sich  auf  das  Aequinoctium  1850,0  beziehen,  einführen,  die  folgenden 
Reehenf ormeln ,  denen  wir  gleich  noch  die,  in  analoger  Weise  für  den  Aequator  sich 
ergebenden  Ausdrücke  der  Vollständigkeit  halber  zur  Seite  stellen  ') : 


')  cf.  Oppolzer,  Bahnreohuung-  I,  S.  82,  1.  Auflage. 


»hU     — 


wolii'i 


Kklijitik: 
ö,  =r  fi,  +  /  +   cvt;ii«siH{i>,  —   //) 


«olioi 


+  '• 


+    'o 


\1 


—  lS5u)j  (7,  -  l„) 

—  1850)|  (/,  —  /„■) 


/y  —  iTaocy  r.>"  4-  32",847  (-Mr-^  —  i'^^o) 

Ä  =   jo",47y5()  —  0",(K)()00f)24  (^'   "^  '5-  -      1^50^|  (/,  —  /„) 
/  —  |:)t)",23465   +   U",()OOi>2576  (  ''    '^-'^  —  185(A    (/,  —  /„) 

A  e  q  u  a  t  o  r: 
Sl\  =  ft^  +  m  —  cofgi' ncos{Q>'  -f  p) 
ä",  =  »^  -f  w  -f  's '  s  •'»•fos(Si'  +  p) 
»l  =  f^  —  »isi>i(ft'  +  p), 

p  =  •>3",029(<,  —  ',)  .     ,,s7) 

H  =  |2O",05137  —  U",n0008664  ('' 

m  =  J46",05938  -f  0",l)0028384  (^^- 

Diese  Formeln  reichen  selbst  bei  Jen  kleinsten  liis  jetzt  bekannten  Neigungen  für 
entfernte  Ki>ochen  aus.    Wir  erläutern  sie  noch  durch  ein  kurzes  Beispiel,  das  wir  üppol- 
zer's  Werk  entnehmen.     Es  sollen  die  Elemente  des  Planeten  (64)  Agelina  vom  mittleren 
Acqiiinoctium  1860,0  auf  das  von  1870,0  übertr.igeu  werden.    Die  Elemente  für  ISGO  sind: 
n,  =  1230  33'  io",57 
ß  =  311»     4'  48",7ä 
»  =       l"  15)'  51",83. 
Gehen  wir  nach  ilem  ersten  Rechenschema  zuerst  vor,  so  wird: 
11  =  173«  4'  l.V 
n   =  4",794  loii  -t  =  0,68070 
/     =  8'  22",380 
O,  —  /y  =  138»  0'  34" 
fos(i,io  —  t^  =  9,87114» 
«"n(a,  —  //)  =  9,82543 
wcos(S^o  —  II)  —■  0,5.'ilS4„ 
cuig  *„  =  1,63383 
71  sin  ( fto  —  ^0  =  0,50613  [n  s/h  (  Q  „ 

^ft„  =  -I-  2'   18",026 
cotg  i„'  =  3,268 
<^<J7  C  +    '  />  =  3>268 
^•»»11(0,,^  -    //)jf  f.w(Üo  —  ^^)  =  1,"58h 
sin  1"  ^  4,686 
%-4fl,„=  9,012„ 
^  Sl,„  =  —  0",102 
^ft  =  -f  K»'   |(i",;!01 


ig  1/.^  /„  —  8,06505 
^;r„  =  — 0",037 
^jr(,  =  8'  22",343 
^  I,  =  +  3",563 
Vj  co(g  «0  =  1>333 
—  11))'  =  1,012 
sin  1"  =  4,686 
logJi,,  =  7,031 

^i;,,  =  +  o",ooi 

J  i  =  3",5Ü4 
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Nach  dem  zweiten  Rechenschema  findet  mau,  wenn  genäherte  Werthe  von  d  Q,  und  d- 
bekaimt  sind : 

/  =  1«  19'  53",6  7C  =  4",794 

ft  =  311«  10'    9"  7  =  8'  22",380 

/7  =  1730    8'  25"  Zoi/ -T  =  0,68070 

a  —  77  =  138»     1'  44"  cotgi  =  1,63368            ^ft  =  +  10'  40",308 

sin {51  —  n)  =  9,82527  7is!n{Si  —  U)  =  0,50597             ^n  =  +     8'  22",34: 

cos  {Q,  ~  n)  =  9,87127,,  tg  i/j  i  —  8,06522 

7tcos{Sl  —  77)  =  0,55197,,  z/ß„  =  +  2'  17",928 

^■i  =  +  3",564  ^  ;r_,  =  —  0",037 

Man  berechnet  jetzt  nur  Elementensysteme  für  den  Anfang  eines  Jahres  mid  bringt, 
um  die  wahren  Oerter  zu  erhalten,  die  Corrcctionen  /,  g,  sin  {G  -\-  tx)  ohne  Aber- 
ratiousglieder  an  (cf.  C.  Gemeinsame  Berücksichtigung  der  Präcession,  Nutation  luid 
Aben-ation). 


B.      Die    Nutation. 

Die  von  der  Sonnen-  imd  Mondauziehung  herrühi-euden  periodischen  Glieder, 
welche  in  imseren  fi-üheren  theoretischen Entwickelungen  die  Bewegungen  des  Aequators 
charakteiisirteu,  ti'aten  dort  in  ti)  und  in  ^  £  auf.  Nimmt  man  aus  ip  die  periodischen 
Glieder,  welche  die  Luni-Solar-Nutation  in  Länge  rej)räsentii'eu,  gesondert  heraus,  und 
bezeichnet  sie  mit  z/A,  die  Luni-Solar-Nutation  in  Schiefe  aber  mitz/f,  so  ergeben 
sich  nach  Peters  für-  ^l  und  z/a  in  Bezug  auf  das  Aequinoctium  1800  folgende 
Weithe: 
<i/A  =  —  17",2405s/n  ß   -f  0",2073sm2  fi —  0",2041  s/h  2C+ 0",0677 sm((r— 7"') 

—  l",2692si»2  O  -f  0",1279sm(O  — r) 

—  0",0213sm(O+r) 
^  £  =  +     9",2231  cos  Q,  —  0",0897  cos  2  0,  +  0",0886  cos2([ 

+  0",5509  cos  2  O  -f  0'',0093  cos  (  G  +  -O 
Und  für  das  Jahr  1900: 

J).  =  —  IT'^önsIni:   -f  0",2073s/n2ß  — 0",2041sj»2([-f  0",0677sfM(([  — 7"') 

—  1",2693  sin  2  ©  -f  0",1275  sin(Q  —  T) 

—  0",0213  sin  (O  -f  T)  ^  (89) 
Je  =  +     9",2240  cos  ß  —  0",0896 cos 2  ^o  +  0",0885 cos 2 C 

+  0",5506  cos  2  O  4-  0",0092  cos  (O  -f  7") 

In  diesen  Ausdrücken  bedeutet,  entsprechend  der  früheren  allgemeinen  Theorie,  Q,  die 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  der  Mondbahn  auf  der  Ekliptik,  O  die  wahi-e  Länge 
der  Sonne  in  der  Ekliptik,  d.  h.  ihr  Abstand  vom  Widderpimkte ,  (T  die  wahi-e  Ent- 
fernung des  Mondes  vom  Frühiingspunkte ,  bezogen  auf  die  Ekliptik,  7^  die  Länge  des 
Perihels  der  Sonne  und  7"'  das  Perigäum  der  Mondbahn.  Die  Werthe  dieser  sämmt- 
licheu  Grössen  können  aber  aus  den  Sonnen-  und  Mondtafeln  abgeleitet  werden  und 
somit  kann  man  J i.  und  Je  selbst  wiiklich  berechnen.  Aus  den  Ausdiücken  füi'  J i.  und 
Ja  ersieht  man,  dass  die  Nutation  im  Hauptbetrag  von  der  Lage  der  Mondknoten  auf 
der  Ekliptik  abhängt,  und  da  diese  in  cii-ca  19  Jahi-en  einmal  von  0  bis  360"  wechseln, 
so  beträi^t  die  Periode  der  Nutation  eben  diese  Anzahl  von  Jahren. 


l;t|     ~ 

N":n-li  (>|>|Mil/.cr  hilim't»«'!!  winl,  iiidfiii  «lic  S:U-iil:iri;licilri-  in  ilrii  AiiHilruckrii  von 
■^.  175  wc;;f;illfii,  nixl  tlic  |icri<i<li!tolii-ii  (ilicilt-r  lii-im  r(licr-_':iii'_'  auf  «lic  wahre  Kkliptik 
.iij^i-iiiiclfrt  lili'ilii'M  für  iliii*  Jahr   iS'id: 

/  -l  —  —  1  T",-.>7  i  siH  i^  -f  O'ViOi)  sin  2  Si  f  (»",(»1  fi  sin  (([  —  2  ©  +  2  a  —  2  u') 
f  (y',0(i(ii  siti  (T  +  (!",(» 1 1  »IM  (([  +  2 o  -I-  2  ft) 

—  (»",204  sh»  (2  C  I  2  «a  -f  2  a)  —  0",(l2(i nin  (3 ([  +  2  ö  -f-  2  ,ft) 

—  O",0;-I4  «•«  (2  C  +  2  0)  4-  a)  -I-  (>",()12  8««  (2  O  +  2  cj'  +  ft) 
+  (»",127  sin  0  —  l",2(i3  sin  (2  0  +  2  o'  -f  2  ft) 

—  (»",(1411  siM (a  0  -(-  2  6)'  -f-  2  ft)  +  (»",021  siniQ  -f-  2w'  +  2  ft) 
/  c  =         9",23«{ ««  «  —  0",0!»(»  cos  2  0.  +  ()",08!)  ro«  (2  ^  +  2  m  +  2  a ) 

+  (»",(»11  c«s(3([  -(-  2«o  +  2  a)  +  0",018ros(2C  f  2a)  +  ß) 
+  O",54!So)s(20  +  '-iw'  +  2  ß)  +  0",(»21  ms(30  -f  2a)'  -(-  2ft) 
wiilici  ilie  r>iicli^t;i)K'ii  ilu-  auf  S.  17.">  aii^'i-geliciic  Hc<K'utmiL(  halicii. 

Um    nun   iK-n  Kintliiss  lii-r   N'utatioii    auf  dii-  Uuctaäcc-niiiiin    iiml  Dcclination    cini's 
Gi'stinu's  zu  ennittc-lu,  hat  man  wicik'r  nach  Taylor: 

2  Jf> 

Iii  ilit»i-n  (.Jlrioliungcn  kommen  ala-r  rechts  je  nur  «lic  beulen  ei-sten  Glieder  in  üetl-acht, 
ila  die  folgenden  numerisch  verschwindende  Werthe  ergeben.  Um  die  ersten  Differential- 
«luotieiiten,  deren  Kenntuiss  also  allein  uötliig  ist,  zu  bestimmen,  orliält  man  zunächst 
auf  (iruiid  der  Gleichungen: 

cos  d  coa  u  =  co$  ß  coü  A 
(OS  d  sin  «  =  coa  ß  sin  A  <v)s  t  —  >;'»  ß  sin  f 
ain  ö  =  Cos  ß  siit  A  sin  t   -{-  sin  ß  cos  f 

durch  lUfferentiation,  indem  tl ß  =  <•  ist,  da  die  Xut^ition  auf  die  lireile  keinen  Ein- 
tluss  hat: 

cos  9  sin  ttil  a  -\-  ms  «  sin  d  d  d  =  cos  ß  sin  kil  X 

(dsd  ins  Ulla  —  sinu  sindild  =  cos  ß  cos  i.  cos  (dl  —  (lOS  ß  sink  sine  -\~  sin  ß  rost)ii{ 
cnsdild  =  cos  ß  cos  A  sin  f  d  X  -\-  (cosß  sink  cosf  —  sin  ß  sint)di. 
l>a  aber  aus  der  zweiten  und  dritten  Gleichung  «les  ursprünglichen  Systemes: 

cosß  sink  =:  cosd  sin  et  cos  f    !    sind  sin  t 
folgt,  so   wird  : 

nisd  sinudu   -j     ras«  sinddd   =  {rnsd  >iii  n  ms  t     t     sind  sinf)dk 
cos  d  cos  ad  6  —  sin  cc  sin  Ö  d  d  =  cos  6  ms  u  cos  sd  k  —  sin  d  il  i 
(/  d  =  C'.)s  «  sin  id  k  -{-  sin  « (/  e. 

Aus  diesen  (ileichungeu  ergeben  sich  die  gesuchten  Werthe  der  betreffenden  Differintial- 
'piotienten  unmittelbar: 


—     192    — 

da  ,      ■■       j   X        ^^^ 

-pr-  =  COS  e  -+-  SUIS  iniuiiio        -—r-  =  cosu  sine 
d  A  '  « A 

du  ^    „  dÖ  . 

— —  ^  —  cos  utno  — —  =  sni  u. 

da  ^  d£ 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  die  anfängliche  Taylor'sche  Entwickeluug,  indem 
man  von  den  Gliedern  zweiter  Ordn\ing  absieht,  setzt  für  die  mittlere  Schiefe  der 
Eklii)tik  1800,0  bezügUch  s  =  23«  27'  54",2,  sowie  für  Jk  xmd  ^  e  die  mitgetheilten 
Peter'schen  Werthe,  so  erhält  man  für  das  Aeqninoctium  1800  vollständig  strenge 
in  Gliedern  erster  Ordnung : 

fZa  =  «'  — «  =  —  15",8148s/uß  — [6",8650s/»  ft  sm«  +  9",2231  cos  ft  costt\i(j8 
+  0",1902  sinl  Q,  +  [0",0825s/k2  ft  shiK  -f  0",0S97 cos 2  ,ft  cosu.]  tgd 

—  1",1642  sto2  O  —  [0",5054s?h2  O  sm«  +  0",5509cos2  ©  cosci]  tgS 

—  0",1872  sin  2  C  —  [0",08 1 3  sin  2  ([  sin  «  +  0",08S6  cos  2  (T  cos  «]  fg  S 

—  O",O195s?«(0  +  n 

—  [O",OO85sm(0  +  r)sinK  +  O",OO93cos(0  +  r)cosu]tgd 
+  [0",0621  +  0",02  70  s/w  «f<7Ö] «/)((([  —  F') 
+  [0",1173  +  0",0509sm«ff;«]sm(O  —  T)  ,-(90) 

dd  ^  ö'  —  d  =  —  6",8650sfH  Sl  cosu  -|-  9",2231  cos  Si  sinu 

+  0",0825s/«2  Slcos«  ~  0",0S97 cos 2  Sl  sinu 

—  0",5054 sin  2  Q  cosu  -f  0",5509  cos  2  0  sin « 

—  0",0813  sin  2  ([  cos  «  +  0",0886  cos  2  ([  sin  u 

—  O",OO85sm(0  -f  r)cosu  +  O",OO93cos(0  +  T)  sinu 
+  0",0270  cos  «sm(C  —  -T') 
+  0",0509 cos«  s/«(0  —  r) 

Dabei  bezeichnen  die  Glieder  mit  den  Argumenten  il,  und  ([_  die  Lunarnutation, 
diejenigen  mit  den  Argumenten  0  die  Solar nutation,  ganz  analog,  ■wie  wh-  zwischen 
einer  Lunarpräcession  und  Solarpräcession  xmterschieden ,  je  nach  den  vom 
Monde  und  den  von  der  Sonnenwirkuug  herrührenden  Gliedern. 

Die  Grössen  da  und  dd  sind  mit  der  Zeit  veränderlich,  da  sich  die  Schiefe  der 
Ekliptik  mit  der  Zeit  ändert  und  die  Coefficienten  von  d  A  imd  d  £  selbst  säcularen 
Veränderungen  unterworfen  sind.  Diese  Aenderungen  sind  indess  so  klein,  dass  sie  nur 
in  den  grössten  Gliedern  hervortreten.  Für  1900  sind  diese  grössten  Glieder  nach 
Oppolzer: 

(/«  =  —  15",8321  sin  Si  —  [6",8683  s/»  ft  sinu  +  9",2240 cos  Sl  cosu]  tgd 

dd  =  —    G"8683  sin  fö  cos  u  +  9",2240 cos  fl  sin  u. 

Die  in  der  allgemeinen  Theorie  erwähnte  geometrische  Bedeutung  der  Xutatiou 
folgt,  indem  man  bloss  die  Hauptglieder  der  Ausdrücke  für  z/A  und  zl  e  ins  Auge  fasst. 

Aus  der  früher  gegebenen  Figur  erheUt,  dass  der  wahre  Pol  des  Aequators  vom 
mittleren  um  z/e  abweicht,  und  zwar  in  einer  diu'ch  den  Winkel  z/A  bestimmten  Rich- 
tung. Es  sind  also  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  wahi-eu  Ortes  vom  Pole  des 
Aequators  in  Bezug  auf  ein  durch  den  mittleren  Ort  dieses  Poles  gelegtes  rechtwinkliges 
Axenki-euz  bezüglich: 

a;  =  z/f 

y  ■=  sine  z/A. 
Durch    Elimination   von    Q.    ergiebt   sich   die   Gleichung   einer   Ellipse,    der   sogenannten 
„Xutationsellipse": 


('.t'VJSÖ)»  ^  (l7'V274««r«)«  ~  *' 

■  lir   «:iliii-  l'i'l  >li>  Ai.|ii:il4ir-i  in  K.ilu'«'  <lfr  Xiitition  um  eleu  miitli  i.  n  m  -.  «ui-ilit. 


C.     Gomoiiisiiino   Borücksichtigung  dor  PrücoHHioii,   Nutation   und  Aberration. 

KIh'  wir  ilif  allj;enioinon  Formeln  gelten,  welche  die  l'räcession,  Xiitation 
uiiil   Allerration    in    sich   vereinigten,   die    aneli    das    Herliner  Jahrlinch    den  Tafeln    für 

•  lic  llessersfhen  t'onslanten  vorausschickt,  wollen  wir  ali<;;einein  den  l'rocess 
i'lianikterisiren,  den  der  Ik'oliachter,  he/.üglich  IJechner  voiv.unehinen  hat,  welchen  klar 
/u  halten  von  der  sj^rössten  Wichtigkeit  für  die  folgenden  Ausführungen  ist. 

Fji  sieht  ja  der  IJeoliachter  alle  Olijecte  da,  wo  sie  wirklich  zu  stehen  scheinen, 
ilso  an  ihren  scheinharen  Orten,  die  von  allen  l'Vhleri|uellen  ent>tellt  wenlen,  und 
vergleicht  nun  ilie  Stellung  ile>  Kometen  oder  Planeten,  ilen  er  heohaehtet,  mit  der- 
jenigen eines  Sternes,  was  auf  dojipelte  Weise,  entweder  mittelst  Meriiliankreis  oder 
mittelst   Kefractor  geschehen  kann. 

Der.Meridiaiikreislieoliachter  entnimmt  die  sc  he  inliarc  Stellung  ilesoderiler  /.um 
N'ergleiche  dienemlen  Fiindanieutalsterne  dem  Jahrliuche,  fügt,  von  einigen  kleinen 
t'iirreclionen  aligesehen,  die  mit  dem  Instrumente  gemesseu»-ii  scheinliaren  Coordiuaten- 

•  lifferen/.en  ..Komet  minus  Fundamentalstern"  in  Uectascension  und  Declination  zu 
lir    scheinliaren    Stellung    des    als  Vergleichsstern    dienenden    Fundament;ilsternes    hinzu 

und  erhält  so  die  scheinbare  Sti-llung  des  heohachteteu  Kometen.  Er  giebt  die  IJeob- 
achtungszeit  (in  diesem  Falle  die  Durchgangszeit  des  Kometen  durch  den  Meri<lian)  an, 
und  corrigirt  die  Declination  wegen  Hefraction.  Die  tägliche  .\licrration  wird 
dabei   immer  vernachlässigt. 

Her  Uef ractorbeobachter  misst  die  scheinbare  Differenz:  Kumet  minus 
Kaialogstern  in  Uectascension  und  Declination.  Der  KaUdog  giebt  die  mittlere 
Stellung  des  Sternes  z.  IJ.  für  das  Jahr  185t>,(t,  während  die  Ueobachtung  etwa  im 
.lahre  ls!l8  gemacht  werde.  Zunächst  bestimmt  daher  der  Beobachter  durch  Au- 
liringung  der  l'räcession  die  mittlere  Stellung  des  Vergleichssternes  zu  Anfang  des 
llcoliachtungsjahrcs  189S,0.  Kr  berechnet  hiei-auf  mittelst  gewisser  Grössen,  n,  fc,  c,  d 
und  .1,  J{,  (',  D  (der  noch  zu  bes)irechenden  IJesscrschen  Constauten),  oder  mittelst 
iimlcrer  (Irössen,  /,  ;/,  /(,  G,  //,  die  in  den  folgenden  allgemeinen  Formeln  ilieses  Capitels 
iiifireten  werden  und  die  l'räcession,  die  Nutation,  sowie  die  Fixslernaberration  enthalten, 
■  Icu  scheinbaren  Ort  des  Vergleichssternes.  AddLrt  er  darauf  zu  der  so  erhaltenen 
»■heiidiaren  Stellung  des  Vergleichssternes  die  gemessenen  Coordinatendifferenzeu  (die  er 
-.•hon  wegen  Uefraction  coiTigirt  hat),  so  erhält  er  den  scheinbaren  Ort  des 
Kometen  zur  üeobachtungszeit.  Der  so  erhaltene  scheinbare  Ort  enthält  noch  «lic 
Tarallav»',  welche  aber  iler  Beobachter  nicht  berechnen  kann,  da  er  die  Entfernung,  J. 
des  lieobachteten  Kometen  oder  Planeten  von  der  Enle  nicht  kennt.  Daher  gieV>t  er  nur  in 
beiden  (.'oordüiatenrichtungen  (Kectascensiou  und  Declination)  ..Parallaxe  multi|>licirt  mit 
J',  d.  i.  also  die  (irösse,  die  man  durch  -i/  dividiren  mnss,  um  die  PaiiiUaxe  z.  15.  in 
lIect:iscen>ion  zu  erhalten.  aUo  diejenige  Grösse,  die  zur  scheinbaren  Rectascension  hinzu- 
•,'i'fügl  Werden  mu>>.  um  den  eigentlichen  scheinbaren  Ort  (befreit  von  Parallaxe) 
/ii   erhalten. 

Der  Hahnrechner  thut  gut,  diese  Uechnungen  (mit  Ausnahme  der  Berechnung  der 
Uefraction,   die  man  eben  als  richtig  voraussetzt)    zu    verificireu.     Hierauf    berechnet   er 

•  lie  Parallaxe,   wobei  natürlich  ein  Näherungswerth  für  die  Entfernung  -f  gegeben   sein 

k  1 1 1.  V  ^  r  (i. .  «,    'l*i>'..ir..ii..-l>9  Aatrouomlu.  2ü 
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muss,  iudom  er  entweder  die  vom  Beobachter  gegebeneu  Parallaxeufactoreu  durch  A 
dividii't,  oder  diese  selbst  neu  berechnet.  Ferner  geht  der  Bahnrechner,  da  der  Beob- 
achter meist  die  Beobachtungszeit  in  mittlerer  Ortszeit  giebt,  durch  Anbringung  der 
Längendifferenz  auf  den  Normalnieridian,  z.  B.  den  von  Berlin,  über  und  erhält  also 
die  der  Beobachtungszeit  entsprechende  mittlere  Berliner  Ortszeit.  Hierauf  verwandelt 
er  die  seit  dem  mittleren  Berliner  Mittag  verflossene  Zeit  in  Bruchtheile  des  Tages  und 
sagt  nun:  die  Beobachtung  fand  statt  z.  B. :  1898  Juli  8,4635  .  .  .  Von  dieser  Zeit 
zieht  er  dann  noch  die  Aberratious-  oder  Lichtzeit  ab  (indem  z/  ja  als  bekannt  an- 
genommen wurde)  und  erhält  so  schliesslich  die  reducirte  Beobachtuugszeit.  Der  schein- 
bare Ort  des  Kometen  zur  Beobachtungszeit  ist  nun  gleich  dem  wahren  Orte 
des  Kometen  zur  reducirten  Beobachtuugszeit.     Jetzt  sind  zwei  Fälle  möglich. 

Erstens  kann  es  sein,  dass  der  Bahnrechner  die  Beobachtung  mit  einer  Ephe- 
meride  vergleichen  will,  die  als  solche  stets  wahre  Orte  giebt,  denn  man  berechnet 
sie  wie  folgt.  Das  Elementensystem  und  also  auch  die  Gauss'schen  Constanten 
beziehen  sich  immer  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahresanfanges.  Daher 
berechnet  man  zunächst  mit  Hülfe  der  rechtwLnkligeu  Aequatorealcoordinaten  der  Sonne 
(die  sich  auf  dasselbe  Aequinoctium  beziehen),  «  und  d  bezogen  auf  das  mittlere 
Aequinoctium  des  Jahresanfanges.  Hieran  bringt  man  dann  die  Präcessiou 
(vom  Jahresanfänge,  etwa  1890,  bis  zum  betreffenden  Tage),  sowie  die  Nutation,  unter 
Weglassung  der  Aberration  an,  mittelst  der  folgenden  Formeln : 

«„pp  —  «m  =/  +  g&m  (G^  +  u)igb 

6app   S„,   =   ffCOS  (G   ^   «), 

in  denen  «„  und  d„,  das  mittlere  «  und  d  z.  B.  für  1890,0  bedeuten,  die  sogleich  ab- 
geleitet werden  sollen.  Die  so  corrigirten  «  und  8  büden  die  Ephemeride  und  die  von 
dieser  gegebenen  Orte  beziehen  sich  also  auf  das  augenblicklich  stattfindende 
wahre  Aequinoctium,  d.  h.  auf  die  wahre  Lage  von  Aequator  bezüglich  Ekliptik 
und  enthalten  keinerlei  Aberrationsgliedei-.  Und  da  der  schembare  Ort  zur  Zeit  der 
Beobachtung  gleich  ist  dem  wahren  zur  reducirten  Beobachtungszeit  und  die  Ephemeride 
wahre  Orte  giebt,  so  entnimmt  mau,  iim  die  Beobachtung  mit  der  Ephemeride  zu  ver- 
gleichen, einfach  derselben  Lnterpolatorisch  «  und  Ö  für  die  reducirte  Beobachtuugs- 
zeit. Zieht  man  diese  Grössen  von  dem  scheinbaren  a  und  d  für  die  Beobachtimgszeit 
ab,  so  erhält  man  unmittelbar  die  Correctionen  der  betreffenden  Ephemeride  in  «  und  d. 
Zweitens  kann  es  sein,  dass  die  Beobachtung  zur  Bestimmung  von  Bahnelementeu 
(die  sich  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahresanfanges  beziehen)  verwendet  werden 
soll.  Was  man  hat,  ist  der  wahi-e  Ort  für  die  reduch'te  Beobachtungszeit,  befi-eit  von 
Aberration.  Diesen  aber,  der  sich  auf  das  momentane  wahre  Aequinoctium  bezieht,  kann 
man  nicht  brauchen,  da  sich  die  Elemente  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahresanfanges 
beziehen  sollen.  Vielmehr  braucht  mau  deu  mittleren  Ort  (d.  h.  den  Ort,  der  sich  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahi-esanfanges  bezieht).  Man  berechnet  daher  wieder 
die  Präcession  und  Nutatiou  unter  Weglassung  der  Aberrationsglieder  von  der  Beob- 
achtungszeit bis  zum  Jahresanfang  mittelst  obiger  Formclu,  zieht  diese  Correctioneu 
vom  wahren  Orte  ab,  da  man  ja  vom  wahren  Ort  auf  den  mittleren  übergehen  will 
(wähi'end  das  Berliner  Jahi-buch  diese  Correctionen  im  umgekelu-teu  Sinne  giebt),  und 
legt  dann  den  so  erhaltenen,  auf  das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahi-esanfauges  bezogenen 
Ort,  zusammen  mit  der  reduckten  Beobachtungszeit,  der  Bahnbestimmung  zu  Grunde.  — ■ 

Um  jetzt  zum  Schluss  die  Correctioneu  für  Präcession,  Nutatiou  und  Aber- 
ration  in   Rectascension    und   Declination    allwemeiu    für    Sterne    in   Gesammt- 
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foriiii-lii  r.u  )HTtU-kiticliti;^i'"i  l>nt  man,  wenn  «'  und  6'  iltc  seheiiiliarc  VU-ctaMconiiion  nnd 
Dt'i-Iiiiittion  zur  Zeit  r,  wi-lcli'  K-tzloro  wieder  vom  Anfange  de«  ßi'oli.iolitimgtijalirea  an 
L;cxälill  und  in  Itruclitht'iK'n  di-8Sflliun  iiiisgrilrückt  wini,  a  und  i  dugt-gun  die  mittleren 
Aei|uati>rüalci>ordinati'n  für  <U-n  Jnlire!Utnf:ing,  fl  und  fi'  diu  Eigonhewe^unj;  des  Sterne«» 
in  lC<'('taHcenKii>u  und  Deolination  in  einem  Jahre  liedeiitet,  die  der  Zeit  |)ro)>nrtional  int, 
uumittellgir  durcli   Vereiniirung  der   in  der  liinlierigcn   Darütellung  entwickelten  Furmeln: 

u'     -  «    -•     l-  r  [m  +  n^/Ä  sin<t\  -{-  r/i 

—  |15",8148  4-  6",8650^pd  stH«]  sin  fl 

*i" ^1'1'6\  ig  &  cosa  cos  Q, 
'      (0",1'J02  4-  0",0822<«7()  sina]  sin  2  Q, 
(>",0S!»6  Igd  cosa  cos  2  Q, 
|l",lÜ4-2  -I-  0",bOhil(fd  sind]  sin2Q 
it",bi)Oa  If/Ö  cos  u  cos  2  Q) 

■  |0",1173  -f-  0",0b09  Igd  sinu]  sin(0  —  T) 

—  -     |O",Ol05  4-  i)",OOSbtgd  sinu]  si>i(0  +  f) 

-  (i",(XVJ3/(/d  cos«  cos(0  4-  r) 
-    20'\i92cost  secö  cosu  cosQ  '   '     '     ^     -* 

—  ■J0",492  sec  d  sin  «  sin  © 

rt'         d  —    tncosct  -\-  tfi' 

—  6",8650 cos«  sin  ft  +  9",2231  sinu  cos  Q, 

■  0",0822  cos  «  sin  2  Si  —  0",0896  sin  u  cos2  Si 

—  0",5054  cos  «  sin  2  ©  +  0",5509  sin  a  cos2  Q 
ü",0509  cos  u  sin  ( Q  —  F) 

-  0",0065 cos«  sin(©  +  T)  +  0",0093  sin«  cos(Q  +  T) 
-^    20",492  [sin«  sind  coss  —  cosS  sine]  cosQ 

—  20",492  cos  «  sin  Ö  sin  © 

In  diesen  Ausdrücken  repräsentirt  das  erste  Glied  die  Correction  in  Präcessiou,  das 
/weite  in  Eigenbewegung,  die  beiden  letzten  in  Aberration,  die  übrigen  aber  in 
l.unarniitation  und  Solarn  u  tat  ion.  Man  sieht  unmittelbar,  dass  die  einen  Glieder 
nur  von  der  Zeit  und  von  den  Coordinaten  der  Sonne  und  des  Mondes  ©,  ([,  Si,  F,  F' 
ilihängen.  Diese  Glieder,  die  also  unabhängig  von  den  Coordinaten  «  und  d  des  Sternes 
-ind,  können  mithin  für  sich  und  dann  für  jeden  einzelnen  Stern  berechnet  werden; 
»ährend  andere  Glieder  in  «'  —  «  luid  d'  —  d  nur  von  den  Coordinaten  des  beob- 
H-hteteii  Sternes  abhängen,  aber  auf  Jahre  hinaus  für  ihn  Coustante  sind.  Die  ersten 
■  lieser  Grössen,  die  im  Herliner  Jahrbuche  mit  A,  B,  C,  D  bezeichnet  sind,  weisen,  wie  man 
-ich  überacugt,  für  jedes  neue  Jahr  starke  Veränderungen  auf,  während  die  andere  Glieder- 
^ru|ipe,  die  mit  n,  6,  c,  d  in  Hectaseension  und  mit  a',  !>',  c',  d'  in  Decliiiation  bezeichnet 
\vird,  für  jeden  Stern  bezüglich  fast  die  gleichen  Werthe  in  jedem  neuen  Jahre  zeigt 

Diese  neun,  in  den  asti'onomischen  Jahrbüchern  enthaltenen  Grössen,  durch  die 
man  der  3Iühe  überhoben  wird,  die  Kednction  vom  scheinbaren  Orte  auf  den  mittleren 
und  umgekehrt  selbst  numerisch  im  Einzelnen  auszuführen,  heissen  die  Besserschen 
Conslanten,  weil  sie  durch  Hessel  in  seinen  Tabulac  Regiomontanac  berechnet 
worden  sind.     Dieselben  haben  folgende  Form  '): 


')  Die   durcli    «lie    Pariser   FuinlameDtalBtenicoDfercuz    B'ioiptirten     nnmcrisciii^n    \StTtlie    siehe 
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fl  =  »»   +  n  tg  d  sin  « 
b  =  fgScosoi 
c  =  secScosoi 
d  =  secdsinu 


a     =    )l  COSK 

h'  =  —  sinu 

c'  =  ig  E  cos  d  —  sin  d  sin  a 

(V  =  sinäcoscc 


A  =  z  —  UoSinSl   +   UiSi)i2  Si  —  u,sin2Q   -f  v^sin(Q  —  F) 

—  UiSin(Q   -\-  r) 
B  =  —  9",2231  cos  Sl    +  0",0896  cos  2  ß  —  0",5509  cos  2  0 

—  0,0093  cos  (0  +  r) 
C  =  —  20",492  cos  E  cos  Q 
B  =  —  20",492  sin  0 
E  ^  — ■  V  sin  Q,   +  ^'i  sin  2  0,   —  v^  shi2  Q   -]-  v^  sin  (Q  —  F) 

—  Vi  sin  (Q   +  r) 

iudem  zur  Abküvzansf  die  Zahleuweithe  in  den  Fonueln  füi-  «'  —  «  und  d'  —  S: 


(92) 


6",S650  =  HMo 
0",0822  =  WM^ 
0",5054  =  ««2 
0",0509  =  »«3 
0",0085  =  w«4 


15",8148  —  m  i<a  —  (■„ 
0",1902  —  »u<i  =  Vi 
1",1642  —  mth  =r  v^ 
0",1173  —  mu,  —  V-, 
0",1195  —  mUi  =  Vi 


gesetzt  sind,  wodui-ch  sich  diese  Formeln  selbst  unmittelbai-  wie  folgt  schi-eiben : 

«'  —  «  :^  [r  —  t(^sin  Sl  -\-  UiSin2Q,  —  ?<jS«»2  0  -\-  ii^sin{0  —  -T) 

—  «<4sw(0   -f  jr)][>n  +  ntgSsinoi] 

—  [9",2231  cos  ß   —  0",0896  cos  2  ft   +  0",5509  cos  2© 

+  0",0093  cos (O   +  r)]tgdcosa 

—  20",492  cos  EcosQ  cos  a  sec  ä 

—  20",492  sin  0  sin  ccsecd 

+  ^(^ 

—  Vf)Siti  Sl   +  ViSin2Sl  —  f., s»n2  0   -|-  ^38171(0  —  F) 

—  Vi  sin  {O    +   -O 
8'  —   ö  =  [t  —  Uo  sin  ü,   -\-  Wi  sin  2  0,   —  •»,  sin  2  0 

+  ««3S?m(0  —  r)  —  MiS«n(0   4"  jr)]»cosa 
+  [9",2231  cos  ft  —  0",0896  cos  2  ft   +  0",5509  cos  2  0 

+  0",0093  cos (O   +  r)]sin« 

—  20",492  cos  £  cos  0  [tg  scosS  — ■  sin  ö  sin  «] 

—  20",492  sin  Q  sin  d  cos  « 

+    Tfl' 


(93) 


Die  Berücksichtigung  der  Coirection  in  Präcession,  Nutation  und  Aberration 
geschieht  daher  in  höchst  einfacher  Weise  durch  folgende  definitive  Rechenfornieln: 


Ö' 


u  =  Äa    +  Bb    +   Cc   +  Bd    +  t  (i  +  E] 
d  =  Äa'  +  Bb'  +   Cc'  +  Bd'  +  Tfi'  j 


(94) 


in  denen  a,  b,  c,  d  und  a',  b',  c',  d'  bloss  vom  Sternorte  und  der  Schiefe  der  Ekliptik,  A,  B, 
C,  B,  E  dagegen  von  Sonne  imd  Mond  abhängen,  also  reine  Functionen  der  Zeit  sind 
und  eben  daher  in  die  im  Jahrbuche  gegebenen  Tafeln,  welche  die  Zeit  als  Argument 
enthalten,  gebracht  werden  können.  Sämmtliche  Grössen  in  obiger  Formel  entlehnt  man 
also  nur  einfach  dem  Jahi-buche,  wodm-ch  man  der  ganzen,  sonst  sehi-  beti-ächtlichen 
Arbeit  mit  einem  Male  überhoben   ist     Die  Glieder  Aa  -\-  Bb  und  Aa!   -\-  Bb'  rühren 
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•hiboi,  tim  c«  noch  i-iiininl  horvorr.ulicbcn,  blo««  von  <ler  l'rAcoaBion  un<l  Niitntion. 
iiü  Ciliedcr  (  c  +  Dd  uu<l  Cc'  •  J)d'  von  der  Aborration,  die  (ilicder  rji  und  t(i' 
von  der  Eijjenbcwcpnnfj  her;  K  liegt  unter  ',,0"  und  wird  moi8t  vonmchlUiinigt. 

An  Stcllo  dioner  schon  höchst  einfachen  Hechcnformeln,  die  begondeni  j^eeijfnel 
«ind,  ■wenn  man  eine  Kplienieride  eines  Sternes  für  l&npere  Zeit  zu  berechnen  und  »ehr 
viele  l>eobachtunL;en  dcbHelben  Sternes  r.u  rcducircn  hat,  kann  man  sich,  wenn  man 
die  Ht'iluction  nur  für  einen  einzelnen  Tag  sucht,  mit  Vortheil  anderer  bedienen,  die 
man   wio  folgt  erhHlt. 

Hei  der  Heduction   eine»  Ortes  eines  Sternes  vom    mittleren  Acquinoctium    für   ein 

gegebenes    Dsitum    t    auf    das    wahre    Acquinoctium    des    Datum«    t'    kann    zunächst    die 

Hercchniing  der  fnrrectionen    für  Präcession    und  Nutalion   gleichzeitig    erfolgen.     Setzt 

man   nämlich  in  den  Gleichungen,   welche  die  Summe  dieser  Correctionen  rc[irääcutircu : 

^«  ^-  wir    1-  ^Xcose  -\-   (nt  -|-  ^ksin  i)sin«igd  —  JecosutgÖ 

Jö  =  (nt  +  JXsint)cosu         -f-  jJtsinu, 

bezüglich: 

mr  -j-  ^kcose  =:  f 
nr  ■}-  ^i l  sin  t  ^^  g sin  G 
—  z/e  =^  gcos  G, 

••>  ist  der  Einlluss  in  Präccsbion  und  NuUition  unmittelbar  gegeben  durch  die  Helatiouen: 

Ju,=r+   gSill{G    -f   «)'J7*    1  /„r.x 

Jd^  =  gCOs{G    ^    «)  I ^      ' 

Mi'boi    man    die   Grössen   /,  n,  G  wieder   unmittelbar   dem   Jahrbuche  entlehnt,   welches 

liiro   Werlhe  in  lnter\-allen  von  einem  Tage  giebt.     Dabei   wird   der  Anfang  des  Jahres 

-tets  von  dem  Momente  ab  gerechnet,  wo  die   mittlere  Länge  der  Sonne  — 20'',47  (dem 

instanten  Theil  der  Aberration)  gleich  '280o  ist. 

Ebenso  lassen  sich  die  Formeln  für   die  Aberration   leicht   wie   folgt  umschreiben : 

^«„  =  hsin(U  +  a)sec6  \  .     . 

z/d„  =  hcos{B  -f-  «)s/»id  -\-  icosd  l 

«obii    (,  h    und  ü   gleichfalls    wieder   den    aßtronomischcn  Ephemeriden    des  Jahrbuches 

ilirecl  entnommen  werden.    Als  definitive  Rechenformeln,  welche  die  Correctionen  wegen 

l'räccfsion,   Nutation    und  Aberration    in    sich  vereinigen,    hat    man    an   Stelle    der   eben 

erwähnten  daher  auch  die  folgenden: 

ß'  —  «  =  /  -f  gsin{G  -\-  u)igd  -f  hsinill  -f  «)sfcd  +  t,u     ) 

d'  —  d  =:  gcos{G  +  «)  +  hcof{H  +  Cr)  s/n  d  -f  icosd  -\-  r/i'  J 

wobei  /i   und  u'  die  Eigenbewegungen  des  Fixsternes  bezeichnen. 

Die  Formeln    (97)   kann   man,    um   auf   die   allgemeinen  ücmerkungcii    von  S.  193 

und  194  zurückzukommen,  natürlich  auch  zur  Berechnung  des  Totaleffectes  der  Träccssion 

imd    Nutatiim    bei    Kometen    und    kleinen    Planeten    verwenden.     Erwähnt   sei   noch, 

■las-s    das    iH-rliner   astronomische  Jahrbuch    auch    für   die  Iteduction  vom  nächsten  J.ihr- 

/«•Imtanfang  die  Grössen  f,  g,  G  in  viertägigen  Intervallen  giebt.  — 

Für  jiolnabe  Sterne  genügen  indess  die  Formeln  (97)  nicht,  da  die  Vernachlässigung 

icr    huhenii  Glieder    nicht    mehr   statthaft    ist.     Fabritius    hat   für   diesen  Fall    in    den 

Astronomischen  Nachrichten  Btl.  87,  S.  113  und   129  einfache  Formeln  zur  strengen  lle- 

Uiction  angegeben.     Seien  ^u  und  Jd   die  nach  (97)  berechneten  Keductionen  auf  den 

M'heiiibareu  Ort,  so  findet  man  die  definitiven  Reductionen  aus  den  Formeln: 

Ja  1 

t,j{a'  -  a)  =  j  -^1___ ;    d'  -  ö  =  Jfs  —  mtgölg  -  («'  —  «)  ^a      •     (97:.) 


—     198     — 

Zum  Schluss  dieser  Vorlesuug  geben  wir  für  die  Berechnung  der  Präcession  und 
zur  Erläuterung  der  Fundameutalformeln  der  ersten  Abtheilung  das  folgende  nume- 
rische Beispiel  nach  Watson,  welches  füj-  den  allgemeinen  bei  Berechnung  des 
geocentrischen  Ortes  einzuschlagenden  Gang  der  Rechnung  vorbildlich  ist.  Es  sollen  die 
geocentrische  Rectascension  imd  Declination  des  Planeten  Eurynome  ®  für  mittlere 
Mitternacht  Washington  1865,  24.  Februar  bestimmt  werden,  wenn  die  Elemente  der 
Bahn  die  folgenden  sind : 

Epoche  =^  1864,  10.  Januar,  Greenwich  m.  Zt., 
M  =       1<'29'40",21 


Ekliptik  und  mittleres 
Aequinoctium  1864,0 


jr  =     44  20  33  ,09 
ß.  =  200  42  40  ,13 
/  =      4  36  50  ,51 
93  =     11   15  51  ,02  j 
Joga  =  0,388  1319 
logw  =  2,967  8088 
u  =  928",557  45 
Wenn   eine  Reihe  von  üertern  berechnet   werden    soll,    so    müssen    zunächst   die   in   den 
Ausdrücken  für  die  Coordinaten   enthaltenen  Gauss'schen  Constauten  berechnet  werden, 
und  wiewohl  im  vorliegenden  Falle  n\ir  eine  einzige  Position  zu  berechnen  ist,  so  wollen 
wir  doch,  weil  dieser  Process  typisch  ist,  in  der  That  so  verfahren. 

Da  die  Elemente  n,  ß  und  i  sich  auf  die  Ekliptik  und  das  mittlere  Aequinoctium 
von  1864,0  beziehen,  so  müssen  wir  sie  zuerst  auf  die  Ekliptik  und  das  mittlere  Aequi- 
noctium von  1865,0  umrechnen.  Bei  dieser  Reductiou  haben  wir  t  =  1864,0  und 
t'  =  1865,0  zu  setzen  und  erhalten  so  nach  den  für  die  Präcession  entwickelten  Formeln: 

—  =  50",239,  n  =  352»  51' 41",  n  =  u  '  4882. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen: 
siiiiSl  —  77) 

Z/C5   =   Jl   ^ -, - 

sm  i 
?i  =  ?  +  JT  cos  ( 9>  —  77)  +  V4  — ^"  sin  2  i 

ßi  =  fö  +  (/,  -  i)  ^  —  7tsm{Si  —  U)cotgi,  —  V,  —  s/h  2(0  —  77) 


dt 
<U 
dt 


^  +  ih  -  0  t!  +  ^siii{Sl  -  n)tg^,i,  -  V,  —  s/H2(a   -  77) 


ergiebt  sich: 

i,  —  l  =z  Ji  ^  —  0",40,     J9>  =  ^-  53",61,     Jji  =  +  50",23 
und  mithin  sind  die  Elemente,  welche  die  Lage  der  Bahn  bezüglich  dor  Ekliptik  1865,0 
bestimmen:      ^  ^  44"  21' 23",32,     ft  =  206»43'33",74,     i  =  4«30'50",11. 

Die    mittlere    Schiefe    der   Ekliptik   für    denselben    Zeitpunkt    ergiebt   der   Nautical 
Almanac  zu :  ^  __  230  27'  24''  03. 

Die  Gauss'schen  Constanten    für   deu  Aequator   ergeben    sich    jetzt  nach  dem  Frühereu 

aus  deu  Formeln: 

tqi 
coiq  A  =:  —  ig  Q,  cos  i;       tg  E^  -=  -  '  ^ 

•'  •'  cos  Q, 

,    _  cosi  cos{Ea  +  e) 

cotgB  =:  ; — —  ■  

tg  Sl  cos  Ea  cos  s 


-        lU'J 

tii  U  COS  £,  tin  c 

<">  .   .         »»'« ii  cos« 

.>iiH(i  Bino  = .-^ 

I  «in  B 

sin  ü,  sin  t 

sin  C 

l>;ilK'i   i>l   ;iU.>  «k-r   \\iiik<l    /■',,  .li  liniii  .lurcli  iJie  GIciohiiiigcii: 

.sin  i  -r-^  fo  *"•  ^'0 

^    ms  i  ros  Q,    r^=   r„  ms  A'o 

iiiiil  »tt't-s  kleiner  :il>  1>(J";  iler  IjiKiilraiit.  in  Wflclu'iii  er  /ii  nehmen,  ir-t  iliiect  ilinvli  ilas 
Wir/oiehfu   von 

cos  U 

lieKtiniint.  Die  Wcrllie  vou  sina,  sinh  und  sine  sind  stets  positiv  und  diiiii-r  müssen 
■  \\v  Winkel  .-i ,  B  und  C  mit  Hüuksicht  auf  den  Quadninten,  in  welclieui  jeder  liegt, 
-•>  genummen  werden,  dass  sin  Ä  und  cos  il,  sin  Ii  nml  >/(i  W  und  siii  C  und  si'h  ft  das 
.■leiclie  \'or/,eielien  Italien.     Daraus  ergiebt  sich: 

A  =  i^JG"  3*J'  5",07  /o(/siHrt  =r  ;i,!)y'JTi:i6 
B  =  205  55  27  ,14  hgsinb  —  9,a748254 
f  —  212  32  17  ,74       log  sine  —  !>,522219  2. 

woliei  die   Controlformel  für  die  richtige  Berechnung  der  Constauten: 

.    .         sin  b  sin  c  sin  (C  —  B) 

Igt  —      . >•—-      ^'^ 

stna  cos  A 

log  Ig  i  =  S,l)068875 

'  igielit.  ein  Wertli,  der  mit  dem  aus  i  direct  abgeleiteten  Werthe  8,006 887 fi  ülter- 
'instimml. 

Zunäehst  müssen  nun  r  und  u  bestimmt  werden.  Das  Datum  1865,  Februar  24,5 
mittlere  Zeil  Washington,  durch  Anbringung  des  Dingenuulerschiedes  5*'8™11*,2  auf 
len  Meriilian  von  tireenwieli  bezogen,  wird  1865,  Februai-  24,714018  m.  Zt.  Greenwicli. 
1  »ie  vom  Zeitjiunkte,  für  den  die  mittlere  Anomalie  gegeben  ist,  bis  zu  dem  Datum, 
:  iir  Welches  iler  geocentrische  <,>rt  gesucht  ist,  vei-strichene  Zeit,  ist  also  420,714018  Tage. 
\luliiplicirl  man  die  mittlere  tägliche  Bewegung  y28",55745  mit  dieser  Anzahl  von 
Tagen  und  addirt  das  liesultat  zu  dem  gegebenen  Werthe  vou  il/,  so  folgt  die  mittlere 
Aniimuiie  für  den  gesuchten  Ort: 

M=  1»29'40",21   -f  108»30'57",14  =  110»0'37",35. 
Die  ext'entrische   Anomalie   E  wird  jetzt  aus  der  Gleichung: 

M  ^=  E  —  esin  K 
_'efunden,    wobei  iler  Wertli   von   e  in   Bogensecunden  auszudrücken   ist      Für  Eurynoiuc 
ii:it   man: 

logsin  <jp  =r  logf  ^r-  !),2!l()77."»4. 

Der   Werth  Von   c  wird  also  in  Bogensecunden: 

löge  —  4,6052005. 
Nun    ergiebt    aber   die    analj'tische    Auflösung    «1er    Kejiler'schen    Gleichung    nach    La- 
.range's   l'mkehrungsformel   die  (ileidning: 

i-;  =  M     \    esinJil     ;     '  ,c»»ih2  J/     |-  .  .  . 
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Dieselbe  ergiebt  als  Nälieruugswerth  von  E: 

Eo  =  119»  49' 24", 

indem  der  Werth  von  e%  ausgedrückt  iii  Secuuden: 

loge-i  =  3,895  976 
ist.     Hiermit  wu'd: 

M„  =  Eo  —  esinEo  =  HO»  6' 50". 
Danach  eiliält  man: 

1  —  ecosEf,  1,09  ( 

was  in  zweiter  Näherung  für  den  Wertli  von  E: 

Ea  =  119»43'44",3 
ergiebt.     Hieraus  folgt: 

Mo  -=  110»    0'36",98 
mid   damit: 

^^«  =  +  w  =  +  '"''"• 

Man  erhält  somit  in  dritter  Annäherung  für  den  Werth  von  E: 

E  =  119»43'44",64, 

wonach  keine  weitere  Correction  erforderlich  ist,  da  dieser  Werth  die  Gleichung  zwischen 
J/  und  E  erfüllt. 

Um  )•  und  V  zu   finden,   hat   man    nach    dem    Früheren    (cf.   vierte    Vorlesung)   die 
Gleichungen: 

y7  sin  Vi  V  =  ya(l   -)-  e)  sin  i/^  E 

y^  cos  1/2  ®  ^=  Va(l   —  e)  cos  1/2  E. 

Die  Werthe  der  ersten  Factoren  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen  sind: 

log  Va (1   +  e)  =  0,2328104 

log  ]la(l  —  e)  =  0,1468741. 
Somit  folgt: 

V  =  129»3'50",52 
logr  =  0,4282854 

^"^^""^  ^-   Si  =   197«37  49',58 

wii'd : 

M^f  +  JT—  ü=  326»41'40",10. 

Die  heliocentrischeu  Coordinaten  in  Bezug  auf  den  Aequator  als  Fundameutalebene 
nehmen  jetzt  auf  Grund  der  Gleichungen : 

X  r=  rsinasin(^A  -j-  w) 

y  =  rsinbsin(B  -\-  u) 

<;  =  r  sin  c  sin  (  C  -|-  m) 

für  Eurynome  folgende  Werthe  an: 

a-  =  —  2,6611270 
y  =  +  0,3250277 
.-  =:   -1-  0,0119486. 

Der  Nautical  Almauac  oder  das  Berliner  Jahi-buch  giebt  aber  als  Aequatoreal- Coor- 
dinaten der  Sonne  für  1865,  Februar  24,5  m.  Zt.  Washington,  bezogen  auf  das  mittlere 
Aequinoctium  und  den  mittleren  Aequator  dos  Jahresanfanges: 
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X  =  +  0,9094557 

7=  —  0,3599298 

Z  =  —  0,1561751. 
Sililiis^Iicli    Bind   die   gcoceiilnsche    Heetosceusiou ,    Düclhmtion    und    Eiitfurnung    durch 
fulgi'iiUo  Ki-latiuiieu  bextiintiil: 

'-  =  m 

sind 
Dio    erste  Form    der  Glciolumg   für  tijÖ  wird   dabei   angewandt,  wenn  sin  et  "^  eosa  ist 
Der  Wertli   von  J  muss   stet«   jiositiv   sein;   ö   ist  kleiner  als  ±  90°;   daa  Minuszeichen 
bezeichnet  südliche  Declinationen.     So  folgt: 

«  =         181«    8'29",'21t 
Ä  =  —       4"  42' 21  ",56 
logJ  =         0,2450054. 
Um    jet/.t    noch   «    und   Ö   auf    das    wahre    Aequinoctium    und    den    wahren 
Ae<|uator  Februar  24,5  zu  reducu-eu,  eutnehmen  wu-  dem  Naulical  AUuauac   oder   dem 

Uerliner  Jahrbuehe : 

/■=  +   16",80 
logg  =  1,0168 
G  =  45»  16' 
und  substiluiien  diese  Werthe  iu  die  frühereu  Gleichungen: 
^u  =  f  -\-  gsin  (G  -f  et)  tgd 

Jd  =  gcos  (G  -{-  u), 
wodurch  sich : 

^u  =  +   17",42 

Jö  =  —     7",17 
ergiebt,     Mithin    ist   der   geoceutrische  Ort,   bezogen    auf   das   wahre  Aequinoctium   und 

.Vequator  des  Datums: 

«  =         181»    S'4U",71 

Ö  =  —       40  42'28",7o 

log^  =        0,2450054. 

Ist   nur  ein  einzelner  Ort  gesucht,  so  gelaugt  mau  etwas  rascher  zum  Ziele,  wenn 

man  r  aus : 

r  =  a  (1   —  ecosE) 
berechnet  und  f  —  E  aus: 


(f  —  E)  =    y-  sin  Vs  (p  sin  E. 


So    erhält    man    iu  üebereiustimmung  mit  den  ebeu  gefundenen   Werlhen  für  den  frag 
liehen  Ort  der  Kur}'nome: 

Ingr  —  0,4282852 
V  —  E  =      9»  20'   5",92 
D  =  129»    3'50",5(i. 
Die  Probe  auf  die  Rechnung  kann  mittelst  der  Formel: 


51«  V,  (f  -}-  JS)  =  1' ^  rn<  1     c,  >;„  /•: 


Klinker fuM,    TlirorclUche  Ailronomie 
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gemacht  werden.     Im  Falle  der  eben  gefundeneu  Werthe  hat  man: 

1/2  (y  +  E)  =  124<'23'47",60, 
also: 

logsin\/2{v  -\-  E)  =  9,9165316, 
während  die  rechte  Seite  der  Gleichung  auch: 

JogsinVi{v  -\-  E)  =  9,9165316 
wird. 

Bei   der  Berechnung    eines   einzelnen  Ortes   ist  es    ebenfalls  wieder   ein  nm-  wenif 
kürzeres  Verfahren,  erst  die  heliocentrische  Länge  und  Breite  auf  Grund  der  Gleichuno-en: 
tgil  —   ft)  =:  J;  tgucosi 
tgh  =  i  tgisinQ  —   ft) 

zu  berechnen,  dann  die  geocentrische  Länge  umd  Breite  mittelst  der  Gleichungen: 
^cosßcos(k  —  O)  =  rcoshcos(l  —  O)  +  -R 
^  cosßsin{k  —  0)  =  rcoshsinQ  —  Q) 
^  sin  ß  =  r  sin  b 

zu  bestimmen  und  hierauf  die  geocenti'ische  Länge  imd  Breite  auf  Grund  der  Relationen: 

cos  (N  +  s) 
tga  =  — ^ — ^ — '-  tgX 
^  cosN         " 

fgö  =  tg{N  -\-  s)  sin«, 
wobei: 

sm  A 
ist,  m  Rectascension  und  Declination  zu  verwandeln. 

Die  Berechnung  des  geocentrischen  Ortes  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  gleicht  In 
jeder  Hinsicht  derjenigen,  bei  welcher  der  Aequator  als  Fuudamentalebene  angenommen 
wh-d  und  bedarf  keiner  weitereu  Auseinandersetzung. 

Die  Berechnung  des  geocentrischen  oder  heliocentrischen  Ortes  im  Falle  einer 
parabolischen  oder  hyperbolischen  Bahn  weicht  von  dem  im  vorhergehenden 
Beispiele  angegebenen  Verfahren  um*  in  der  Alt  der  Berechnimg  von  r  und  v  ab. 

Um  zunächst  den  Fall  der  parabolischen  Bewegung  numerisch  zu  illustriren, 
sei  t  —  T  =  75,364  Tage,  Jogq  =  9,9650486  und  r  und  v  seien  zu  bestimmen. 
Zuerst  berechnen  wir  m  aus: 

Co 

"'  =  ^' 

wobei  nach  dem  Früheren  (s.  fünfte  Vorlesung): 

Co  =  9,960127  7 
ist.     Danach  folgt: 

Hierauf  findet  man  M  aus : 


logt»  =  0,0125548. 

21  —  m  {t  —  T), 


logM  =  1,8897187 

ergiebt.     Mittelst  dieses  Werthes  ergiebt  sich  nach  lafel  VI: 

f  =  79»  55'  57",26. 
Schliesslich  ergiebt  sich  r  aus: 


logt-  =  0,1961120. 
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I  111  'li  II  lall  iltT  liy|>filioli.sclit'ii  Bfwi'giiug,  «•0|<=^a(e* — 1|  l  u  —  iicutijii*, 

»li    gtgil)iii :    l  —  r  —   65,4r2:i6    Tage,    i>  =   37»  35' 0",0,   logt  =  0,10101h8    und 
loga  r-=  (i,iiU'JUGOO.     l'iii  r  uiul  f  /u  liiuU'ii,  berocLiiuii  wir  ziiiiltclist  y  uiih: 

w..l..i: 

logk  =r  !t,637  7843, 
iiikI   t'i'lmllcii: 

loijX  =  8,7^5  935  ti 

X  =  0,06108514.  . 
l>iT  Wi-rtli  Villi  F  «■rgit'lit  sich  jetzt  ans  der  Gleichung: 

y  =  ci.  t;i  F  —  log  Ig  (45»   +    '/a  F). 
Indem  wir  F  ^rrz  30»  annehmen,  gewinnen  wir  einen  genäherten   Werlh  von  F  aus: 

N+  log  Ig  600 

'"^'  -  ä ' 

wiiilurcli   !.ifli : 

F  =  28»  40'  23" 
und  folglich: 

Ni  =  0,072  GTS 
ergieht. 

Die   auf   deu    letzteren   Werth  von  F  anzuwendende  Correction  berechnet  man  aus 
der  Gleichung: 

_  {N--jQcosFl 
'  ""     A(e  —  cosF^)     ^ 
wobei  s  =  20G264",8  ist  und  erhält  so: 

JFt   —  4,G0'J7(.Y  —  Ni)s  =  —  3»  3' 43".(). 

Hierdurch  erhält  man  in  zweiter  Annäherung  für  F: 

F,   =  25»  36' 40",0. 

Der  entsprechende  Werth  von  N  ist: 

iV'i   =  0,(MiI7G53 
und  folglich: 

z/F,  =  5,19«  (iV—  N^)s  =  —  12'9",4. 

Die  dritte  Näherung  ergiebt  mithin  : 

Fl  =  2ö»24'30",G. 
Schliesslich  folgt  durch  Fortsetziuig  der  Operation: 

F  =  25»24'27",74, 
ein  Werth,  der  keiner  weiteren  Correction  bedarf. 
Vn\  >■  711  finden,  hat  man: 

\cos  F  J 

wodurch  sich : 

logr  =  0,200854  4 
ergiebt.     Hierauf  folgt  v  aus: 

Ig  i/j  V  =  colg  '/'}  tl'  Ig  'o  F 
zu: 

V  =  G7»  3' ((",)». 

Solleu  hingegen  mehrere  Oerter  gefunden  werden,  so  empüehlt  es  sich,  r  und   r  mittelst 
folgender  Gleichungen  zu  berechnen: 

20» 
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\cos  F 

fr  cos  ^U^'  =  -'— 1 — =-^  ivs^/.-,!'. 
Für  ilie  geoebeuen  Wcrthe   von  «  und  c  hat  man: 


und   urliält  liieraus: 


]a{c   +    1)  =  0,478 -ifU  9 

]«(<•—   1)  =  0,010082 'J 

V  =  67»  2' Ö9",!(2 
7o_f/;-  =  0,2008545. 


Z  11  s  am  m  e  n  s  t  e  1 1  u  n  g. 

I.     Präcession. 
A.    AUgeuieiue  Werthu'): 
Bedeutet : 

/     die  jährliche  allgemeine  l'räcession, 
/,    die  jährliche  lunisolare  Präcessiou, 
a    die  jährliche  Präcessiou  durch  die  Planeten, 

£i  die  Schiefe  der  festen  Ekliptik  gegen  den  jeweiligen  Aequator, 
e.^  die   Schiefe    der    mittleren    (in   Folge    der    Säcularstörungen    beweglichen) 
Eküptik  gegen  den  jeweiligen  Aequator,  dann  ist: 

1.  Nach  Bessel  für  1750,0: 

/  =  50",21129;  +  0",0001221483<2 
7i  =  50",37572«  —  O",0001217945 /= 
a  =  0",17926f  —  0",000 266 0393  <ä 
f,  =  23»28'18",0+  ()",0000098423<2 
fä  =  23«  28'  18",0—  0",48368i  —  0",000002  72295  <-'. 

2.  Nach  Peters  für  1750,0: 

7     =  50",21484f  +  0",(>00 1134/2 

;,    =  50",37572  7  —  O",O001O84^' 

a    =     0",17229/ —  0",000  266 039  3  <2 

fj  —  23«  28'  17",9  +  0",000007  35<2 

£,  =  23«  28'  17",9  —  0,4738«  —  0",00000140 /a 

3.  Nach  Nyren  für  1800,0: 

1     =  50",1882  7  +  0",000 113  33/2 
7;    =  50",3269  7  —  0",000 10824/2. 

4.  Nach  Oppolzer  für  1850,0: 

7     =  50",23465/  -f  0",000 112  88/2 

7i    =  50",36924/  —  0",000 108  81/2 

a    =  0",14673/ —  0",000  241  86/2 

f,  =  23»27'31",24  +  0",000007 19 /-' 

f.,  =  2o0  27'31",24  —  0",47593/  —  (i".00000149 /2. 


')  lu  den  Formeln  1.  bis  4.  bedeutet  /  den  seit  dem  angegebenen  Aufaugsjabre ,  z.  B.  1750,0 
bis  zur  Beobachtungszeit  verflossenen  Zeitraum,  daher  f,  die  Schiefe  der  Ekliptik  1750,0  gegen  den 
Aequator  zur  Zeit  f,  z.  B.  1897,0.  In  den  Formeln  5.  hingegen,  wo  /  und  /„  auftreten,  bedeutet  f,  die 
Schiefe  der  Eküjitik  zur  Zeit  /„  gegen  den  Aequator  zur  Zeit  / ;  diese  Formeln  sind  also  allgemeiner. 


f.. 
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N'iich  II:irkiiL-S8  für   ItS^UjO  (Mittel  uu8  verschifdeufu  Auloritiltc-ii): 
/    —  I ÖÜ",23622  +  0",00022044  (^o  —  1850)] (<  —  'o)  l"  0",000 1 1022  (<  —  /,)» 
;,    ^  [60",35715-|  0",00004943(/»  — 1850)](<  — ^«)  — 0",00010669(<  — /o)* 
(1    —  I   0",13183  — 0",(tOO  18(5 55  (/o  —  1850)J(<  —  <o)  — (»",000 236 52  (/  —  /,)« 
f,   r--  23»  27'  31",47  —  0",4CH54(*o  —  1850)  — O",O0OO0O73(^o  —  1850)' 

+  0",()0OO0641(t  — ^o)' 
{,  —  230  27'  31",47  —  0",46654(<o  —  1850)  — O",00O000  73(\,  —  1850)» 

'  _  [0",46654  +  0",000  0014C(/o  — 1850)J  (<—  r»)  — 0",00O00O73(<  — <o)». 

DiT  Werlh   clor   Coustantcn    der   Luuisolaqträoossion ,   J.  h.   der   l'riicessioii.s- 


'on!<t:iiiti'ii   1'  ist  für  das  Aequiiioctiuin  1800,0  nach: 


Auiuli!..! 

1. ..,.....■.• 

Rc«sel 

Struve 

und 
Peters 

Hanaen      Leverricr      Xyren        lli:;.h.- 

Ueitimmung!>-\ 
j.hr         / 

1802 

1826 

1841 

1862               18Ö6 

1870      1 

y 

'f  50",29034 

+  &0",37826 

+  50",3798 

+  60",35593!-|-  50",36888 

+  50",32C'.)  +iV,aö4ocJ 

I».    Kiiifliiiis  der  PräccBsion  auf  die  Coordinaton  der  Himmelskörper, 
a)  Auf  Länge  und  Hreite'): 

dk  dl    ,    ,     ,       /,         „        ,         dn    \  dn 

dß  .     /,         „        ,         dn    \  dn 

Dabei  iist: 

1.  Nach  Bessel  für  1750,0: 

n   =  0",48892f  —  0",0000030715  <» 
n  =  1710  36'  10"  —  5",2U. 

2.  Nach  Peters  für  1750,0: 

Ä   =  0",4776<  —  0",000003445f> 
n  =  172»  45'  32"  —  8",504 1. 

3.  Nach  Oppolzer  für  1850,0: 

»  =  0",47950<  —  0",00000325<i 
//=  1730  0'  12"  —  8",683< 

4.  Nach  Ilarkness  für  1850,0: 

.T   =  0",46949<  —  0",00000345<> 
II  =    173»  34'  55"  —  8",791  /. 


')  In  diesen  Ir'ormeln  beziehen  sich  1,  n  nnd  il  auf  die  feste  Ekliptik,  r.  B.  von  1750  und  die- 
jeuiRe  zu  der  Zeit,  wo  man  die  Veränderung  betrachtet  (d.  h.  zur  Zeit,  welche  der  I^nge  X  ent- 
»liricht).  Praktisch  würde  man  wie  folgt  verfahren:  man  will  die  t'oordinaten  X,  nnd  ß,  zur  Zeit  t, 
umformen   in  diejenigen   zur    Zeit  t,,   in   i,  und  ß,;   hierzu   setzt   man  mit  Hülfe  eines  genäherten 

^A+J.,   ß  =  f±±J^,    t=   ^+-^-1750 
2       .   P  2        '  2 


Wcrthe«  von  i.,  und  ß,  einfach  in  obigen  Formeln  A 


oder  1850;  so  erhielte  man  -j-  und  -^  für  die  Epoche  "'— w— ^'  Eine  analoge  Bemerkung  gilt  be- 
züglich der  Formeln  b)  für  '-^  und  -jy-  In  den  Formeln  C.  hingegen  beziehen  sich  1,  n  und  n 
auf  den  Schnitt  der  Ekliptik  zur  Epoche  t,  mit  derjenigen  zur  Epoche  t,.  //  in  Formel  C.  ist 
gleich   dem  Ausdruck   //-}-'  +  "jV  d  t. 
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l))  Auf  Kectascensiou   und    Declination 

dt  1^1  ^^ 


du  ,       ,    .    .  dd 

—-  =  m  -{-  n  Uj  0  sm  «,  —  =r  »  f öS  «. 


Dabei  ist  i) : 

1.  Nach  Bessel  für  1750,0: 

m  =  46",02824  +  0",000  308  6450  t 
n   =  20",06442  —  0",0000970204  t. 

2.  Nach  Peters  füi-  1800,0: 

m  =  46",0623  +  0",0002849< 
n   —  20",0607  —  0",0000863<. 

3.  Nach  Nyren  für  1800,0: 

m  =  46",0138  +  0",00028453f 
n   =  20",0397  —  0",00008620L 

4.  Nach  Oppolzer  füi-  1850,0: 

m  =  46",05931  +  0",0002S391  t 
n    =  20",05150  —  0",00008669  t. 

5.  Nach  Harkness  für  1850,0: 

m  =  46",06315  +  0",00027723  t 
n   =  20",04661  —  0",00008494  t. 

C.     Eiufluss  der  Präcession  auf  die  Bahnlage  der  Himmelskörper 2). 
a)  i^kliptik. 

ß,  =  ßg  -j-  Z  -)-  cotgin  sm(Sh  —  11) 
jTj  =    «0  +  ?  —  ig'^/iiJisin{Q,  — •  U) 
>i  =     '/q  —  neos  (ft  —  TL), 
wobei  z.  B.  nach  O  p  p  o  1  z  e  r  3)  : 


77  =    173»  0'  12"  +  32",869     C-^—^ 


1850 


0",47950  —  0",000006  50    ^  X       —  1850 


\     U   ^tlVOKJ   U   ,UUUUUOÜUl    --• 


}  ('-  -  h) 

1     =  |50",23465  +  0",00022580  ß-^^  ~  1850^1  (f,  —  <„) 

zu  setzen,  welche  Werthe   mau   nach  Gutdünken  aber  auch  nach   einer   der  anderen  an- 
geführten Autoritäten  annehmen  kann. 

b)  A  e  q  u  a  1 0  r. 

ft'j  =  ft'j  -|-  m  —  cotgi' ncos{Sl'  +  p) 

3t\  =  Ti'o  +  m  -f  tg'^/^i' ncos{Q,'  -\-  p) 
«'i  =      *'o  —  nsin  (ß'  -|-  p). 


')  Im  Berliner  astronomischen  Jahrbuch  werden  alljährlich  in  den  „Hülfstafeln"  die  Grössen  m 
und  «  gegeben ,  und  zwar  für  das  laufende  Jahr  (  die  Grösse  m  (t  —  f„)  in  Zeitsecunden ,  sowie 
hj  [n  (t  —  f„)]  in  Zeitsecunden  und  Bogensecunden,  wobei  t^  die  Epoche  der  wichtigsten  Kataloge  ist 
und  die  Kewcomb'sche  Präcessionsconstante  zu  Grunde  liegt.  Ausserdem  weiden  dort  Hülfsgrössen 
und  Formeln  zur  Uebertragung  mittlerer  PolsteiTiörter  von  der  Epoche  t„  der  wichtigsten  Sterncatalogc 
auf  das  Aequinoctium  des  Anfangs  des  laufenden  Jahres  gegeben. 

*)  Siehe  Anmerkung  S.  204. 

')  Siehe  Lehrbuch  zur  Bahnheslimmung,  2.  Auflage,  S.  209. 
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NMilii-i   wiudcr  iiHcli  0|)|i<il/.iii-: 

p  —  •J3",0'2y  (f,  —  r„) 


M  =    'iCV»;'»!:)!»  —  ()",(l(KM)S(;(>!)  {'^   '^  '°  —  185(lV  (/, 


•IG" 


II.     N  u  t  a  t  i  o  II. 

All;,'  V  111  f  i  II  i'    W  r  r  t  h  i'. 

I!i-/.ficliiiet  ^A  die   \iit,-itiuii   in   Lüiiljc   iiihI   .If  ilio   Niit;ili<iu   in  Si'liicfc,  so  ist  lii« 
auf  Gliciler  i'it*tor  Onlming: 

1.  N:uli  l'iters'): 

!»)  für  rlio  EpocJic  llst)U,U: 

Ji.r=—  17".-.Mu:..s,;i,-   -f  ()".-2(i7:;sm2  y   —  (i'V2(illi,//(2C 

!  ^y\^)^i^^sin{([  —  ^)—  rV26l»2*m'2  0 

-f  0",1'27Us»m(O— r)  —  ()",O2i;Jsf«(0  -f  F); 

Jf   =  +     9",223 1  coji  ft  —  0",0897  cos  2  ii   -f-  0",()88l)  cos  2  ([ 

+  0",5ä()9  cos  2  O  +  0",00«)3  cos  (O  +  T) ; 
li)  für  ilif  Epoclic    rj(l(),(): 

JX  =  —  17'VJ.-)77s(>ifi  +  0",2073 s/h  2  <ß  —  0",2()41  sm 2  (T 

4-  0",0(i77sm(C  — r*)  —  1",2693sim2  0 

+  ü",1275s»h(0  — r)  —  0",()213s»n(O  +  F); 

Ji  =  -\-     ü",2240 cos ß  —  Ü",Ü896 cos 2  fi,  +  ü",(l8.s5cos2C 

4-  O",5506  cos  2  0  +  U",(IO'J2cos(0  +  H- 

2.  N:u-Ii  Nyri^ii'): 

a)  für  die  Epocbo    1S()(I,(»: 

Ji.  =  —  l7",264ysiMft   +  ()",2Ü()5  s»H  2  P  —  ()",204G  si«  2  ([ 

4-  0",0678sm(C  — F)  —  l",2588si«2  0 

-I-  ()",r2ß6sin(0  — F)  —  O",O211sm(0  -|-  F); 

Jt   z=  ^     U",236(J  cos  ft  —  0",0893  cos  2  ß  +  0",()888  cos  2  ([ 

+  0",5463  cos  2  0  +  0",()092  cos  (0  -f  Fj; 

1.)  für  die  Epocho   1900,0: 

Jk  =  —  \ 7",2S24 sin  Si  +  0",20l)ß sin 2  9,  —  0",204T sin  2 ([ 

+  0",067S  sm  (([  —  F)  —  l",2r)!t0s»»i  2  0 

-(-  0",12()3 sin (0  —  F)  —  0",021 1  sio  (Q  +  F) : 

J  f  =r  4-     <J",237()  cos  ft  —  0",0893  cos  2  ft   +  0",0888  cos  2  ([ 

;    n",ö460  cos  2  0  -t-  0",0092  cos  (O -f  Fj. 

;■).    Naoli  ()|ijiol/cr  für  die  Epoche  1850,0  (in  zweiter  Näherung,  wenn  man 
l>is  zu  (Gliedern   vom   Hanirc  (l",Ol   inel.  .i;<'hl): 


')  cl.  l'fteri)  AMiuiidliiiig:  ,Xiiiiii.'ni!<  coustiiiis  Niitiitioiiis  .  .  ."  Kx  scriptis  Acadcmiao  Sciuu- 
iriiiii  Iiii|><Tiali<<  I't'lropnlittiiiiic.     l'ctnipuli  isj-j. 

'(  IMc  X yrün'sclioii  Wortlic  ?ind  iils  die  vollkoiiiiiiiiori'ii  zu  hotrachteu.  cf.  Nyrcn's  Aliliiiiid- 
liinft;  .lli'iilimmiin^  ilor  Niitniinn  der  Knlnxe".  Moni.  i\o  l'.Vcnd.  imp.  des  scieiiccs  de  St.  IVtors- 
bourg,  Tom.  .MX,  2,  Ity'l. 


_    ons    — 

-r/A  =  —  17'V274sm  Ü   -\-  0",20!Js/h2  fö  +  (l",0G8  sm  2  (J 

+     0",01 1  sin  (C  +  2  £0  +  2  ft)  +  0",015  sin  ((T  —  2  0  +  2  oj  —  2  oi') 

—  0",204  sin  (2  (T  +  2  «  +  2  a)  —  0",026  s/«  (3  C  +  2  «  +  2  ^i) 

—  0",034  sin  (2  (T  +  2  £0  +  ö)     +  0",012  s/u  (2  ©  +  2  to'  -f  ft) 
+     0",127smO  —  1",263  sm(2  Q  +  2to'  +  2  .Q) 

—  0",049  sm(3  0  +  2  ra'  +  2  ft)  +  0",021  sin(Q  -(-  2  ra'  +  2ft); 

z/  £  =  +     !)",23G  cos  ft  —  0",090  cos  2  ft   -j-  0",089  cos  (2  (T  +  2  gj  -^  2  ft) 
+     0",011  cos  (3  C  4-  2  oj  4-  2  ft)  +  0",018  cos(2  C  +  2  cj  -[-  ft) 
+     0",548  cos  (2  0  +  2  oj'  +  2  fl  )  +  0",02 1  cos  (3  0  +  2  ra'  +  2  ft  ). 

Fügt,  uiau  zu  diesen  letzteren  Werthen  die  gleichzeitig  statthabenden  Prä- 
cessioiiswei'the  hinzu,  nämlich  zu  zJ  X  bezüglich  50",3703i  —  0",00010888<- 
uiid  zu  ^s  bezüglich  f,,  +  0",000007 13  ^,  so  erhält  man  die  Ausdrücke 
für  die  Gesammtpräcessiou  und  -uutatiou  in  Länge,  jf',  und  iu  Schiefe,  £. 

4.    Der  AYerth  der  Nutationsconstauten  N  ist  nach: 

Tetors 'J",216  zL  U",02ü 

Xyrcn 9",244  ±  0",012 

Ilarkness  (Mittel) 9",233  +  0",011. 

I").     Eiiilluss     der    iSTutation     auf     die    Coordinateu    der    Ilinimulskörjier    und 
/.war  auf  llectascension    und   Declination. 

a'  —  K  =  (cos  e  -{-  sin  s  sin  utgd)  .  ^  k  —  coscct^d  .  zf  e 
d'  —  Ö  =  cosK  sin  £  .  z/A  -|-  sinKzts., 

Bei  Einführung  der  uunierisclien  Werthe  von  ^JA  und   yJ e  wird  bis  auf  Glieder 
erster  Ordnung : 

1.    Xach  Peters: 

a)  für  die  Epoche  1800,0: 

du  r=  a'  —  «  =  —  lö",,sl48  sin  Sl     —  [6",8650si«  Sl.  sinn 

+    9",2231  cos  ft  cosultgS 
+     0",1902  s/h  2  Q   +  [0",0825  s/w  2  9,  sinu 

+    0",0897  cos  2  Sl  cos  a]  tg  ä 

—  1",1642  s/u 2  0  —  [0",5054  s/h 2  0  sinoc 

+    0",55()9  cos  2  0  cosa]  ^/ä 

—  <)".1S72  .s///2(r   —  [0",08 13  s/h. 2  C    s/>m 

+    0",0886  cos  2  ([    cosujtgd 

—  o",oi9rj  (0  +  r) 

—  [()",OO85s/w(0-fr)s/H«  +  O",Oü93cos(0-l-r)cos«]^(/d 
+    [()",0G21   +  0",()270  sinu  tgÖ]  sin  (C  —  P) 

+    [0",117:-!  +  0",0r)09  sina  fgd]  sin  (0  —  F); 

dö  =  d'  —  d  ^  —  6",8650  sin  Q,  cosa,     -\-  9",2231  cos  Q>  sinu 

+  0",0825  s/«2  Q>  cosu  —  0",0897  cos 2  9,  sinu 

—  ()",Ö054  sin  2  0  cosa  -{-  0",5509  cos 2  0  sin u 

—  0",0813  s/h 2^    cosu  -{-  Ü",0886  cos 2 ([sinu 

—  0",0085  sin {Q-{'r)cos«  +  0",0()93 cos (0  +  T) sin « 
+  l)",0270  cosa  s/w (C  —  T') 

-L     0",Ü509  cosu  s/h(0  —  Tj; 
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li)  für  ilie   Kpuohf    l'.MHI.d: 

«'  —  «  —  — l.V'.S.fil»/«   «.A    —  (G",8(!H:-tsm  O  »-»II«     -}    »",2'24()fü»   O   eosu]lgd 
+    O".!'.»».'!»/«  2  O.    f  |t)",(IH22.siM2  a  si»i«  -)-  l)",(»8!l.')ro.s2  '.A  coiiu\tgi 

—  l",ni4»MH2  0  —  |(t",r.(tr.2siM2(-3!fi««  +  ii",i)hlW,  coa'I  Q  cosu\lg  8 

—  (•",  1 N72  »III  2 ([    —  [()",08 1 2  »iii  2 (T   si«  u  -f  ()",U8Hr)  c«s  2 ([   cw  «]  /j;  fl 

—  o",(>i!irisiii(ü  +  r) 

—  [(»",0085 s/h (0   -f-  r)*/iia    f    (l",(K)!(2  fo»(0   -f   F)  c,>stt\  li/d 
-f  [()",0621   +  (»",(127(1  siii«  t;id\  sin  (([  —  r) 

+  [0",1170  4-  ()",()r)07  siii«  tgd\  sin  (0  —  r) 

d'  —  d  —  —  t;",S»J83  SIII  ,U  CS«     +  !)",22'tO  cos  ^  siii « 

+  (t",()S22sin2  Q.  cos«  —  (l",()S!)ri  cos 2  Ü  siii« 

—  (y','iOö2  siH  2  0  cosu  -\-  0",r>S()(i  cos  2  0  sm« 

—  ()",1>H  1 2  SIII  2  ^    cos  «  4-  (l",08Hr)  cos  2  ([    si'ii  « 

—  ü",(>()hös*h(0  -f  r)  cosK  f  (»".1)0112  cos  (0  +  r)  >;»« 

-I-    0",0270  SIH  (^  —  r)  osu 
■       0",0:.(17  si/((0    —   T)  rosa. 
N;ifli   Xyri'ii: 
.i)  für  «lii-  Kiiochf   1S()0,(»: 

«'  —  «  =  —  15",.s:f71  SIII  Ü     —  [(i",s747  SIH  ß  sinu     f  !»",23(iO  cos  ft    cosaJ/(/d 
+    (»",1S!)4  sin  2  »,?,  +  |0",0822 sin  2  Q  sin  «  +  0",081i:-}  cos 2  ft  cos «J ^/ d 

—  r',lo4HsiH20  —  [0",n012  SIH  2  0  SIII«  +  0",5463  cos  2  ©  cos  «]  ^^  ö 

—  0",  1 87 7  sin  2 ([   —  [(V',08 1 5  sin  2  ([  si»  «  +  0",0888  cos  2 ([   cos  «]  /</  d 

—  O",(>1!I4sih(0  +  r) 

—  [()",O(»84sin(0  -f  r)  siH«  -f  0",0092  cos{0  +  F)  cos«]  It/ö 
+  [0",0(122  -(-  (»",0270  SIH«  ftiö]  sin  (C  —  T) 

+  [0",11I>1   +  0",0504  sincc  t,jö\  sin  (0  —  T); 

d'  —  d  =  —  (»",8747 SIH  Si  cosu     -\-  'J",23(!0  cos  Q,  sinu 

+  0",0822  SIH  2  Q,  cosa  —  0",0893  cos  2  Q,  sinu 

—  (»",001 2  SIH  2  0  cosa  -\-  0",5463  cos  2  0  sin  et 

—  0",(»81ösih2([    cos«  -t-  0",0888  cos  2  ([    sina 

—  (»",(»084  s/h  (0   -f  T)  cosu  +  (l",0(»I)2  cos{Q   -f  F)  sina 
-f  0",0270 s/h  (([  —  r)  cosu 

+    (»",(»504  s/ii(0  —  r)  r»sa: 
1.)  für  .lu'  Kpoilio   1!M»0,(»: 

«'  —  «  =  — 15",8r)48  s/h  Q,     —  [(;",8781s/h   ü    sinu   f  !)",2;-!7Ü  cos  Si    cost(\ltfö 
-f    0",18'.»5  sin  2  0.  +  [0",0822  s/ii  2  R  s/»i «  +  0",0893  cos  2  ft  cos «]  /</ d 

—  r',1550  sin  2  0  —  [0",ö01 1  s/m  2  0  sin  «  +  0",5460  cos  2  0  cos  «J  Ig  Ö 

—  0",1878s/H2(r    —  [(»",0815s/h2([   s/h  a  +  0",0888  cos  2  ([   cos«j/(/d 

—  (»",01!»4  s/h  (0    i    F) 

—  [(»",O(»84s/h(0     i     /■)s/h«    (    0",0(»;»2  cos  (0   +   n  <»s«l  /«/Ä 
+  [0",(»(i22  4-  (»",(»27(»  sinu  tgd\  sin  (([  —  F) 

+  [(»",1158  +  (»",0503  sinu  tgÖ]  sin  (0  —  F); 

i)'  —  8  =  —  (i",8-81  sin  Q    cosu    -{-  9",237(»  cos  ft  sinu 

+  (»",(»822  s/h  2  Q.  cosu  —  0",08'J3  cos  2  Q,  sinu 

—  (»",5011  s/h  2©  cosu  -\-  0",54(>0  cos  2©  sih  « 

—  (»",0815sih2^  cos«    +  0",0888  cos 2 ([  s/h a 

—  O",(»O84s/h(0   +   F)cosu   -f  (»",0092  cos  (©   -f  F)sinu 
+  0",027(» sin (^  —  r')  cosu 

+    (»",0503  s/h  (0  —  r)c»,s«. 

iiikptriir«,  Tbe'irrliirhr  Attrononiip  OT 
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III.     Gesammtformeln  für  Präcession,  Nutation  und  Aberration. 
«'  =  w  +   aA  +  h£  +  cC+dD  +  T^  +  i/is  E ') 
d'  =  8  +  a'A  +  h'B  +  c'C  +  d'D  +  r  [i' 
wobei  also  «'  und  Ö'  die  scheinbare  Rectascension  und  Decliuation,  «  und  d  hingegen 
die  mittlere  zu  Jahresanfang  bezeichnen;   oder: 

a'  —  05  =r  /  -)-  gsin  (G  +  «)  tgd  -\-  hsin  (H  +  «)  secö  +  Tft 
ö'  —  8  ^  g cos  {Gr  -\-  u)  -\-  hcos  {H  +  «)  swd  -j-  fcosd  -f-  tft', 
wobei  die  Constanten  a,  6,  c,  d;  «',  b',  c',  rf';  J,  £,  C,  D;  /,  r/,  7t;  G,  H  (deren  Bedeutung 
im  Vorhergehenden  ausführlich  dargethan)  einfach  dem  Berliner  .Tahrbuche,  oder  einem 
anderen  astronomischen  Jahi'buche  zu  entnehmen  sind. 

Durch  die  Pariser  Fimdamentalsteniconferenz  (1896)  adoptirte  Wertlie. 

1.  Präcessionscoustaute  für  die  Epoche  1850,0    ....     .ö0",245o  -f  O",0002225< 

2.  Nutationsconstante 9",210 

3.  Mittlere  Schiefe   der  Ekliptik  füi-  die  Epoche  1901,0         23»     27'     7",79 

mit   der   jährlichen  Veränderung   im  Betrage  von       0",'168 

4.  Nutation  in  Länge  ^ L  und  in  Schiefe  ^ a^): 

z/  i  =  —  17",236  sin  ft  +  0",209  sin  2  ft  —  l",2.ö7  sinIL  +  0",1 10  sin  {L  +  7.5»,3) 

—  0",049  sf«  (3  i  +  78»,7). 

z/  ta  =  +     9",2 10  cos  Q,  —  0",090  cos  2  ft  +  0",546  cos  2  X  —  0",009  cos  {L  —  7S»,7) 

+    0",021  cos  (3  i  +  78«,7). 
Kur/.i)eriodische  Glieder  der  Nutation  in  Länge  und  Schiefe: 

CiL   =—    0",204sw2([  +  0",067  sing^  —  0",034  sin  (2  ([  —  ft) 

+     0",012  sin  (2  C  —  !7i)  —  0"i026  sin  (2  ([  +  g^)  +  0",006  siu  2  (([  —  L) 

+     0",015s/k[2(([  — i)  — ^i]; 
da  =  -\-     0",088cos2([  +  0",018 cos (2  ([  —  ft)  —  0",005  cos  (2  ([  —  g^) 

+     0",01 1  cos  (2  ([  +  g,). 

5.  Bessel'sche   Constauten: 

^  =  —  20",47  cos  C3  cos  0  B  =  —  20",47  s?«  0 

C  =  «  —  0",3421S  sin  Sl  +  0",00415  sm2  ft 

—  0",02496  sm2i  —  0",00097  sm(3i  +  78o,7) 

+  0",00218  sin{L  +  75o,3)  +  0",Ü0024  sm(2I,  —  ß) 

—  0",00405  sin  2([  +  0",00024  sin  (2  C  —  9i) 

—  0",00052  sin {2^  +  g^)  +  0",00133  sing, 

+  0",00012  sm2(([  —  L)  +  0",00030  sm[2  ((J  —  i)  —  (?,] 

—  0",0006S  sm(2([  —  ß). 

D  =  —  9",210  cos  a   -t-  0",090  cos2  ft  —  0",.o46  cos2i 

—  0",02 1  cos  (3  i  +  78»,7)  +  0",009  cos  (i  —  78o,7)  +  0",007  cos  (2  i  —  ft ) 

—  0",088  cos2  C  +  0",005  cos  (2  ([  —  Ui)  —  0",011  cos  (2^  +  gi) 

—  0",018  cos(2C—  a). 

i;  =  —  0",043  sm  ft  +  0",001  sin  2  ß  —  0",003  sin  2  i 
a  =  i/iä  cos«  secd  a'  =^  tga  cos 8  —  siiiK  sin 8 

h  =  Vi  5  sina  secS  b'  =  cosu  sin  8 

c  =  3%07235  +  P,33(i45  sinu  tgS  c'  =  20",0467  cosu 

d  ^=  i/i5  cosa  fg8  d'  =  — si7i«. 

')  Siehe  uuter  Pariser  Fundamentalsternconferenz  5. 

'')  In  4.  und  5.  bedeutet:  0  die  wahre  Länge  der  Sonne,  L  die  mittlere  Länge  der  Sonne, 
g  die  mittlere  Länge  des  Mondes ,  Q,  die  Länge  des  aufsteigenden  Mondknotens ,  g^  die  mittlere 
Anomalie  des  Mondes,  <u  die  Schiefe  der  Eldijjtik  zur  Zeit  t. 
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V  ii  II 1/  !■  Ii  n  1 1>    \'  II  r  1 1'  >  ii  ii  <^. 

\  (»lUiiimlim'N   llt'ispicl   /Hill    \  ciiilritli   ciiirr  l!(M»l»arli(iiiig   iiiii    i-iiiciii 
Elemeiitensystome. 

Tm  i'iiif  Ik'oliat'litung  mit  fiiiciii  KleineiiU-nHysti-iin'  zu  vcrglciclu'ii ,  kann  man  für 
dif  ri'iliicirU'  HtM>l>!iolitiui);87.i"it  (liiMiliai'liliingK/.oit  miiiu!*  Alierrationszi-il)  aus  i-ini-ui 
aulrononiisclu'u  .lalirlHielii'  iliu  SoniioncourilinaU'u  iiiUT|iolirt'n,  «lio  lieliocciitrisclien  (."oordi- 
iiatcii  tk's  Oliji'fU'S  Ui'ivchnen  u.  h.  w.,  wio  im  Vorlii'rjjji'liendon  nuscinaiKUTgcst-tzt 
wonU-n  ist.  StihaM  mau  al>cr  eine  gewisse  Zahl  von  IJfohachtuutjon  mit  fiuoni  Klcmcnten- 
systomi-  7,u  vcrgleichi-n  hat,  i-in|itii<hlt  es  sich  iinuitT,  sofort  i-ine  K|ilii'ineriile  /.u  he- 
rfchnoii.  Die  so  ent^tehemlt'  W-rmchrinig  iler  Arlioit  wird  durch  Krhöhunjir  der  Siclier- 
hfit  und  Krli'iclitervmjr  des  Vergleifhes  von  lieoliaehtiingcn  mit  ilem  Klcmeutcnsystome 
reichlieli  wieder  eini;e\)nieht.  Der  erste  Sehritt  zur  Herechnting  einer  Kpliemeride  ist 
die  Krmittehiiiix  der  (iauss'sehen  C'oiistnnten.  Für  den  Kometen  IS'JO  III,  bezogen  auf 
die  mittlere  Kkliptik  lS!IO,0  (für  den  Anfaug  des  tro]>i8chen  Jahres)'),  lag  das  folgende 
|i:inil»oliM'he  Klenientensystem  vor: 

/  =  c.;-;«  IS'  T6"fiO 

9,  =  U»  20'  31",fiO 
a  =  85"  42'  5()",'J0 
lg  q  =   9,8834086 
T  =   Juli     8,601  30 

(reriheldurchgangszeit  bezogen  auf  den  Xormalmeriilian  von  Herlin). 

Die  mittlere  Seliiefe  der  Kkliptik  war  für  18'J0,0  nach  dem  Herliiier  J.iliilmilie: 

E  =  23»  27'  12",7'J. 
Wir  stellen  zunächst  die  zur  Anwendung    kommenden,    im   N'orlKrgehenden  aligeleiteteu 
Formeln  zusammen : 

asitiA  =  cos  Q, 

acosÄ  =  —  sin  Sl  cos  i 

n  sin  N  =  sin  i 

n  cos  N  =  cos  Sl  cos  i 

h  sin  B  =  sin  ft  cos  £ 

hcosB  =  ncos{N  ■\-  i) 

c  sin  C  =  sin  Q>  sin  e 

c  cos  C  =  n  sin  (N  -j-  e) 

bcsiiiCC  —  B) 
Coiitrole:     Iq  i  —  ^ ; -, 

II  riis  A 

woraus  von  Neuem  (.     Ferner: 


')  !•«»  tr(i]«ischc  Jalir  hcjjinul  in  liein  Augciililickc,  in  wolchcui  flie  niittlorc  Liiiipc  der  Sonne 
niinn»  •Jii",47  (dem  cnnstimlen  Theilc  der  Alxjrratiou)  pK'ich  2M»"  ist,  Ijczogen  auf  das  in  denisellien 
Aui;enlilickc  «tatttindcnile  mittlere  Ac<|uin<ietiuni.  Mit  Iliilfo  der  in  den  Jalirln'ichorn  gegcltenen 
Bcsüol'fichpn  Hulfnpröiwcn  (rclit  man  also  vtuii  wahren  Ao<|ninoctium  der  Beobachtunpszeit  auf  das 
inittlcro  zu  Anfang  des  tropischen  Jahres  über. 

27* 
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Ä'  =  A  +  w 
B'  =  B  +  Ol 
C'  =  C  +  w 

x'  =  ra  sin  {A'  -{-  v) 
y'  =  rh  sin  {B'  -\-  v) 
z'  =  rc  sin  {C  +  v). 


Die  Rechnung  gestaltet  sieh  jetzt  wie  folgt: 


coss 

9,962  550  7 

sin  Sl 

9,393  945  6 

sin  £ 

9,599  889  1 

cosi 

9,652  455  1 

cos  Sl 

9,986  249  3 

cos 

9,997  154  2 

—  sin  ft  cos  i 

9,046  400  7„ 

A 

96»  33'  7",27 

Iga 

9,989  095  1 

cosA 

9,057  305  6„ 

sin  i 

9,951  057  2 

cos 

9,953  762  8 

cos  Q,  cos  i 

9,638  7044 

N 

64»     1'  40",00 

e 

23»  27'  12",79 

X+  £ 

87»  28'  52",79 

COS  (N  +  e) 

8,642  908  7 

n 

9,997  294  4 

sin  {X  +  f) 

9,999  580  3 

sin  Q>  cos  E 

.9,356  496  3 

sm^ 

cos 

9,9921246 

n  cos  {X  -\-  e) 

8,640  203  1 

B 

79»     7'  17",62 

Igh 

9,364  3717 

C—B 

—  73«  27'  1",95 

sin  (C  —  B) 

9,981  625  7„ 

bc 

9,363  377  2 

sin  Sl  sin  e 

8,993  834  7 

cos 

9,997  869  2 

n  sin  {X  +  e) 

9,996  874  7 

C 

5«  40'  15",67 

Ige 

9,999  005  5 

hcsin{C  —  B) 

9,345  002  9„ 

acosA 

9,046  400  7,. 

tgi 

0,298  602  2 

i 

63»  18'  23",82 

A' 

182»  15'   58",17 

B' 

164»  50'     8",52 

C 

1     91»  23'     6",57 

Man  erhält  somit  für   die  heliocentrischen  Coordiuateu    des  Kometen   1890  III,  be- 
zogen auf  den  mittleren  Aequator  1890,0: 


')  AVeun  aus  zwei  Gleichungeu  von  der  Form  : 

a  sin  A  =:  cos  Q, 

a  cos  A  ^  —  sin  Q,  cos  i 

a  und  A  zu  bestimmen  sind,  so  bildet  man  zunächst  dui-ch  Subtraction  lg  tg  A  und  bestimmt  hieraus 
A.  Man  ermittelt  hierauf  a,  indem  man  lg  sin  A  resp.  lg  cos  A  von  dem  grösseren  der  beidou  Werthe 
lg  (a  sin  A)  oder  lg  (<j  cos  A)  abzieht ,  damit  die  unvermeidliche  Unsicherheit  von  A  die  Bestimmung 
von  a  so  wenig  wie  möglich  beeinilusst.    Diese  Operation  schreiben  wir  symbolisch : 

(I  sin  A 

sin 

A. 

cos 
(I  cos  A 


ns    — 

X  —  r  (ü,'Jh!)(i<j:,  IJ  shi  (1820   15'  .W,17    f  v) 
!t  =  r  (y,3«4  37l  7|  si»  (1(J4''  W)'     H",r>J    f  r) 

t  —  f  |ii.".t!i!MMi:.r.|  SM.    (!iio  •_>;•{'    u"/»?  f  i-) 

Mit    lliilfi'   Villi   A(|ilitioii8-  iiiiil  Siiliinioti<iiiHliii;aritliinfii  tiiiiU-t   man: 

«»  +  {»•  +  t*  =  [0,301  03(1 1(|  =  'i.DOlH  1(1(10. 
l)u-   (  .iiitnilgluiciiiiiii,': 

,i«...,sj,l    -I-  b*ros-2B  +  i«C(«2C'  =  0 
iTjöi'l'l»  wi'iiii   iiiHii  ili'ii   |K>!*itiven   iiml  iK-u   iiej^ativeii  Tlii-il  glficliKflzl: 

|1(,!)S"J44.")4)  =  [!VJ8'J415(ij 
aUn  oiiK-  giMiiijn-ii<U'   Uclieroiiistitniniinj;. 

iru-rcliiivli  ist  lue  Ui'clinuiig  in  liiiircii'lu'iidc'r  Wt-iso  controlirt.  Man  kuimie  aiifb 
lUH'li  ilii-  C'ontrolgk'ichuiig: 

«»  */l(  -J  .1     +     6»  M/l  2  iy    +     C»  SKI  -20=0 

iu-niii/ii-tu-ii. 

AinliTci-si'its  kann  man  als  (."ontriilf  /.iinäi-iist  das  gegclicuc  Elonu-ntensysU'in  auf 
ilrii  Ai-i|iiator  uiiifi<rmi-n.  Man  gewinnt  so  «lif  für  vii-lc  Zwecke  nUtzlielien  äi|iiaU>i-calcn 
Klemente  uuil  kann  ans  ihnen  in  einfacher  Weise  die  Ganss'schen  C'onstanten  herleiten. 
Durch  alle  diese  Contmlen  wird  /war  die  Hichtigkeit  der  Gauss'sclien  Constautcn 
geprüft,  aller  niciit   das  zu  Grunde   liegende   ElenieuteiiBystem. 

Till  dieses  letztere  zu  |iriifen,  lileilit  weiter  nichts  ülirig,  als  es  mit  15eidiachtungen 
zu  vergleichen.  Hierzu  wählt  man  am  liesteii  lieidiachtungen,  welche  nicht  als  Grund- 
lage zur  Herechnnng  der  Hahn  gedient  halten,  denn  das  Klementensystem  enthält  natür- 
lich die  Fehler  der  zu  seiner  Hestimmung  dienenden  IJeoliachtungen.  Ein  Elemeuten- 
svstein,  welches  zu  einer  definitiven  liahnhestinimung  verwendet  werden  soll,  niuss  die 
Oerter  des  Olijectes  auf  5",  allerhöchstens  10"  genau  darstellen.  Ist  das  nicht  der  Fall, 
so  ist  zu  liefürchten,  das»  die  an  den  Bahneleinenten  anziiliringenden  Verbesserungen 
nicht  mehr  als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  lietrachtet  werden  können ,  die 
>|ialer  für  die  .\nwendung  der  Metiiode  der  kleinsten  (Quadrate  uneutliehrliche  Voraus- 
setzung. 

Handelt  es  sich  nur  darum,  eine  Aufsuchuugsepliemeride  zu  lierechnen  (d.  h.  eine 
Ei'hcineride,  welche  die  Orte  nur  auf  circa  1'  gelien  soll,  um  dem  Beobachter  die  Auf- 
findung; des  Objectes  zu  erleichtern),  so  kann  man  sich  eventuell  mit  weniger  guten 
l)arstelluiigen  begnügen.  Aber  auch  hierbei  sollten  die  Beobachtungen  immer  bis  auf 
allerhöchstens  "20"  dargestellt  werden.  Ist  ilie  Abweichung  der  berechneten  Elemente 
von  den  wirklichen  zu  gross,  so  kann  die  Darstellung  der  Oerter  im  Laufe  der  Zeit 
von  der  Wirklichkeit  derartig  abweichen,  dass  der  Beoliachter  das  Object  schliesslich 
nicht  mehr  auffinden  kann. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  mit  Hülfe  der  Gauss'sclien  (.'oiistanten  eine  Ejihemeride 
zu  berechnen.  Wir  wollen  die  scheinbare  Stellung  des  Kometen  von  zwei  zu  zwei 
Tagen  für  Berliner  Mitternacht  erhalten,  von  Juli  14,5  beginnend,  und  ordnen  die  Hech- 
nung  wie  folgt   an  : 
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1890    t 
t  —  T 

Juli  14,5 
5'*,89864 

Juli  16,5 

7'' ,89864 

Juli  18,5 
9^,89864 

[cos  '/,  l'*] 

['■] 

[8,049  459 

+  12»  12'  20",20 

-i-    6»    6'  10",10 

9,995  063  6 

9,888  345  0 

10,778  718 

+  16»  14'  52"  ,07 

+    8»    7'  26",04 

9,991  239  6 

9,892  169  0 

13,507  977 

+  20»  12'  36"  ,95 

+  10»    6'  18",48 

9,986  420  4 

9,896  988  2 

Ä'  +  () 

C  +  V 

194°  28'  18",87 
177»    2'  28",72 
103»  35'  26",77 

198°  30'  50",24 
181»    5'    0",59 
107»  37'  58",64 

202»  28'  35",12 
185»    2'  45",47 
111»  35'  43" ,52 

[sin  W  +  ,;)] 
['■  "1 
[.'■] 

9,397  771  4„ 
9,877  440  1 
9,275  211  5„ 

9,501  792  5„ 
9,881  264  1 
9,383  056  6n 

9,582  4080« 
9,886083  3 
9,468  4918,. 

—  0,188  456  7 

—  0,386  957  9 

—  0,241  577  6 

—  0,417  999  8 

—  0,294097  5 

—  0,448  567  8 

[sw  (B'  +  0] 

8,712  783  6 
9,252  716  7 
7,965  500  3 

8,276  679  3„ 
9,256  540  7 
7,533  2200» 

8,944  259  9,. 
9,261  359  9 
8,205  619  8„ 

r 

+  0,009  236  3 
4-  0,862  252  8 

—  0,003  413  7 
+  0,849  849  5 

—  0,016  055  4 
+  0,836  482  6 

[sin  (C  +  .)] 

9,987  665  7 
9,887  350  5 
9,875  016  2 

9,979  100  5 
9,891  174  5 
9,870  275  0 

9,968  392  3 
9,895  993  7 
9,864  386  0 

Z 

+  0,749  922  2 
4-  0,374  086  9 

+  0,741  779  8 
+  0,368  707  0 

+  0,731 789  2 
+  0,362  908  7 

i  =  x+  X 
v  =  y+  Y 

i:  =  ,  +  z 

—  0,575  414  6 
-1-  0,871  489  1 
+  1,124  0091 

—  0,659  577  4 
+  0,846  435  8 
+  1,110  486  8 

—  0,742  665  3 
+  0,820  427  2 
+  1,094  697  9 

[';]  =  [q  sin  a  cos  (f] 

sin   1 
« 

cos    J 

[;j  =  [q  cos  (i  co.s'  (fj 

9,940  261  9 
9,921  430  1 
9,759  980  9„ 

9,927  5940 
9,896  962  8 
9,819  265  8„ 

9,914040  0 
9,870033  6 
9,870  7931,. 

[f]  =  [esmrf] 
-sin  ^-1 
.cos    J 
[p  cos  <f] 

0,050  769  8 

9,864  867  4 
0,018  831  8 

0,045  513  4 
9,856  798  6 
0,030  631  2 

0,039  294  3 
9,851  828  2 
0,044  006  4 

G 

Mittleres  n  in  Bogeumaasa 
J«  =/+  ärs/K(<?  +«)#5'<'' 

347»  27' 
123»  26'     7",55 
+  14",27 

347»  17' 
127°  55'  37",86 
+ 14",39 

347»  6' 

132»  9'     7",04 
+  14",48 

Wahres  «  in  Bogenmaass  =  Z 
Wahres  «  in  Zeit 

123»  26'  21",82 
8h  13m  45^,455 

127»  55'  52",25 
8h  3  im  43^,483 

132°    9'  21",52 
8h  48m  37^,435 

Mittleres  J 
J  ef  =  f/  cos  ((?  +  n) 

+  47»    6'  17",54 
—  1",57 

+  45»  58'  53",40 
—  1",94 

+  44»  41'  21",04 
2",29 

Wahres  rf  =  ^ 

+  47»    6'  15",97 

+  45»  58'  51",46 

+  44»  41'  18",75 

')  Mittelst  Tafel  VI 


Juli    II.'. 


Juli  Hl.; 


Juli  i.h,:j 


it    in     l:...'.-! 


(l,|.s.MticJ4 


110^68' 


n,Iivt7l4  s 


0,1  IfJ  17ö  J 

o-'.uwiwaM 


IIB»  13' 


[COM{(i    +    «)| 

1») 

[sin{0  +  «)] 


!i,r)520H 
(MH-'17 
!(.;t7o.') 
(1,03  l'.t 


[j»m(G  +  o)«sif] 


(/  «III  {(i   -\-   «)tljlf 
f 


0,64G1 


(M;.')72 
Ü.Oll!» 

ii.i;386 


ll»*  w 

IM)70I 
!»,'.M(W 
11,9953 


\geo»(ü  +  a)] 


+  4",43 
+  9",84 


0,19.17 


+   4",25 
-t-  10",14 

0,28C7» 


+   4".04 
+ 10",44 

o,:«!ti„ 


l'n-i  ilor  Hereohiiuiig  von  M  ist  vs  zu  enijifihU-n,  nur  <kn  ersten   unrl  letzten  Wertli 

N>i;:iritlimisfli  zu  lierechnen,    ilie   zwisdienHe<^enileii   al>er    nacli    ehiiinder   dureli  Adilition 

MUT    eonstanten    Grösse    ali/uleiten.      Wenn    niau    auf   «liese  Weise    den    letzten'  Wertli 

v  iederfindet,    so    sind    alle    zwisolienüe^enden    eontrolirt.       Wir    bezeiclineu    die    Lojra- 

illililen  einer  Grösse  durch  ei-kij;e  Klammern.     Die  Soiineneoordinaten  X,  1',  Z,  sowie  die 

lirössen/,  g  und  G  entniunnt  mau  oline  luterpolation  dem  Berliner  Jahrliudie,  wo  dieselben 

iir  mittlere  IJerliner  Mitteriiaelit  jedes  Tages  gegelten   sind.     Die  schliesslich  gefundenen 

wahren   C'oonlinateu  enthalten  daher  Präcession   und  Xutation,  nicht  alter  die  Aheri-ation. 

I)\irch  Fortsetziinir  oltiirer  E|iheraeride  wurden  f<tlgende  Werthe  füra  und  S  gefunden: 


Wahres  <f 


Alicrratiiinszeit 


'r/P 


.1  . 

.  155 

+  47' 

,,■ 

1  •.".'': 

,,.i--,«, 

Ili,.-)  .  .  . 

s 

.U 

i:;  ,483 

45 

ä--^ 

r.i  .4t  i 

0  .lNks!)li24 

<l.ls.s71 

IH.5  .  .  . 

8 

48 

37  ,435 

44 

41 

18  ,75 

0  ,008983  8 

0.19218 

20,5  .  .  , 

9 

4 

24  ,593 

43 

15 

20  ,84 

0  ,0090684 

0.19»!25 

22,5  .  .  . 

9 

19 

5  ,019 

41 

42 

3!)  ,02 

0  ,009  165  6 

0,20088 

24,5  .  .  . 

9 

32 

40  ,79« 

40 

4 

48  ,18 

0  ,009  274  7 

0,20602 

20,5  .  .  . 

9 

45 

15  ,385 

38 

23 

14  ,41 

0  ,009  394  9 

0,21161 

28,5  ..  . 

9 

66 

53  ,05G 

36 

39 

13  ,.S8 

0  ,009  5254 

0,21760 

30,5  ..  . 

10 

7 

38  ,459 

34 

53 

49  ,89 

0  ,009665  4 

0,22394 

Au)piHt  1,5  .  .  . 

10 

17 

36  ,325 

33 

7 

58  ,54 

0  ,009  814  2 

0.23057 

3,5  ..  . 

10 

26 

61  .247 

31 

22 

24  ,15 

0  ,009  970  8 

0,23745 

6,5  .  .  . 

10 

35 

27  ,539 

2!» 

37 

42  ,88 

0  ,010  134  6 

0,24453 

Die  1 ) Uferen zreili eil  dieser  Grössen  verlaufen  zu  regelmässig,  als  dass  Rechenfehler 
in  «Kr  Kpheineriile  zu  verniuthen  wären.  Die  Ahernitioiis/.eit  wäre  auf  fünf  Deciinalen 
.'(•nau  genügeinl.  Der  Komet  bewegt  sich  nun  in  Rectiisceiision  täglich  um  circa  7"", 
in  Decliiialion  um  1"  weiter,  d.  h.  in  0,00001  Tagen  um  0',004"2  in  HecUisceiision  und 
'•",04,  d.  s.  zu  veniachlässigeude  Grössen.  Um  ganz  sicher  zu  gehen,  wollen  wir  indessen 
noch  die  sechste  Stelle  in  den  Altemitionszeiteii  bestehen  lassen.  In  «  und  b  machen 
-ich  noch  siebente  Differenzreihen  fühlbar.  Um  «lieseni  Uebelstande  abzuhelfen,  inter- 
IHiliren  wir  zweimal  in  die  Mitte  und  erhalten  so,  nachdem  wir  schliesslich  alle  tirösseii 
:iiif  eine  geeignete  SU'lleii/.;ihl  abgekür/.t  haben: 
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Epoche 

1S9()  Juli  18.5  .  . 

19.0  . 

19.5  .  . 

20,0  . 

20.5  .  . 

21.0  .  . 

21,5  .  . 

22,0  .  . 

22.5  .  . 

23,0.  . 

23.5  .  . 

24.0  .  . 

24.5  .  . 

25,0  .  . 

25,5  .  . 

26,0  .  . 

26.5  .  . 

27.0  .  . 


Wahres  « 


I.  Dift'er 


81>  48" 
8    52 

8    56 


0 
4 
S 
11 
15 
9  19 
9  22 
9  26 
9  29 
9  32 
9  35 
9  39 
9  42 
9  45 
9  48 
9     51 


37^,44 

40  ,53 

39  ,42 
34  .10 
24  ..59 

10  .90 
53  ,06 
31  .08 

5  .02 

84  ,91 

0  ,80 

22  ,74 

40  ,80 
55  ,02 

5  ,49 

12  .25 

15  .39 

14  ,96 

11  .05 


+  2 
+  2 


38.09 

58  ,89 
54  .68 
50  ,49 
46  ,31 
42  ,16 
38  ,02 
33  ,94 
29  ,89 
25  ,89 
21  ,94 
18  ,06 
14  ,22 
10  ,47 

6  ,76 
3  ,14 

59  ,57 
56  .09 


Differenz 


4s20 

4  ,21 

4  ,19 

4  ,18 

4  ,15 

4  ,14 

4  ,08 

4  ,05 

4  ,00 

3  ,95 

3  .88 

3  ,84 

3  ,75 

3  ,71 

3  ,62 


—  1 

+  2 

+  1 

+  3 

+  1 

+  6 

+  3 

+  5 

+  5 

+  7 

+  4 

+  9 

+  4 

+  9 

-f  ■'■' 

+  9 


Wahres  (f 


+  44» 
44 
43 
43 
43 
42 
42 
42 
41 
41 
40 
40 
40 
39 
39 
38 
38 
37 
37 


41'  18",8 

20  32  ,6 

59  16  ,5 

37  32  ,1 

15  20  ,8 

52  44  ,4 

29  44  ,3 

6  22  ,0 

42  39  ,0 

18  36  ,7 

54  16  ,6 

29  40  ,0 

4  48  ,2 

39  42  ,5 

14  24  ,2 

48  54  ,4 

23  14  ,4 

57  25  ,2 

31  28  ,0 


Die  Oerter  für  Juli  14,5  und  l(i,5  iu  der  ursprünsilicheu  Ephoiufride  haliun  uns 
nur  dazu  gedient,  die  zu  Anfang  der  Ephemeride  für  die  Intei-polation  in  die  Mitte 
nöthigeu  Differenzreihen  zu  liefern.  Der  Sicherheit  halber  ist  es  immer  zu  empfehlen, 
in  der,  der  Interpolation  iu  die  Mitte  zu  Grunde  zu  legenden  Ephemeride  am  Anfange 
und  Ende  zwei  oder  drei  Epochen  mehr  zu  berechnen,  als  das  strenge  genommen 
uöthig  wäre. 

Wir  wollen  jetzt  eine  Beobachtung  von  Herrn  Coggia  in  Marseille,  dem  Ent- 
decker des  Kometen,  mit  obiger  Ephemeride  vergleichen.  Dazu  wählen  wir  die  Beob- 
achtung vom  22.  Juli.  Dieselbe  ist  in  den  Astronomischen  Xachrichteu  Xr.  2982, 
S.  91   bis  92  in  folooider  Form  mitsjetheilt: 


li                 1                     1 

Cp 

A  R  app     \lg  pJ      Dp  app 

Igpj 

Red.  a.  1.  opp^) 

* 

22 

9h  26'»  9'  —  2m  16' ,93  —  (;'  37".3 

6.5 

9l>  18m  25s  ,24   9.692   48°  12'  42",82 

0,838„ 

—  0s,68  — 5",1 

5 

d.  h.  der  Beobachter  hat  den  Kometen  am  22.  Juli  um  9'"  26"  9^  mittlerer  Marseiller 
Ortszeit  beoliachtet.  Er  verglich  ihn  mit  dem  Stern  (*)  5  und  fand  im  Sinne  Komet 
minus  Stern  für  die  Rectascensiousdifferenz : 

z/^i?:— 2™   16',9.3  (durch  sechs  Vergleichungen  vergl.   Cp) 
und  als  Differenz  der  Poldistanzen : 

^  D  P  :  —  0'  o7",3  (durch  fünf  Vergleichungen  siehe   C p). 

(Der  Beobachter  giebt  also,  wie  das  zum  Theil  geschieht,  Poldistanzcn  an  Stelle  von 
Declinationen.) 

')  d.  h.  Rediictio  ad  locum  ajipareiiteiu. 


1.    lllllrlt'lli 

2.   1)1011  cui 

.;.    UiU.r.u/ 

AlwrikUuuazuit 

1.  Oillurcii/. 

i'JV 

1.  Iniliiiiii 

Lh^lXK-.'.!-  , 

n.l'fJJ 

—  20    4C.2 

—  29,9 

ÜUH 

-■" 

(i,i:i:il 

+    9 

-  iX     10,1 

—  28,8 

+    l.'"' 

9024 

■  ;    M 

0,1941 

+  10 

—  21     44,1 

-  2C,9 

+   I.l 

Jt04i; 

-t-  22 

0,1952 

+  11 

—  22    Il,:s 

-  26,1 

'■     \.-* 

90C8 

-1-  22 

0,1903 

+  Jl 

—  22    30,1 

—  23,7 

I.l 

9092 

+  21 

0,1974 

+  11 

—  23      0,1 

'     1,5 

-1-  -1 

+  Jl 

—  23    1-.',:; 

—  22,2 

—  20,7 

'     1,5 

'.tili; 

IM  10 

;    -1 

0,19a'j 
0,1997 

+  12 

—  23    43,0 

—  19.3 

4-M 

916C 

i    2« 

0,2009 

+  12 

—  24      2,3 

-  173 

f  l.r. 

9192 

-f-  2« 

0,2021 

+  13 

—  24    20,1 

—  10,.') 

f-  1.3 

9219 

+  27 

0,2034 

+  13 

—  24     »i.f. 

—  16,2 

'    l,-"' 

924r. 

-(-  27 

0,2047 

+  13 

—  24    51, ü 

-  13,9 

•    l.:i 

!L'7'' 

■-"' 

n,20C0 

+  13 

—  2r>      '<,"! 

-  12,f. 

1.:! 

y3u  1 

-" 

11,2074 

+  14 

■     1-..: 

--  ll,r. 

1.1 

9333 

-9 

0,2088 

+  14 

'    -■'•"■ 

—  10,2 

l.:i 

9364 

■'r  31 

0,2102 

+  U 

—  2i     40,11 

-    9,2 

1,1" 

9395 

-1-  31 

0,2116 

+  14 

—  25     4^J 

sri 

1,-' 

9427 

-r  3--! 

0,2131 

+  16 

.''  7    ' 

+  32 

+  15 

9459 

0,2146 

Nun  yield  er  im  Folgenden  die  Stellungen  seiner  Vergleichssterue;  wir  entnehmen 
(Imi-.ius  da.*,  wa.«!  sich  auf  den  Stern  (5)  bezieht: 


• 

Grösse 

AR  1890,0 

I 
D  P  1690,0 

Aiitorii  a 

6 

i;  7,. 

li 

9h  20"  42",S5 

4ft°  19'  2Ö",2     1 

U  ,  9i',389 

Der  Beobachter  hat  also  im  zweiten  W  e  1  s  s '  sehen  Katiiloge  seinen  Stern  in  der 
iKiinlen  Stunde  (der  Katalog  ist  nach  den  Stunden  in  Rcctascension  geordnet)  unter 
Nummer  389  gefunden,  mit  der  Angabe,  dass  er  7,8ter  Grösse  ist,  hat  hierauf  die 
angegebene  Stellung  durch  Anbringung  der  Präcession  auf  das  mittlere  Aequinoctium 
ls<JO,0  reducirt,  und  so  als  Rcctascension  O*"  20"'  42',85,  als  Poldistanz  48»  10'  25",2 
gefunden.  Er  hat  dann  mit  Hülfe  eines  .Tahrliinli«  -j  ilic  Ueduction  auf  den  sclieinbanii 
Ort  für  diesen  Stern  berechnet,  und  so: 

llcd.  a.  1.  a  :  —  0',68  in  Kectascension     und     — 5",1  in  Poldistauz 

erhalten  (diese  Grössen  enthalten  also  Präcession  vom  .TahrL-saufango  bis  zur  Zfit  der 
IJeobachtung,  sowie  Nutation  und  Aberration).  Der  sehi'inbare  Ort  des  Vergleichssternes 
zur  Zeit  der  Beobachtung  wäre  demnach: 

gh  2u-  42',17  in  Uectasocnsion     und     48»  19'  20",1   in  Poldistanz. 

Diese  Grössen  giebt  der  Bcob.achter  aber  nicht  erst,  sondern  sogleich  durdi  Ilitizufügung 
der  DifTerenzen  Komet  minus  Stern : 

JAB  =  —  2'"  16',93 


und : 


JPD 


—  6'  37",3, 


KtinVerfu«*,  TbeoretlMh«  Aflroaonii 
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die  sclitiubare  Stellimg  des  Kometen  zur  Zeit  der  Beobachtung; 
ABapp  =  9^  18»  25=,24 
Bpapp  =  48"  W  42",8. 
Schliesslich  giebt  er  noch  die  Paiallaxenfactoreu : 

In  Reetascensiou:     Igp^  =  [9^692] 
In  Poldistanz:  lg p  zJ  =  [0'\S38„]. 

Wollte  man  sich  auf  diese  Angaben  allein  stützen,  so  könnte  man  die  Parallaxe  mit 
dem  Werthe  log  q  =  log  ^  =  0.2007  (nach  obiger  I'phemeride)  berechnen  und  würde 
so  für  Rcctascension  und  Poldistanz  die  folgenden  Parallaxencorrectionen  erhalten: 

dK=  +  0»,31  clDp  —  -  4",:3. 

Diese  Correctionen  hätte  man  danü  den  obigen  Wertben  für  die  scheinbare  Rcctascension 
und  Poldistanz  hinzuzufügen  und  würde  so  erhalten : 

ÄBapp  =     9''  18™  25^55 
Dp  app  =  48°  12'  38",5 
oder  fiu'  die  scbeinbai'e  Declination: 

d  =  41«  47'  21",5. 
Diese    Werthe   könnte    man    dann    nach   Reduction    auf    das    mittlere    Ae<iuiuoctinm    zu 
Jahresanfang  einer  vorläufigen  Bahnbestimmung  zu  Grunde  legen. 

Soll  aber  die  Beobachtung  zur  Bestimmimg  einer  definitiven  Bahn  herangezogen 
werden ,  so  empfiehlt  es  sich ,  sämmtliche  Angaben  des  Beobachters  von  Neuem  zu 
berechnen. 

Wii-  beginnen  mit  der  Neubestimmung  der  Stellung  des  Vergleichssternes: 
Seien  Kq  nnd  Äq  die  Coordinateu  des  Sternes  für  den  Anfang  des  Katalogjahres  /„, 
«j   und  dj  diejenigen  für  den  Anfang  des  Beobachtungsjahrcs. 
Man  hat  dann  mit  hinreichender  Genauigkeit: 


N       ö,   -f  d'o  «,   +  «0 


8,  -  ö;  =    n  {t,  -  Q  cos   "^^^ 


(I) 


Das  Berliner  astronomische  Jahrbuch  giebt  mm  für  das  laufende  Jahr,  das  wir  hier 
mit  ti  bezeichnen,  die  Grössen  w  {/,  —  to)  in  Zeitsecunden,  ferner: 

'f/["('i   -  'o)>    uiKl     lg[H{ti  -  /e)]", 
wobei  /o  die  Epoche  der  wichtigsten  Kataloge  ist.     Diese  Angaben  beruhen,   wie  schon 
erwähnt,  auf  Zugrundelegung  der  Newcomb'schen  Präcessiousconstante. 

Hat  man  derartige  Werthe  nicht  zur  Verfügung,  so  muss  man  sich  »;  und  n  nach 
den  im  Capitel  über  Präcession  gegebeneu  Vorschriften  selbst  berechnen. 

Die  Grössen  «o  und  ö^  sind  also  durch  den  Katalog  gegeben,  und  man  hat  hieraus 
durch  successive  Annäherung  «,   und  öj  zu  bestimmen. 

Zunächst  kann  man   sich   einen  Näherungswerth  von  «i   und  b.^  verschaffen,    indem 
man  setzt : 

«1  —  «(,  =  ■;  variatio  anuua  -|-   -'^       °  variatio  saecularis     (/,  —  /„) 

^i  —  ^0  ^  {  variatio  annua  -f  ^^,y^  variatio  saecularis  \  (/,  —  /(,), 

wobei  man  die  variatio  annua  und  die  variatio  saecularis  für  beide  Coordinateu 
aus  dem  Kataloge  entnimmt.  Da  diese  letzteren  Angaben  jedoch  auf  \  erschiedeneu 
Werthen  für  die  Prücessionscunsianle  beruhen    und    zum  Theil  auch  A'eisehen  emliallcn 
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kiiiiiicii,    Nil    tliiil    iiiikii    ;;iit,    ilic    tili   iTliulU'iiun  o,    uiiil   d,    nur   :ilti    civU-   AiiiialuTUii(;    xu 
liftnii-litcti.     .M:iii   Iktl-cIiiicI  iIhiiii  mit  iliix'ii 

«I      f     «0      ,|,|^j      ^1     +^ 

iiiul  liii-nms  mit  Formel  (I)  fim-ii  \  i-rlii-hsiTlfii   Wortli  von  M|   iiiul  d,. 

NVfirlii'h  ilio  81)  crhitltt'ncii  WitIIh-  von  «,  timl  d,  nu'rklicli  von  ili-n  aus  ili-n 
Kal:iliii;fh  lnTj»fl<-itftfn  :ili,  so  i-onIr<ilii'l  ni:in  ili».'  ICrrliniui;;  iliircli  iiix'iinialiL'i-  An- 
»rmlinii;    «Wt   Form«-!  (I). 

Wir  iTiiirllfii   ^11   für  .iKi'_'iii   M.  rn   nach   viTS<-liicclrnfii    Katab'    ■ 


/ulil  ili-r 


Mittlen-a  .liilir 
der 

l^'-iiliachlini).' 

i(       a 


/•      /./  ls-.r,.>    . 

1'        

IT'.Mi.-' 

17!K!.2 

9h  20"  42«  ,59 

+  41*  40»  3'2",2 

ir,  !M..:Wi  . 

7.S                  1         1 

— 

— 

9    20     42  ,93 

+  41     40   34  ,7 

/'  1  1  fi.'S  .    . 

7,s                  1»        1, 

1-*Ü7,2 

1867,2 

9    21)     42  ,43 

+  41     +•   28  ,0 

.1  (.    1!..r,M   . 

il                 1 

ISO'JJ 

1 

1809,7 

il    2»)     42  ,32 

+  41     40   28  ,9 

lliiT/.u  M-i  Folijondes  lifincrkt.  Di-r  wegen  seines  Alters  zum  Zwecke  der  Ik'- 
~liniiuuni;  von  Eigenlieweirnni^en  wichtige  Katalog  von  Lalanile  (LI)  eutliält  in  Beiner 
ur>|iriingliclien,  englischen  IJearheituiig  gewisse  Ungeuaiiigkeiten.  Seine  sämnillichen 
Sterne  siml  imless  in  l'aris  neu  lieoliachtet  worden  inid  gleichzeitig  hat  man  die 
:ilten  Ueolüichtungen  neu  rednciit.  Der  l'ariser  Katalog,  welcher  nnseren  Stern  als 
Nr.  1 1  (i"J8  enthält,  gieht  gleichzeitig  die  DifFeren/.  l'aris  minus  Lalande.  Auf 
diese  Weise  wurde  die  erste  Stellung  /'  —  U  iNötii  erhalten.  Für  den  Katalog  W., 
ist  die  Zeit  der  lieoliachtung  im  Texte  seihst  nicht  angegelien;  sie  lii'gt  alier  jedenfalls 
in   der  Nähe  des   Katalogjahres   IN'JÜ. 

Die  letzte  Stellung  ist  schliesslich  iliiii  Katalogr  dir  Astninnniischen  (iesellsihaft 
(Zone  von  lionn)  eiitnnninieii.  Diese  ISi'oliachtungen  scheinen  ein  allmäliges  ^Vhnehmeu 
iliT  KectascensiiiM  und  Derlinatinn  anzudeuten.  Sie  sind  aher  vii-l  zu  wenig  zidilreich, 
um  etwa  eine  Eigenliewegiing  hestiniiuen  zu  ki'iinien,  zumal  die  lieiden  älteren  lieoli- 
ichluiiiieii  unter  sich  schlec-ht  ühereinstimnieii.  Da  die  Zahl  der  Kinzelliestimmnngen 
flir  die  lieiden  neueren  Angalien  diesellie  ist,  so  nehmen  wir  aus  ihiu-n  einfaeh  das  Mittel: 
«  r=  !•'•  20"'  42V18         d  =  +  41"  41t'  2.s",.'i. 

Eine  kleine  Eigeulieweginig  des  Sternes  könnte  dieses  Kesultnt  ülirigens  nicht  sehr 
heeiutliissen,  da  der  Zeitnium  zwischen  den  Kat.'doglieoliachtungen  (im  Mittel  ls(JS,5) 
und    l^'.MI   niH-h    nii-ht  allzu   liedeulend   ist. 

Der    Kest    der    Kedueti.m    gestullet    sieh    wie    fi.|;.'t  : 

I.      11  e  r  e  (■  Il  n  u  n '4    d  i- r    reducirten     11  e  o  li  a  c  li  t  u  n  •_' s  ze  i  t. 

J\  =^  mittlere   Zeit   .Marseille !•''   26"'   11' 

F-änge  von   ISerlin  in   Zeit«) !  :J2'°  ()',:( 

r,  —  mittlere  Zeit   Uerlin !»•■   ."»S-"   !f,3 

Idem   in  Tagen luli   22,415  38(; 

.Miernitionszeit (MIOÜ  162 

Ueducirte   ISeohachtiiiigszeit .  .  .luli   22,400  224 


')  Nach  ili'iii   Berliner  .Iiilirlmeln' 
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2.     Berechuuuü:    der    Sternzeit    des    B  e  o  b  ach  t  u  ii  a- s  o  rt  e  : 


2^)   r,  +  Acceleratiou   T^  ') 

Sternzeit  im  mittleren  Berliner  Mittag  ^) 


2  =  6. 

oder  :il)er: 

2^)   Ti  +  Acceleration   T, 

Steruzeit  im  mittleren  Berliner  JNIittas 
-\-  Correction  3) 


2  = 


db  27"'  47^ 
8       0     37 

17h  28'°  24" 
91.  27"'  42^ 
8      0     42 


nh  28>»  24^ 


i 


3.     B  e  r  e  c  li  n  u  n  o-    d  e  r    P  a  r  a  1 1  a  x  c  n. 


6 
uapp 


0  —  «in  Boffenmaass 


17h  28"  24» 
9     18     25 


122»  30' 


sec{0  —  «) 

tgv'*) 

0,2698,, 
9,9714 

tgr 

y 

ö 

0,241 2„ 

119"   51' 

41     47 

y  —  8 

78»     4' 

^x 

lg  Fa.ctov  da"  ^) 
$/n(H  —  «) 
»cc  d 

9,6334 
9,9260 
0,1275 

[IffFactordd"-')     0,7787 


2?2  '  sin  (y  —  Ö) 
cosec  y 


9,9905 
0,0G18 


///  (/ «'      9,4840 
/(/  (/  d"  I  0,6303 


9,6847 
0,2007 
0,8310 


dd" 


+  0%31 
+  4",3 


Die  beiden  Parallaxenfactoren  Z',   und  Z'j  »liissf"  nahezu    mit   den   von  den  Beob- 
achtern  tfewebeneu  übereinstimnien. 


')  Unter  Acceleration  von   T  verstehen  wir  die  Grösse ,   die  man  zu  T  hiuzuf  üoren  müsste ,   um 
es  in  Sternzeit  zu  verwandeln  (nach  Tafel  IIa). 
')  Nach  dem  Berliner  Jahrbuche. 

^)  Diese  Correction  findet  sich  im  Berliner  Jahrbuche  unter  der  Rubrik;   Steruzeit  im  mittleren 
Mittag  weniger  Sternzeit  im  mittleren  Berliner  Mittag. 

■*)  (/-'  ist  die  geocentrische  Breite  des  Beobachtungsortes  nach  dem  Berliner  Jahrbuche. 
')  Hiex'hei  ist: 

T-.     i       j             ^  Q  cosip'    ^     ,        ,  ...  .       , 

liactor  aa^  = — i-— ^ ,  ractor  d  o"  =z  n  q  sin  ly . 

Setzt  mau  mit  dem  Berliner  Jahrbuche  für  Marseille  y'  =  +  43"  7'  uud  /</()  =  9,9!)93  (in  Einheiten 
des  Aequatorealhalbmessers)  uud  schliesslich  n  =:  8",802.  so  erhält  man  obige  Werthe. 
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■J.     K  (' i|  II  •' t  i  u  11   «1  f  M    S  1 1- r  n  »•  s    ii  ii  f    ilcn    m- li  c  i  n  li  :t  rt- ii    t)rt'). 


a    f    11 


II»  41' 

n;«  43' 
140  11 
152     II) 

1260  54' 
•292     21 


(i,r>osii 


,  „s  ,> 


/"      -)-    ll",ii:i 


ij  sin  ( (i    -f    «)  ttj  i 
h  sin  iJf  -\-  a)  sec  8 


£  =  du" 


t(,d  I       9,})5)!)5 

.sn.(c;    f    a)  !l,9(»2;i 

9  U,G943 

«m(ö  +  a)  9,7785 


+      3  ,52 

—  24  ,81 

—  10",26 


geos{G  +  a)     —    2",97 

hcos{H  -}-   a)s>nÖ  \   ■{-     5  ,07 

"■-A   1-1-     3  ,03 


")  I  -f     5",14 
du'  I  —     0«,ß8 


s«rd  0,1 2CS 

sin  {II  +  a)  «J,9(i61„ 

/.  1,301  S 

ros{H    -    «)  9,5.S01 

>-M/d  j       !t,82-2S 

Auch  «l'u'se  (irössi'ii  inüssi-ii  ii;i)u'/.ii  mit  ilcii  vom  l>co)>aolitcr  gegebenen  übereiiiätimmen. 
5.     Vcrgl  <•  ifh    .1  !•  r    H  e  o  li  a  c  li  t  ii  ii  i;    mit    ile  r    E  )>  h  o  m  e  r  i  d  <■. 


u 

d 

*  1890,0 
Red.  a.  1.  app 

9h  20»  42%3S 
—     0  ,68 

410  40'  28",5 
+   5,1 

Siliciiiliare   Stellung   des  * 

gh  20»  41  «,70 
—  2     16  ,93 

+ 
i 
+ 

41»  40'  33",6 
+  6'  37",3«) 

c^  app 
Parallaxe 

gh  18«  24%77 
+  0,31 

41«  47'  10",9 
+  4,3 

Wahrer  Ort  des  cf'  /nr  redii-  |  ,_         _   •>-«(i 

eij-ten  IJeobaclitnngs/.eit       )  , 

<f  nach  Ephenieride »)  9     18     25  ,20 


•    11"  47'  ir.'Vi 
-I-  41    47      7  ,4 


t'nrreetion  der  Ephenieride 


—  0M2 


+   7",8 


Demnaeh  wäre  also  naeh  dieser  Beoliaehtnng  an  obige  Ejdiemeride  in  Heetascension 
i-ini'  l'orrection  voii  — 0',r2,  in  Deeliiiation  von  -f-  7",8  anzubringen.  Die  letztere  ist 
etwas  stark;  doi-h  zeigten  andere  in  der  Nähe  liegendi'  Ucobachfiingen  eine  bessere 
l'ebereinstiminunir. 


')  I)if  (irnssoü  g,  G  etc.  »iiul  <len\  Berliner  .lahrbiiche  intcrr)nlatoriflcli  entnnmmen.  Gewölm- 
licli  l«ovni<i^t  man  «ich  iuJcss  bi-i  derartigen  Heductiouen .  bei  denen  nicht  die  üusscrste  Genauigkeit 
ern-ieht  wenlen  soll,  die  UesseTBchen  Constanten  einfach  für  berliner  Mitternacht  anzunehmen, 
nligleieli  die  Beobachtung  »tn-ng  genommen  nicht  zu  dieser  Zeit  stattfand. 

')  l)a!i  /.eielieii  dieser  Gnigse  wurde  geändert,  weil  der  Beobachter  ilio  Differenz  in  I'oldistauz 
giebt.  wir  aber  die  in  Peelinatimi  bruiielien. 

•)  Ilie«e  (Jr'.ssc  i»t  aus  der  K.pheiiieride  durch  Inleriiolation  mit  cler  redueirten  Berdi- 
iiehluuifszeit :    .liili  2"2.4'K'i_':>4  erhalliMi   wordrii. 


Zweite    Abtheiliine-. 


Die  Berechnung  von  Bahnen  aus  gegebenen 
Beobachtungen. 


S  e  c  h  s  z  e  li  n  t  e    Vorlesung. 
B  e  r  e  c  li  ii  u  ii  g  einer  K  r  e  i  s  b  a  li  ii. 

Von  den  Problemen ,  welclie  sich  mit  der  Bestimmung  der  IJahnelemente  aus 
gegebenen  geocentrisclien  Beobachtungen  beschäftigen,  ist  das  der  Berechnung  einer 
Kreisbahn,  welche  sich  an  zwei  vollständige  geocentrische  Oerter  anschliesst,  das  leich- 
teste, und  oliwohl  mit  der  Annahme,  dass  die  Excentricität  e  gleich  Null  sei,  die  Strenge 
verletzt  wird,  doch  bei  Planeten  nicht  ohne  praktische  Bedeutung.  Vor  der  Entdeckung 
der  kleinen  Planeten  zwischen  JNIars  und  Jupiter  und  der  dadu)-ch  veranlassten  Einführung 
der  Gauss'schen  Methoden  in  die  Astronomie  war  es  sogar  der  einzige  Weg,  den  man 
zur  Ermittelung  der  Bahnelemente  kannte,  zuerst  die  Annahme  e  ^  0  zu  machen  und 
das  gefundene  liesultat  durch  kleine  Correctionen  mehr  und  uiehr  zu  verbessern.  Die 
Bahnen  aller  älteren  und  grösseren  Planeten  mit  Einschluss  des  im  Jahre  1781  von 
Wilhelm  Ilerschel  entdeckten  Uranus  sind  auf  diese  Weise  gefunden  worden;  die- 
selbe konnte  sogar  noch  bei  Gelegenheit  der  Auffindung  des  Neptun  gute  Dienste 
leisten.  Auch  für  die  kleinen  Planeten,  deren  Bahnen  bekanntlich  im  Durchschnitt  viel 
excentrischer  sind,  als  die  der  grösseren,  wird  man  sich  recht  gut  einer  auf  eine  Kreisbahn 
gegründeten  Ephenieride  bedienen  können,  wenn  es  bloss  darauf  ankommt,  einen  solchen 
neu  entdeckten  Himmelskörper  auf  einige  Wochen  zu  verfolgen;  es  ist  dann  angenehm, 
dass  man  zu  dem  Zwecke  nicht  eine  dritte  Beobaclitung  abzuwarten  hat,  und  doch 
schon  Einiges  über  den  Lauf  erfährt,  z.  B.  vor  Allem,  ob  die  Neigung  der  Bahnebeue 
gegen  die  Ekliptik  gross  oder  gering  ist,  in  welchem  letzteren  Falle  nachher  bei  der 
Bestimmung  der  elliiitischen  Elemente  anders  verfahren  werden  muss,  als  wenn  sie  gross 
ist;  die  Berechnung  der  Kreisbahn  eignet  sich  daher  sehr  gut  zum  Sondiren  der  Neigung, 
auf  welches  Geschäft  Gauss  aus  dem  eben  vorläufig  ange<leuteten  Grunde  grosses 
Gewicht  legte. 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  einen  kleinen  Planeten  nacli  Monate  lang  an- 
dauernder Unsichtbarkeit  wieder  aufzufinden ,  so  wii'd  das  nach  einer  Kreisbahn- 
Ephemeride  fast  niemals  gelingen,  weil  deren  Fehler  anfangs  schwach,  dann  immer 
stärker  und  stärker  anwachsen.  Es  bedarf,  wenn  eine  solche  Periode  der  Unsichtbarkeit 
im  Anzüge  ist,  durchaus  einer  mit  aller  Sorgfalt  und  ohne  die  Hypothese  e  =  0  durch- 
geführten Rechnung,  wie  sie  in  den  folgenden  Abschnitten  gezeigt  werden  soll.  Für 
Kometenbahnen   vollends   würde    iene  Annahme  durchaus   un/.ulässio-  sein. 


Es  isl  hiiT  iliT  Orl,  iluii  l.cüer  noch  mit  ciiiij^fii  W-rliiilUiiiuicii  «Je«  l^UiielvuUufes 
Iti'kuiint  zu  iiiui-heii,  uoU-he  b<.>i  UiiU-niiichungi-li  dicKur  Art  vuii  lSc'di-utuii)r  Hiud.  ]Iat 
(in  l'lanel  <tii-8t<llu'  ^eocviitriHoliu  I^iij;e,  wie  dii-  Soiini-,  bo  iia^t  ninii,  dc-r  I'hitiet  »vi  in 
t'unjiinction;  dnlii-i  wird  noch  wcit^-r  initt-ntchieilfn,  oh  doniclbe  junseitH  oder  diesseit« 
der  Sonne  Blelie.  I>as  I^elztere  nennt  man  die  untere,  das  Knttcrv  obere  Coiijuiiction. 
Die  untere  C'onjunotion  bringt,  wenn  mit  dieser  Oleichheil  der  j^eocentriachen  I^liigen 
von  l'lanet  tmd  Sonne  y.U);leioh  ein  geringer  l'nterschied  der  lireiten,  kleiner  al«  der 
ilallimesAer  der  Sonuensebeibe,  verbunden  iüt,  einen  Vorübergang  den  Planeten  vor  der 
>oniionscheibe.  Von  den  bis  jetat  bekannten  l'laneti'u  können  nur  Mercur  und  Venu», 
■  iie  .sogenannten  uateren  Planeten,  eine  untere  Conjunclion  haben;  alle  übrigen,  wie 
.Mu'!«,  die  kleineu  Planeten,  Ju|)it4.T,  Satuni,  L'ranus  und  Neptun,  haben  nur  die  obere 
l'oiijunction  und  sind  schon  längere  Zeit  vor  und  nach  derselben  für  uiißere  Instrumente 
imsirhtbar  wegen  der  Nähe  der  Sonne,  deren  Slnihlen  sie  gleichsam  verdecken.  Die 
.'ünstigste  Zeit  für  ihre  Sichtbarkeit  und  demnach  auch  für  die  lieobachtungeu  ist  ihre 
-. «genannte  Op|iosition,  d.  h.  die  Zeit,  zu  welcher  ihre  geocentrische  Länge  um  180° 
>on  der  der  Sonne  verschieden  ist.  Sic  culminii'cn  dann  um  Mittemacht,  sind  also  die 
^an/.e  Nacht  oder  doch  einen  grossen  Theil  derselben  hindurch  über  dem  Ilorizoule 
und   »iiHserdem   der  Erde  am   n.Hchsten.     Die   Figuren   41,    42   und  4;j,    in   welchen   S  die 

Kig.  41. 


Sonne,  T  die  Eli-de,  P  einen  Planeten  vorteilen,  versinulichen  nach  der  Reihe  die  obere 
C'onjunction,  die  untere  und  die  Opposition  der  Planeten.  Die  Richtung  der  Bewegung 
in  der  kreisfönuig  angenommenen  Bahn  ist  mit  einem  Pfeil  angedeutet,  zum  leichteren 
Verstäudnisa  des  Folgenden. 

Wir  wissen  schon   aus  Vorlesimg  Vier,   dass   die  Wiukelbewegung   eines  Planeten 
in  kreisförmiger  Bahn  desto  grösser  ist,  je  kleiner  der  Halbmesser  a  derselben,  da  sich 

ja   die  mittlere   tägliche   Bewegung   durch   -77  ausdrückt     Nun    erhält   man   die   lineare 

Bewegung  des  Planeten  oder  seinen  in  der  Zeiteinheit  zurückgelegten  Weg  offenbar, 
wenn  man  jene  Winkelbewegung  mit  a  multiplicirt;  in  der  Kreisbahn  drückt  sich  dem- 
nach  die    lineare   (ieschwindigkeit   durch   -7=  aus.     Hiernach   ist   auch   die   lineare   Ge- 

-i'hwindigkeit  in  der  Kreisbahn  um  so  kleiner,  je  grösser  a  oder  der  Halbmesser  der 
Hahn  ist.  Die  Geschwindigkeit  der  Erde  übertrifft  also  die  des  in  Opposition  betind- 
licbeii  Planeten;  ist  nun  in  Fig.  43  noch  T'  ein  Ort  der  Erilo  kurze  Zeit  nach  der 
'  »ppo-siiion ,  I*  der  entsprechende  Ort  des  Planeten,  so  ist  die  Richtimg  in  Länge,  in 
welcher  «ler  Plüiiet  gesehen  wird,  d.  h.  die  Projection  der  Verbindungslinie  zwischen 
Krde  und  Planet  auf  der  Ekliptik  von  TP  in  T  P'  übergegangen,  hat  also,  da  TT'  >  PP', 
I  ine  rückgängige  Bewegung  gemacht.  Man  sieht  hieraus,  dass  zur  Zeit  der  Opposition 
Iie  geocentrischen  iJingen  abnehmen,  der  Planet  daher  sich  in  dem  Theile  des  unendlich 
•  utfernten  FiistendiimmoLs  auf  welchen  er  sich  für  unser  Auge  pngicirt,  in  einem  Sinne 
,'egeu  ilie  Sterne  zu  bewegen  scheint,  welcher  seiner   w.ihren  Bewegung  entgegengesetzt 
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ist;  der  Planet  ist  daiiu  rückläufig.  Dasselbe  ist  auch  bei  unteren  Conjuuctionen  der 
Fall,  bei  den  oberen  dagegen  ist  es  umgekehit,  denn  bei  den  letzteren  wii-kt  die  Erd- 
bewegung der  Planetenbewegimg  in  ihrem  Bestreben,  die  geocentrischen  Längen  zu 
vergrössern,  nicht  entgegen,  sondern  trägt  noch  selbst  dazu  bei;  in  den  oberen  Con- 
junetionen  wii'd  deshalb  schnelles  Wachsen  der  geocentrischen  Längen  stattfinden.  Offen- 
bar müssen  Zu-  imd  Abnahme  alknälig  in  einander  übergehen,  es  muss  einige  Zeit  vor 
der  Opposition  sowohl  wie  einige  Zeit  nachher  einen  Zeitpunkt  geben,  wo  weder  Ab- 
nahme noch  Zunahme  der  geocentrischen  Länge  stattfindet  und  der  Planet  seinen  Ort 
imter  den  Fixsternen  beinahe  gar  nicht  zu  ändern  scheint.  Es  sind  dies  die  Zeiten  des 
sogenannten  Stationär  Werdens  des  Planeten;  die  Bewegungen  der  Erde  und  des 
Planeten  stehen  dann  in  einem  solchen  Yerhältniss  zu  einander,  dass  die  Verbindungs- 
linie beider  Körper  für  eine  kurze  Zeit  sich  parallel  bleibt. 

Nach  diesen  Bemerkungen  können  wir  uns  leicht  von  den  Hauptzügen  in  dem 
geocentrischen  Laufe  der  oberen  Planeten  (die  vorläufig  mehr  als  die  unteren  unsere 
Aufmerksamkeit  in  Anspruch  nehmen)  Rechenschaft  ablegen.  Ein  Asteroid  z.  B.,  um 
die  Opposition  herum  vorzüglich  sichtbar,  und  deshalb  auch  meistens  nahe  bei  derselben 
entdeckt,  rückt,  wie  die  Sternbilder,  in  welchen  es  aufzusuchen  ist,  immer  früher  imd 
früher,  zuerst  nach  Mitternacht,  darauf  gegen  Mitternacht,  endlich  schon  in  der  Abend- 
dämmerung untergehend,  während  zuletzt  sein  Abstand  von  der  Erde  rasch  zunimmt, 
der  Periode  seiner  Uusichtbarkeit  entgegen.  Nach  längerer  Zeit,  bei  den  meisten  von 
diesen  Gesth-nen  nach  mehr  als  Jahresfrist,  kommt  der  Planet  in  einer  ganz  anderen 
Gegend  des  Sternhimmels  in  der  Morgendämmerung  wieder  zum  Vorschein,  indem  er 
einige  Stunden  vor  der  Sonne  aufgeht.  Immer  mehi-  in  den  Nachthimmel  hiueim-ückend, 
dabei  wegen  seiner  Anuähenmg  zur-  Erde  fortwähi-eud  an  Licht  zunehmend,  wird  der 
Planet  stationär,  kommt  in  Opposition,  wird  zum  zweiten  Male  stationär,  verschwindet  am 
Abendhimmel  u.  s.  f.  Diesen  Verlauf  vom  Auftauchen  in  der  Morgendämmerung  bis 
zum  Verschwinden  am  Abendhimmel  pflegt  mau  eine  Erscheinung  des  Planeten 
-zu  nennen. 

Die  oben  erklärten  Grundzüge  in  der  Erscheinung  eines  oberen  Planeten  sich  zu 
vergegenwärtigen,  ist  bei  vielen  Gelegenheiten  nützlich,  ja  fast  nothwendig,  weswegen 
sie  denn  auch  in  diesen  einleitenden  Bemerkunsen  ausfühiiich  vorzutragen  waren. 


Siebenzeliiite  Vorlesung. 
Formeln  zu  der  Berechnung  einer  Kreisbahn. 

Es  wurde  schon  in  voriger  Vorlesung  beiläufig  bemerkt,  dass  man  für  die  Be- 
stimmimg  einer  Ki'eisbahn  nm*  zwei  vollständige  Beobachtungen,  welche  zwei  Längen 
und  zwei  Breiten,  also  vier  von  einander  unabhängige  Daten,  enthalten,  nöthig  hat; 
denn  die  Anzahl  der  zu  bestimmenden  Unbekannteu  beti-ägt  ebenfalls  uui-  vier:  ft  oder 
die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens,  i  oder  die  Neigung  der  Bahn,  a  oder  der  Halb- 
messer der  Bahn,  endlich,  weil  mau  wissen  muss,  in  welchem  Punkte  seiner  Bahn  der 
Planet  zu  einer  gegebenen  Epoche  sich  befunden  hat,  das  Aj-gumeut  der  Breite  für- 
jene  Zeit,  d.  h.  der  Wiukelabstand  vom  aufsteigenden  Knoten,  in  der  Bahuebene  gezählt- 
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Wir  t)i-/uioliiicn  die  lotjstare  GrÖKso,   welche    hier   an    die    Su-Ue  von    ilem  w  —   fl   -{-  v 
dur  iiUi^eineiueu  Formeh»  tritt,  wic<UT  mit  u. 

Wir  hej^imicu  hier  mit  einer  Methoile,  welche  au  die  räumliche  l'haiitjuiie  de« 
LeHcn«  nur  geringe  Anforderungen  «teilt,  aus  den  Gleichungen  der  Vorle«ungen  de« 
Ahschiiitte«  I.  mit  I^iohtigkeit  entwickelt  werden  kann,  und  die  auch  au  liequenilichkcit 
ksiiim   hinter  den   später  mitzutheilenden   ziiriickHteht. 

K«  8eien  k  und  k'  die  geocentriBchen  Längen  des  Gcbtirne«  zu  den  Beobachtungs- 
zeiten t  und  t',  ß  und  /J*  die  geocentriBchen  ßroiten,  0  und  ©'  die  Längen  der  Sunne 
um  dieselbe  Zeit,  7i  und  li'  die  lieidcn  zugehörigen  Itadienvectoreu  oder  Abstände  der 
Krde  von  der  Sonne,  so  lassen  «ich  nach  den  Fuiid:iment:ilforinfIn  des  AbschnitteH  l. 
die  helioocntrischen  Polarcoordinnten  des  Gestirnes,  r,  1,  b  in  der  ersten  Beobachtung 
>>der  zur  Zeit  <,  und  r*,  /',  b'  in  der  zweiten  Beobachtung  oder  zur  Zeit  /*,  durch  die  ent- 
n|ircchenden  geocentriBchen  Coordinaten  q,  L,  ß  und  p'   A',  ß'  wie  folgt  ausdrücken : 

r  cos  b  cosi  =^  Q  cos  ß  cos  i.  —  E  cos  Q 

r  cosb  sin  l  ^^  q  cos ß  sink  —  R  sin  Q 

r  sinb  =  P  sin  ß 

r'  cosbf  cosVzr-  n'cosß'cosk' —  R' cos  Q' 

r'  cos  b'  sin  V  =-  <)'  cos  ß'  sin  k' —  R"  sin  0' 

r' sinb'  =:t7  (i'sin  ßi. 

Wegen  der  Voraussetzung  einer  Kreisbahn  ist  r'  =  r.  Man  sieht  ferner,  dass  die 
Kenntniss  von  einer  der  Unbekannten  in  diesen  beiden  Systemen  vou  Gleichungen,  fUe 
Kenntnis«  von  Q  zum  Beispiel,  sogleich  auch  die  übrigen,  r,  b,  /,  b',  /'  und  g'  liefern 
würde.  Denn  man  findet,  wenn  man  die  drei  ersten  Gleichungen  addii-t,  nachdem  man 
auf  beiden  Seiten  in  das  Quadrat  erhoben: 

r>  —  pJ  —  -IRqcosßicoskcosQ  +  sinksinQ)  +  7?') 

=  p2  _  2Äpcos/3cos(A— 0)  4-  /i'J  j      ••■<') 

uikI  elienso  au«  den  di'ei  anderen: 

t'-  =  p'ä  —  '1  r: q' cos ß' (cos k' cos  Q'  +  sink' sin  Q")  +  7f'-| 

=  Q'*—2R'Q'cosß'cos{k'—Q')-^S:^  j  ■     '-) 

Die  Grösse  cos  ß  cos  {k —  0)  in  der  Gleichung  (1)  giebt  sich  durch  eine  selir  leichte 
Melmchtung  als  der  Cosiims  des  Winkels    zu  erkennen,   den    an  der  Erde  die  Richtung 
nach  dem  Planeten  und  die  nach  der  Sonne  mit  einander  bilden.     Um  dies  zu  erkennen, 
j.-j_  44_  bniucht  man  sich  nur  mit  Fig.  44  das  Dreieck  Sonne, 

Krde,  Planet  zui-  Zeit  der  Beobachtung  zu  vergegen- 
wärtigen; bedeutet  S  die  Sonne,  T  die  Erde,  1'  den 
Planeten ,  E  einen  in  der  Verlängerung  von  S  T 
gelegeneu  Punkt,  so  ist: 

SP*  =  ST*  -\-  Tpi  —  2  Sl' .  ¥7'  .  cos  P  TS 
"  '  X  oder 

r'  =  Ri  -{-  Q^  +  2Rqco>^x  •  ■  ■  ('^) 
wenn  wir  den  Winkel  PTE,  der  bei  vollst.Tiidigcn  Roobacbtiingcn  immer  bekannt  wird 
und  in  .len  Hechnungen  dieser  Art  eine  grosse  Rolle  spielt,  mit  x  biziirlim  ii.  Aii:ilog 
haben    wir   für  die  andere  Beobacliluni,': 

r'  =  R'i  -f  p'J  +  2R'q'cosi'  ...  .     .     (\') 

Daher  ergiebt  s-ich  durch  Vergleich  dieser  Gleichungen  mit  ^Ij  und  (J; 
cosx  =  —  cosß  cos{k  —  0) 
cos  x'  =  —  cos  ß'  cos  (A'  —  O'). 

Xllnlkcrluti,  Tb*ORti>clic  AfIrononiM,  nn 
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Wir  können  nun  mit   Leichtigkeit  prüfen,   ob   ein    bestimmter   Werth   von    q    der 
Bewegungsbedingung  in  einer  Kreisbahn  genügt,  d.  h.  ob  der  von  den  beiden  gleichen 
Radienvectoren  r  des  Planeten  eingeschlossene  Bogen,   wie  wir  ihn  aus 
^'      ■  den  uns  bekannt  werdenden  Grössen  7,  b,  V  und  h'  finden,  gleich 

±  (r  —  i)  oder  4-  it'  —  t) 

wu'd,  wie  es  die  Bewegung  in  einer  Ki'eisbahn   erfordert.     Die  zur  Be- 
rechnung dieses  Winkels,   der  in  den  praktischen  Anwendungen  immer 
recht  klein  sein   wh-d,  und  daher  sich   nicht   scharf   durch  den   Cosiuus 
bestimmeu   lässt,   aus    ?,  b,  Z',  V  geeigneten    Formeln    ergebeu    sich   mit 
Hülfe  der  Fig.  45. 
In    dem    sphärischeu    Dreieck    NPP'    ist    N    der    Nordpol    der    Ekliptik,    P   der 
heliocentrische  Ort   des  Planeten  auf  der  Sphäre  in  der  ersten,   P'    der   in    der   zweiten 
Beobachtung,  also 

Seite  NP  .     .     .     .  =  90»  —  & 
„      NP"  .     .     .     .  =  90»  —  b' 
Winkel  PNP'     .     .  =  l'      —  l. 
Nach  einer  bekannten  Fundamentalformel  hat  mau: 

cosPP'  =  cosNP  .  cos  NP'  -f  shiNP  .  sinNP'  .  cos  PNP' 
=  sin  b  sin  b'  -\-  cos  b  cos  b'  cos  {l'  —  7). 

Um  die  Gleichung  für-  kleine  Werthe  von  P P'  brauchbarer  zu  machen,  kann  man 
setzen : 

sin  b  sin  b'  =  sin  b  sin  b'  [cos  Vs  {V  —  ly  +  sin  '/j  (7  —  7)^] 

cosbcosb'  cosQ'  —  0  =  cosbcosb'[cos^/2Q'  —  7)^  —  sin^/iQ'  —  7)^], 
wodurch  zunächst: 

cos  ¥¥  =  cos  (7/  —  b)  cos  1/2  (7'  —  7)  2  —  cos  {b'  -f  b)  sin  1/2  (''  —  ^V 
erhalten  wu-d.     Subtrahirt  man  diese  Gleichuug  nun  noch  von  der  Gleichung: 

1  =  cos  1/2  (7'  —  7)2  +  sin  1/2  (7'   -  7)=, 
so  findet  man: 

sin  >/2  pV^  =  sin  1/2  (b'  —  l^^cos  V^  (7'  —  7)^  +  cos  1/2  {h'  +  6)-  sin  1/2  (7'  —  7)2  (.ö) 
und  es  muss  nun  nach  dem  Vorhei-gehenden,  um  die  Beweguugsgesetze  in  der  Ki-eis- 
bahu  zu  befriedigen, 

pp*  =  4-  (^  —  0 (^'^ 

T  - 

werden.  Durch  Versuche  wh-d  mau  meistens  mit  Leichtigkeit  den  Werth  von  q  und 
eutsprecheud  die  r,  b,  7,  I)',  7'  finden,  welche  der  Bedingung  genügen.  Denkt  man  sich 
diejenigen  Werthe  von  q,  welche  man  auf  diese  Eigenschaft  prüft,  als  Abscisseu  auf 
eiuer  Axe  aufgetragen,  die  zugehörigen  Werthe  von  PP',  wie  sie  aus  der  Gleichuug  (6) 
sich  ergeben,   als    die    Ordinalen,   anderen theils  aber   auch  die  Werthe  von  -^  (<'  —  t) 

als  Ordinalen  aufgeti-agen,  so  entstehen  zwei  Cuiwen,  welche  durch  ihi-en  Schnittpunkt 
den  Werth  von  q,  welcher  der  zu  erfüllenden  Bedingung  genügt,  angeben.  Voraus- 
gesetzt, dass  überhaupt  der  Anschluss  der  Beobachtungen  an  die  Ki-eisbahn  möglich  ist 
(was  bei  einigermaassen  grossem  Zeitiutervall  der  beiden  Beobachtungen  keineswegs 
immer  der  Fall  ist),  müssen  die  beiden  Cmwen  eine  die  andere  schneiden  und  es  ist 
leicht  einzusehen,  dass  die  Abscisse  des  Schnittpunktes  das  gesuchte  q  ist  Mittelst 
dieser  geometrischeu  Betrachtung  imd  dem  darauf  gebauten  graphischen  Verfahren  kann 


iiiiiii  /.iiii:icli.»t  i'iiit'ii  M'lir  Imlicii  (üinl  von  AiiiiiilK-riiii;;  au  ilic  Walirlii-it  iTi'i'U-liuii,  iiuil 
«laiiii  lüu'h  «Irr  lickaiiiiti-ii  IJi-jji-l  vom  »o<;«-iiHiiiiteii  fulKclii-ii  Sat/i-  (regiila  fiilsi),  welcher 
iiiiiiiiiitnt,  iluü»  lue  Fi-IiKt  i-iiK-r  II\'|iotlu-si-  ülier  eine  /.n  ermittelnde  rnlieluiniite  [im 
i{ej{eiiwartij;fii  Falle  iler  rnterscliie«!  /.wi.sehen  ilein  Kp_'cl)niss  tier  (Ueiohimj^en  (5) 
und  (6)|,  (*ii-h  veilialtcM,  wie  die  (.'orreetionen,  ilereii  die  ent.>i|irei-lieiiden  an<;eiiommcnen 
Werthe  der  rnl>ekaiinlen  liediirfen,  den  definitiven  Wertii  von  Q  interpolireu.  (»eset/t, 
es  «ei  für  eine  ^'e\\i.«^e  Annahme  von  q:  q  =  q^,  der  l'nterHehied  des  Krj:el>niw*es 
Von  (5)  lind  (6)  t'leieh  p,  für  eine  andere  Annahme  von  Q  dajjegen:  p  =  p«  i  ^  p, 
>ei  der  riife|->ihied  an.s  jenen  (ilei(hun;;en  p  -•  ./y<.  ferner  p„  -i  |  <ler  wahre  Werth 
von   p.  ho   hat   man   dii'   rroportioii : 

Jlf  :  Jp  =  i  :  l>. 


lind 


p    ^    p„     J     I  =    p„    4      ^^P 


Jp 

»iid  iler  «aliiv  Wertii  \.in  p  >eiii.  Dieser  Ausdriiek  für  die  W^rlioseriiiiL:  M-t/.l  voraus, 
dass  I  sehon  sehr  klein  sei:  um  zu  sehen,  oli  diese  letztere  Hedinjruiiir  in  hinreiehendem 
(ii-ade  erfüllt  war,  wird  man  ilen  verliesserten  Werth  von  p  siihstitiiiren,  unil  wenn  er 
noeh  nieht  i^anz  jrenüjit,  das  afiifeü;ebenc  A'erfahren  wiederholen.  Ist  auf  solehe  Weise  p 
iiikI  dann  r,  !».  /,  '>',  /'  bestimmt  wonlen,  so  findet  mau  die  Art;uuiente  der  Breite  u 
und  «',  Welche  zu  den  beiden  Heobaditiingszciten  !j;ehören,  sowie  die  Elemente  Q-  und  i 
aus   foliriMiden   im    Abschnitte   I.   entwickelten  Formeln: 

j/n  b  ^  sin  i  sin  u 

sin  b'  =  sin  i  sin  «' 
tij(l  —  ii)  =  cosi  tgu 
lg(1' —  R)  =  cosi  tgu'. 

Indem  man  einnial_die  lieiilen  ei>ten  dieser  Gleiehuniren  zu  einander  addirt.  ilas  andere 
.Mal   Von   einander  siibtrahirt^  erhält  man 

sin  I  sin  '/j  (u'  -|-  «)  cos  >/j  (m'  —  «)  =  sin  ' / j  (6'  +  b)  cos  '/s  (b'  —  b)\  _ , 

sin  i  cos  '  'j  («'  —  u )  sin  ' '.,  (u'  —  «)  =  cos  '  j  (b'  -\-  b)  sin  Vi  C*'  — ''  )l 

.         k        ,         .   . 
woraus  sich,  da  u    —  u   bekannt  und  gleich   — rr-    (t   —  /)  ist,  sowohl  i  als  auch   u  und  u' 

ergeben.  Die  Siiljstitiition  in  die  beiden  letzten  der  vier  obigen  Gleichungen,  wobei 
■  lann  wiecler  zu  berücksichtigen,  dass  /  —  ft  mit  m,  ebenso  /'  —  ft'  mit  «'  in  dem- 
selben Ciiiadranteii  liegen  muss,  liefert  zwei  Wcrthc  von  Q ;  letztere  müssen  offen- 
bar mit  einancler  sehr  n:ihe  übereinstimmen,  wenn  die  Ifechnung  in  allen  Theilcn  für 
riiditig  gelten  soll.  Zur  vollständigen  C'ontrole  der  IJechniing  ist  immer  sehr  nithsam,  zu 
|>rüfen.  ol»  die  bei  d»-r  liahiibestimmung  zu  Grunde  liegenden  licob:u-litiiiigeii  iliiivh  die 
Lrefiindenen   Kiemente  auch   wirklich   ilarirestellt  werden. 
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Achtzehnte    Yo  r  1  e  s  u  n  g. 
Modificatioii  der  Formeln  der  letzten  Yorlesuno-. 

Die  eben  gegebeueii  Formeln  haben  noch  eine  Uubeijuemlichkeit,  die  sich  anf 
ziemlich  einfache  Weise  vermeiden  lässt;  sie  erfordern  nämlich  für  jeden  Versuch,  den 
man  über  den  Werth  von  p  anstellt,  auch  die  Berechnung  von  b,  ?,  !)',  ?'.  Da  mm  die 
Kenutniss  dieser  letzteren  Grössen  von  keinem  weiteren  Nutzen  ist,  so  lange  man  nicht 
den  definitiven  Werth  von  q  ermittelt  hat,  erscheint  es  zweckmässig,  dieselben  aus  der 
Rechnung  füi-  die  Versuche  ganz  zu  elimiuiren.  Ziemlich  bequem  gestalten  sich  diese 
Formeln,  wenn  man  für  q  imd  r  eine  andere  Unbekannte  einführt,  und  zwar  in  folgen- 
der Weise:  Xeuueu  vni-  in  Fig.  44  den  Winkel  au  P,  d.  h.  am  Planeten,  in  der  ersten 
Beobachtung  z,  in  der  zweiten  z'  (wobei  mu'  noch  vor  der  Verwechselung  mit  der 
heliocentrischen  Coordinate  z  und  z'  gewarnt  werden  muss),  so  wird: 

E  sin  % 

sin  z 
R'  sin  x' 


sin  s 
^Esiu(x-z) 
sin  z 
,^R'sin{x'  —  z') 
sin  z' 

Es  ist  nun  r  ^=  r',  also  besteht  zwischen  z  und  z'  die  Gleichung: 

Bsin% B'sinx' 

sin  z  sin  z' 


oder : 


sinz' B'  sinx' 

sitiz  B   sin% 


und    es    ist    daher  /  aus  z   immer   leicht   zu    berechnen.     Das   Verhältuiss  ^^  wud    au>- 

Q 

gedi-nckt  durch: 

p' sinz  B'sin(x' — z')  sin  x  sin{x' — ^') 

Q  sin  z'    B  sin  (x  —  z)  sin  y'  sin  (x  —  z) 

Fühi'eu  wir  auf  kurze  Zeit  wieder  die  recht«"inkligen  heliocentrischen  Coordiuaten 
des  Planeten,  imd  zwar  nüt  x,  y,  z  für  die  erste,  mit  x',  y\  z'  für  die  zweite  Beobacht\mg 
ein,  sind  ferner  X,  T,  Z,  X\  Y',  Z'  die  zugehörigen  Coordiuaten  der  Erde  imd  bedeutet  v. 
die  zu  dem  heliocentrischen  Bogen  des  Planeten  gehörige  Sehne,  so  wü'd  noch: 

z->  =  (x'—  £f  +  (xj—  yy  +  (/—  zf  =  ,-ä  +  )•'■!  —  2(xx'  +  ,jy'  +  z  z') 
=  2  )•■-  —  2{q  cos  ßcosk  +  X)  (g'  cos  ß'  cos  A'  +  V) 

—  2  {q  cos ß sink  +  Y)  (q' cos ß' sin  ?.'  +  Y') 

—  2  (q  sin  ß  +  Z)  (p'  sin  ß'  +  Z'). 

Bei  dem  Auflösen  dieser  Parenthesen  erkennt  man,  dass  der  Factor,  mit  welchem 
der  Ausdi-uck  —  2  p  p'  in  dem  entwickelten  Producte  multiplicü-t  erscheint,  nämlich: 

cos  ß  cos  ß'  cos  A  cos  V  -\-  cos  ß  cos  ß'  sin  l  sin  X'  4-  sin  ß  sin  ß' 
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nicht«  AiKloruB  i«t,  als  dor  ('<>«iiiiiH  «Ich  iwUchuii  ilon  boidtii  (,'eoct'iiliiHcheii  OiTtom, 
Hilf  woloho  diu  Hiolitungon  vini  p  und  p'  «ieluii,  golo|t;«non  Ito^oim  oinc«  prössten 
Kivistfi,  d.  h.  des  völlig  hik.'iiiiitcii  Alislnii<lc'H  der  beiden  geocentriHchen  Oertor  auf  der 
SjdiJirf.  Kraetzl  nwin  aiioli  X.  }',  X,  X',  Y',  Z'  duiih  die  ent«|iruohendun  Polarcoordinatcii 
der  Krde,  »o  erncheiiil  in  ileiu  geuannU'n  l'rodiiot  die  ttrüsHe  —  2  Ji  q'  mit  oiiiein  Factor 
niiiltiplicirt,  welchen  wir  leicht  nla  Cohinus  de»  IJogens  /wischen  dein  /.weit43n  goocentri- 
schen  Orte  und  dem  ersten  heliooentrischuu  Erdorte  erkennen,  analog  ist — 2  Tt' Q  mit 
dem  Cosinus  des  Hogens  zwischen  dem  ei-sten  geocentrischon  Orte  und  dorn  zweiten 
lii'lii„iiiiiis,liiii   Kniorie  multiplicirL     Endlich  ist: 

XX'  +   YY'  +  ZX'  ^  lild  fos(0'— O), 
ttctui   \Mi-.|ir   i^    iiiid  0'    die  Tiiingon  der  Soune    voi-stellen ;    alsn  ist  auch  der  Ausdruck 
—  2  11  li'    des  genannten  Productes  mit   dem  Cosinus  des  Winkels   multiplicirt,   welchen 
tlio  liichtungen  vou  Ji  und  ]{'  mit  einander  liildcii. 

HeKcichnet  man  nun  der  Kürze  halber: 

mit   (Uli')  ilen   Cosinus  des   Winkels  zwischen  ilcii  Richtungen   von  J{  und  7^ 

-  '  /•'  f' '        -  P  j-  n  i>  n  7t  n       J^       r:       Q' 

-  (J^  Q)       V  n  r  n  n  n  n  n-/«'-!? 
^      (i>9')        r              n            r               n                    n              «                 n                  n      P        n       P' 

Sil  crhiilt  mau,  da  auch  x'  =  2  r'  —  2r'fos(K'  —  m): 

r«  cos  (u'  —  u)  =  (/.'  7i")  7?  Ä'  +  (7i  p')  7?  p'  +  (7^  Q)H'g  +  {tj  q')  q  q'  .     .     .     (4) 


oder : 


Alle«  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wii-d  bekanut,  weuu  man  den  Winkel  ^ 
kennt  oder  über  den  Werth  desselben  eine  Hypothese  macht;  die  Wertho  von  (7? 7?), 
(II  g'y,  (m  e),  (p  p')  werden  vorher,  d.  b.  vor  Anstellung  der  Versuche  über  z,  von  denen 
sie  unabhängig  sind,  lierechnet,  immer  unter  Anwendung  der  Grundformel  der  sphärischen 
Trigonometi-ie,  welche  aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  den  Cosinus 
der  dritten  Seite  liefert.  Es  wird  demnach,  weuu  wir  unter  L  und  JJ  die  Längen  der 
Ej-de  oder  die  (Crossen  O  +  180",  0'  +  ISO"  verstehen: 
(TZ  70  =  co8{L'  —  L)  =  cos(Q'  —  ©) 
(Bq')   =  cos  ß' cos  (V  —  L)  —  —  cos  ß' cos  {l'  —  ©) 

(Rq)     —    cos  ß  cos  (l  —  JJ)    r=  —  cos  ß  cos  (k   —   0') 

(p  p')    =  sin  ß  sin  ß'  +  cos  ß  cos  ß' cos  {k' —  k). 

Die  Gültigkeit  der  Gleichung  (4)  erstreckt  sich  auch  noch  auf  den  Fall,  wo  die 
beiden  liadienvectoren,  welche  den  Winkel  (u'  —  i<)  einschliesseu ,  nicht  gleich  sind. 
Allgi'meiner  demnach  kann  man  sie  schreiben,  wenn  wir  die  abkürzende  Bezeichnung 
der  Cosinus  auch  auf  cos(u'  —  u)  ausdehnen,  wobei  dann  cos(u'  —  h)  =  (»■»"'), 

{rr")  rr"  =  {JUt')  liJi'  +  (7?p')  7;p'  +   {W q)  IC q   +   (p  p')  pp'     .     .     .     (5) 

Diese  dem  Gedächlniss  sich  leicht  euiprägende  Formel  ist  auch  für  einige  unserer 
späteren  l'ntcrsuchungen  von  Uedeutimg. 

In  unserem  speciellen  Falle  soll  mm  wieder  das  aus  Gleichung  (5)  oder  (4)  hervor- 
gehende (u'   —  m)  =  m, seiu.     Fast  immer  ist  dies  in  tlen  Anweudimgen  ein  so 

kleiner  Winkel,  da<>s  seine  Hestimmung  durch  den  Cosinus  mangelhaft  ausfallen  wird. 

Ist  nun  durch  Versuche  in  iler  in  voriger  Vorlesung  beschriebeneu  Weise  eiii  Werlh 
de«    Winkels    x,     von    welchem    alle    übrigen    Unbek.'xnnten    auf    der    rechten    Seite    der 
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Gleichung  (4)  wiü  z',  p,  p',  r  ubhäugen,  gefunden,  so  kann  man  endlich  die  helio- 
centrisehen  Polurcoordüiaten  /,  h,  ?',  b'  berechnen  und  daraus  die  Elemente,  wie  früher 
vorgetragen,  bestimmen. 

Es  erscheint  kaum  nöthig,  hier  zu  bemerken,  dass  der  Gleichung  (4)  unmittelbar 
die  Gestalt  einer  Relation  zwischen  den  Winkeln  am  Planeten  g  und  z"  imd  bekannten 
Grössen  gegeben  werden  kann,  während  z  und  z'  noch  ausserdem  durch  die  Gleichimg: 

Bsinx  B' sinx' 

sin  z  sinz' 

mit  einander  verbunden  sind.  Bei  der  Einfachheit  dieser  letzteren  Relation  verhält  sieh 
die  Bestimmung  des  richtigen  Werthes  von  z  in  praktischer  Hinsicht  fast  ebenso,  als 
hätte  man  in  der  Gleichung  (4)  nur  die  eine  Unbekannte  z. 

In  doppelter  Hinsicht  scheint  die  eben  entwickelte  Methode,  aus  zwei  vollsländigen 
Beobachtimgen  die  Elemente  einer  Ki-eisbahu  zu  finden,  den  Vorzug  vor  derjenigen  der 
vorigen  Vorlesung  geltend  machen  zu  können.  Einestheils  braucht  man  bei  den  Versuchen 
nicht  allzu  weit  auszuholen,  weil  eine  sogenannte  Finalgieichung  vorhanden  ist;  anderen- 
theils  lässt  sich  diese  Methode  mit  grösserer  Leichtigkeit  als  die  anderen  dem  Coor- 
diuatensysteme  des  Aequators  anpassen.  Wü-  werden  die  meisten  Methoden  zu  Bahn- 
berechnungen so  anlegen,  dass  am  Schlüsse  der  Rechnung  unmittelbar  die  zur  Berech- 
nung der  Ephemeride  nöthigeu  Gauss'schen  Constanten  imd  fast  zugleich  mit  ihnen 
auch  die  Elemente,  bezogen  auf  die  Ekliptik,  erhalten  werden.  Die  verhältnissmässig 
grosse  Einfachheit  und  Küize  jener  Methoden,  welche  vorzugsweise  durch  die  jetzige, 
viel  vollständigere  Einrichtung  der  astronomischen  Jahi-bücher ')  ermöglicht  wii'd,  lassen 
in  den  Formeln  der  Bahnberechnmig  den  Gebrauch  der  Rectascension  und  Declinatiou, 
statt  der  Längen  und  Breiten,  wegen  der  vielen,  bei  einer  schärferen  Rechnung  auf- 
tretenden, lästigen  Anforderungen  (als  da  besonders  sind  die  Verwandlung  der  be- 
obachteten Rectasceusionen  und  Declinationeu  in  Länge  und  Breite,  die  weit  grösseie 
Complicatiou  in  der  Berücksichtigung  der  Parallaxe  und  der  Aberration ,  anderer  wich- 
tiger Umstände  vorläufig  nicht  zu  gedenken)  als  das  Bequemere  erscheinen. 

Aus  diesen  Gründen  erscheint  es  zweckmässig,  imsere  Methode  für  Berechnung 
einer  Ki-eisbahn  ebenfalls  noch  füi-  das  System  des  Aequators  zu  geben.  Dabei  sehen 
wii'  hier  noch  vorläufig  von  allen  den  kleinen  Correctionen  ab,  welche  eine  schai-fe 
Rechnimg  erforderlich  machen  würde,  obwohl  dieselben  gerade  füi'  dieses  Coordinaten- 
system  alles  Lästige  und  Ermüdende  verlieren,  d.  h.  wii-  vernachlässigen  noch  Pai-aüaxe 
imd  Aberration,  ebenso  die  Bewegung  des  Aequinoctiums  von  einer  Beobachtung  bis 
zur  anderen ,  indem  wir  die  Oerter  auf  das  scheinbare  Aequinoctimn  des  Tages ,  an 
welchem  sie  angestellt  sind,  beziehen.  Wir  düifcn  das  hier  um  so  mehr-,  als  ja  doch 
inrmer  die  Voraussetzung  der  Ki'eisbahn  in  praktischer  Hinsicht  einen  Fehler  in 
sich  schliesst. 


')  Das  verbreitetste  astronomische  Jsihrbucli  ist  das  englische,  dessen  vollständiger  Titel  lautet : 
,The  Kautical  Almanac  and  Astronomical  EpLemeris  for  the  year  .  .  .  for  the  Meridian  of  the  Royal 
Observatory  at  Greenwich.  Published  by  order  of  the  lords  commissioners  of  the  admiralty.  London : 
printed  i'or  Her  Majesty's  Stationery  Office  by  Darling  &  Sou,  LTD.,  1  —  3,  Great.  St.  Thomas 
Apostle  E.  C.  Price  two  Shillings  and  six  pence."  Ein  Appendix  dazu  enthält  Ephemeriden  von 
kleinen  Planeten.  Doch  ist  in  letzterer  Beziehung  das  Berliner  Jahrbuch  vollständiger.  Dasselbe 
erscheint  jetzt  unter  dem  Titel :  „Berliner  Astronomisches  Jahrbuch  mit  Angaben  für  die  Oppositionen 
der  Planeten  (^1)  — •  (674)  für  1910.  Herausgegeben  von  dem  Kechen  -  Institute  der  Königlichen 
Sternwarte  zu  Berlin.  Ferd.  Dümmler's  Verlagsbuchhandlung."  Empfehlenswerth  ist  auch  das  in 
Washington  erscheinende  Jahrbuch:  „The  American  Ephemeris  and  Nautical  Almanac"  uad  die  in 
Paris  von  dem  Bureau  des  lougitudes  herausgegebene  „Connaissance  des  temps  ou  des  mouvements 
Celestes  ä  l'usage  des  astronomes  et  des  navigateurs." 


—    2»!     — 

Kä  Kl  ifii  also: 

t,  t'       <lic  Hi'oliitclitinigKir.citun, 

(t,  vi      die  KuotascviiHioiii'ii, 

«J,  d'      Jie  Dooliiiationcn, 

.(,  .-l'     <lif    Hii'liisot'lisiniieii    <K'|-   Siiiiiic, 
/>,  7/    ilic  Dculiuatiuiicn  der  Sonne, 
/f,  /i'    die  Itadioiivectoren  der  Skiiiiu  oder  der  Kido. 
Die    Sonnciiflrtor,   sowie    li    und    i?,    tiudeu    sich    m   jedem    Jidirlm.lio    ;iiij;ej;ulicii. 
.M:iii   liereilme   nun   unter  Benutzung  der  Zecli'sehen  Tiifelii   für  Summen-   und    Diffuren/.- 
Iiii;;u°ithnien: 

(Zip)     rr=  cosx  ^^^  —  sin  D  sin  ö  —  cos  D  cus  d  cos  {u  —  Ä) 
{!{' q')  ^^  cosjd  =  —  ^njysinS'  —  von  ly  cos  6' cos  («'  —  ^l') 
{Jlg')    =  —  sin  D sind'  —  cos  D cos 6' cos (u'  —  A) 
(li' q)    =  —  sin  D' sind  —  cos  ly  cos  6  cos  {u  —  A') 
(UI^   =  sin  J) sin  1/   +  cos  D cos  1/ cos {A'  —  A) 
(p  p')     =  sin  d sin S'  +   cosö cos ä' cos («'  —  «). 
Es  ist  dann  forner,  wenn  der  vom  Phincton  aus  gesehene  Winkehihsland  /.wi^^•hell 
Krde  und  Sonne  in  der  ersten  Bcolmchtinig  mit  i-,  in  der  zweiten  mit  e'  bezeichnet  wiiil, 

Jl  sin  X  li'  sin  %' 

sin  e  sin  ti 

_  Bsinjx  —  e) 
sin  e 
ff  Sin  ix' -M^ 
sin  z' 
ini.l    es    muss   nun    durih   Versuche   derjenige   Werth   des   Winkels  r  licstimmt    werden, 
weleher  den  aus  der  Gleichung: 

/  '          ^         /■T5T>'\  sin  s sin  s'    ,     .„    ,v  sine  sin  (X'  —  .') 
CO.-  (11    —    II)  =  (Ulf)  -. ; — i   +    (7?p^   — — : .      ,       - 

sin.' sin  ix-')  ^  (      ,)  .».(z-.)./>.(z'-^-) 


oder: 


cot'(u'  —  u)  sin  X  tinx'  ^  (Uli')  sin:  sin  s'  +  (IiQ')sins  sin(i'  —  ;') 
+  (li'g)  sine'  sin(x  —  ^)  -f  (?£»')  «''"(?  —  -)  sin(x'—  *') 


von   11    —    i<   mit  dem   von   , ubereinstimmeuil   macht. 


Nc  II 11  z L' li  II  t  e  V o r  1  e s  11  n fr. 

Dirocto  Bcroclmniiu:  diT  (i  anss'sclion  (Viiistniift'ii  iuh  den 
lieliufentrischen  Coordiiiatou  für  den  Aequator. 

Wir  wollen  nun  gleich  hier  für  alle  zukütiftigen  Fidle  die  ^'orschrift  entwickeln, 
nach  welcher  mau  aus  sechs  heliocentrischcn  Coordinatou  für  den  Aecjuator,  welches 
auch  die  Gestalt  der  Hahn  sei,  die  Gauss'schen  Constanten  für  din  \ei|n:it.ir  lindet. 
Nach  der  zehnten  Vorles\nig  hat  man: 
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ar  sin(Ä  -f  n  —  Q,  -f  ^)   =  a;   =  ar  sin {Ä'  -\-  v) 

ar'sin(Ä  -{-  n  —  Q,  -\-  v')  ^  xf  ^  ar'sin(Ä'  -)-  v') 

hr  sin{B  -\-  n  —  Sl  -\-  v)   =  »/   ^  b  r  sin  {B'  -\-  v) 

})r'  sin{B  -\-  n  —  Sh  -\-  v')  =  y'  =  h  r'  sin  {B'  -f-  v') 

er  sin{C  -\-  n  —  Sl  -\-  v)   =  s    =  er  sin{C'   -\-  v) 

er'  sin(C  -{-  n  —  Sl  -\-  v')  =  g'  =  er' sin {C  +  v') 


(1) 


woriu  V  und  v'  die  'wahren  Auomalieu  iu  beiden  Beobachtungen  bedeuten  und  A!  für 
die  Constaute  A  -\-  ii  —  Sl ,  B'  für  B  -\-  n  —  Sl,  C  im-  C  -\-  n  —  Sl  gesetzt  ist. 
Verbindet  mau  von  diesen  Gleichuugen  die  erste  mit  der  zweiten,  die  dritte  mit  der 
vierten,  die  fünfte  mit  der  sechsten,  einmal  durch  Addition,  das  andere  Mal  durch  Sub- 
traction,  so  erhält  man  folgende  zur  Bestimmung  von  a,  A'^  6,  £',  c,  C'  aus  den  Coor- 
dinateu  areeisrnete  Formeln : 


+ 


a  sin  [A'  -\-  '/j  (y'  -{-  v)]  ^=  i/, 

a  eos  [A'  +  1/2  (v'  +  v)]  =  y, 

hsin[B'  +  y,{v'  +  v)]  =   V: 

leos[B'  +  V2K  +  v)]  =  y,  (l  -  1^ 

esin[C'  +  y,{v'  +   u)]  =  1/2  (7   +   7) 


sec     ^'2  i'^'  —  V 

eosec  V-2  {v'  —  v 

|r  +   7)  sec     \!,  (y'  ^ 

cosec  '/o  (ü'  —  V 

See     1/2  (^'  — 


c  eos  [C  +   1/2  (u'  +  v)] 


(7-7) 


eosec  1/2  (v'  —  v 


(•-•) 


In  allen  Fällen  der  Anwendung  ist  v  und  v'  bekannt;  hier,  d.  h.  bei  der  Ki-eisbalm,  ist 
die  Grösse  v'  - — ■  v  gleich  11'  —  u,  und  offenbar  die  Lage  des  Perihels  willkürlich  zu 
wählen;  daher  ist  es  erlaubt,  dasPerihel  in  die  Mitte  der  beiden  dargestellten  Beobachtungen 
fallen  zu  lassen.  Es  wu-d  hierdui-ch  v'  ^  —  v,  oder  V2  (^  +  ^')  =  0.  Auf  diese 
Weise  kommt  man  sehr  schnell  zu  allen  für  die  Berechnung  einer  Ephemeride  nöthigeu 
Grössen ,  und  ohne  dass  man  auf  die  auf  die  Ekliptik  bezogeneu  Elemente  ziu-ück- 
zugehen  hätte. 

Um  aber  auch  ß  und  /  zu  finden ,  genügt  eine  leichte  Beti'achtung.  Nach  dem 
öfter  angewandten  Satze  von  der  Transformation  der  Coordiuaten  drückt  sich  die  auf 
die  Ekliptik  bezogene  «-Coordinate    durch   die  y  und  z  für  den  Aequator  iu  der  Form: 

—  y  sin  e  -\-  e  eos  £ 
oder : 

crcos£sin{C'   +   u)  —  h  r  sin  e  sin  (B'  +   v) 

aus,  woriu  £  die  Schiefe  der  Ekliptik  vorstL-Ut.  Um  den  Abstand  des  Q,  vom  Periliol 
zu  finden,  kommt  es  also  nur  darauf  au,  denjenigen  Werth  von  v  zu  bestimmen, 
welcher  die  Grösse: 

e cos  s  sin  (^(J'   -\-   v)  —  Vsin  e  sinf^B'   -\-  v) 

zu   Null   macht;   dieser   Werth,    nüt   entgegengesetztem   Zeichen    genommen,    ist  immer 
gleich  JT  —   ft.     (Der   aufsteigende  Knoteu   ist  vom   niedersteigeuden  leicht  dadurch  zu 
unterscheiden,     dass    bei    dem    ersteren    die    ^-Coordinate    bezüglich    der   Ekliptik    bei 
wachsendem  v  positiv   wird,  bei  letzterem  negativ.) 
Man  hat  hiernach : 


od« 


giw[^  +  (ft  —  »)1  eeosa 


«»[J*  -f-  (^  —  ^)]  +  «'w[C'  4-  (^  —  «)]  ccoat  -f  bwwt 

stnlB"  4-  (ft  —  «)J  —  8in[C'  +  (ß  —  «)J  ~~  c«w«  +  bme 


oder    eiKÜtoh  —  ■=:  igq  guäClzL, 

/p|V.(Ä'  +   C)  -  («  -  ft))  =  ^1*^]  'i'V,(ß'  -     '  (3) 

Ut'i  uiiscror  speciulleu  Lage  des  PurihcU ,  wie  wir  es  zur  Vereinfachiuig  der 
Foiinclu  bei  der  Kreisbahn  annelimcn  durften,  ist  offenbar  die  Grösse  ä  —  ft  idcutiscli 
mit  dem  AbsUuule  des  Planeten  vom  aufsteigenden  Knoten  für  die  in  die  Mitte  der 
beiden   Ueobachliingen  fallende  Zeit  des  Perilielä. 

Man  liat  nun  ferner  allgemein  aus  den  Formeln  der  zehnten  Vorlesung  zur  Be- 
rechnung der  (jauss'suhen  Constanten 

cos  Sl  ^=  asinA  =  a»iu[A'  —  (n  —  ^)]\ 
—  sin  Qicosi  =  acosA  =  acos[Ä  —  (Ji  —   ft)]  | 
sinSicosi  =  bsinB  =  hsin\^Bf  —  (»  —   ft)] 
sin  Q,  sin  t  =  c  sin  C  =  csi«[C'  —  {:t  —    Q)] 
woraus   sich,   miter   IJenutzung   zweier  dieser  Gleichungen   zui-   Coutrole,    £1    und  i  mit 
T^ichtigkeit  ergeben. 


(4) 


Zwanzigste    Vorlesiins;. 
Reclinuugsbeispiel  für  Uarmonia. 

Es  sollen  nun  die  vorhergehenden  Vorschriften  dazu  angewendet  werden,  eine  Kreis- 
bahn aus  den  folgenden  geocentriscben  Oertern  der  Uarmonia: 

Mittl.  Berl.  Zeit 
1864  Sept.     21,5     .     .     a   =  21»  29'   8",85     ö   =  -f  0»48'   4",2 
„       29,5     .     .     «'  =  190  50'27",45     d'  =  -f  0»    1'29",6, 

welche  auf  den  Aequator  bezogen  sind,  zu  berechnen.  Schlagen  wir  in  den  Jahi'büchern 
noch  die  Rectasceusionen  der  Sonne  für  dieselben  Zeiten,  A  und  A',  deren  Declinationen 
7>  und  7/  und  die  logR  und  loglÜ  auf,  so  erhalten  wir: 

A   =  179<'14'39",9,      D  =  +  0»19'39",ü,    logR  =  0,0013202, 
A'  =  186<'27'21",7ö,    D'  =  —  2''47'35",4,    JogB'  =  0,0003442. 
Die  Formeln  der  achtzehnten  Vorlesung  geben  dann  folgende  Hi-chnung'): 


')  Es  iit  in  den  Rechnungsbcispielen  einfach  sin  I)  für  htg  sin  I>,  cos  D  für  log  cos  1>  u.  8.  w. 
gcjclirieben.  Die  Rechnung  ist  zu  einem  'llieile  mit  giebenstcUigcn  Ixjgnrithmcn  durchgeführt  worden, 
um  wenigstens  für  diesen  Zweck  den  Cosinussen  kleiner  Bogen  dennoch  liinn-ichcnde  Genauigkeit  für 
die  Bestimmung  des  Bogen«  zu  geben.  Eine  Umformung  der  Gnindgleichung  wünlo  •■.•■ii'-  I■'■- 
(«quemlichkeiten  verursachen,  als  es  der  zeitweilige  Gebrauch  solcher  Tufeln  tliut. 

Klinker faai,  ThioreliKh*  Adronoml«.  3f) 
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sin  D 
sin  D' 

=  7,7570863 
=  8,6878022,, 

6,4448885,. 

cus  B   ■■ 
cos  B' 
cos  {A'  —  A)  ■ 

=  9,9999929 
=  9,9994838 
=  9,996  5507 

9,9960274 
6,444  888  5„ 

Differenz  . 
Zech.  .  .  . 

.  .  3,5511389 
.  .  0,0001221 

log  {BE') 

=  9,9959053 

sin  D 
sin  ö 

=  7,7570863 
=  8,1455861 

5,9026724 

cos  B 

cos  d 

cos  (A  —  a) 

=  9,9999929 
=  9,9999576 
=  9,9664222,, 

9,966  372  7„ 
5,9026724 

Differenz  . 
Zech.  .  .  . 

log{BQ) 
X 

.  .  4,0637003 
.  .  0,0000375 

=  9,9663352 
=  22oi6'9",9 

sin  D 
sin  ö' 

=  7,7570863 
=  6,6378829 

cos  B 
cos  ö' 

cos  {A  —  a') 

=  9,999992  9 
=  0,0000000 

4,3949692 

=  9,9713133„ 

9,971 306  2„ 
4,3949692 

Differenz  . 
Zeel).  .   .   . 

.  .  5,5763370 
.  .  0,0000012 

=  9,9713050 

sin  D' 
sin  8 

=  8,6878022,. 
=  8,1455861 

6,8333883,, 

cos  B' 

cos  8 

cos{A'  —  k) 

-=  9,9994838 
=  9,9999576 
=  9,9848833,, 

9,9843247,, 
6,8333883« 

Differenz  . 
Zech.  .  .  . 

log  (B'  q) 

.  .  3,1509364 
.  .  0,0003066 

=  9,9846313 

sin  JJ 
sin  ö' 

=  8,6878022,. 
=  6,6378829 

5,3256851,, 

cos  B' 

cos  8' 

cos  {A'  —  a') 

=  9,9994838 
=  0,0000000 
=  9,9880401,, 

9,9875239,. 
5,3256851,. 

Differenz  . 
Zech.  .  .  . 

.  .  4,6618388 
.  .  0,0000095 

log  {B'  q') 

x' 

=  9,9875334 
=  13«39'46",1 
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fin  d'    -  0,6378821) 
sin  d     -  S,14558ßl 

•1,7834690 


coa  d'  =  0,0000000 

cos  8  =-.  9,999  a&Tti 

cos  («'  —  «)  =  9,99982 10 

9^97786 

4,7834600 


Differenz  .  .  .  5,2163096 

Zech 0,0000026 

%  (Q9')  =  9,9997812 


Wir  erhalten  also: 

(A'/Q 
aiH  X  sin  i' 

{Ji'Q) 


lOQ 


—  1,0440158         log 


JML 

sin  X  sin  x' 


1,0194155 


hg 


stn  X  stn  i 


—  1,0327418 


log 


(9  9')       ^  1 


stH  X  sin  X 


,0478917, 


und  für  diu  Fiindameutalgloichung  (4)  der  achtzehnten  Vorleeung  die  Form: 
cos{v' 


v)  =  cos  ^^*'  ,^   *^  =  (1,0440158)  sine  sin  s' 


+  (1,01941 5 5) SMi«  sin  (x'  —  ^)  +  (l,0327418)st»i  (^  —  s)sim' 
-r  (1,047891 7)  sin  (z  —  s)sit\(x'  —  /), 
wobei  die  eingeschlossenen  Zahlen  schon  die  Logarithmen  der  Zahlenfactoren  vorstellen. 
Eine  Probe   mit   dem  Werthe   r  =  2,3   (als    einem   der   kleinsten,    der   bei   einem 
Asteroid  zwischen  Jupiter  und  Mars  nach  der  Erfahrung  zu  erwarten  steht  und  demnach 
ilso  einer  Art  von  Grenze  für  die  Versuche  entsprechend)  führt  auf  die  folgenden  Zahlen: 
logRsini  =  9,5799162  logR'sinx'  =  9,3736377 

?op2,3  =  0,3617278  log  2,3  =  0,3617278 


sine  —  9,2181884 

e  =  9"  30'  46",05 

1,0440158 

log  sine  =  9,2181884 

log  sine'  =  9,0119099 

9,2741141 

numerus  =  0,18798108 

1,0327418 

log  sin  ix  —  •f)  =  9,3440191 

log  sine'  =  9,0119099 

~         9,3~8867o  8  '" 
numerus  =  0,24472074 


sin  5'  =  9,0119099 

/  =  5»  53'  57",40 

1,0194155 

log  sine  =  9,2181884 

log  sin  ix'  —  s")  =  9,1306071 

9,3682110    ' 
0,23345920 
1,0478917 
logsi)i(x  —  e)  =  9,3440191 
log  sin  (x'  —  ^)  =  9,130607 1 


9,522517  9 
0,33305649 

cos{v'  —  v)  =  cos{u'  —  m)  =  0,18798108  +  0,23345920  -f  0,24472074 
+  0,33305649  =  0,99921751;  v'  —  v  =  2»16'1",1. 

Es  i.-it  aber  ^  ~  für  diese  Hypothese  gleich  2»  15'37",76,  also  der  Fehler  der- 
selben gleich  2'>16'1",1  —  2°15'37",76  =  23",34.  Macht  man  den  zweiten  Vei-such  mit 
i-incm  um  fünf  Einheiten  der  dritten  Stelle  vergrüssei-tcn  Werthe  von  logr  oder,  was 
>ia8selbe  ist,  mit  um  ebensoviel  verminderten  Werlhcii  von  log  sine  und  log  sine',  so 
erhält  man  durch   eine  Rechnung   von    derselben  Art   u'  —  m  =  u'  —  v  =:  2°  13' 18'',7; 

^— P— ^  =  2'>13'18',43,   als  Fehler  der   Hypothese   4-  0",27.     Die   fünf  Einheiten   der 

30» 
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dritten  Stelle  des  Logarithmus  haben  demnach  den  Fehler  der  Hypothese  nm  —  23",07 
geändert,  eine  solche  Einheit  wird  also  darauf  einen  Einfluss  von  —  4",61  haben.  Mau 
wird  daraus  ohne  Mühe  schliessen,  dass  logr  =  0,366757  sehr  nahe  der  richtige  Weilh 
sein  wird,  welchen  wir,  ohue  unseren  Zweck  zu  verfehlen,  als  definitiven  annehmen 
können.  Es  entsprechen  demselben  für  p  und  q'  :  log  q  :=  0,135864,  logg'  =^  0,127842. 
Die  bekannten  Yorschriften  geben  dann: 

X  =  2,275101  y  =  0,487  526  s  —  0,013  385 
SB' =  2,255862  /  =  0,567  980  «'=0,049352 
Wie  schon  bemerkt  wurde,  kann  man  die  Formeln  (2)  der  neunzehnten  Torlesung 
bei  der  Kreisbahn  so  zur  Anwendung  bringen,  dass  man  das  ganz  willkürliche  Perihel 
in  die  Mitte  der  beiden  Beobachtungen  verlegt,  wobei  dann  das  gleich  nachher  zu 
findende  7t  —  Q,  mit  dem  Argumente  der  Breite  für  jene  Epoche  identisch  wird. 
Ausserdem  ist  noch,  weil  /  ■=  r  ist,  ar,  hr,  er  constaut,  daher  man  bei'  der  Kreisbahn 
einfacher: 

2  a  r  sin  Ä'  =  («'  +  x)  sec  i/j  (u'  —  v) 
2arcosÄ'  =  {x  —  a')cosec ','2(1''  —  v) 
u.  s.  w. 
schreiben  kann.     Da  für  den  definitiven  Werth  von  z  oder  von  r: 

^"^^'~^)  =  2°13'17",62 

r 's 

ist,  also  V2  C*^'  —  ^)  ^^  1°6'38",81,  so  findet  man  durch  leichte  Rechnung: 

logar  =  0,365414       A'  —  102°21'8",68 

7o(;I)r  =  0,330  654       B' =     14  16  18,81 

log  er  =  9,967  648       C"  =       1   56  13,30 
mit  welchen  Grössen  wir  sofort  eine  Ephemeride  berechnen   könnten.     Denn  bezeichnen 
wir    für    irgend    eine    Zeit    den    vom   Planeten    seit    jener  Epoche    des   Perihels   zurück- 

seleeten  Bosren  oder   das  Product  von  -^  mit  der  Zeit  durch  «■,   so    werden   die  helio- 

ceutrischen  Coordinaten  des  Planeten  allgemein  durch: 

X  :=  ar  sin  {Ä'  -{-  «) 

2/  =:  b»-  sin  {B'  +  tv) 

z  ^  er  sin{G'  -\-  tc) 
gegeben    sein.     Mit   diesen   brauchte    man  niu'  auf  bekannte  Art    die  Sonnencoordinaten 
aus  den  Jahrbüchern  zu  verbinden,  um  den  zugehörigen  geocenti'ischen  Ort  zu  finden. 

Es  bedürfte  zu  dem  Berechnen  der  Ephemeride,  wie  in  den  ähnlichen  Fällen, 
welche  der  Leser  später  kennen  lernen  wird,  noch  nicht  einmal  der  Ermittelung  des 
Argumentes  der  Breite,  indem  A'  schon  gleich  A  -\-  %  —  ß,  B'  •=  B  -\-  n  —  ft, 
d  r=L  0  -\-  n  —  ß.  Da  es  aber  ein  Interesse  hat,  auch  die  aivE  die  Ekliptik  bezogenen 
Elemente  zu  finden,  so  machen  wir  noch  von  den  Formeln  (3)  und  (4)  der  neunzehnten 
Vorlesung  Gebrauch.  Wird  die  Schiefe  der  Ekliptik  oder  £  gleich  23»  27' 14', 8,  aus 
den  Jahrbüchern  für  1864  entnommen,  so  ist 

tg^  =  ~  =  —=ig 66»  33' 46",8, 


also: 


und  wir  erhalten: 


a  —  q—-  —  430  6'  32",0 
E  +  q=        90»  1'    1",6, 

i'2(J?'  +  C)  —  {n  —  C?)  =  90«6'56".l'; 


•JH7      - 

■"''■'=  n  —  9,-=  Ar,j.  .lei-  15ri-ilo  —  277»  59' 19",88, 

/lim  Scj>t.  25,5  gi'Uöiitr,  bierans: 

A  =  A'  —  (a  —  Sl)  =  184'>21'48",äü 

a  —  94»  20'  58",4 
»•=    4«3l'0"0. 

l>iüso  Gcnauigki'it  gonngt,  um  zw  beurtheilrn,  ob  die  Kk'inlioit  von  i  viullciflil 
iiOthigt,  bi'i  ilor  Hcrcchnung  einer  elliptischen  Halin  die  Bestimmung  aus  drei  voll- 
stAndigon  Beobachtungen,  welches  die  beiiiiemcro  ist,  zu  verlassen. 


Einii ndzwiinzigste  Vorlesung. 
Die  Ganss'jjcho  Methode  zur  Berocliimug  einer  Kreishaliii '). 

Das  Vorfahren  von  Gauss,  an  zwei  vollständige  Beobachtungen  eines  Planeten 
eine  KreisV)ahn   anzuschliessen ,   gewährt   für   die  Ekliptik   eine  sehr  bequeme  Rechnung. 

Wir  beginnen  damit,  uns  die  Lage  der  Bahnebene  gegen  die  Ekliptik,  sowie  die 
Bedingungen  der  Aufgabe,  noch  auf  eine  andere  Art  in  Fig.  46  zu  versinnlichen. 

Es  sei  EC  der  die  Ekliptik  vorstellende  grössto  Kreis  der  Himmelskugel,  T  und 
V  seien  die  Oerter  der  Erde  auf  derselben,  d.  h.  diejenigen  Punkte  der  Sphäre,  auf 
welche  die  Radieuvectoren  der  Erde  in  den  beiden  Beobachtungen  gerichtet  sind.  Durch 
jede    vollständige   Beobachtung    wird   die  Richtung   oder   eine  Gerade,   auf  welcher   der 


Fig.  46.  ^^^rrrc^^^ 


Phimt  sich  zur  Zeit  der  Beobachtung  befinden  muss,  völlig  bekannt,  demnach  auch  die 
Ijigc  der  Ebene,  welche  durch  diese  Gerade  und  den  Radius  vcctor  der  Erde  in  der- 
selben Beobachtung  gelegt  worden  kann.  Diese  Ebenen  für  die  erste  \md  die  zweite 
Beobachtung  werden  in  der  Figiu-  durch  die  giössten  Kreise  TD  und  2  "J),  welche  sich 
in  li  schneiden,  vorgestellt.  Es  sei  9,  PI"  0  die  Bahnebene  des  Planeten,  in  der  fi,  der 
aufsteigende  KnoU-n,  in  der  Ekliptik,  V  und  V  die  hdiocentrischen  Oerter  des  Planeten 
in  beiden  Beobachtungen  seien.  Die  gcocentrischun  Oerter  in  der  Fig.  46  mit  77  <ind  77' 
bezeichnet,  fallen  offenbar  ebenfalls  in  die  grösston  Kreise  TD  und  T'  D.  Man  kann 
fenier   noch    leicht   bemerken,   dass   der  Bogen    TP   nicht*  Anderes  ist,   als  der  Winkel, 


')   Der   VcrfaMcr   verdankt    die«o  Methode    den    mOnJliclien   Mittheilungen   von   Gnu»»,    loi 
Oclegenhcit  cinm  Auftrage«  zur  Untor«ucliung  der  Biilin  der  Knt..>min. 
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welchen  der  Radius  vector  des  Planeten  mit  dem  Radius  vector  der  Erde  in  der  ersten 
Beobachtung  bildet,  T' P'  dasselbe  für  die  zweite  Beobachtung.  Diese  beiden  Bogen 
sind  nicht  von  vornherein  gegeben,  dagegen  die  Bogen  TR  imd  T'U',  d.  h.  die  Winkel, 
welchen  an  der  Erde  die  Beobachtungsrichtungen  mit  den  Verlängerungen  der  Radien- 
vectoren  der  Erde  in  beiden  Beobachtungen  bilden;  diese  beiden  Winkel  sind  demnach 
identisch  mit  den  Bogen,  welche  wir  in  den  vorhergehenden  Beobachtungen  mit  %  und  j;' 
bezeichneten  und  auch  hier  wieder  der  Kürze  wegen  so  bezeichnen  wollen.  Stelleu 
auch  jetzt  -wieder  z  und  e'  die  Winkel  am  Planeten  im  Dreieck:  Sonne,  Erde,  Planet  für 
die  Beobachtungszeiten  t  imd  t'  vor,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

T  P   =  l    —  z 

T'P'  =  i  —  z' 

T'n'=  x'. 

Der  Kürze  halber  bezeichnen  wir  auch  noch  die  sphärischen  Winkel  TD  T'  mit 
E,  DTG  mit  y,  DT'  C  mit  y'.  Legen  wir  noch  diu'ch  TT  und  71'  die  Bogen  HA  xmd 
Tl' A!  senkrecht  zur  Ekliptik,  so  ist,  wenn: 

A,  A'   die  geocentrischen  Längen  des  Planeten, 
ß-,  ß'     r  „  Breiten     ,,  „ 

L,  L'     „    Längen  der  Erde  bedeuten, 

TA  =  k  —  L 
T'A'  =  k'  —  L' 
HA    =  ß 

n'A'  ^  ß', 

also  nach  den  Formeln  rechtwinkliger  sphärischer  Dreiecke: 

'"  =  ä|^ w 

sin  ß  ,,. 

smy  =     .        (2) 

'"         siny  ^  ' 

Die  früher  aufgestellte  Formel  für  %: 

cosx  =  cos  ß  cos  {k  —  L) 
kann  ziu'  Coutrole  der  Rechnung  dienen.     Für  einen  eben  entdeckten,  noch  in  der  Nähe 
seiner  Opposition  befindlichen  Planeten  pflegt  der  Winkel  %  nicht  gross  zu  sein,  weshalb 
seine  Bestimmung  dm-ch  (1)  und  (2)  der  anderen  vorzuziehen  ist. 

Bei  der  zweiten  Beobachtung  hat  man  analog: 

'"■=iM^ w 

•     »         sinß'  .  . 

smv    =  , ...•••     (4:) 

stny 

Nach  der  Berechnung  von  y  und  y'  kann  man  sofort  zur  Auflösung  des  Dreiecks 
TLT\  d.  h.  ziu-  Bestimmung  der  beiden  Seiten  TD,  T'D  und  des  Winkels  TDT' 
oder  £,  aus  den  Winkeln  y,  (180"  —  y')  imd  der  dazwischen  liegenden  Seite  TT'  oder 
L'  —  L  schreiten.     Die  Gaus s'schen  Dreiecksformehi  liefern  hier  die  Gleichungen: 

sin  Va  « •  sin  Va  {TD  +  T.'Z»)  =  sin  Va  {L'  —  L)  sin  Va  (V  +   y)  ■  ■  ■  (p) 

siny^^-cos^iiTD  +  T'D)  =  cos^l^{L'  —  L)sin\^,(y'  —  y) .  .  .  (6) 

eos^li£.sin'^ji{TD  —  T' D)  ^  sm  Va (-^'  —  L)cos'/2{y'  +  y)  .  .  .  (7) 

cos\/2S.cos\/2iTD  —  T'D)  =  cos^/i{L'  —  L)cosyi{y'  —  y).  .  .  (8) 
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ILit  iiKiii  (Urtto  Vorliiriätuii^Hrfcliiiiiiij^oii  IjeiMuligl,  ho  crliiill  man  für  jolu  il\|i<i- 
ihi'ttc  iilxT  ilfii  WiTtli  von  r  o^U•r  di-ii  Abslikiul  Je«  I'laneti-u  von  dor  Sonne  «ufort  dif 
liogc-n  DP  und  DI'',  ans  denen  man  diiiin  in  Verliindnng  mit  dem  von  ihnen  ein- 
^ittchlosiienen    Winkel   {    die    Seite    /'/*'  des    Dreiecks  PDI'',    d.    h.    den    lieliocentriHchen 

ISogen    l'I'',     welelier,     wenn     die    llviiolliese     richtig    ist,     gleich    — ^ — ; ~   sein  soll, 

(•estimmen   kann.     Denn  ein  liliek  »nf  diu  Fig.  46  /.oigt,  dass: 

Dl'   =  DT    —  P  T   =  DT   —  (x  —  t) (y> 

DP'  =  DT'  —  /'' r  =  DT'  —  (x'  —  --') (10) 

wahrend   nach  ilem   Früheren: 

11  sin  X 

r 

.     ,         Id  sin  x! 
mne   =  =-, 

r 

wobei  wieder  7i   nnd  11'  die  Hadien  vectoren  der  Erde  vorstellen. 
Setzen  wir  der  Kür/.e  halber: 

Winkel  VPO  =  1), 
DP'O  =  V. 
■•■  habi'n   wir  wieder  nach  den  üauss'schen  trigonometi-ischcn  Fonneln : 

Sin  >;,  PP' sin  Va  ('?'   +   '?)  =  «'«''ifsmVsC-D-P  +  i>-P') (H) 

cos^/tPP'sin\'i{i]'  —  T})  =  sin\/tScos\'t{DP  -\-  DP') (12) 

sin\'tPP'cos\'i{t)'  +   1])  =  cos\'3esin\.,{DP  —  DP') (13) 

cos\'t  PP' cos  i;t{ri'  —  T])  =  cos  i/tf  cos  \'t  (DP  —  DP') (U) 

IS  denen  PP',  tj'  nnd  r;  sich  ergeben.  Die  beiden  letzteren  Grössen  r]  und  t]'  gewinnen 
•  rst  Interesse,  wenn  man  den  detiuitivcn  Werth  von  r  gefunden  hat,  \veshall>  es  vor- 
tlieilhaft  ist,  dieselben  aus  den  Versuchen  zu  eliminiren.  Man  addire  zu  dem  Zwecke 
die  Gleichungen  (11)  und  (13).  nachdem  man  auf  beiden  Seiten  in  ilas  Quadrat  erhoben 
hat,  wodurch  sich  ergiebt: 

si«'  ,/>/''»  —  sin^'ii'sin^  jiDP  +  DP')^  --  ,uö\.jc-iiu  ^  .^{DP  —  DI")"-.  .  (\r>) 
uährend  kaum  nöthig  scheint,  zu  bemerken,  dass  sich  der  E.xpouent  2  nicht  auf  diu 
IM  Khimmern  stehenden  Bogen,  sondern  auf  das  Quadriren  des  Sinus  bezieht). 

Hat  man  die  definitive  Lösung  gefunden,  so  rechnet  man  nach  den  Formeln  (!•) 
bis  (12),  so  da.ss  auch  »;  und  »;'  bekannt  werden.  Wieder  ein  lilick  auf  Fig.  46  zeigt 
uns,  wie  die  drei  Elemente  Q,  i  und  der  Abstiind  vom  Knoten  bei  der  ersten  He- 
olmehtung  oder  das  Argument  der  Breite  ii  durch  Auflösung  des  Dreiecks  PQ  T  zu 
finden  sind.     In  diesem  ist  offenbar: 

Winkel  PQ,T  =  i  =  Neigung  der  Hahnebeiie  zur  Kkli|itik. 
Q.P  =  H 

SIT  =  {L  —  ^0' 
und  da  auch   Winkel   9,   PT  =  1], 

PT9,  =  180»  —  y, 

PT=x-^. 
-•'  ist  nach  den  Dreiccksfoniieln : 

SM»  «/>»'«■»'/»  [«    f  {!'  —  Sl)]  =  sin\!t(x  —  ')sin\i{y   +    »?)  ■  ■  ■  (1<0 

.*.«•/,••  cos '/,[«  +  (£  —  R)]  =  cos'/,(z  —  «)si«V,(y  —  v)  ■  ■  ■  (17) 

ros\',isin\ft[u  —  (L  —  ft)J  =  »«»V»(z  —  ')cos\',{y  +   >?)  •  •  •  (18) 

ro.«' ,i>o.-i',|h  —  (L  —  9,)]  =  cos'/tix  —  *)cosVj(y  —  v)  •  ■  ■  (1'') 
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Zur  Coutrüle  der  liuclmuug  dieut  die  Uebereiustimmuug  des  /  oder  der  Neigung, 
wie  sie  aus  (14)  und  (15)  und  aus  sf»  1/2  *  folgt,  mit  der  aus  (16)  und  (17)  und 
aus  cos  Vi  »• 

Zu  weiterer  Sielieruiig  der  Richtigkeit  kann  uiau  noeh  das  Dreieck  ftP'T'  zur 
Bestimmung  der  Elemente  verwenden. 

Man^hat  danach  auch: 

smVa'smVsK  +  {!''  —  ß)]  =  sm  V2  (z'  —  /)smV2(r'  +   '/')  •  •  (20) 

sm  V2 » cos  V2  K  +  (L'  —  Sl)]  =  cos  ^2  ix'  —  ^')sin^/i{y' —  ?/)  .  .  (21) 

cos  1/2 'S'« ','2  K  —  i^'  —  ^^)]  =  »>n\''j(x'  —  ^')eosh'2{y'  +   rf)  .  .  (22) 

cos  1/3 />os  ^  2  [»'  —  iL'  —  ft)]  =  cos^/'zix'  —  g')cos^/n(}'' —  »/')  .  .  (23) 

Das  Argument  der  1  »reite  in  der  z^veiten  Beobachtung,  «(',  muss  noch  der  Be- 
dingung genügen,  dass  «'  —  t(=  PP'  ^  — — j wird,   wie  es  immer  der  F'all  sein 

wii-d,  wenn  die  Rechniinsj  verlier  in  allen  Theilen  scharf  geführt  worden  ist. 


Z  \v  e  i  u  u  d  z  \v  ;i  u  z  i  g  s  t  e    ^'  o  r  1  e  s  u  u  g. 

Reclinungsbeispiel  für  die  Gauss 'sehe  3Ietliode  zur  Bestimmniig 
einer  Kreisbahn. 

Auf  die  in  der  zwanzigsten  Vorlesung  gegebenen  Oerter  der  Harmonia  wollen  wir 
jetzt  die  Gauss'schen  Vorschriften  aus  der  vorigen  Vorlesung  zur  Anwendung  bringen, 
nachdem  wir  sie,  wie  in  der  nennten  Vorlesung  gelehi't  wurde,  in  Länge  und  Breite 
verwandelt  haben.  Der  "Werth  von  e  oder  der  Schiefe  der  Ekliptik  findet  sich  in  den 
astronomischen  Jahrbüchern  für  die  Beobachtuugszeiten  zu  23°27'14",8  angegeben.  Die 
Verwandlung  des  ersten  geocentrischen  Ortes  in  Länge  nud  Breite  gestaltet  sich  dami 
wie  folgt: 

«  =  21»  29' 8",8 

log  sin«  =  9,563802 

log  cos  d  =  9,999958 


log  m  sin  M  =  9,563760 
log  sin  ö  =  log  m  cos  M  =  8,145586 


logtgll  =  1,418174 

ilf  =  87»  48'  48",9 

log  sin  M  =  0,990684 

log  m  =  9,564076 

f  =  23»27'14",8  logcosScoscc         =9,968678 

log  cos  (M  4-  f)  ^  9,559578,,  log  cos  i.  =  9,972550 

logsinß  —  9,123654,,  logcosß  =  0,996128 


=  4-  0«48'4' 

',2 

log  sin  (M  -f 
logm 

f) 

=  9,969367 
=  9,564076 

^'^cosß 

=  0,003  872 

log  sin  k 

=  9,537315 

}. 

=  20o9'26",5 

Controle 

der 

V 

erwandlung 

log  cos  « 
log  cos  d 

=  0,968720 
=  9,999958 

ß  =  — 7"38'22",2  log  cos  ß  cos  k        =  9,968678 


•Jll 

l)iiiih  diitiillu'    \  iiMandlung  vrlilllt  iiinii  für  die  «weile  Heuliaclitung: 

X'  =         18'>19'29",7 

/J'  =  —     7<>44'2C",1. 
Ferner  wird: 

1864,  SepL  21,5:  L   —  359«  10'37",l     logJi   =  0,001320 
Sept.  29,5:  //  =       7»    1'55",8     log  ff  —  0,000344 

und  iiacli   Formel  (1)  und  (2j  der  eiiiuudzwaiizigBtcu  Vorlesung: 

logig^  ....  9,127627»  logsxn^  =  9,123665, 

log  sin  {l  —/-)••••  '^,553942  log  sin  y  —  9,545069, 

logigy  .  .  .  .  9,573585,  log  sin  z  =  9,578596 

y  -=  —  20«32'12",2  %  =  22'>16'lO",0 

log  cos  ß  —  9,996128 
log  cos  {X  —  L)  =  9,970208 

9,966336  ^ 
log  cos  X  —  9,966335. 

Durch  eine  Rechnung  dieser  Art  für  den  zweiten  geocentrischen  Ort  wiril  nach 
Formel  (3)  und  (4) : 

y'  r-   —  34»  45' 56",!)  x'  =  13'>39'45",1, 

und  du: 

•,,(r  —  L)  =  3»55'39",35 

>/,(/   +    y)  =  —  27039'    4",55 
•',(/  —    y)  z=  —     7»   6'52",35, 

.so  wird    die  weitere  Rechnung   für  £,    TD  und    T' D    nach  der  Formel  (5)  bia   (8)  die 

folgende : 

»»n>,j(Z,'  —  L)  =  8,835664        sin\'i{L'  —  L)sinyt{y'  +  y)  =  8,502265, 
coa^ltil!  —  L)  =  9,998979        cos^tiL'  —  i)sinV,(/  —  y)  =  9,091887,, 
smVf(r'  +  y)  =  9,666601,      sin^^iL'  —  i)cos»,'j(/  +  y)  =  8,782994 
cos  Vi  (y  +  y)  =  9,947330        cos\'i{L'  —  L)cos^lt{y'  —  y)  =  9,995622 
sinVa(/  —  Y)  "=■■  9,09290.'^,       lg\f»{DT  +   D  T*)  =  9,410378 
fösVj(/  —  y)  ^  9,996643  \',iDT  -f  DT')  =  194«25'38",07 

sm'/jf  =  9,105803. 

In  Httreff  des  Quadranten,  in  welchem  \.,(DT  +  DT')  und  ^^(DT  —DT')  zu 
nehmen  sind,  kann  mau  sich  an  die  Regel  halten,  daes  '/g  £  im  eretcu  Quadranten  liegen 
soll,  also  sin  ','j  f  und  cos  '/»  £  positiv  werden  müssen. 

Es  wird  femer: 

tg^/t{DT  —  DT')  ^  8,787372 

Vj(I>T  —  DT')  =r  3<'30'25",G5 

cos  Vif  —  9,996430. 

Eine  Coulrole  der  Auflösuug  des  Dreiecks  besteht  darin,  dass  sm '/>  <  ""d  cos^/^i 
einander  entsprechend  gefunden  werden;  dies  ist  hier  der  FaU.     Man  erhält 

i/,f=  7''19'48",4l 
DT  =  197  56  3,72 
T)T'  —  190  55  12.42. 

KliDktrfiiti.  ThK>r«U«chc  Ailrnnomie.  <}| 
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Hiermit  sLud   die  Vorbereitungsrechnuugeu   erledigt.     Macht   man   nun    einen  Ver- 
such mit  der  Hj-^sothese : 

r  =  2,3, 

so  ergiebt  sieh  füi-  z  und  /  die  Rechnung: 

%JB  =  0,001320  %  2?'  =  0,000344 

sin  X  =  9,578596  sinx'  =  9,373285 

log  -  =  9,638272  log-  =  9,638272 


sim  =  9,218188  sine'  =  9,011901 

z  —  9«30'46",0  ^  =  5»53'57",0 

X  —  z  =  12H5'24",0  y;  —  z'  =  7»45'48",1 

und  nach  (9)  und  (10)  BF  =  DP'  =  DT'—{x'  —  z') 

j)T_(^_.)  =  185»10'39",7  =  183«9'24",3. 
Da    es   walu-scheinlich ,   dass    die   Hypothese   nicht   gleich   genügen    wLi-d,   also   die 

Grössen    rj    und    t)'    in    den    Gleichungen    (11)  bis  (14)  vorläufig   ohne  Bedeutung   sind, 
kommt  zunächst  Foimel  (15)  zur  Anwendung: 

sin  Va  £  =  9,105803  cos  V2  «  =  9,996436 

siti  V2  (-DP  -f  DP')  =  8,861341,,  sin  V2  {DP  — DP')  =  8,246379 

7,967144,,  8,242815 

X  2  =  5,934288  X  2  =  6,485630 

5,934288 


Differenz  .  .  0,551342 
Zech    ....  0,107539 


6,593 16ü 
X  Vj  =  sin  V2  P  =  8,296584 
i/jPP'  =  10   8'3",55 
PP'  =  2n6'7",10. 
Jog]c(f  —  f)  ist,   wie    Lu   der  zwanzigsten  Vorlesung,   gleich    4,453  096,  also  }ogk(i'  —  /) 
—  y^logr  ^  4,453096  --  0,542592  =  3,910504, 

-     ZlO  ^  8137",74  =  2''15'37",74, 
und  demnach: 

PP'  —  ^-IIl^  =  +  29",36. 

Führt  man  die  Rechnung  für  eine  Hypothese,  worin  log  r  um  fünf  Einheiten  der 
dritten  Stelle  grösser  als  in  der  vorigen,  d.  h.  gleich  0,366  728  angenommen  wird,  so 
erhält  man: 

PP'-^Jl^=-2",,X. 
r  s 

Die  Aenderung  von  fünf  Emheiteu    in    der   dritten    Stelle    des  Logarithmus   von  r 

hat  demnach  eine  Aenderung  von  31  ",67  in  jener  Differenz  bewii-kt,  eine  solche  Einheit 

brbgt  also  eine  Aenderung  von  6",83  hervor.    Um  den  Fehler  von  — 2",31  zu  beseitigen. 

wh-d  man  den  entsprechenden  Werth  von  logr  um  0,000277  verkleinern,  also 

7o(7  r  =  0,366  363     >•  =  2,324  G79 ') 

')  Jn  der  zwanzigsten  Vorlesung  wui'de  log  r  ^=  0,366757  gefunden ;  der  Unterschied  gegen  den 
obigen  Werth  rührt  daher ,  dass  v'  —  v  in  der  20.  Vorlesung  durch  den  Cosinus  nur  auf  einige 
Secunden  genau  berechnet  werden  konnte. 


•Ji:; 

HeU.eii    inllitMeii,    welches    l<vUtfiv    wir    uline    lietloiikeii    :iIh    Jcfiiiilivo    I^siing    behnii<lolii 
köiini'ii.     Kh  wiTiU'U  ilahcr  iHt-  ilolinitivoii   WitiIiü   von  t  iiikI  r*: 

*   —  'J»24';W".13 

l)u<iui>')i    «iiil: 

J)P  ^   185»    4'32",H5 
l>P'z=  1830    6'38",10 

'  ,(y>»i'  +  DP^  —  184»    5'   5",47 

'  j  (7>  P  —  D  I")  —  ü»  5'J'  -i?",»?. 
auf  »liehe  Zulileii    nun    die  Fonweln   (11)  bis  (14)    in  folgemlei-   Kochnung   zur  Anwen- 
dung kommen: 

»ui' j(/>i'    f    /)P0  —  8,852686,,  .-i/n '/aPJ''*7;iV2(»/  +  '])  =  7,Ü584SU„ 

eos\'t{DP  +  DP^  —  9,998895,  siu^tPI^  cos\t{r)'  +  n)  =  ^,234  337 

sin  V,  {DP—  DI'')  ^  8,237  901  cos  ','j  P  P'  sin  '/,  {i}'  —  rj)  =  9,104  698„ 

cos  >  j (D P  —  DP")  —  9,999 935  cos  •;,  P 2'' cos  'A (V  —  >j)  ^  9,996 37 1 
sin\\(                        —9,105803 
(w'äf                        —9,996436 

Ks   erpieltt   sich    (ohne  Zweideutigkeit,  weil  s/ii ', /'V  inxl  cos^-.PP'    positiv    wer- 
den inuss) : 

\'aW  +»?)  =  —  27055'    0",5'J 

V»(V  —  n)  =  —     7''1S'46",00 

T]  =  —  20»36'14",59 

»/=  —  350  13'46",59 

i  ,PP'  =  10    6'44",24 

PI>'=  20  13'28",48 

-^*'.~ ')  =  20  13'28",50, 

femer    wird    die    Kechnung    der   Gleichungen    (16)    his    (19)    der    vorigen    N'orlesung    in 
folgender  Weise  erle<liirt : 

'  ii.y  +  n)  ^  —  ••i0«34'  i3",3y 

l/,(y  _  Ti)  -=   +      0»     2'     1",19 
1  ,  (^  _  j)  _  Qf  25'  45".43 

si.i',,(y  +  ij)  —  9,545750„  .sin  Vj  »s'«  Vj  f"    '-  (.-^  —  ^)J  =  8,584879,, 

cos^/tir  +  I?)  —  9,971388  siHi  j.cosVai«  +  (^  —  ß)]  =  6,766302 

si«  i/,(y  —  ij)  =^  6,769042  cos>'j  isüi '  ,  [m  —  (X  —  ß)J  =  9,020517 

cos '/»(>'  —  »?)  ^  0,000000  ros  «,'2  /  cos  Vä  [«  —  (Z^  —  ß)J  =  9,997  260 


st«'/j(z  —  ^)  =^  9,049129 
«»«'/»(Z  —  «)  =  «,99'7260 


also: 


und  al8< 


V,[«  -\    iL  —  ft)]  =  270»  51'   0",67 

'  ;[«  -  (L  —  ft)]  ^       60    1'20",94 

V,t  =       2oi5'18",28 

u  =  276"52'21",6l 
7,  —   O   —  264"  49'  39",73 

i(,   --     y4"20'57",37 
I  =       40  SIC  30",5(;. 
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Zur  Controle  berecliuet  man  endlich  «',  Sl  und  i  auch  aus  (20)  bis  (23)  auf  die- 
selbe Alt  und  erhält: 

n'  =  279«    5'50",28 

ß=    94»20'57",20 

i  =      4«  30'  36",52, 

CS  ist  demnach  hier  u'  —  n  =  2"  13' 28",67,  nahe  mit  dem  Früheren  übereinstimmend, 
die  stattfindende  Abweichung  von  0",17  wu-d  durch  die  Abweichung  in  ß  bei  der 
geringen  Neigung  so  gut  wie  vollständig  aufgehoben  und  unwirksam  gemacht. 

Nach  Dr.  Powalky,  welcher  die  Bahn  der  Harmonia  auf  das  Sorgfältigste 
bestimmt  hat,  ist  ß  =  OS«  35'  58",8,  i  =  4oi5'54",8. 

Zum  Schluss  dieser  Abtheilung  sei  noch  auf  die  Unmöglichkeit  einer  Kreis- 
bahn hingewiesen,  wenn  gewisse  Umstände  eintreten.  Wie  schon  auf  S.  222  gesagt 
wurde,  ist  die  Annahme  einer  Kreisbahn  für  stai-k  excentrische  Bahnen  unzulässig.  Dass 
aber  auch  für  Bahnen  mit  schwacher  Excentricität  keine  Kreisbahn  existiren  kann,  wenn 
die  geocentrische  Bewegung  in  Breite  gewisse  Grenzen  überschreitet,  hat  Tisserand 
im  Bull,  astron.  T.  XU.  p.  53,  1895,  bewiesen.     Setzt  man  in  der  Gleichung  (4),  S.  229, 

r=fos(jt'  —  «)  =  {BIi')RE'  +  (2?e')J?e'  +  {II'q)E'q  +  (qq')qq', 
die  aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4),  S.  225,  folgenden  Werthe  füi'  q  und  q'  ein,  nämlich: 
p   ^  ]  i'^  —  B^sin^l  —  Fl  cos X 

q'  =  1  r'  —  ii'2  sin-x'  —  H'  cosx', 
und  setzt 

«'  —  11  =  k  (t'  —  i)  r~'''», 
so  folgt: 

A-(/'-0 


'■cos  -~ — '  =  (Rli')EIi'  +  {Eq')B  IV  '■'  —  B'-sin^x' 


+  {R'q)R'  {\  »-2  —  B.'^sin'^i  —  Bcosx] 
4-  {qq")  [^r^  —  R^shi'^i  —  Bcosx]  {Vr^  —  B'^sin^x'  —  B'cosx'}- 
In  dieser  trauscendeuten  Gleichung  kommen  nur  die  trigonometrischen  Functionen 
der  Seiten  und  Diagonalen  des  Vierecks  zwischen  den  beiden  Planeten  und  den  beiden 
Erdörtern  vor.  Nimmt  mau  die  Erdbahn  als  Kreisbahn  an  mit  dem  Radius  1,  so  muss 
r  =  1  die  der  Erdbahn  entsprechende  Wurzel  der  Gleichung  sein.  Setzt  man  voraus, 
dass  i'  —  t  klein  ist  und  dass  der  Planet  in  der  Nähe  der  Opposition  und  zugleich  in 
der  Nähe  der  Ekliptik  steht,  setzt  man  ferner  B  ■=  B'  =  1  und  berücksichtigt  in  der  Ent- 
wickelnng  der  Gleichung  nur  die  ersten  Potenzen  der  Bogen,  so  findet  man,  dass  bei 
einer,  gewisse  Grenzen  überschreitenden  Bewegung  in  Breite,  >•  imaginär  wird,  also  eine 
Kreisbahn  unmöglich  ist.  Wegen  Einzelheiten  muss  auf  die  citirte  Abhandlung  ver- 
wiesen werden. 


Dritte    A  !•  thi'ilung. 

Die  Bestimmung  der  parabolischen  Bahnen  von 

Kometen. 


Drei  u  n  il  zwanzigste    \'  o  r  1  e  s  u  n  g. 

Kiiileitfiide  l{emerkiiii<;eii  über  die  Kometonbalineu.    Wiedererkeuiien 
fiiilier  erschienener  Kometen. 

Die  in  der  zweiten  Abtheilung  vorgetragenen  Methoden  zur  Berechnung  einer 
Kreisbahn,  welche  gelegentlich  der  Entdeckung  neuer  Planeten  schätzbare  Dienste  leisten 
können  (obgleich  sie  im  Allgemeinen  nicht  ermöglichen  würden,  einen  solchen  Himmels- 
körper   nach    seinem    zweiten    Stationärwerden    und    Unsichtbarwerden    in    der    Abend- 

•  lämmerung  in  einer  nächstfolgenden  Erscheinung  zwischen  unzähligen  Sternen  desselben 
Aussehens  wieder  aufzusuchen),    erweisen   sich   gänzlich    unbrauchbar   bei  den  Kometen, 

•  iner  ihrer  physischen  Erschciimng  nach  noch  immer  sehr  räthselhaften  Classe  von 
(iestinien,  die  nach  Kcppler's  Ausdi-ucksweise  zahlreicher  ist,  als  die  Fische  im  Ocean. 
Ihre  Bahnen  vertreten  den  Grenzfall  der  Ellipse,  wo  dieselbe  zur  Parabel  übergeht,  so 
iiisserordentlich  nahe,  dass  selbst  aus  längeren  Beobachtungsreihen  eine  Abweichung  niu- 
111  den  selteneren  Fällen  festznstellen  ist.  Es  kann  daher  bnmer  ohne  alles  Bedenken, 
bis  die  Beobachtungen  mit  Entschiedenheit  eine  Abweichung  von  der  Parabel  und  dass 
der  Komet  zu  den  sogenannten  periodischen  gehöi-t,  verrathen,  die  Excentricität  c  =  \, 
»Iso  der  Excentricitätswinke!  (p  =^  ttOo  gesetzt  werden,  womit,  wie  dem  Leser  aus  der 
ersten  Abtheilung  bekannt,  die  Bewegung  in  der  Parabel  ausgedrückt  wiid.  Somit 
bleiben  noch  die  folgenden  fünf  Elemente  zu  bestimmen  übrig: 

T  die  Epoche  des  Peiihels, 

st  die  Länge  des  Perihels, 

A  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens, 

t  die  Neigung  der  Bahn  gegen  die  Ekliptik, 

q  der  Abstand  von  der  Sonne  im  Perihel; 

is  sind  daher  auch  fünf  von  einander  unabhängige  Data  nöthig,  wie  sie  z.  B.  in  zwei 
vollständigen  Beobachtungen  und  einer  unvollständigen,  in  drei  Rectascensionen  und 
zwei  Declinationen  oder  drei  Längen  luid  zwei  Breiten  enthalten  sind.  l>ie  gebräuch- 
lichste Methode  für  solche  Rechnungen  wendet,  aus  Gründen,  welche  der  Leser  weiter 
unten  kennen  lernen  wird,  drei  vollständige  Beobachtungen,  d.  h.  drei  geocentrische 
i hängen  und  Breiten  an,  worin  nach  ilein  eben  Gcsagt<'ii  ein  überflüssiges  Datum  ent- 
halten ist. 
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Wii-  haben  in  den  obigen  fünf  Elementen  zwar  nur  eine  einzige  Unbekannte  mehr 
als  bei  der  Kreisbahn,  aber  dieser  Umstand  war  genügend,  die  Berechnung  einer  para- 
bolischen Bahn,  nicht  bloss  für  das  Zeitalter  Newton's,  welcher  zuerst  die  parabolische 
Natur  der  Kometenbahnen  verkündete,  sondern  noch  für-  fast  das  ganze  vorige  Jahr- 
himdcrt  zu  einer  ausserordentlich  schwierigen  imd  zeitraubenden  Aufgabe  zu  machen. 
Als  prohJema  lange  difficiUinmm  bezeichnet  sie  Newton,  imd  obgleich  er  selbst  und  seine 
Nachfolger,  die  grossen  Mathematiker  des  18.  Jahrhunderts,  unter  Anderen  A.  Lambert, 
Euler,  Legendre,  Laplace,  Lösungen  des  Problems  gegeben  haben,  so  genügte  doch 
keine  darunter  dem  praktischen  Bedürfniss.  Erst  die  im  Jahi-e  1796  von  Olbers 
erfundene  Methode,  deren  Darstellung  einen  wichtigen  Theil  dieses  Werkes  bilden  wird, 
besiegte  auf  überraschend  einfache  Art  alle  Schwierigkeiten.  Bevor  wii-  zur  Aus- 
einandersetzmig  von  Principien  übergehen,  welche  mit  besonderer  Leichtigkeit  auf  die 
Olbers'sche  Methode  fähren,  erscheint  es  zweckmässig,  noch  Einiges  über  das  j)raktische 
Bedürfniss,  welchem  die  Kometenberechnung  zu  genügen  hat,  zu  sagen. 

Ein  nächstliegender  Zweck  bei  solcher  Bahnbestimmung  ist,  wie  bei  allen  anderen 
Untersuchungen  dieser  Ai't,  die  Ableitung  einer  Ephemeride,  durch  welche  mau  den 
Lauf  des  Kometen  und  seine  Helligkeit  (soweit  dieselbe  von  reflectirtem  Sonnenlicht 
herrühii,  und  sich  nach  bekannten  Gesetzen  richtet)  in  den  Hauptzügen  für  den  ganzen 
Verlauf  der  Erscheinung  voraussehen  kann.  Es  ist  dies  um  so  Wünschenswerther,  als 
gerade  der  geoceutrische  Lauf  der  Kometen  viel  zu  verwickelt  und  reich  an  Wendungen 
ist,  als   dass  man  ihn  ohne  Ephemeride  auch  mw  einigermaassen  bem-theilen  könnte  i). 

Es  ist  gar  nicht  selten,  dass  ein  Komet  gegen  die  Zeit  seines  Perihels  dui-ch  die 
Annäherung  an  die  Sonne  und  vreil  er  nur  bei  Tage  über  dem  Horizont  ist,  unsichtbar 
wird,  nach  dem  Perihel  aber  mit  zuweilen  gänzlich  verändertem  Glänze  imd  Aussehen 
wieder  auftaucht,  wie  dies  unter  vielen  bei  den  berühmten  Kometen  der  Jahi-e  1770 
und  1811  der  Fall  war. 

Ein  anderes  wichtiges  Interesse  bietet  die  Vergleichung  der  Elemente  eines  neu 
erscheinenden  Kometen  mit  denen  früher  berechneter,  weil  sie  den  besten  Anhalt  bei 
der  Beantwortung  der  Frage  liefert,  ob  der  neue  Komet  mit  einem  anderen  identisch 
sei.  Ein  Yerzeichniss  der  Bahnelemente  aller  bekannten  Kometen,  bis  in  die  neueste 
Zeit  fortgeführt,  findet  man  in  mehreren  Büchern,  die  sich  mit  den  Kometen  näher 
beschäftigen  2). 

Je  grösser  die  Uebereinstimmung  von  zwei  Elemeuteusystemen  ist  (wobei  natürlich 
das  Element  T  oder  die  Perihelzeit  nicht  in  Betracht  kommt),  desto  grösser  ist  auch 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Identität  der  Kometen.  Hier  wü'd  also  die  Berechnung  des 
ganzen  Elementensystems  erfordert.    Wenn  es  hingegen  nur  darauf  ankommt,  zu  wissen, 


')  Gauss  sagt  dalier  in  der  Stelle  der  Vorrede  der  Theoria  niotus  oorporum  coelestium,  wo 
Newton 's  Entdeckung,  dass  die  Kometen  sich  in  Parabeln  bewegen,  besprochen  wird:  Cometaeijue 
usque  ad  illum  diem  semper  indomiti,  vel  si  devicti  videbantur  mox  seditiosi  et  rebelles,  frena  sibi 
injici  passi ,  atque  ex  hostibus  hospites  redditi ,  iter  suum  in  tramitibus  a  caiculo  delineatis  pro- 
sequuti  sunt  etc.  etc. 

*)  So  in  der  dritten  Ausgabe  der  hier  schon  oft  citirten  Olbers 'sehen  Abhandlung:  „Dr.  Wil. 
heim  Olbers'  Abhandlung  über  die  leichteste  und  bequemste  Methode,  die  Bahn  eines  Kometen  zu 
berechnen.  Mit  Berichtigung  und  Erweiterung  der  Tafeln  im  Jahre  1847  von  Neuem  herausgegeben 
von  J.  F.  Encke,  Director  der  Berliner  Sternwarte.  Dritte  Ausgabe,  vermehrt  mit  einem  Anhange, 
die  Fortsetzung  imd  Ergänzung  des  Kometenverzeichnisses  bis  zum  Jahre  1864  enthaltend.  Von 
Dr.  J.  G.  Galle,  Professor  der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  in  Breslau.  Mit  dem  Bild- 
nisse von  Olbers  und  einer  Figureutafel.  Leipzig,  Voigt  u.  Günther  1864.  Schliesshch:  „Verzeichniss 
der  Elemente  der  bisher  berechneten  Kometenbahnen  nebst  Anmerkungen  und  Literaturnachweisen, 
neu  bearbeitet,  ergänzt  und  fortgesetzt  bis  zum  Jahre  1894  von  Dr.  J.  G.  Galle,  Geh.  Regierungsratli 
Professor  der  Astronomie  und  Director  der  Sternwarte  zu  Breslau.     Verlag  von  Wilhelm  Engelmann. 


ol>  i'iii  i-)«('ii  riiUk'ckt«-!'  Kuiiiil  mit  ciiiviii,  di-Mtcii  Wieilurki-hr  ins  IV-rihul  uiigvfüLi'  um 
tli«'Mc-ll>v  Zeit  erwiirti-t  winl,  iileiitbch  sviii  köiiui*,  ko  reicht  dazu  üchoii  eiuc  viiiKigu  voll- 
«Uiiiili;,'!'  lH'<>l>:ii-litimg  nixl  ilns  Vcrfiilirvii  ticr  fulf^'ciidi'ii  Vurlosuu^  uu8.  Em  vemleht 
liich  ül)rit,'ciis  iiooli  vou  sellmt,  ilas»  <lii'  Huhn  eine»  Koiiu-teii,  welcher  von  Zeil  zu  Zeit 
in  Hein  l'erihel  zurückkehrt,  elliptisch  üeiu  niüHse,  wie  denn  ja  iler  Sut/,  <iu^^  die  Kunieteu- 
buhncn    l'urulieln   bcien,   nicht  in   aller   Strenge  gelten   kan[i. 


\'  iciii  11(1  z  \v  ;i  II  /i  ir>  t  ('    \'(i  rlesu  ii  j>-. 

I\iilii'iiiiii  ;iiis  ciiiiT  volNijiiiiliLifU  Kcdliiirlitiiiiir  eines  neu  er^cliieiienen 
Ktuneteii.  olt  iler^^ellie  mit  einem  erwarteten  identisch  sein  kann. 


Jede  vollständige  Heobachtung  liefert  auch  die  Lage  einer  geraden  IJnic,  in  wel- 
cher der  Ilininielskörjjer  zur  Zeit  der  Beobachtung  sich  befinden  niiiss,  vollständig;  die 
[>age  der  Bahnebene  eines  erwarteten  Konicten  ist  gleichfalls  durch  dessen  Knoten  und 
Neigung  gegeben,  also  auch  der  Punkt  des  Kaunies,  in  welchem  jene  Gesichtalinie  die 
Uahnebene  schneidet,  Soll  nun  die  V'ermuthnug,  dass  die  Beobachtung  dem  envarteteu 
Kometen  angehört,  einige  Festigkeit  erhalten  und  nicht  gleich  ganz  zu  widerlegen  sein,  so 
ist  Vor  allen  Dingen  nöthig,  dass  der  genamite  Schnittpunkt  nicht  bloss  in  die  Bahn- 
ebene, sondern  auch  in  die  Bahnlinie  des  erwarteten  Körpers  falle.  Hierin  besteht  d.is 
j,-      4-  einfache  Princip   des  Krite- 

^  riums,     welchem    sich     nun 

leicht  die  folgende    Formel 
geben  lässt. 

Es  sei  wieder,  in  Er- 
innerung der  ein  tmd  zwanzig- 
sten Vorlesung  der  zweiten 
Abtheilung  in  Fig.  47  E  C 
die  Ekliptik,  ft  der  aufsteigende  Knoten  der  Bahn  des  erwarteten  Kometen,  T  der  Ort 
der  Erde,  T  [£:;  der  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  li  der  Erde  mit  dem  Radius 
vector  r  des  Kometen  macht,  ferner  wieder  der  sphärische  Winkel  0^  TC  =  Yi  ^'•♦^ 
in  der  genannten  Vorlesung.  Bedeutet  auch  X  die  geocentrische  Länge,  ß  die  Breite, 
welche  die  Beobachtung  ergeben  hat,  L  die  Länge  der  Erde,  so  ist,  wie  früher: 

t9ß_ 
L) 

sin  ß 
sin  y 

cos  i  =  cos  ß  cos  (X  —  /.). 
Der  »phäriüchi    Winkel  C^  Si  T   Ist  offenbar  gleich   i;    wir    haben    demnach    durch 
.\uflösen    des   Dreieck«    0^  fi  T   nach    den    Gauss'schen    Fonnelu,   wenn    Sl  C^  =^  « 
=  Argtimenl  der  Breite,   T  (^  =  jf  —  z,  Winkel   ii  C^  T  =  ij  geseUt  wird: 

.sin  '  .  1;  sin  ' ',  (m  4-   jj  —  r)    =  sin  "j  {L  —  Q,)  sin  Vt  {y  +  •")  ] 

»1/1  '  'j  tf  cos  '/,  {u  -\-  X  —  e)    =  cos '/,  (/.  —  Q)  sin  •/»  (y  —  1)  " 

cos  y  ff)  sin  Vj  [m  —  (z  —  ')1  '=  *"•  V»  (''  —  ^)  '^^  Vj  (y  +  ' ) 

cos  '  ,  12  cos  V,  [>«  -  (Z  —  ')]  =  cos  ■>(/'—  ^^)  cos  V,  (y  —  1)  J 


''^  =  ^(X 


M>IX    = 


und: 


(A) 
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Nachdem  aus  dieseu  Foimelu  die  Grössen  u  uud  s:,  d.  h.  das  Ai-gumeut  der  Breite 
und  derjenige  Winkel,  welcher  am  Kometen  von  den  Richtungen  nach  der  Sonne  und 
nach  der  Erde  gebildet,  bestimmt  worden,  ergiebt  sich  die  wahi-e  Anomalie  v  des 
Kometen  aivf  doppelte  Weise,  denn  einmal  ist: 

q         Rsin% 

cos 
oder : 


cos  Vj  vi 

sin  z 

cos  Va  v^  = 

q  sin  z 

wenn  g  den  bekannten   Perihelabstand   des  erwarteten   Kometen  vorstellt,   auderentheils 

aber  auch: 

%  —  Q,   -\-  V  =  u 
oder: 

V  ^  u  —  {n  —  66), 

wobei    n  —  Q,    dem    Elemeutensystem    desselben    Gestkues    zu    entnehmen    ist.      Beide 
Werthe  von  v  müssen  übereinstimmen,  es  muss  also  die  Gleichung: 


;l/,[„_(^_     Sk)Y    = 


q  sin  z 


Esin  i 

ganz  oder  doch  sehi'  nahe  erfüllt  sein,  wenn  die  Möglichkeit   und  sogar-  Wahrscheinlich- 
keit, dass  die  Beobachtung  dem  erwarteten  Kometen  augehöre,  bestehen  bleiben  soU. 

Bei  Bahnen  von  kürzerer  Umlaufszeit  kann  es  zuweilen  erforderlich  sein,  den  Aus- 
druck von  r  in  der  Ellipse  zu  wählen.     Man  berechnet  in  solchem  Falle: 


und  es  muss  dann: 


-t^. 


t<J  \'2  -E  =  V  T-r-.  •  fH  'A  [«  -  i^—  ß)] 


cos^Ulu-{n^  Sl)y=^^cosy,E^ (B) 


Erstes  Rechnungsbeispiel. 

Man  erwartete  im  Jahi-e  1835  den  Halley'scheu  Kometen  zm-ück;  gesetzt,  man 
wäre  über  die  Zeit  seines  Periheldm-chganges  sehr  unsicher  gewesen,  so  wäre  die  Frage 
auf  zuwerfen  und  zu  beantworten  gewesen,  ob  folgende  von  Bessel  in  Königsberg 
angestellte  Beobachtung : 

Aug.  25:  14'' 44' 19"  mittl.  Zeit  Rectasc.  =  86»  17' 7",7  Decl.  =  -f  24«2'56",8 
sich  auf  den  Hall ey 'sehen  Kometen  beziehen  kann. 

Venvandelt  man  den  Ort  Ln  Länge  und  Breite  und  auf  Bei-liner  Zeit,  indem 
man  den  Meridianunterschied  zwischen  der  Königsberger  uud  der  Berliner  Sternwarte: 
0''  28'  24"  von  der  Beobachtimgszeit  subtrahu-t,  so  wii-d  der  zu  prüfende  Ort : 

Aug.  25:  14'' 15' 55"  oder  Aug.   25,594387:   X  =  86''36'30",6,  ß  =  +  0<'37'51",6. 
Für    diese    Zeit   findet   man  die  (mit  Aberration   behaftete)   Länge    der   Sonne   aus   dem 
Berliner  Jahi-buche  für  1835  gleich  1520  4' 36",4,  also  die  Länge  der  Ei-de: 
L  =  332»4'36",4,  log  R  =  0,004406. 
Den  Einfluss  der  Aberration  können  wir  noch  bei  einer  Rechnung,  wie  die  gegen- 
wärtige, vernachlässigen,  zumal  der  Einfluss  der  durch  die  Planeten^  erlittenen  Störungen 
viel  bedeutender  ist. 

Die  weitere  Rechnung  ergiebt: 

y  =       00  41'36",9 
X  =  114   31  28  0. 


.\:n'h    lU-l    M'lif    >iilj;l;ilU;;«li    r>:ilililii'>t  iiiiriiuii;,'     von    Kosi-il  licr^^fr    War    für   die    Kr- 

-''hciiiiiiii;  ili'it  ll.illüy'Mliin  KoiiioUii  in  17.")'J  U  ttt  6S«  50' 27"  w — <^l  =  110"39'5;»" 
/  r-r  Xfi'l" 'M't  b'l'\  wolifi  /.ii  IxTückMic-litigt-n,  iliihH  das  Ai'iiuiiioctiuni  clax  initllore  vom 
IH.  Mär/.  IT'i!»  i«it.  Kür  «lit-  Kn«<liciniinj;  von  18H'»  (;;inaiU'r  für  dii-  Zeil  «K-s  l'frihi-U 
iiiiil  »las  niittlcri'  A<'i|iiin<>ctiniii  d««  7.  Ndvi-inlK-r)  ir'«''''  IJo-xMilM-rijcr  j^nc  (inis-^cii 
«  if   f«i|;;t   an: 

SA  =  f>ö"ir-.'rvi 

jr  —   0,  =  11»)  41)  '11    7 
(•  —   IfiJ    IG  .l.-i   5, 

und  ilic-f  Wcrlin-  wolli-n  wir  dalii-r  lici  Iti-antwortnni;  der  \\\\>  gestellten  Fni-^e  zu 
(innide   ieiren. 

K^  wird  demnach  '»(>'+  •')  =  81"2'J' ü",2,  •/,  (y  —  t")  =  —  S(i"  47'J!i".:i. 
'  .(/.  )  =  138»  20' 37",5  niid  die  (ileiebiingen  (A)  ergehen: 

'/»l«  +  (Z  — ')J  =  221»36'    5",6 

V«[«  —  (Z  —  e)\  =   UO  3h  2ß",:i 

«  =       2   14  31",;» 

X  ~  t  =     80  07  30",3 

r  ^     33  33  48",7. 

Den  (ileiehungen  (A)  geiiniren  zwar  aueh  Wertlie  von  u  und  (%  —  i).  welelie  um 
ISO"  grösser  sind;  diese  letzteren  werden  indessen  durch  die  Hetraehtiiug  ausgeschlossen, 
■  lass  der  Komet  nothwendig  hei  m'irdlicber  geocentrischer  Breite  auch  uürdliche  helio- 
•  cnlrische  Breite  gehaht  hahen,  mit  anderen  Worten:  dass  ««CISO"  gewesen  sein  miiss; 
desgleichen  ist  %  —  z  als  Winkel  in  einem  elienen  Dreieck  in  diese  Grenzen  0°  —  180" 
eingeschlossen,  und  es  hleiht  somit  nur  die  angegehene  Lösung  übrig.  Bei  dem 
llalley'schen  Kometen  ist  noch  ferner: 

e  =  0,967684 
loiiq  =  !),7(if;7!)'.», 
und   da   nach   ilctii    Vorhergehenden: 

V,[m  —  (w  —  ß)|  =  I  ,  y  =  _  53» 42' 55",4, 
><>   wird: 

« ',  E  =  9»  54'  6",0 
logcos\\[u  —  (n  —  0.)]»  =  9,544344 

%  V"^  eos  ' ',  £ä  =  9,533034. 

•'  Ii  sin  X 

Bei  dieser  Uebereinstimmung  der  rechten  und  linken  Seite  der  Gleichung  (B)  konnte 
die  Identität  des  von  Bessel  beobachteten  Kometen  mit  dem  llalley'schen  schon  nach 
der  einen    lleobachtung  als  sehr  wahrscheinlich  gelten. 

Zweites    1  { e  c  h  n  u  n  g  s  Vi  e  i  s  ]i  i  e  I. 

Die  Bahnen  iler  Kometen  von  1264  und  1556  zeigen  einige  Aehnlichkeit  mit  ein- 
ander; man  hat  aus  den  allerdings  nicht  sehr  sicheren  Beoliachtungen  gefumlen,  für  den 
Komet*'n  von   1264: 

jr  —  ft  =  275»  45' 0",    U  =  178"45'0",  i  =  30»25'0",  logq  =  9,61.364, 
bczogiMi  auf  das  mittlere  Aequinoctium  von    1264,0  und  für  den  vtui   1556: 

ff  —  M  =  262"  49' 6",    Q    =  176"  29' 6",  i  =  36' .39' 12",  %»/  =  9.78254, 
liezogen  auf  das  mittlere  Aet|uinoctium  von   1556,0. 

KUnk«rfu«t,  ThroiTtt»ctie  A«trooninic.  y.j 
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Wareu  die  beiden  Kometen  identisch,  so  dui-fte  man  die  Wiederkehl'  Im  Jahi-e 
1848,  und  mit  Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  im  gegenwärtigen  Falle  die  von 
den  grossen  Planeten  verursachten  Störimgen  die  Wiederkehr  um  einige  Jahre  ver- 
zögern mussten,  gegen  Glitte  der  50er  Jahi-e  dieses  Jahrhimderts  erwarten.  Konnte  nach 
einer  einzigen,  und  zwar  der  folgenden  Beobachtung:  1855,  Juni  4,  10'' 30'  mittlerer 
Göttiuger  Zeit,  Rectasc.  =  104"  20',  Decl.  36«  30'  zu  lu-theileu,  ein  am  3.  Juni  1855  von 
Donati  zu  Florenz  entdeckter  Komet  wohl  der  erwartete  sein? 

Diu'ch  eine  Transformation,  wie  die  frühere,  erhalten  wir-: 

Jmii  4:  10'"  43' 49"  mittlerer  Berliner  Zeit  =  Juni  4,4471   A  =  78''ir6" 
ß  =  +  13»  37' 37". 

Zur  selbigen  Zeit  ist  die  Länge  der  Erde  L  =  253»  38' 30"  und  log  B  =  0,00642.  Die 
Berechnung  von  y  und  x  ergiebt: 

y  =  108»    5' 42" 

X  =  165»  38' 58". 

Zur  Bestimmung  der  Quadranten,  in  welchen  y  und  x  liegen,  trägt  auch  hier  die 
Bemerkung  bei,  dass  nicht  um-  j;<;180»  werden  muss,  sondern  auch  die  Gleichung 
cosx  =  cos ß cos {l  —  L)  erfüllt  sein,  also  da  cos ß  nothw endig  positiv  ist,  cosx  mit 
cos  (A  —  i)  gleiches  Vorzeichen  haben  muss.  Die  Formeln  (A)  rechnen  wir  mit  den 
Elementen  von  1556  als  den  wahi-scheinlich  sicherer  bestimmten,  wobei  wir  indessen 
nicht  vergessen  dürfen,  dass  wir  auf  das  Aequinoctium  der  Beobachtung  angenähert 
reduciren  müssen.  Durch  die  Präcession  seit  1556  wächst  Sl  um  4»  10' 30";  es  ist  also 
das  reducu-te  Q>  =  180"  39' 36";  die  sehi-  viel  kleineren  Aeuderungen,  welche  auch 
ji  — ■  Sl  und  i  durch  die  Präcession  erfahi-en,  können  ^*ir  hier,  ebenso  wie  die  Xutation, 
vernachlässigen.  Wir  setzen  denmach  L —  £1  ^  72»  58' 54",  }<-(-?  =  144»  44' 54", 
y  —  i  =  71» 26' 30",  1/2  (^  —  9>)  =  36» 29' 27";  i/a(y  +  «)  =  72» 22' 27",  y.j(y  —  i) 
■=  35»  43' 15",  und  erhalten  dann  aus  den  Formeln  (A): 

'  sC»*  +  (Z  —  •^)]  =     50»  22' 12" 
',2[«  —  (Z  —  4]  =     lö   25  24 
u  =     65  47  36 
X  —  s  =     34   56  48 
also 

z  =  130   42  10 
t«  —  (sr  —  ft)  =  162   58  30 
V-2[«— (3r— a)]  =     8129  15 
logcos^iV^  =     8,34068 

log  ■=—-. —  =:     0,2616o. 
^  B  sin  X 

In  diesem  Falle  zeigen  sich  die  Zahlen,  auf  deren  Vergleichuug  es  ankommt,  gänzlich 
verschieden;  die  Gleichung  (B)  ist  nicht  erfüllt  und  es  konnte  deshalb  die  Identität  des 
neu  entdeckten  Kometen  mit  dem  von  1556  entschieden  verneint  werden. 
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!•'  ü  II  tun  il  z  \v;iiizi;jfst  c    Vurh's  uii^. 
V(>i'lM'n'it<Mi<I('  üriiicrUmiucii  711  ilf-r  Methode  von  (iHicv^. 

Für  ilas  rri>t>|fm  ilrr  Malinlivstimiiimii;  \iiii  Kniiioti'n ,  iiiclit  wciiigiT  auch  für  ilic 
l'laiK-toii,  ist  «lic  lU'iiR'rkung  von  der  i^rttsstfii  Wiolitii;koit ,  «liiRs  tk-r  Aufgabe  alle  ihre 
Soiiwieriifkeiten  ijeiitiiiuncn  sind,  üubald  luaii  für  zwei  in  Zeit  hinreicliend  verschiedene 
ISeohachtiingeu  liie  Entfernunijen  der  Himmelskörper  von  der  Krde  kennt.  Demi  aus 
dienen  lirössen,  für  die  wir  mit  Heiliehaltunj,'  der  früheren  He/.eidiming  wieder  p  und  p" 
>cty.en,  ergehen  sich,  wie  soiion  in  der  /.weiten  Ahlheilung  ausführlich  gezeigt  wurde,  die 
beiden  zugeliörigeu  Hadienvectoren  r  und  r" ,  die  heliocentrischen  Längen  und  IJreiten 
',  b,  /",  b",  und  der  durch  die  heliocentrische  Hewegung  in  den»  Zeitintervall  /"  —  I 
zurückgelegte  Hogen,  d.  h.  die  Differenz  der  wahren  Anomalien  v"  —  i^  Nun  haben 
wir  aber  für  die  l'arabel  nach  der  fünften  Vorlesung: 

-r=COS  ''.V      =    -T— 

—  cos  '/o  V    =  -;= 
\q  ]r" 

■  der.  Wenn   \\  ir  diese  Gleichungen  einmal  zu  einander  adilircn,  das  andere  .Mal  von  ein- 

iiider  subtr.ihiren : 

2  .  , ,    „  ^^  ^  _L   _^   _L 

]'■"        V  r 

_  J 1_ 


demnach 


-j=  •  coi  '  '4  (v"  +  t')  cos  V4  {^" 

V« 

2 
—  -^=  •  sin  '  \  (y"  -j-  v)  sin  '  '4  (v" 


Ü 
1 

V'i 


sin  '  ,  (i»"  -|-  v)  =  1  j  (-j= =  )  coscc  "4  (i'"  —  I') 

\^  r         ] ,"/ 

C(.s  V.(v"  +  i-)  =   \,  {,-  +  -7=)  scc'/t{v"  —  v) 
\]  r         ]r  / 


(I) 


Diese  Gleicliungen  liefern  den  l'erihelabst;in<l  7  und  ilie  hallic  Siininie  der  wahren 
Anomalien  ',  j  (f"  +  v),  welche  letztere  mit  der  schon  bekannten  Differenz  ',  a  (i'"  —  i') 
\crbunden,  die  beiden  wahren  Anomalien  selbst  giebt.  Aus  i'  folgt  mittelst  der 
M.irker'schen  Tafel  das  zugehiirige  .¥,  also  auch  der  zeitliche  Abstand  der  crsteren 
Heobachtung  vom  Perihel;  auf  dieselbe  Art  ergiebt  v"  die  Epoche  des  Perihels. 

Was  die  KU-mi'nte    il,  7t  —  ft,  i  betrifft,   so   hat  man   schon  nach  di'ui  Früiieren: 
sin  b    =  sin  1  sin  (u    -\-  «  —  Q,) 
sin  b"  =  sin  1  sin  {v"  -\-  71  —  9-), 
welche  Gleichungen,   uddirt  und  siibtrahirt.    i    uml  t  —   S)-    finden    lassen.     Für  die   Be- 
rechnung von    W    hat  man: 

tg{l    —  ft)  =  cos  Hfl  {v    -\-  a  —  9>) 
und  auch: 

'.'/('"  —    Q)  =  cosit.j  {v"  +   n  —  9). 

.Mau  ei-sieht  hieraus,  wie  in  Wirklichkeit  die  ganze  Aufgabe,  die  fünf  lialiuelemente 
eines  Kometen  zu  linden,  claraijf  znrü.kgeführt    wtnlen  kann,    die    zwei   rnliekaniiten   p 
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uiul  q"  zu  bestiiuineu,  ganz  ahulii-'h,  wie  l)ei  iler  Kreisbabu  die  iu  ibr  vorkumiiieuduii 
vier  Elemente  leicht  zu  berecbneu  waren,  sobald  niau  p  kannte.  Im  gegenwärtigen  Falle 
haben  -wii-  eine  Unbekannte  mehr,  als  bei  der  Ki-eisbahn,  und  entsprechend  auch  eine 
Bcdinn-ungsgleichung  mehr.  Denn  während  bei  der  Kreisbahn  für  das  den  beiden 
Beobachtungen  geometrisch    genügende  r   die  Bewegungsbedinguug,  oder,   \de   man   zu 

sagen  pflegt,  die  phoronomische  Bedingung  —-  ^^ — -  =  v'  —  v  zu  erfüllen  war,  haben 

wir  bei  der  Parabel  erstlich  der  jiliorouomisclien  Bedingung  für  die  Parabel  aus  der 
achten  Vorlesung:  ■ 

(>•  +  ;■"  +  z)'-;  —  (r  +  r"  —  x)"^  =  6  fc  (f"  —  t), 
worin  x    die    beide  Kadieuvectoren    verbindende  Sehne    bedeutet,   zu  genügen,   zweitens 
aber  auch  noch  von    einer  weiteren  Beobachtung  die    eine  Coordinate  darzustellen.     Die 
eben    angeführte    Gleichung    ist    uns    schon    vmter    dem    Namen    der    Lambert'schen 
bekannt. 

Es  stände  uns  somit  der  Weg  offen,  die  beiden  Abstände  von  der  Erde  Q  und  q" 
durch  Versuche  so  zu  bestimmen,  dass  sowohl  der  Lambert'schen  Gleichung,  als  auch 
der  einen  Coordinate  der  Rectascensiou  oder  Declination,  der  Länge  oder  der  Breite 
einer,  am  besten  in  die  Älitte  der  Epochen  t  und  <"  fallenden  Beobachtung  genügt  u-ii-d. 
Es  ist  dies  auch  iu  Wii-klichkeit  eine  der  empfehlenswerthesten  Methoden  für  die  Ver- 
besserung eines  schon  nahe  bekannten  Elementensystems;  für  den  Fall  jedoch,  welchen 
vnr  hier  zu  behandeln  haben,  in  welchem  wk  gänzliche  Unkenutniss  aller  Bestimmuugs- 
stücke  der  Bahn  voraussetzen,  würde  ein  solches  Tatonuement  über  zwei  Unbekannte 
meistens  eine  erschreckend  lauge  Rechnung  verm'sachen.  Dieser  zu  entgehen  imd  die 
Versuche  von  ähnlicher  Einfachheit,  wie  bei  der  Kreisbahn,  zu  haben,  müssteu  wir  v\'ie 
dort  eine  Relation  zwischen  q  imd  p"  haben,  welche  Alles  auf  die  eine  L^nbekanute  q 
reducht. 

Wir  werden  nun  in  der  folgenden  Vorlesuug  sehen,  wie  iu  Wü'klichkeit  das  Ver- 

hältuiss  —  unmittelbar  durch  die  Data  dreier  vollständiger  Beobachtimgen  imd  die  Zeit- 
intervalle mit  genügender  Schärfe  ausgedrückt  w^erden  kann;  wu-  könneu  also  dann  ans  q 
allein  die  Grössen  >■,  r",  x  berechnen  uud  den  Werth  suchen,  welcher  durch  Befi'iediguug 
der  Lamliert'chen  Gleichung  sich  als  den  richtigen  zu  erkennen  giebt. 


Sechsuudz waiizigst e  Vorlesung. 

Ableitung'  des  0 1  b  e  r's "  sehen  Ausdruekes  für  das  Verhältuiss  von 
zwei  Distanzen  von  der  Erde  q  und  ('". 

Eine  solche  Vereinfachung  der  l>e^^tinlll[lUlg  von  noch  gänzlich  un1>ekanuten  Bahn- 
elementeu,  wie  wh  sie  jetzt  vornehmen  wollen,  \\u-d  durch  eine  in  iler  Praxis  regel- 
mässig von  der  Natur  gebotene  Erleichterung  ermöglicht,  die  darin  besteht,  dass  die 
der  ersten  Berechnimg  zu  Grunde  zu  legenden  Beobachtungen  niemals  diu'ch  sehr  grosse 
Zeitiutervalle  von  einander  getrennt  sind.  Es  ist  z.  B.  erfahi-ungsmässig  selten,  dass 
Juan   genöthigt    wäre,    das    Zeitintervall   zwisclien    zuci    licnachbarten    Beobaehtungi'U   zur 


big.  4ö. 

?" 
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BahntK-Hliniiniiii^  i.'r<lH!(iT  als  Kilin  Tiigf  EU  wählen,  obgleich  meihUna  mit  N'utzm  für 
die  lu  erhftlU'iidf  Nikhcrunj,'  ein  grosseres  angewendet  werden  kann.  Der  eben  erwähnte« 
Uinatand  nun  erhiubl  eine  der  einfachsten ,  angenähertaten  und  nützlichsten  unter  den 
vielen  nicht  ganz  strengen  Voraussetzungen,  zu  denen  man  zur  Abkürzung  dieser  Bonst 
sehr  zeitraubenden  Rechnungen  EU  greifen  ]>tlegt. 

Es  sei  in  Fig.  48  S  die  Sonne,  IT'  1'"  ein  Stück  der  Bahn  irgend  eines  HimmeU- 
körpers  um  die  Sonne,  mag  dieselbe  parabolisch  odir  elliptisch   sein.     SP  oder  r,    S 1^ 

oder  r',  SP"  oder  r"  seien 
drei  Hadicnvectoreu ,  ent- 
sprechend den  Zeiten  l,t',t"; 
<J  der  Durchschnitt  des  mitt- 
leren dieser  l-tadieuvectoren 
mit  der  die  Punkte  P  und 
/*"  verbindenden  Sehne.  Be- 
trachten -wir  nun  das  Ver- 
hältuiss  eines  der  von  zwei 
R.idienvectoren  und  einer 
Sehne  gebildeten  Dreiecke 
zu  dem  ihm  eutsprccheuden 
Sector,  so  bemerken  wir  leicht,  dass  dasselbe  für  niä>sig  grosse  Zeiten  immer  der  Ein- 
heit sehr  nahe  bleiben  wird;  wir  dürfen  uns  daher  erlauben,  für  das  Verhältniss: 

J  SP'  P" 
JSP'  P 
d.i.-   Virliriltniss  der  Soctoren: 

Sector    S  P'  P" 
Sector  SP' P  ' 

Welches  letstere  aber  bekanntlich  gleich: 

i"  —  t' 


t'  —  i 

ist,  zu  setzen.  Ausserdem  haben  aber  die  mit  einander  verglicbeneu  Dreiecke  S  P*  P" 
imd  S P'  P  die  gemeinschaftliche  Basis  SP';  sie  verhalten  sich  demnach  wie  QP"  zu  QP, 
woraus  denn  die  für  die  Olbers'sche  Methode  fundamentale  Bemerkung  folgt,  dass 
die  Sehne  zwischen  den  beiden  äusseren  Oertem  sowohl  bei  den  Kometen,  als  bei 
der  Erde,  vom  mittleren  Radius  vector  sehr  nahe  im  Verhältniss  der  Zwischenzeiten 
geschnitten  werde.  Es  ist  auch  leicht  zu  erkennen,  dass  dies  ganz  besonders  nahe  der 
Fall  sein  wird,  wenn  die  Zwischenzeiten  gleich  sind,  d.  h.  <"  —  f  ^^  t'  —  t  ist 

Führen  wir  nun  die  Constrution  der  Fig.  48  noch  einmal,  sowohl  für  die  drei 
Oerter  eines  Kometen  in  seiner  Bahn  C,  C,  C",  als  auch  für  die  drei  zugehörigen 
Oerter  der  Erde  T,  T',  T"  durch,  und  verbinden  den  Schnittpunkt  der  Erdsehne 
zwischen  dem  ersten  und  dritten  Orte  Q  mit  dem  entsi)rech<'nden  q  der  Kometenbahn, 
Fig.  49,  so  lässt  sich  sogleich  eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  der  Richtung  dieser  Ver- 
bindungslinie und  der  I-ige  einer  Ebene,  auf  welcher  sie  senkrecht  steht,  n.ichweisen. 

Es  ist  nämlich  klar,  dass,  wenn  man  sowohl  die  drei  Punkte  C,  q,  C"  der  Kometen- 
sehne, als  auch  die  entsprechenden  7',  Q,  1"  der  Krdsehne  auf  eine  solche  Ebene  recht- 
winklig projicirt,  die  Verbindungslinie  Qq  als  Pinikt  erscheinen  und  folgende  Figur 
entst^-hen  wird  (Fig.  üO). 

In  dieser  siml  nun  aber,  wenn  man  die  oben  gemachte  Annahme,  dass  die  Sehne 
der    Erdbahn    von    dem    mittleien    Radius    vector    iu    demselben    Verhältniss   geschnitten 
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werde,  wie  die  Kometensehne,  beibehält,  die  Dreiecke  QTC  uud  Q  I"  C"  ähiilicb;  denn 
CS  verhält  sich: 


d.  h. 


QY"  :  QT  —^   qW  :  QC 


QT"  :  qC"  ^QT    :  q  C, 

da    dui'ch    eine    solche    Projection   das  Verhältniss    der    jirojicirten  Stücke    offen!  lar  nicht 
geändert  wird,  und  ausserdem  ist  Winkel   CQT  =  Winkel   C"  QT". 

Es  ist  also  CT  parallel  T"  G",  oder  die  auf  diese  Ebene  projicirten  Verbindungs- 
linien zwischen  Erde  und  Komet  für  die  erste  und  dritte  Beobachtung  sind  sich  dia- 
metral entgegengesetzt.  Demnach  wüi'den  die  geocentrischen-  Oerter  des  Kometen  in 
der  ersten  und  dritten  Beobachtung,  wenn  sie  für  eine  solche  Ebene  als  Fundamental- 
ebene  trausformirt.  würden,  die  beiden  Längencoordinaten  180'  von  einander  differirend 
ergeben.  Diese  auf  eine  andere  Fundamentalebene  als  die  Ekliptik  bezogenen  Längen 
Fig.  49.  Fig.  50. 

Cl  ^'\ ^  T  " 


Wollen  \\\x  im  Folgenden  der  Küi'ze 
halber  die  Qnasilängen,  die  zugehöri- 
gen Breitencoordinaten  die  Quasi- 
breiten nennen.  Die  Richtung  der 
Linie  Qq  in  Fig.  49  ist  der  Pol 
einer  solchen  Fuudamen talebene;  er  muss  also,  da  die  QuasUängen  der  ersten  und 
dritten  Beobachtung  um  180"  verschieden  sind,  nothwendig  auf  einem  den  ersten  und 
dritten  geocentiischen  Ort  verbindenden  grössteu  Kreise  der  Sphäre  liegen.  Die  Rich- 
tung von  §g  hegt  aber  offenbar  auch,  da  sie  einen  Punkt  des  Radius  vectors  der  Erde 
in  der  zweiten  Beobachtung,  mit  einem  Punkte  des  entsprechenden  Radius  vectors  des 
Kometen  verbindet,  in  einer  dui'ch  diese  beiden  Radionvectoren ,  oder  auch  durch  die 
Linien  S  T'  und  7"  G'  in  Fig.  49  gelegten  Ebene.  Allen  in  diese  Ebene  fallenden 
Richtungen  entspricht  aber  der  durch  den  geocentrischen  Ort  und  den  Sonnenort  in  der 
zweiten  Beobachtung  gelegte  grösste  Ki'eis  der  Sphäre.  Die  Richtung  von  Qq,  d.  h. 
der  Pol  der  Fuudamentalebene,  für  welche  die  Fig.  50  in  Beziehung  auf  die  Projectionon 
gültig  ist,  liegt  also  auf  dem  Durchschnitte  zweier  grösster  Ki-eise,  wovon  der  eine  die 
gegebenen  geocentrischen  Oerter  der  ersten  und  dritten  Beobachtung,  der  andere  den 
zweiten  geocentiischen  Ort  und  den  zugehörigen  Sonnenort  verbindet.  Diese  Richtung 
ist  also  zu  bestimmen;  denken  wii'  uns  letzteres  Geschäft  ausgeführt,  so  haben  wir 
aus  Fig.  50: 

t"  —  t' 


/' 


worin   t'"  1"  uml    C  T  die   Projectionon    der   Distanzen   ^"  und  q  bedeuten.     Bezeichnen 
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wir  diu  Quiwibriitiii  für  clicsu  FundamciiUlebcne  mit  (ß)  und  {ß"),  bu  liat  iiiuii 
VT  —  Qcos{ß),  (Fr*  =  (f"cosiJi"), 


douiniu'h 


d.  h. 


q"  cos  iß")  =  YZ~t    If^^ifi)* 


(2) 


Hg.  51. 


Q^    _     cos  iß)       t"   —    f 

it  cos(ß")      t'  --    I 

Um    zu    i'incT    i-infnchi-n  Helation    zwischen  q"  und  p  zu  gelaiif;c'ii,  an  der  uu»  aus 
bekannten  Griindiii  no  viel  gelegen  ist,  haVxn  wir  jetzt  nur  noch  cos{ß)  und  cos(ß")  zu 

entwickeln.  Es  sind  diese  Grössen 
auch  die  Sinus  der  Abstände 
des  geocentrisclien  Ortes  vom 
Pole  der  Fuudamentalebene,  oder 
vom  Durchschnitte  der  genannten 
grössten  Kreise.  In  Fig.  51 
denken  wir  uns  die  drei  geo- 
centrischeu  Oerter  des  Kometen 
in  C,  C',  C"  und  den  Sonneuort 
der  zweiten  Beobachtung  in  S 
auf  einen  llininielsglobus  aufgetragen  und  die  beiden  L,rrössten  Kreise  durch  C  und  C", 
S  und   C'  con.stniirt;   der   Durchschnitt  beider   sei   q.     Dann   ist: 


cos  (ß) 
cos  iß") 


sinq  G 


sin  q  G" 

Werden  noch  die  Hogen  grösster  Kreise  S  G  und  SG"  gezogen,  so  hat  man  ferner: 
sin q  G         sin  CSq 


sin  S  G 
sin  q  G" 


sin  GqS 
sinG"Sq 


also 


sinSG"         sinC'qS 

sinqG   sinSC    sinGSq 

sin  q  G"  ~~  sin  SC"  shiC'''Sq 


{^) 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  unmittelbar  dureli  die  drei  geocen- 
trisclien Ijäugen  und  Breiten  des  Kometen  A,  ß,  A',  ß',  X",  ß"  und  durch  die  Länge  der 
Sonne  in  der  zweiten  Beobachtung,  ©',  ausdrücken.  Bedeuten  nämlich  y,  y',  y"  die 
Winkel,   welche   die   durch  SC,   SC',  SC"  gelegten   grössten   Kreise   mit   der  Eklij.tik 

l.il.l.n.  s,,   «ird: 


Winkel    CSq    =  y' 
C'Sq  =  y" 


sin  CSq   sin(y'  —  y)    sin  y' cos  y  —  cos  y' sin y 

sin  C"  Sq  sin{y"  —  /)  sin /'cos/  —  cos  y"  sin  y' 

Ks  ist  aber  nach  Früherem  (cinundzwanzigsto  Vorlesimg): 

sin  i  =rz  sin  SC     ^     . 

sin  y 


sini 


"  —  siiiSC" 


sin  ß" 
sin  /' 


t9Y 

tgy" 
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tgß tgß  __  tgß 


sin  (A  —  L')         sin  [k  —  (©'  +   180»)]         sin  (©'  —  X) 

fgß' 

sin  (0'  —  >l') 

tgß" 


sin  (©'  —  A") 
Die  Gleichuug  (3)  geht  dadiu-ch  in  die  folgende  über: 

sinqC   sin  ß       sin  y"      sin  y'  cos  y  —  cos  y'  sin  y 

s^inqC"         sinß"  '  siny      siny"  cosy'  —  cosy"  siny' 

sin  ß      sin  y'  cotg  y  —  cos  y' 

sinß"     cosy'  —  siny'  cotgy" 

sin  ß       cotg  y  —  cotg  y' 

sinß"  cotgy'  —  cotgy" 

_   cosß  tgß'  sin  (A  —  0')  —  tgß  sin  (A'  —  Q') 

~  cosß"  tgß"  sin  (A'  —  0')  —  tgß' sin {k"  —  0')' 


oder,  wenn  man  der  Kiü'ze  halber: 


tgß' 


sin  (X'  —   0') 
Imug   (2)    den 

t"  —  t'       cosß       msin  (A  —  0')  —  tgß 


COS  (  O) 

setzt,    und    endlicli    in    der   Gleichuug   (2)    den    hier   für   }^   gefundenen   Ausdruck 

cos  (p  ) 
8ubstituh-t : 


- C4^ 

Q  t'  —  t       cosß"     tgß"  —  msin  (A"  —  0')  ^  '' 

Es  ergiebt  sich  hiernach  zu  jedem  Werthe  von  q  sogleich  das  zugehörige  p",  also 
auch  r  und  r"  imd  die  SelTne  x,  die  einzigen  Grössen,  welche  in  der  Lambert 'scheu 
Gleichung  ausser  dem  bekaunten  6  k  (t"  —  t)  eine  Rolle  spielen,  und  es  bleibt  nur  noch 
übrig,  sich  füi-  die  über  q  anzustellenden  Versuche  bequem  einzmichten. 


Siebenundzwanzigste   Vorlesung. 

Die  Ol b er s' sehe  Methode  znr  Berechnung  einer  Koraeteuhahn 
in  verschiedenen  Formen. 

Der  Schwirjjunkt  der  Olbers'schen  Methode  liegt  in  der  Gleichimg  (4),  welche 
durch  die  Annahme  erlangt  wurde,  dass  die  Sehne  der  Erdbahn  zwischen  dem  ersten 
und  dritten  Orte  vom  zweiten  Radius  vector  in  demselben  Verhältnisse,  wie  bei  dem 
Kometen,  speciell  in  dem  der  Zeitintervalle  t"  —  t  und  t'  —  t,  geschnitten  werde,  was 
in  den  Fällen  praktischer  Anwendung  immer  äusserst  nafee  richtig  ist.  Der  weitere 
Gang  der  Operationen  kann  mannigfaltig  modificiit  werden.  Eine  der  einfachsten  und 
kunstlosesten  Arten,  die  Versuche  über  q  anzustellen,  würde  darin  bestehen,  dass  mau 
die  heliocentrischen  Coordinaten  des  Kometen,  hier  bezogen  auf  die  Ekliptik,  also,  unter 
Anwendung  früherer  Bezeichnung,  die  Ausdrücke: 
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X    —  Qcosßcoil  llrosQ,  x"  —  o"  ri)s  ß"  cos  )."  —  Ji"cosQ", 

1/  —  QCosflsinX         ÄSMI0,  y"  —  q"  cos  ß"  sink"  —  JÜ'sinQ", 

e  —  Qsinß,  e"  —  ff"  sin  ß", 

X»  =  (x"  -  xy  +  (y"  -  yy  +  (/'  -  ^)^ 
r»  r-r  J?«  -f-   (»•   +  2{ltQ)JiQ,     r"'  =  72"'  +  p"ä  +   2  {Ji"  g" )  li"  o" , 

wi>rin  die  Symbole  (ifp)  uud  (ii"p")  die  in  der  achtzehnten  Vorlesung  angegebene 
IJi'iloutung  haben,    berechnete,   und   zur  Probe  für  den  Werth  von  Q  in  die  Gleichung: 

(r  4-  r"  +  x)'^   —  (r  +   r"  -  x)"«   =  6A-(<"  -  <) 

einsetzte.  3Ian  sieht  übrigens  noch  leicht  ein,  dass  sich  der  Ausdruck  für  das  Quadi-at 
der  Sehne  x  für  alle  Versuche  auf  die  Form: 

X»  =  A  +   J?p   +   Cq"  +  Dq->  -\-   Eqq"  +  Fq"^ 

bringen  lässt,  welche,  wenn  man  unter  Benutzung  der  Gleichung  (4)  der  vorigen  Vorlesung: 

p"  =  Mq 
setzt,  in : 

x>  =  A  +  (£  +   CM)  (>  +  (/)  +  EM  +  FW)  Q* 
=  Ä  +  B'q  +   C'p= 

fibergeht.  Denkt  man  sich  einen  Vei-such  mit  dem  Werlhe  q  ^=  0  gemacht,  so  muss 
offenbar  das  entsprechende  x'  das  Quadrat  der  Sehne  der  Eli-dbahn  zwischen  dem  ereten 
und  dritten  Orte  werden;  also  ist  der  Coefficient  A  das  Quadrat  dieser  Sehne.  Auch 
die  Coefäcienten  B'  und  Cf  enthalten  nur  gegebene  Grössen  und  können  daher  vor  den 
Versuchen  berechnet  werden. 

Die  eben  gegebene  Form  ist  diu'chaus  nicht  unbequem  und  von  Olbers  selbst 
gewählt  worden  Wii-  können  für  die  Versuche  aber  auch  an  die  Gleichung  (5)  der 
achtzehnten  Vorlesung,  welche  wii"  hier  unter  der  Form : 

(rr")  rr"  =  {BIO  BB"  +  {Bq")  Bq"  +  (B"  q)  B"  q  +  (q  q")  qq" 

schreiben,  anknüpfen.     Da  x-'  =  r*  -|-  r"*  —  2(rr")rr",  so  erhält  man  aus  ilu-: 

x2  =r  r»  +  r"»  —  2  (BB")  BB"  —  2  (Bq")  Bq" 

-    2{B"q)B"q    -    2iQQ")QQ'', 

oder  auch,  da 

r>    ^  B»    +  p2  +  2  (Bq)  Bq  =  B^  +   q*  +  2Bq  cosx 

r"'  ^  B"'  +  q"^  +  2  (If  q")  B"  q"  =  Bf''  +  q"'   -i-   2  B"  q"  cos  f 

xä  =  ü»     +  ü"-'  —  2  üiB")  BB!'   -\-  2(Bq)  Bq  —  2  (Bq")  Bq" 

+  2  (B"  q")  B"  q"  —  2  (B"  q)  B"  q 

+  Q'  +  q"'  -  2  (q  q")  q  q". 

Die   Summen   der   drei   Glieder   B'  +  Ji"^  —  2(BB")BB"  geben   sich   hier   un- 
mittelbar  als   das  Quadi-at  der  Erdschne,   welches  wii-   im  Folgenden  mit  g-  bezeichnen 
wollen,  zu  erkennen.     Die  Summen  p*  -j-  p"'  —  2(q  q")  q  q"  entsprechen   dem   Quadrate 
einer   Grösse,    welche    man    die   geocentiisch   genommene   Sehne   des   Kometen   nennen 
könnte,  d.  h.  derjenigen,  welche    man    erhalten  würde,    wenn  man  die  Verbindungslinie 
zwischen  Erde   und  Kometen   bis   zu    einem  Durchschnitte  in  der  Erdsehne  parallel  ver- 
schöbe.    Bezeichnen  wir  diese  Grösse  mit  s  und  setzen  (q  q")  ^  cosa,  so  wird: 
s'  =  p»  +  q"'  —  2QQ"cosb}  =  Q-  —  2qq"  -\-  p"^  -|-   2q  q" 
—  2qq"cos(o  =  (q"  —  p)«   +  ^QQ"iin\ia'  =  \(M  —  1)' 
+    4J/smV»o'J  Q'- 
Die  Einführung   des   sin  '/j  w    ist   für   scharfe   lleclinung    nothwendig,   wenn  w  ein 
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kleiner  Bogen    ist;   denn   der  cos(o  würde    sich   häufig  fiu-  eine  beti'ächtliche  Aenderung 
des  Beobachtuugsmateriales  fast  ganz  imemj)findlich  zeigen. 

Die  Erdsehne  g  berechnen  wir  nach  der  Formel: 

g^  =  {B"  —  Ry  +  4:BB"sm%{Q"  —  O)^. 

Der  Ausdruck  für-  x'  wh-d  durch  Einfühi'iuig  von  g  und  s: 

x2  =  </2  +  s2  +  2{(Bq)B  —  (B"q)B"  +  3I[{B"q")B"  —  {B  q")  B]]  Q. 

Der  Coefficient  von  Q,  auch  in  der  Form : 

2[(iJp)  —  M{Bq")]E  —  2[{B"q)  —  3I(B"q")]B" 
zu   schreiben,   lässt    sich   nach   den   für  (Bq),   {Bq")  u.  s.  w.  bekannten  Formeln,  ohne 
weitere  Umformung   mit  him-eichender    Schärfe   berechnen;   doch  werden  wii-   bald  eine 
viel  vortheilhaftere  Ti-ansformatiou  auch  dieser  Glieder  kennen  lernen. 


Fig.  52. 


~-,  el 


Aclitundzwanzigste  Vorlesung. 
Die  Gauss'sche  Umformuug  der  Olbers'sclieii  Methode. 

In  den  Formeln  von  Olbers  und  in  der  eleganten  und  höchst  bequemen  Modifica- 
tion,  welche  Gauss  daran  vorgenommen  hat,  bedeuten  Q  und  p"  nicht  die  Distanzen  selbst, 
sondern  deren  Projectionen  auf  die  Ekliptik,  die  sogenannten  curtirten  Distanzen,  nach 
unserer  Bezeichnung  denmach  die  Grössen  Qcosß  imd  Q"cosß".  Aus  diesem  Grunde 
wollen  wir  ebenfalls  wenigstens  für  die  nächsten  Untersuchungen  unter  q  und  p"  die 
curth-ten  Distanzen  verstehen. 

Die  genaimte  Modification  erstreckt  sich  nicht  auf  den  Olbers 'scheu  Ausdi'uck 
für  das  Verhältniss  der  beiden  Distanzen,  sondern  nur  auf  die  Berechuungsweise  von  x, 
r  imd  r".  Um  für  x  einen 
bequemen  Ausdi'uck  zu  ge- 
winnen, wii'd  eine  einfache 
Construction  zu  Hülfe  ge- 
zogen, auf  die  wir  dm-ch 
das  Vorhergehende  schon 
vorbereitet  sind.  Wii"  ver- 
schieben (Fig.  52)  die  Ver- 
bindungslinie zwischen  Erde 
und  Komet  in  der  ersten  Be- 
obachtung, TG  mit  sich 
parallel  auf  der  Erdsehne, 
bis  sie  durch  den  Erdort  in 
der  dritten  Beobachtung  T" 
geht,  wobei  wir  Uu-e  Länge 
ungeändert  lassen ;  oder,  was 
dasselbe  ist,  wü.-  tragen  in 
C  eine  Linie,  der  Erdsehue 

parallel  und  gleich,  also  ebenfalls  von  der  Länge  g,  auf.     Die  Coordinaten  des  auf  diese 
Weise  festgelegteu  Punktes  wollen  wir  mit  Xq,  »/o,  So,  den  Punkt  selbst  mit  Co  bezcic.linen. 
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Nacli  iltT  Naiiir  ilfi-  «•lii'ii  :iiiHi;cfülirt<-ii  (.'oii«lrn«-ti.»ii.  \v«-j;t'ii  ilc»  l'iinillclisiiiiiii  iiiul 
<Ui  tiltiililioit  «liT  in  ('  :iufi;«irai;i'iii'ii  LHiim«  mit  ilcr  KnUeliiic,  Uliertri-ffrii  ilio  vvvUt- 
» ilikli;^'i-ii  C'oortliiiaU'ii  lU'-.  I'iiiikti-»  Cg  ilic  i\v>  l'iiiiktes  ('  um  elu-ii  mi  viel,  »U  <lif 
(.'(KinliiiaU'ii  tli'ü  ilrilli-ii  Knlortoü  T"  'lir  clrs  i-rsicn  T  iiluTtri'fft'ii.  Ivs  ist  alM>,  mit 
l(fil)flialtiiii<{   frühiTur  ii(>/i'icliiiuii<;: 

To  —  «  =  m'coaL"  —  UntsJ.  =  y/c»»0  —  i?"ojsü" 
.".)  —  ."  ^  H"->>-l"  —  RsinL  =  UsinQ  —  If" -»,      " 
r»  —  *  =  0. 
>i"I/t   mau  il«-miKu-li: 

X  —  Xo  =  Jf"tos  O"  —  /fco»  Q  =  i/cosG 
y  —  j>o  =  /?"»•«  0"  —  //»7II  0  =  fidn  (i. 

Ml  i!>i  (i  iViv  Läii<;c  des  PuiikU-s  ('  von  c«  ans  yt-schcii,  odiT,  was  xu-irc-n  ilcr  C'on- 
>triK-ti<in  ijiui8('l)ic  ist,  die  I>än;ie  des  ersten  Erdortes,  vom  dritten  ans  j^eselien ,  und  /■/ 
wieder  die  Sehne  zwisehen  heiden.  üe/.eiclinen  wir  hier  mit  p/i  diesellie  Grilsse,  welche 
wir  in  der  vorigen  Vorlesunjr  •■*  genannt  lialicn,  li.  h.  eleu  Alistand  des  l'unktes  c,,  von 
dum   ilritten   Kometenortc    ('"  uuil  setzen: 

x"   —  Xq  T=   p"  fOS  A"   —   Q  atft  A   =   p  /(  Cos  J  roa  II 

.1/"  —  yo  =  P"  S'»»  A"  —  Qsini.  =  p  /i  cos  S  si«  // 

-■"  —  ^0  =^    9"  fll  ß"  — ■  Q^lfß  =  Qhsin^, 

-o    liedeutet    oSenliar   II  die   Iiin<;e    des    l'unktes   C",    von    <•(,   aus    iiesehen.    5  ilif    Üreite 

dersellien    l{iehtun<_'.      Da    alter    ausserdem,    mit  IJiieksieht  auf  die   hier  statttindeude   IJe- 

deuluniT   von   p   und   p" : 

„  _  e'  —  1"       t;iß'siii{li  —  0')  —  tgßsinjk'  —  0') 
^     ~    i'  —  t    '  tg(y'sln{k'  —   0')  —  Igß'sinik"  —  Q')  '  ^' 

welrhe  in  iler  sceksuiidzwan/jgstcn  Vorlesiinjr  aliLteleitetc  Gleichuuy  wir  im  Kolgenilen 
unter  «Kr   Form: 

p"  =  Mi} 
-ohreilien,  so  halieii  wir: 

.1/  p  (KS  A"    —    p  (■<(,-■  A  :^    p  /(  ms  J  tos  II 

M  p  .s(/(  A"   —   p  siii  k  ^=   qIi  cos  J  sin  II 

M  o  lij  fi"     —   Qfflß  =   p  /'  sin  £. 

l):i   p  aus  diesen   Gleiehuniren   herausfidit.   werdtn   h.  t.   II  \ollii:   l>ekanute   (iriissen. 
In  dem  alli^emeinen  Ausdrucke  für  x^: 

X'  =  (x"  —  x)»   +   {,/  —  ,jY   +   {s"  —  £)», 

i,'»'lu'n   wir  ilt-n    lliffrrenzen  x"  —  x.  y"  —  1/,  s"  —  z  «lie   Form: 

x"  —  X  =  x"  —  Xo  -;—  (x  —  Xo)  =^  p  li  cos  5  cos  11  —   ;i  cos  G 
n"  —  y  =  v"  —  Ho  —  (y  —  y«)  =  ghcoststnlf  —  gsln  (i 
:"  —  :  —  -"  —  r„  —  (*  —  ^o)  =  P ''«'""£. 
woduri'li   der  Ausdruck  für  x*  winl : 

X-  ^-  pä/i-   -\     <i'  —   'li/glicos^cosiG  —  // 1. 
Kür    r'    und    i"'    erhält     mau     durch     IJililunir    der    Summen     x'^   -j     .'/"'   ".-    -'    """' 
'■"'    -i-    •/"■'     i     -"'y  '"   weii-hen: 

X     =-  Q  cosl    —  ]{  COS0  x"  =  p"r"sA"  —  7i"((W0" 

1/     —  p  .'.(»lA    —   7i'  sinQ  tf"  ■=  Q"$ink"  —  li"  sin  Q" 

V  './/}  ""  =  9"iyß"^ 

33* 
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die  ^Viistlrücke : 

,•2    =  (j^sccß-^  +  7J2  —  2Bqcos{}.  —  O) 
r"-2  =  dPQ^secß"^  +  B'"-  —  2ME"  qcos{x"  —  ©")• 
Zu  weiterer  Abkürzung   führt  Gauss   uoch  die  Hiilfsgrössen  J/.',  ■^"  uud  (p  nüttelsl 
der  Gleichungen: 

cosß  cos{X  —  0)  =  COST^ 
cos  ß"  cos  {k"  —  0")=  cost^'" 
cos  l  cos  ((r   —  77)    =  cos  q> 


cm ; 


d;niii    wird: 


=  (Qsccß  —  BcostY  +  B^sint- 
r"-i  =r  {Mosecß"  —  R"cos4>'y  +  U"2sm  tf>"2 
X-  =:r  (p  7i  —  ()  COS  <py  -\-  g^  sin  q)^. 

Da  CS  sich  empfiehlt,  für  q   eine  andere  Unbekannte   eiuzufühi-eu,  so  wird  ferner: 
q]i  —  [I  COS  (p  =  n 
gesetzt.      Man   Lestiuimt   also    hierbei   zunächst  u,   aus  dessen  Werthe  sich  dann  q  nach 
der  Formel : 

M  -\-  gcosw 

^  =  h 

crgiebt. 

Der  Leser  ist  durch  das  Yorhergehcude  in  Stand  gesetzt,  das  folgende  Schema  in 
allen  Theilen    zu    verstehen,    welches   Gauss    für   Anstellung    der   Versuche    bei   einer 
Kometenbahn  (v.  Zach's  monatliche  Correspondenz,  Bd.  28)  aufstellt  i).     Bei  der  schon 
früher  angegebenen,   doch   der  Vollständigkeit   der  Vorschrift    wegen   hier   uoch   einmal 
zu  wiederholenden  Bedeutung  der  Zeichen,  wobei: 
f,  i/,  t"  die  di'ei  Beobachtungszeiten, 
i.,  A',  A"  die  drei  beobachteten  geocentrischen  Längen, 
ß,  ß',  ß"  die  drei  geocentrischen  Breiten, 
Q,  q"  die  curthten  Abstände  des  Kometen  von  der  Erde, 
0)  0'i  0"  »ÜG  <ii"ci  Längen  der  Sonne, 
JR,  7?',  B"  die  di'ci  Radien  vectoreu  der  Erde 
vorstellen,  berechne  man: 

/"  —  t'       tgß'sm{k  —   0')  —  t(ißsin{k'  —  0') 


-•^  t'  —  t   '  fgß"shi{k'  -   0') 

B"cos{Q"  —   0)  —  i?  =  gcos{G 

B"sin(Q"  —  0) 

M  —  cos(k"  —  A) 

sin  (A"  —  A) 

Mtgß"  —  tgß 

cos^cos{G  —  77) 

cosß  cos {l  - —  0) 

cosß"  cos  {k"  —  0") 


tgß' sin  {k" 

0)0 
=  g,in{G  —   0) 
:=  h  COS  S  COS  (77  —  A") 
=:  /(  COS  5  sin  (77  —  A") 
=  h  sin  5 
=  cos(p 
=  cosi' 
=  vosii>" 


0') 


(1) 


')  Wir  emiifebleu  dem  Leser  noch  den  vortrefflicbeu ,  iu  vieler  Beziehung  lelirrcichcu  Aufsatz 
von  Eneke:  „Ueber  die  Olbers'sche  Methode  zur  Bestimmung  clor  Konietenliahnen"  im  Berüner 
astronomischen  Jahrbuche  für  1833,  zum  Studium. 

*)  Diese  Gleichung  ist  mit  der  vorher  abgeleiteten 

R"  cos  0"  —  JJ  cos  O  =  g  cos  G 
identisch,   da   man  sieb  immer  denken  kann,  alle  Längen  würden  vom  ersten  Souueuorte  an  gezählt. 
Eine  ähnliche  Bemerkung  ist  noch  von  einigen  anderen  Gleichungen  der  Formeln  (1)  zu  machen. 
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(1) 


Jiaini-  =  B 

11"  sin  t"  =  B" 

h  cos  ß  =  /» 

/i  cos  ß"  „ 

.V  ^  ' 

(/  rosip  —  6  11  cos  i'              —  (• 

ijcos<p  —  li"  It"  tos  t"       =  f" 
Ihr   AiiMlriiokf   für  r*,  r"^  iiiiil  x-  wiTiIi-ii  ihiiiii : 

Mii'l  i>  imi!*s  iiiicli  II  so  )ic-stiiiiiiit  werden,  ilass  der  aus  dciisi'llieii  uli/uleiteiuie  Wertli  von 

(r  +    r"  +  xy/.—  (r  +  r"  —  x)"/., 
^Icioli  tiA-(/"  —   /)  wird.     Hat    man    dies  diirrli    in   liekannter  Weise    an/ustellende  Ver 


C^) 


ii-lie  erreicht,  so  berechnet  man: 


u  -^  gcos(p 

Q       _  - 


(■-) 


(4) 


q"  =  Mq.  I 

Man  kann  nun  sofort  die  heliocentrisehen  Längen  iin<l  IJreiten  des  Kometen  /,  b, 
/",  b"  bestimmen ,  wo/.n  sieb  die  aus  den  FunilamenUdformelu  des  ersten  Abschnittes 
leicht  abzuleitenden  Gleichungen : 

e    ios(l    —  0)    —  n    =  rcosb  co$(l  —  O) 

Q  sin  (A    —  O)  :=  rcosb  sin{l  —  ©) 

Q   iij  ß  =  rsinb 

Q"eo»(X"  —  0")    -  li"  z=  r"cosb"  cos{l"  —  0") 

(f"siii(k"  —  0")  =  r'cosb"  siii'(i"  —  0") 

g"f;/ß"  —r"sinb" 

'  lir  gut  eignen. 

Ks  gewährt  hier  eine  er>tc  l'riifnng  der  IJechnung,  da»  die  durch  die  Anflö^ung 
der  (Jleichnngen  folgemlen  Wertlie  von  »■  und  r"  nüt  den  aus  den  Vei-suchen  iil»er  « 
folgenden  übereinstimnicn  müssen.  Der  Komet  ist  reclitläiilig,  d.  h.  die  Neigtmg  <ler 
üahnebene  gegen  dir  K.kH|>tik  /  i>t  im  Folgenden  im  ersten  tinadranten  zu  nehmen,  wenn: 

/"  —  /  positiv; 
im  anderen  Falle,  wenn: 

J"  —  /  negativ , 

ist  der  IvoMiet  riickläidig,  was,  wie  wir  wissen,  am  einfaclisti'U  d:idurch  berücksichtigt 
wiril,  dass  man  <  im  zweiten  Cjuadrauten  wählt  und  das  Vor/.eichcn  von  (ä  —  ft) 
ireändert  wird. 

M    und   I   beri'i'hiien   sich  aus   den   (ileichiuiLTeu: 


—     2(i2     — 

tf/h  =  ±  tgi>iin{J  —  ft)i)  ] 

igh"  —  tghcosQ"  —  I)  (5) 

3-^pr:zr7) =  ±  '^'  -H'  -  ^)  I 

Ueber  deu  Quadranten  vou  / —  ft  bliiUt  kein  Zweifel,  da  ty  i  positiv  werden  uiuss, 
■wenn  1"  —  1  positiv,  dagegen  negativ,  A\enu  /"  —  l  negativ  ist.  Die  erste  der  beiden 
eben  genannten  Gleichungen  ist  nichts  Anderes,  als  die  Aiiilösuugsfomiel  eines  recht- 
winkligen sphärischen  Dreiecks,  in  welchem  1  —  Q,  die  eine  Kathete,  i  der  ihr  an- 
liegende Winkel,  h  die  andere  Kathete  ist.    Es  besteht  daher  auch  noch  die  Gleichung: 

tgh"  =  +  tgisin  (?"  —  Sl), 
«eiche  mit  der  ersteren  verbunden,  die  zweite  der  in  Rede  stehenden  Gleichungen  giebt. 
Bequemer  noch  ist  es,  die  beiden  Gleichungen: 

fyh    =  ±  tgisin  {1    —  ft) 
igh"  =  ±  tgisiH  (l"  —  ft) 

diu'ch  Addition   und   Subtraction   umzuformen,    wodurch   mau    für  die  Bestimnniug    von   / 
und   Sl   erhält: 

±    tgisin[i/^{l"  +  /)—  ft]  ] 

=  V2  {t'jb"  +  t<jl)secy;{l"  —  I) 

±   ig  i  cos  [1/2  ('"  +  1)—  Ü] 

=  V2  (tü^"  —  Ul^  cogec\'o_(I"  —  J) 

Auch  hier  tindet  keine  Zweideutigkeit  der  Lösung  statt. 

Wir-  sind  jetzt  im  Stande,  die  Argumente  der  Breite,  i'  +  (jr —  ft)  und  v":iz(^ —  ft) 
zu  berechnen,  da  nach  uns  bekannten  Formeln: 

tnO  —  -Q)  I 


«0 


ig  [v    ±(n  —  ft)]   = 
Ig  \v"  ±  (jr  —  SOI  = 


cos  I 
tg(l"  —  ft) 


(') 


und    es    bietet    sich    hier    wieder    eine    Gelegenheit    zur   Prüfung    der    IJechnuug    bis    zu 
diesem  Punkte.     Der  Werth  von   x~  aus  der  Gleichung: 

x2  =  /-^  +   ,-"2  _  2rr"  cos  ||f"  +  (n  —   Q)\  ^  \v  +  (71  —    ß.)]l 
muss  mit  dem  früher  gefundenen   genati   iiV)ereinstimnien. 

Endlich  haben  wir  noch,  wie  fi'üher  gezeigt,  für  die  Bestimmung  ^  on  V2(*'"  4^  *-')• 
welches  mit  dem  bekannten  Werthe-  von  1/2  (v"  —  v)  verbunden,  die  beiden  wahren 
Anomalien  und  dann  verglichen  ndt  v  +  (jt  —  _Q)  und  v"  +  (Jt  —  Sl),  das  Element 
JT  —    Sl   eru'iebt,  und  für  die  Bestimmung  des  Perihelabstaudes,  die  Formeln: 


-^^■siii\'^{v"  +  r)  =  1  2  (^ =)  cüscc\U  (f''  —  i')^)| 

-=- •  cos  V4  («"  +  «')  =  '  2  (^=-   -f    ^=7r)  »w'A  (t'"  —  '•) 

\  q  \]  r  \i-   /  ) 


(S) 


';  Wo  in  diesen  und  den  folgenden  Formeln  ein  doppeltes  Vorzeichen  vorkommt,   bezieht  sieb 
das  obere  auf  reclitläufige  Kometen,  das  untere  auf  rückläufige. 
')  lu  der  Olbers'schen  Abhandlung  ist  deu  Formeln: 

1      cos  Vs  c      cotg  Vj  (»"  —  (■)  cosec  '/a  (v"  —  r)   ain  '/^  v 

TT '~   y7  '         vT  W-         ~  V7 

der  Vorzug  gegeben. 
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Für  dio  Bert-chnunp  <1<t  Kjioobo  tloa  Pit'iIh'Ih  T  initt«'li*l  de«  rurihfln  bt-durflo  v» 
kriniT  lifHoiickTcu  VoiiicLrift,  da  hio  dcui  lA-scr  au«  dem  ei-hU-n  AlxicliiiitU!  Bc-boii  hiii- 
nicliiinl  litkaiiiit  isU  E»  Hii  jidoch  bfiutrkt,  da««  bei  unserer  j\rt,  das  i  bei  rflck- 
lauligeu  Konielcii  zu  zilbleii,  aucb  bier  eine  etwa«  liUtigu  Untcrscbcidung  OberflÜHsig 
wird.     Bei  uns  ist  Btots: 

T         t     -   M>i'>n  =  t"  —    M"ii'ii, 

wobei   M  und  3/"  die  lu  v  und  v"  naeli    der  Barker'üoben  Tafel  gobörciiden    mittleren 

Mewegungeu  un<l  »i  einen  festen  Coefficienten  bedeutet,  dessen  Tx)garithmus  r-=  (»,031)8723. 

J)ie  l'rnlie,   da«8  die  beiden   Werlbe  von   T  übereinstimmen  müssen,   conti'ollrt  die 

sorgfältig!'  Aiifl<i.-^ung  der  Lambert'schen   Gleieliung. 


Neununilzwanzigste  Vo rl e- s u n <j. 

llfiliiiniiirslM'ispicl  Tür  die  Ganss'sche  Moditicatioii  iUt 
(»lliers'sclioii  Methode. 


Naeh  Göttinger  Beobacbtungen  vuni  7.,  14.  und  21.  April   1813  ist  für  den  zweiu-n 
Konu-ten  von   1813: 

t  =r  7,55002 
t'  =  14,54694 
t"  =  21,59931 


X  —  271"  16' 38" 
;.'  ^  266  27  22 
k"  —  256  48  8 
O  =  17  47  41 
O'  =  24  38  45 
0"  —     31    31  25 

Aus  diesem  Materiale  ergeben  sich: 

lofiM  —  9,75799 

G  —  11 3»  43' 57" 
Jogg  —  9,38029 
H  —  109»   5'  49" 
S  —     44   13     9 
logh  —  9,81477 
^     logA  —  9,22527 


ji  =  +  29»  2'  0" 
ß'  —  +  22  52  18 
ß"  ^4-     9   53  12 


loyJt  = 
lo;iir  — 
loa  IT'  — 


0,00091 
0,00175 
0,002(iO. 


logB  —  9,98706 

logB"  —  9,86038 

logb  —  9,75645 

logb"  =  0,0502» 

gcos^  =  0,17147 

c  —  0,31365 

c"  —  0,95443 


In  Beziehung  auf  7i,  f,  H  kann  es  vielleicht  nützlich  sein,  den  Leser  daran  zu 
•  rinnern,  liass  h  und  cos  J  nach  ihrer  im  Früheren  gegebeneu  Detinition  stets  positiv  zu 
jiehmcn  sind;  hiermit  ist  denn  auch  der  Quadrant  von  //  völlig  bestimmt. 

Machen  wir  den  ersten  Versuch  mit  «  =  0,3,  so  stellt  eich  die  Hechnung  für 
•lensclbeu   wie   foli^l: 
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logu  =  9,47712                  («  +  c)  r-  0,61365  u  +  c"  —  1,25443 

logu'i  —  8,95424             %(«  +  c)  —  9,78793           log{u  -f-  c")  —  0,09844 

logA-'  —  8,45054                      %  _  —  0,24355  log  ^  —  9,94972 

Diffcr.  =  0,50370  0,03T48  0,04816 

Zech  =  0,11844  0,06296  0,09632 

logx»  =  9,07268                      log  IP  —  9,97412  logB"^  r^  0,72076 

logx  =  9.Ö3634                      j^jg^.j.  11^  0,08884  DifEer.  =  0,37556 

Zech  —  0,25888  Zech  —  0,15264 


0,34382 


Es  ist  aber 


logr^  —  0,32184  logr"'^  =-  0,24896 

logr  —  0,16092  logr"  —  0,12448 

r  =^  1,44850  r"  ^  1,33193 

I     ,"  \   V.  ^  3,12425,  r  ■\-  r"  —  %  =  2,43661 

(r    I-   r"  -f  x)"«  —  (r    !-  r"  —  x)%  =  1,71883. 

%6  =  0,77815 

%/c  =  8,23558 

\og{t."  —  /)  =  1,14765 

0,16138  =  log  numeri  1,45040. 

Die  llyiioUiose  u  =  0,3  zeigt  liiernach  in  der  Befriedigung  der  Lambert'scheii 
Gleichung  einen  Fcliler  von  0,26843,  um  welche  Grösse  die  linke  Seite  die  rechte 
übertrifft. 

Machen  wir  einen  zweiten  Versuch  mit  dem  Werthe  «  =;  0,4,  so  finden  wir  auf 
die  niiniliclio   Art: 

(r  -\-  r"  4-   xf^  —  (»•   +   »•"  —  x)'»  ==  2,24869; 
diese  Hypothese  hat  in   demselben  Siiuie,   wie  vorhin,  den  Fehler  0,79829;  da  demnach 
die  Acndening   von    einer   Einheit  der    ersten  Stelle   von  u  den   Fehler   um   die   Grösse 
0,52986  iial  wachsen  l.issen,  so  werden  wir  den  Werth  «  =  0,3  um  die  Grösse 

^ß^  ■  0,1  oder  0,05066 
0,o2986 

vermindern  müssen,  um  der  Wahrheit  näher  zu  kommen;  den  diitten  Versuch  würden 
wir  deshalb  mit  u  =  0,24934  anstellen.  Setzen  wir  die  Versuche  bis  ziu-  grössten 
Schärfe  fort,  so  erhalten  wir  als  definitiven  Werth 

M  =  0,24389, 
welchem  entsprechen: 

logx  =  9,47150 

logr  =  0,13896 

logr"  =  0,11068 

7o,9  =  7o^üi^i^?=9,S0,%6 

log  q"  =^  logMg  ^=  9,56165. 

Die  lh'lio(>entri.<iohen  Coordinuten  des  Kometen  werden: 

QcosX  —  licosQ  =  0,01418  —  0,95415  =  —  0,93997 
Qsink  —  RsinO  =  —  0,63614  —  0,30625  —  —  0,942.S9 
^)/r?/J  =  0,35319 


—     265     — 

j"  —  Q"rflsl"  —  IC"  cos  Q"  =  —  0,Üba21  —  0,85755  =  —  0,9407ß 
y"  —  g"sink"  —  Jf'sinQ"  =  —  0,35483  —  0,52599  =  —  0,88082 
r"  =^  {)"li,ß  =  0,06352. 

Aut)  diesen  /uhlcn  fulgt  durch  eine  una  Bchoii  hinlänglich  bekannte  Uechuung: 

1—         225»   4' 25"  l"  =         223»   6' 56" 

5  =  -f     14   51  40  b"  =  4-       2   49  18 

logr  =        0,13896  logr"  =         0,1106'J. 

Diese  Werlhe  von  hgr  und  logr"  zeigen,  dasa  die  Rechnung  bis  auf  die  kleinen 
unvernuidlichcn  Unsicherheiten  der  leUten  Stelle  richtig  geführt  worden  iat.  Da 
/"  —  ;  negativ  auffüllt,  giebt  sich  der  Komet  als  rückläufig  zu  erkennen.  Wir  wenden 
cleshiilb  zur  Berechnung  von  Sl  und  i  die  Forniehi  (6)  mit  den  unteren  Zeichen  an, 
welches  folgende  Rechnung  giebt: 

%i,  =  9,09897  log^i  =  9,69897 

log(Jgb"  +  tgb)  =  9,49781  log{tgh"  —  tgh)  =  9,33458 

logscc^iil"  —  0  =  0,0000Ü  logcosec\^t{l"  —  V)  —  1,76735, 

"1»,19684,  0,80090 

l)if  Aii£lii>ung  niiiss  so  gewählt  werden,  dass  igi  negativ  wird;  man  erhält: 

VaC"   +  0  —   ^   =  1810  25' 32" 
I  =     98   59    5 
Q,  =     42   40    8. 
Die  Formeln  (7)  haben  nur  ein  einfaches  Voraeichen,  wenn  wir  bei  retrograden  Kometen 
für  X  —   Q,  seine  Ergänzung  zu  360'  nehmen.     Sie  ergeben: 
V     -\-   n  —  Si  =         I64''5(i'57"') 
v"  -\-  n  —  Sl  —         177     8  32 
v"  —  V  =  -f      12    11  35, 

womit: 

x2  .—  r-  +  I-"-  —  2rr''cos{v"  —  v)  =  0,08771 

wird,  während  der  früher  erhaltene  Werth  die  rechte  Seite  gleich  0,08770  liefert.     Der 
Unterschied  ist  von  keiner  Bedeutung. 

Bei  der  nun  folgenden  Rechnmig  der  Bestimmung  von  g,  v  und  v"  ist  es  immer 
zu  empfehlen,  siebenstellige  Logarithmen  anzuwenden. 

%i/,  =  9,6989700  7o(/ '/»  =  9,6989700 

log  fX-. L\  =  8,4502743,  log  f-^  +  4=)  =  0,238677  5 

logcosec\/t(v"  —  v)  =  1,2742750  logsec'/t{v"  —  v)  =  0,0006149 

9,4235193,  9,9382624. 

.\uB  diesen  Zahlen  folgt  eindeutig,  da  q  positiv  werden  muss: 

'',\  (v"   -1-  v)  =r  —  16»59'49",0y 

Vj  (v"  +  v)  =  —  33   59  38   18 

V,  {v"  —  V)  =  6     5  47   50 

Z"  =  —  27«  53' 51" 

V  =  —  40     5  26 

logq  =         0,0846818. 


')  Weon  cosi  negativ  ist,  liegt  ilic  Krgänznng  des  ArgiimeDtcs  der  Breite  m  360*  mit  J  —  Q, 
immer  ia  ilemaell>cu  (juudrauteii. 

KIlDkitfuo,  TbtotctucU«  Ailrooumi*.  34 
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Wii-  hatten  aucli  noch  v  -\-  n  — ■  Q,  =  164°  56' 57";  demnach  wird: 
.-r  —  ft  =  205»  2' 23"  i). 
Zu  V  =  —  40»  5' 26"  gehört  in  der  Barker 'sehen  Tafel  log  M  ^  1,45605„;  also 
wird  —  Mng"^  =  41',971,    die  Zeit  des  Perihels  =  April  (7,550  +  41,971),  oder  Mai 
19,521.     Aus  v"   folgt  T  =  Mai  19,519,   nahe   mit   dem   ersten  Werthe   stimmend,    so 
dass  ^vir  T  =  19,520  setzen  können. 

Am  Schlüsse  stellen  wu-  die  einzelnen  Resultate,  welche  wii-  erhalten  haben,   noch 
einmal  zusammen: 

T  —  1813  Mai  19,520  mittl.  Berl.  Zeit 
X  —  Q,  =  205»   2' 23" 
fl,  =    42   40    8 
i  =     98    59    5 
logq  =  0,08468, 
oder,  wenn  wii-  die  andere  Unterscheidung  für  riickläufige  Kometen  wählen  wollen: 

T  =  1813  Mai  19,520 
n  —  Si  =  154»  57' 37" 
ß  =     42   40    8 
«"  =     81      0  55 
logg,  =  0,08468 
Bewegung:  Reti-ograd. 


Dreissigste  Voi'lesung. 

Verschiedene  Arten,  die  erste  Hypothese  füi'  q  oder  u  bei  der 
Olbers'scheu  Methode  zu  bilden. 

In  dem  eben  gegebenen  Rechnungsbeispiele  haben  ■nii-  bei  dem  ei-sten  Versuche 
ti  =  0,3  angenommen,  ohne  davon  Rechenschaft  abzulegen,  Aveshalb  wk  mit  diesem 
Werthe  beginnen.  Die  Olbers'sche  Methode  überlässt  in  der  That  die  BUdung  der 
ersten  Hj'pothese  dem  praktischen  Takte  des  Rechners,  welcher  uns  in  dem  gegen- 
wärtigen Falle  mit  einem  leichten  Ueberschlage  erkennen  liess,  dass  der  Werth  von  u 
nicht  viel  grösser  sein  werde  als  0,3  oder  0,4,  weU  wir  sonst  auf  Entfernungen  des 
Kometen  von  der  Sonne  gefühi't  werden,  in  denen  diese  Körper  für  uns  meistens  nicht 
sichtbar  sind.  Es  kommt  jedoch  zuweilen  vor,  dass  man  das  Fehlen  einer  bestimmten 
und  festen  Vorschrift  in  der  Beziehung  als  eine  Lücke  in  der  Methode  empfindet. 
Olbers  selbst  hat  diesem  Gegenstande  noch  eine  besondere  Abhandlung  gemdmet, 
welche  man  in  der  zweiten  und  dritten  Ausgabe  des  Olbers'schen  Buches  unter  der 
Ueberschrift  „Ueber  die  zweckmässigste  Art,  bei  Berechnung  einer  Kometenbahn  die 
Versuche  anzustellen"  und  in  dem  Berliner  Asti'onom.  Jahrbuche  füi-  1833  mit  abgedruckt 
findet.     Es  wüd  dai-iu  gezeigt,    \ne  aus  einer  genähert  richtigen  Hypothese  eine  andere 


')  Bei  den  übergeneigten  Bahnen  retrograder  Kometen  ist,  wie  schon  bemerkt  wurde,  das 
n  —  Q,  der  hier  befolgten  Zählungsweise  identisch  mit  —  (n  —  ß)  der  anderen  Zählungsweise 
von  i,  wie  man  am  leichtesten  findet,  wenn  man  sich  den  Uebergang  von  einer  directen  zu  einer 
retrograden  Bahn  bei  i  ^=  90°  vorstellt. 
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noch  mehr  f;oiiitlnTto  jjj'MltU-l  wi-rdrn  kann,  was  den  allrnlings  groMcn  Vortheil  gcwWirt, 
ilacs  man  «ii-h  niolit ,  wio  ln-i  <lcu  auf  dan  tJerallicwohl  aui^eHtclItc-n  ViTsui-hen,  von  der 
NVahrhc-il  cinuial  wioder  cntfiTnun  kann.  lk-iN]iU'l8WeiHo  begegnete  uns  das  Letztere 
aiiili  l>ei  der  Uechnuiig  der  neunund/.waM/igslen  Vorlesung,  wo  der  dem  zweiten  Ver- 
Hucho  7.U  Grunde  gelegte  Werth  von  u,  u  ■=  0,4,  fehlerhafter  war,  alii  der  boi  dem 
ersten  Versuche  angenommeno  u  =:  0,3.  Im  Wesentlichen  besteht  da«  von  Olbers 
vorgcselilai,'ene  Verfahren  darin,  dass  aus  einem  genäherten  Werthe  von  r  -{■  r"  da« 
nach  iler  Lamliert'schen  Gleichung,  also  (ihorononiiscL,  ents])recheMdo  x  bestimmt  wird, 
woraus  sich  dann  wieder  durch  rein  geonietrischo  Bedingungen  r  und  r"  finden.  So 
lange  man  nicht  die  richtige  Lösung  besitzt,  werden  die  beiden  Summen  von  r  +  r", 
nämlich  diejenige,  welche  man  durch  die  Substitution  in  der  Lambert-'schen  Gleichung 
erliält,  und  die  geometrisch  aus  dem  dieser  Gleichung  genügenden  Werthe  der  Sehne  x 
abgeleitete,  verschieden  sein.  Die  Umformungen,  welche  wii-  unten  für  solche  Zwecke 
mit  der  Lambert'schen  Gleichung  vornehmen  werden,  lassen  uns  auch  erkennen,  dass 
das  aus  dei-sellien  zu  berechnende  x  fiii-  einen  Fehler  in  der  Annahme  von  r  4-  r"  viel 
emjifiiidlicher  ist,  als  das  geometrisch  aus  r  +  r"  zu  bestimmende.  Aus  demselben 
Gninde  wird  das  aus  x  geometrisch  (d.  h.  hier  immer  ohne  Zuziehung  der  Zeit)  be- 
!-tiniuito  r  +  r"  der  Wahrheit  näher  kommen,  als  das,  von  welchem  man  ausgegangen 
ist.  Den  so  gefundenen  genaueren  Werth  von  r  +  r"  sulistituii-t  mau  dann  von  Neuem 
in  die  Lambert'scho  Gleichung,  erhält  einen  genaueren  Werth  von  x,  aus  diesem  aber- 
mals genauer  r  und  r"  u.  s.  w. 

Der  Gewinn,  welchen  dieses  Verfalu-eu  mit  sich  bringt,  würde  noch  erheblich 
grösser  sein,  wenn  man  von  voniherein  den  Werth  von  r  -f-  r"  genauer  bestimmen 
könnte.  In  der  Bildung  der  ersten  Hypothese  wird  indessen  von  Olbers  noch  Vieles 
dem  jiraktischen  Gefühle  des  Rechners  überlassen;  es  wird  nur  empfohlen,  wenn  der 
Coöfticient  von  Q  in  dem  Ausdrucke  für  r*  nahe  Null  ist,  r  -j-  r"  =  2  zu  setzen,  wenn 
er  sehr  stark  negativ  ausfällt,  r  -f-  r"  kleiner  als  2,  etwa  =  1,5,  und  wenn  er  stark 
positiv  wird,  grösser  als  2,  etwa  2,5  zu  wählen. 

Li  einer  Zusammenstellung  der  Formeln  für  Berechnung  einer  Kometenbahn, 
welche  sich  im  Aidiange  der  Encke'schen  Ausgabe  von  Olbers'  Abhandlung  findet, 
wird  in  Betreff  der  Bildung  der  ersten  Hypothese  Folgendes  bemerkt:  „Kennt  man 
sonst   keine   Näherung   für  g  oder  r  oder  r",   wodurch   u   genähert   bekannt   würde,    so 

kann  mau  ausgehen  von:  

\//t"  —  t 


±r(Si^)'--. 


ein    Vorschlag,    der    offenbar   darauf    hinauskommt,    x  =  — — —   zu    setzen.     Zu  dieser 

41 

wegen    des   Divisors    41    etwas    fremdartig    a\isselienden   Näherungsformel     wollen    wir 

bemerken,  dass  —  hier  nm*  eine  Abrundung  für-  k  \2  ist     Entwickelt  man  die  Differenz 

(r  -f   r"  -|-  x)'/<  —  (»•  -\-  r"  —  x)'/«   unter  Voraussetzung   eines   sehr   kleinen    Werthcs 
von  X,  dessen  höhere  Potenzen  vernachlässigt  werden  können,  setzt  man  demnach: 
{r  +  r"  +  x)".   =  (r  -f   r")'i   +   Va  (r  +  r")'.x 
(r  +  r"  -  x)%   =  (r  +  r'T'  -  Va(r  +   '")'•  x, 
so  geht  die  Lambert'uche  Gleichung  in  die  folgende: 

(r    f   »•")'•  X  =  2  k  (r  —  t) 
oder: 

^_2fc(r-o 

34» 


—     268     — 


über.      Setzt    man    hier ,    was    0 1 1)  e  r  s    als    Mittelwerth    vorschlägt ,    r  -\-    r" 
erhält  man: 

f  —  t 


X  =  Tc  yß{t"  —  t)  = 


41,11 

In  dem  durchgeführten  Rechnungsbeispiele  würde  danach  logx  =  9,53487  geworden 
sein,  was  von  dem  definitiv  gefundenen  logot  =  9,47150  nicht  gerade  stark  abweicht. 
Indessen  kann  es  doch  für  manche  Fälle  erwünscht  sein,  gleich  der  ersten  Hypothese 
mit  Sicherheit  einen  höheren  Grad  von  Annäherung  geben  zu  können,  ohne  zu  einer 
weitläufigen  Rechnung  genöthigt  zu  sein.  Aus  den  füi-  solchen  Zweck  in  der  nächsten 
Vorlesung  anzustellenden  Betrachtungen  folgt  dann  auch  mit  Leichtigkeit  der  berühmte 
Satz  von  Lambert  über  die  Ki'ümraung  der  geocentrischcn  Bahn  eines  Himmelskörpers, 
nach  welchem  man  aus  dieser  Krümmung  entscheiden  kann ,  ob  derselbe  der  Sonne 
entfernter  oder  näher  ist  als  die  Erde. 


Einuuddreiösigste  Vorlesung. 

Vorbereitende  Betrachtungen  für  den  Lambert'schen  Satz  über 
die  Krümmung  des  geocentrischen  Laufes. 

Nach  den  Elementen  der  Attraction sichre,  der  wii-  einige  Beü-achtungen  hier  ent- 
lehnen müssen,  kann  man  die  Bewegung  eines  die  Sonne  in  einem  Kegelschnitte  imi- 
ki-eisenden  Körpers  an  jedem  Punkte  der  Bahn  als  das  Resultat  einer  in  der  Richtung 
der   Tangente   wii-keuden  Fig.  53 

Wm-fgesch windigkeit  und 
einem  nach  der  Sonne 
vermöge  deren  Attraction 
gerichteten  Fallen  an- 
sehen. Ist  in  Fig.  53  S 
die  Sonne,  PI^F"  ein 
Theil  des  Kegelschnittes, 
wobei  P,  P',  P"  der 
Reihe  nach  den  Zeiten 
t,  t'i  i'  entsprechen  sollen, 
ferner  TU  die  Tangente 
in  P',  so  ist  P'  U  zu- 
gleich die  Richtung, 
welche  der  Körper  vei-- 
folgen  würde,  wenn  im 
Punkte  P'  zur  Zeit  l!  die 
Atti-action  der  Sonne  plötz- 
lich aufhörte.  Er  würde  dann  seinen  Weg  gleichförmig  mit  derjenigen  Geschwindigkeit 
zm-ücklegen,  welche  er  im  Punkte  P'  bcsass,  und  auf  diese  Weise  zm-  Zeit  t"  bis  zu 
einem  gewissen  Punkte  p  der  Tangente  gelangen.  Unter  dem  fortdauernden  Einflüsse 
der   Schwerki-aft    jedoch   wird    der   Richtung    von    SP'   parallel   mit   beschleunigter  Ge- 
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-i-hwiiKlif^'kfit  in  "loiii  Ztitrnum«-  t"  --  t  i\nn  StiU-k  p  f'  ilurchfallon,  ro  dtuta  der  KOrpor 
<lie  iiuoh  der  Suiiiic  couoavo  Halm  1''  P"  vi-rfolgt.  Ziclittii  wir  iiocL  durch  doii  l'uiikt  /'" 
mit  der  Tangonto  j>amllel  die  Linie  7*"  Q",  wodurcli  ^'P  purullcl  und  gleich  ql""  wird. 
So  hvngo  nun  du8  Zeitintorvall  l"  —  -  t'  an  ürüsso  uiclit  difjunigeu  Grenzen  QbcrBchrcitct, 


Kiff.  M. 


Welche  wir  bei  diesen  Unlor- 
Buchuugcu  innehalten  dQrfen, 
sind  die  Veränderungen  in  der 
Intensität  der  besehlcunigendcn 
ICraft  sehr  gering;  es  ist  dann 
erlaubt,  diese  Kraft  während 
der  ganzen  Fallzcit  gleich 


C 


,         C 
oder    p-, 


zu  setzen,  wobei  C  eine  gleich 

zu      bestimmende ,      von      der 

Sonnenmassc  abhängende  Con- 

ftante    vorstellt.      Don    durch- 
p  / 

fallcnen  Raum  tindet   man  be- 

kiinntlieh  aus  der  besehleuiiigeuden    Kraft,    indem    man    diese    letztere    mit   dem   Laiben 

Quadrate    der  Zeit  multiplicirt;  also  hat  man : 

Q"J"  =  27"=  ('"  -  '')'■ 

Dietie    Formel   muss   aber    offenbar   auch   noch   ihre   Gültigkeit   für   die   Bewegung 
in  einer  Kreiabahu  vom  Radius  1  behalten,  in  einer  solchen  wird: 

v'^  =  1  —  cosk{t"  —  i')  =  \  —  [i  —  u^k^{t"  —  ty  +  ■••]. 

demnach : 

C{t" 


0!  =  ¥  (,. 


'■)■ 


o<ler: 


C  =  kK 
Setzen  wir  zur  .\l>kfir/,\ing  k(t"  —  t')r=9;  so  wird  daher  in  dem  allgeuicinercn  Falle: 


Wl"  =  ir-r. 


Ein  Körper,  welcher  nach  der  Fig.  53  die  Bahn  1'"  1*  verfolgt  hätte,  würde  in 
«lern  Zeitintervall  <'  —  i  nach  P  gelangen.  Construirt  man  Py  und  Ql^  gerade  so,  wie 
vorhin  i""^"  und   ^"P",    so  wird  daher  nach  denselben  Betrachtungen : 

_  Ai»  (f  —  0»  _  »^ 


(^L- 


wenn  wir  zur  .Mikürzung  A  (f'  —  <)  ^  y  setzen. 

In  Fig.  64  wiederholen  wir  die  Construction  von  Q  uml  ^'  und  ziclicn  noch  die 
Sehne  VI*'.     Deren  Durchschnitt  mit  ^T*  sei   (^. 

Es  entstehen  wegen  des  l'arallelismus  von  yp  und  (j/' V"  die  ähnlichen  Dreieke 
PQ^Q  und  1'"  Q' Q",  daher  die  Proportionen: 

Vy'  :  ^^=  Fq  :  P^  =  P^'  =  V^ 

o<ler,  da  hicli  ilie  letzteren  Grössen  sehr  nahe  wie  die  Zeiten  verluilteii: 
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also  auch,  wenu  wir  Ä:  (("  —  t)  =  %■'  setzen,  wodurch  &'  ^^  &   ~\-   %■"    wird : 

~QQ'  ■■  'QW  +   VQ^  =  »"  ■■  »\ 
d.  h.  nach  dem  Vorigen: 

THT-  ^"  -öW  -  ^"  (^'  -  ^"')  -  »"(»-^") 
Hieraus  ergiebt  sich  dann  weiter: 


2r'2 


oder  endlich: 


i^  = 


2r'2 


(Q) 


eine   fm   viele  Untersuchungen   sehr-    wichtige    Gleichung,    weswegen    wir    sie   mit   dem 
besonderen  Buchstaben  (Q)  bezeichnen. 


Zweiunddre issigste  Vorlesung. 
Der  Lambert' sehe  Satz  von  der  geocentrischen  Kj'ümmung, 

Lambert,  von  dessen  wichtiger  Gleichung  über  die  Bewegung  in  der  Parabel 
wir  schon  so  häufigen  Gebrauch  gemacht  haben,  verdanken  wir  auch  die  Entdeckung 
einer  sehr-  merkwürdigen  Eigenschaft  des  geocenü-ischen  Laufes  aller  Gestü-ne ,  für 
welche  die  Sonne  Centralkörper  ist,  der  folgenden  nämlich: 

Die  Krümmmig  des  geocentrischen  Laiufes  eines  Planeten  oder  Kometen  ist  gegen 
den  Ort  der  Sonne  auf  der  Sphäre  concav,  so  lange  die  räumliche  Entfernung  des 
Körpers  von  der  Sonne  die  der  Erde  von  der  Sonne  nicht  übertrifft,  im  anderen  Falle 
dagegen  convex. 

Oder  auch: 

Legt  man  durch  den  ersten  und  dritten  von  di-ci  benachbarten  geocentrischen 
Oertern  eines  Himmelskörpers  einen  grössten  Kreis,  durch  welchen  die  Kugel  in  zwei 
Hemisphären  getheilt  wird,  so  liegen  pig_  55, 

der  zweite  geoceutrische  Ort  und 
die  Sonne  auf  verschiedener  Hemi- 
sphäre, so  lange  der  Radius  vector 
der  Erde  den  des  Gestirnes  über- 
trifft; dieselben  Oerter  liegen  auf 
derselben  Hemisphäre ,  wenu  der 
Radius  vector  des  Gestü'nes  der 
grössere  ist. 

Mercm*  und  Venus  z.  B.  kehren 
trotz  aller  Complicalion  in  ihi'em 
geocentrischen  Laufe  der  Sonne  doch 
immer  die  concave  Seite  zu,  die  oberen  Planeten,  Mars,  die  Asteroiden,  Jupiter,  Saturn, 
Uranus  und  Xeptun  stets  die  couvexe  Seite.  Bei  den  Kometen  geht  die  Convexität  gegen 
den  Ort  der  Sonne  in  Coucavität  über,  wenn  sie  der  Sonne  näher  kommen,  als  der  Erde. 
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^Vir  wollen  (U-ii  cbcu  nii8j^'i'8|iruclu-iii.'U  Satz  ziiiiilclutt  bowuiiicii  iiuil  iLiiiii  An- 
u'cnduii^uii  von  dunisulben  ncichcn. 

In  Fi^.  &ö  r.fichuen  wir  wiuJer,  wie  iit  Fig.  49  dur  2G.  VorluHun^,  doa  obonc 
Druicck  S 'I'' C  iKt  zweiten  ISeobuclitung  und  die  Verbiudnngaliniu  Qq  zwischen  den 
Si'linittpunkten  der  Seltnen  mit  dem  mitlleien  Itadiuti  vector,  die  dort  yebrauclile  Be- 
/i'iohimng  hO  Weit  liier  unverilndert  beibehaltend.  Ist  nun  S  C"  >  S  1",  d.  h.  i'  ~S>  •?''• 
-o  iNt  nolhwendig  Winkel  SQq  >  Winkel  ST'  C';  <leMn  wilren  lieide  Winkel  eiiiunder 
i^leii'li,  ^o  würde  man  die  Proportion  Laben: 

QT'  :qC'  =  S'J"  :  S  C. 

.\;i.h  der  Voraussetzung,  dass  SC"  >  S'I",  niUssto  also  auch  q  C  ^  QT'  werden ; 
Ukssellie  würde  in  noeli  liühercm  Grade  Blattfiuden,  wenn  gar  der  Winkel  S  Q  q  <i 
Wbikel  S  T'  C'  wäre.  Nun  ist  aber  n:icli  der  Kelution  (Q)  am  Schlüsse  der  ;J1.  Vor- 
lesung: 

^  9" 

&»" 
QT'^.^,, 

ilso  (/ C  <,  Q  T',  so  hinge  r  >■  J{'.  Demnach  muss  Winkel  SQq  in  der  That  grösser 
-fin,  :ils  Winkel  S  T'  C,  wenn  kein  W'iderspruch  mit  den  IJewegungsgcsetzen  entstehen 
-'»11;    und  es  liegt   T"  C'  oder  die  Richtung  des   zweiten   geocentrischen  Ortes    der  Rich- 

ung  T' S,  d.  h.  dem  Ort  der  Sonne  in  der  zweiten  Beobachtung,  näher  als  die  Rich- 
lung  von  Qq  der  letzteren  Richtung  liegt  Qq  zielt  aber  bekanntlich  auf  einen  Punkt 
lies  durch  den  ersten  und  dritten  geocenti-ischeu  Ort  gelegten  grössten  Kreises  und  es 
ist  somit  bewiesen,  dass,  wenn  r'  >  ü',  der  zweite  geocentrische  Ort  und  der  zweite 
Sonneuort  auf  einer  und  dereelben  von  den  beiden  Hemisphären  liegen,  in  welche  die 
Kugel  durch  jenen  Kreis  gctheilt  wird. 

Auf  ganz  dieselbe  Art  i.sl  zu  zeigen,  dass,  wenn  r'  <[  li',  dann  uothwendig  auch 
Winkel  SQq  <i  Winkel  S  T'  C"  sein  muss,  weil  sonst  wieder  ein  mit  der  Gleichung  (Q) 
dir  31.  Vorlesung  unvereinbares  Resultat  erhalten  werden  würde.  Es  müssen  also  in 
■  liesem  Falle  der  zweite  geocentrische  Ort  und  der  zweite  Sonnenort  auf  verechiedeue 
llalbku<'eln  fallen. 


Dl  i'iiiiuldreibsigste    N'orlesun«;. 

.Vinvciidiing  des  Lambert  "sehen  Kriteriiinis  üImm-  die  Entferiuino: 
eines  Gestirns  von  der  Sonne. 

Der  in  der  <i'2.  Vorlesung  bewiesene  Satz  lässt  sich  offenbar  auch  umkehren,  so 
'l:iss  aus  der  Krümmung  des  geocentrischen  I^ufes  eines  Planeten  oder  Kometen  ein 
>chluss,  vorerst  allgemeinerer  Art,  auf  die  Entfernung  des  Körpers  von  der  Sonne  zu 
iehen  ist.  Ob  nach  der  Seite  der  Sonne,  d.  h.  nach  derjenigen  Richtung  hin,  nach 
»elcher  die  Sonne  weniger  als  180"  im  grössten  Kreise  absteht,  die  Ki-Unimuug  concav 
oder  convex  ist,  kann  «lurch  Constniction  auf  einem  Globus  oder  auf  einer  sorgfältiLr 
jizeichneU.'n  Kurte,  in  welche  man  die  geocentrischen  Oerler  einträgt,  am  Sichersten 
il'er  durch   Uechuung  ermittelt  werden. 
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Nach  der  Bezeiclmimg  iu  Fig.  51  der  26.  Vorlesung  und  den  darauf  folgenden 
Gleichungen  ist  zu  entscheiden,  ob  der  Bogen  Sq  <^  oder  grösser  ^  S  C  Nennen  wir 
Aq,  ßo  die  geocenti-ische  Länge  und  Breite  des  Punktes  g,  Grössen,  welche  sich  leicht 
finden  lassen,  so  wü-d: 

sin  ßa  ) 

sin  y' 

sin  ß' 


sin  Sq 
sin  Je'  = 


(H) 


oder  auch: 


tg  Sq 


smy    j 
ig  (^0  —  O') 


cosy 


fg-SC'  =  -'^('' 


OO 


(s) 


cos  y 


Es  wii'd  sich  demnach  hauptsächlich  darum  handeln,  Xq  und  ßo  auf  möglichst  kui'ze 
Weise  zu  bestimmen.  Bezeichnen  wir  die  heUocenti-ißcheu  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Schnittpunktes  der  Sehne  des  Himmelsköi-pers  imd  seines  zweiten  Radius  vector  mit 
To,  i/o,  eoi  <3ie  entsprechenden  Grössen  bei  der  Erde  mit  Xq,  To,  Zo  und  bedienen  uns  der 
Olbers'achen  Annahme,  dass  beide  Sehnen  im  Verhältniss  der  Zwischenzeiten  geschnitten 
werden,  so  haben  wii': 


(T) 


(U) 


Gleichungen,  welche,  wie  gleich  bemerkt  werden  mag,  auch  für  andere  Fundamental- 
ebenen,  als  die  Ekliptik,  ihre  Gültigkeit  behalten,  da  dm-ch  rechtwinklige  Projection  auf 
h'geud  welche  Ebene  das  Verhältniss  der  Theilstücke  einer  Geraden  keine  Aenderung 
erleidet. 

Es  besteht  hiernach  die  Gleichung: 


tgk 


—  ^- i^  _  (<"  —  0  (y  —  r)  +  {f  -f)  jy"  -  r") 


—  Xo 


X, 


('"  -  0  {^  -X)   +   {!'  -  i)  {x"  -  X") 
Substituh-en  wLi-,  hier  die  Ekliptik  als  Fundamentalebene  beibehaltend,  für  .r 
y  —  Y,  x"  —  X",  y"  —  Y"  die  dafür-  bekannten  Ausdrücke : 
X    —  X    =  p   cosA 
y    —  Y    =  Q   si7ik 
x"  —  X"  =  q"  cos  A"  =:  M  Q  cos  A" 
y"  —  r"  =  Q"sinl"  =:  Jf psJMA", 
worin  noch  q  und  q"  die    curth'ten  Distanzen  von  der  Erde    iu    der  ersten   nnd    dritten 
Beobacbtimg  vorstellen,  so  erhalten  wii-: 


1    —  (<*'  ~  0  BinX  +  M  {f  ~  l)  sin  )." 
igK  -  ^^„  _  ^)  «wA  -f-  Jf  (t'  —  t)  cosk"' 
oder  abor,    w<im   wir    mit  KtUk>ii'lit  auf  tltu  Ausdruck    für  .1/   in    den  Fonnc-In    (1)    der 
'«'8.   \'orlo»uiig: 

V  —  ''.>ß'  ""'(^  —  00  —  <nß  ■W>i(A'  —  0') 

lffß"sm(l'—  Q')  —  Ulli' sin  (l"—  ^') ^' 

und  : 

t"  —  e 

^  =  r^rT--^ OV) 

KcUeli  . 

,    ,  si«  A  4-  N  sin  k" 

cos  X  -{-  N  cos  A.  ^    ' 

Aus  Grössen  also,  wl-U-Iic  auf  dein  Woge  der  (}lbeis"><-lii'ii  Miiliodu  lii'yeu,  kann 
A,  auf  die  uüifaolistu  Wt'isu  bfri-chnet  wcrik-n. 

li«  mag  dann  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Grösse  tgy'  mit  der  Grösse  m  am 
ScbbiKsc  der  2G.  Vorlesunrr,  deren  Einführung  Olbers  zur  Abküreung  des  Ausdruckes 
für  .1/  empfiehlt,  identisch  ist. 

Man  sieht  aus  dem  Vorhergebenden,  dass  aus  den  Vorbereitungsgrösson  für  die 
Ülbers'sche  Methode  Sq  und  SC"  mit  leichter  Mühe  und  zwar,  ganz  seltcue  Ausnahmen 
abgerechnet,  nach  den  Formeln  (V),  (W),  (X)  und  (S)  zu  finden  sind.  Findet  sich 
.labei  der  Bogen  SC"  <  Sq,  oder  wenn  SC  grösser  als  ISO^  wäre,  360»  —  SC  <360° 
—  Sg,  so  ist  der  beobachtete  Himmelskörper  in  der  zweiten  Beobachtung  von  der 
Sonne  entfernter  als  die  Erde ;  im  anderen  Falle  ist  er  näher. 

Ein  Beispiel  wü'd  die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  zeigen. 

Aus  den  Zahlen  der  29.  Vorlesung  erhalten  wir: 

logm  =  log  tgy  =  log  ^^^^f^  ^.^  =  9,679974« 
UgN  =  log    >^»(^-0;)-<^    _  0,7.^^451.5, 

woraus  etwas  abweichend,   aber  wegen  der  mit  sechs  Stellen    geführten  Rechnung    auch 
t'twa^  genauer  als  im  Frühereu: 

lugM  =  9,757944 

>ich  ergiebU    Bis  hierher  habeu  wü'  nur  Grössen  gebraucht,  deren   wir  bei  der  Olbers'- 
Bchen  Methode  nothwendig  bedurften.     Es  wird  nun  ferner: 
sin  A  +  ysin  A"         ,,,„„„ 
'"^'^-^o     =^'''cosk  +  Ncosi"  =  '^''''''' 
A,     =  266»  2'  32",3 

loglgSq   =  log  '^^^°  ~  QO  _  0,308152 
"  "    ^  ■>         cos/ 

Sq   =  243»  48'  32",1,  Abstand  des  Punktes  q  von    d.  r 

Sonne  =  11 G»  11'  27",9 

logtgSC'=  log  *^^^'  ~  Q)  =  0,315  549 
cosy 

SC'=  244»  11'  3C",3,         Abstand  des  PunkU's   C  von  der 

Sonne  =  115»  48'  23",7. 

Der  Quadrant  von  Sq  ist  steta  derselbe,  wie  der  von  Ao  —  ©',  ebenso  liegt  S  C 
mit  A'  —  O'  i"  demselben  Quadranten,    wie   schon  bei  verschiedeneu  Gelegcuheiteu  er- 

KHnkrrfuai,  Thcoritlulit  AiUonou.l«.  35 
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wähnt  wurde.  Da  nun  also  hier  der  Abstand  des  Punktes  C'  von  der  Sonne  kleiner 
als  der  der  Richtung  Q  q^  ist,  so  ist  ganz  gewiss  der  Komet  in  der  zweiten  Beobachtung 
von  der  Sonne  entfernter  gewesen  als  die  Erde.  Dieses  sichere  Urtheil  haben  wir  dwch 
Nebenrechnuna;  gewonnen. 


Viei'unddreissigste  Vorlesung. 
Bestiiiimuiig-  der  Entfernung  des  Himmelskörpers  von  der  Sonne. 

IVIit  einem  nur  geringen  Mehraufwande  von  Rechnung  kann  das  oben  angegebene 
Lambert'sche  Kriterium  zu  einer  wirklichen  Bestimmung  von  )•'  vervollkommnet  werden. 
In  den  dahin  führenden  Betrachtungen  -wollen  wir  für  den  Bogen  Sq,  den  kleinsten 
Abstand  des  Punktes  q  von  der  Sonne,  die  Bezeichnung  mit  Xoi  für  das  entsprechende 
SC  das  Zeichen  %'  einführen,  wonach  wir  also  haben: 

tgik—  0') 


tgx' 


cosy 

cosy' 

Feiner  sei  für  die  in  Fig.  55  dargestellten   ebenen  Dreiecke  Sg  =  »"o,  S  C'  =:  r', 
SQ  —  Bo,  ST'  =  B',  Winkel  SC"  T'  =  e,  dann  haben  wii- 

, B'  sin  ST'  C  B'  sin  ■£ 

sin  z  sin  z 

BoSin  SQq  Eo  sin  %!, 


"        sin  [z  —  iSQq  —  S  r  C')]         sin  {z  ^  ^  —  Zo) ' 
also  auch : 

,  ^„         %&"         B'sinx'  Basinxo  \  ,-,■. 

'2r'^  sinz  sin  {z  -\-  X  —  Xo)) 

T?    sin  y 

imd  wenn  für  »'  sein  Werth  -. —  eesetzt  wii'd: 

sin  z      ^ 

&&"  sin  z^      B'  sin  x' -Bp  sin  Xo  _     _     _     /.jx 

2        B'^sinx''^  sinz  sin{z  -\-  x'  —  Xo) 

Die    Seiten    dieser   Gleiclumg    sind  von   der   Ordnung    des  Productes    der   kleineu 

Grössen    &  und  &",    oder    nach    einem   gebräuchlichen   Ausdrucke,    kleine    Grössen    der 

zweiten  Ordnung.     Man   darf    deshalb  die    rechte  Seite  der  Gleichung  mit  einem  Factor 

niultiplicireu,  welcher  von  der  Einheit  um  eine  kleine  Grösse  zweiter  Ordnung  verschieden 

ist,  da  man  dabei  nur  eine  Grösse  der  vierten  Ordnung  vernachlässigt.    Man  multiplicire 

r' 
die  rechte  Seite  mit  dem  Factor  — ,  d.  h.  mit : 

»'ü 

^  S'»Z'   .  sin{z  +  x'  —  Xo) 
Bo  sinx^  sinz  ' 

wodurch  man  erhält : 

d-&"      sinz^      B'^sinx''^        sin  (z  -^  x'  —  Zo)         -R'  sin  x' 

2     iJ'2  sin  x''^         Bo  sin  Xo  sin  z  sin  z  sin  z 
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"■'"^  •  „•„  ,5  ^     Zlf^sinx'*       «•>»(*  +  2!'  — ^)  _  2yi''  »m  z*» 

Sel/.t  iiiaii  xiir  Abkürzung: 


DO  erliHlt  iiinii 


Ito  sin  X., 
Jf  sin  x' 


cos  (x'  -    /n »   -1=0 
«'"(Z'  —  Zo)  ^  ''i 


"'"'  ="  — WW —  +        »9"        ~'^-' 

Winl  codj i  =  X  gesetzt,  80  geht  die  Gleichung  über  in: 

,,     ,      ,,    ^          laJi^sini^    .     2bjr^sinx''  ,,, 

(1   +  X')-"'  =         »y>  +  »y>         ' (•'> 

Iliiraiis  ist  sofort  eine  sehr  einfache  C'onstruction  für  die  reellen  Lösungen  dieser 
Gleichung  zu  erkennen.     Man  zeichne  nämlich  die  durch  die  Gleichung: 

y  =  (I    4-  x>)-% 

vorgestellte  Curve,  was,  da  dieselbe  keinen  veränderlichen  Parameter  enthält,  nur  ciiunal 

für  alle  möglichen  Falle  zu  geschehen  braucht,  und  lege  durch  diese  die  der  Gleichung: 

_  2ali'^sinx''    .    'IbR'^sinx'^ 

entfljtreohcnde  gerade  Linie  hindurch,  deren  Lage  sich  in  jedem  gegebenen  Falle  auf 
da.s  leichteste  bestimmt.  Die  Abscissen  der  Schnittpunkte  werden  die  AVerlhe  von 
cotg e  sein,  welche  die  Gleichung  (4)  befriedigen.     Die  Ordinalen  stellen  sin«'  vor. 

Die  Curve  besteht  aus  zwei  von  einander  getrennten,  zur  Abscissenaxe  symmetrisch 
liegenden  und  die  letztere  zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  habenden  Zweigen;  sie  hat 
also  nothwendig  mindestens  zwei  Schnittpunkte  mit  jeder  gegen  die  Abscissenaxe 
geneigten  Geraden.  Eine  dieser  reellen  Lösungen  entspricht  sehr  nahe  der  Krdbahn, 
liefert  also  r*  =  7f',  d.  h.  r  =  180'  —  j;',  da  doch  auch  die  Erde  ein  in  den  Gesichts- 
oiler  Beobachtungsrichtungen  gelegener  Himmelskörper  ist,  welcher  bei  seiner  Bewegung 
die  zu  Gninde  gelegten  Gesetze  befolgt.  Die  praktisch  iu  Betracht  kommende  Lösung 
ist  in  den  allermeisten  Fällen  leicht  dadurch  zu  erkennen ,  dass  bei  ihr  z  zwar  positiv, 
aber  kleiner  als  180"  —  x'  ausfallen  muss.  In  dem  nicht  seltenen  Falle,  wo  melir  als 
eine  Lösung  dieser  Bedingung  genügt,  gieV)t  es  auch  in  der  Thal  mehr  als  eine  Bahn, 
welche  die  gegebenen  Beobachtungen  darstellt,  und  es  können  daim  nur  weitere  Beob- 
achtungen entscheiden,  welche  Lösung  man  zu  wählen  hat. 

In  den  Ausdrücken  füi*  a  imd  h  kommt  das  Verhältniss    -   -  vor.   Nach  der  in  Vor- 


lesung 32  entwickelten   Relation  haben  wir: 

also: 

■^  =  14-      **" 


Jio 


Ho         ^  2ii'ik ' 

wofür  wir  unter   Viiiiiuliln.-siguiig  v<>n  Gliedenj  höherer  Ordnung: 

1    -f  ^ 

Betc(>n  ddrfiii. 

36« 
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Eine  für  die  Auflösung  durch  Kecbnung  und  Verbesserung  des  durch  Construction 
gefundenen  Werthes  von  z  bequeme  Form  der  oben  entwickelten  Gleichung  erhält  man, 
wenn  man  zwei  Hülfsgrössen  n  und  5  einfühlt. 


Macht  man: 


a  =r  ji  cos  2 
b  ==  }!  sin  q , 


so   gehl  die  Gleichung  (3)  über  in: 

&9"sin. 


.  =  nsin(z  -\-  q) (5) 

Durch  eine  einigermaassen  sorgfältige  Construction  kann  meistens  s  bis  auf  einen 
kleinen  Bruchtheil  eines  Grades  genau  gefunden  werden;  nachher  kann  man  die  Glei- 
chung (ö)  unter  der  Form: 

^'^2E-^Zl'^  =  ^"^^''''"^'+  ^^] 
durch  Anwendung  des  schon   bekannten  Gauss'schen  Kunstgriffes    des  logarithmisch eu 
Incremeuts  leicht  so  genau  auflösen,  wie  man  für  nöthig  hält. 
Es  ist  somit: 

,         Ji'  sin  x 
'■    =  : 

sin  z 

bekannt  und  nach  Vorlesung  30  wird : 


x=]/^AO"-0  =  ^'l/> 


ein  sehr  genäherter  Werth  für  die  in  der  Zeit  i"  —  i  beschriebene  Sehne  sein.  Das 
Ausgehen  von  demselben  bei  der  01b er s 'sehen  Art  der  Hypotheseubildung  oder  ein 
derselben  im  Wesentlichen  gleich  kommendes  Verfahren,  welches  wir-  später  noch  ent- 
wickeln wollen,  führt  dann  bald  zu  definitiven  Wertheu. 

Es  erschien  zweckmässig,  die  obigen  Vorschriften  zur  Bestimmung  von  r'  zu  ent- 
wickeln, sowohl  um  zu  zeigen,  dass  sich  für  die  Bildung  der  ersten  Hypothese  ein  gar 
nicht  beschwerliches  Verfahren  angeben  lässt,  als  auch,  weil  doch  in  einzelnen  Fällen 
auch  das  practische  Gefühl  des  erfahrenen  Rechners  eine  Zeit  lang  vergeblich  nach  einer 
brauchbaren  Näherung  suchen  würde. 

Re  chn  ungsbeispiel   für    die    Bestimmung   von  >•'. 
Am  Schlüsse  der  33.  Vorlesung  fanden  wir: 

360»  —  Sg    =5:0  =  116'>11'27",9 


Da: 


so  ist: 


3600  —  hC  =  %'  =  HS»  48'    4",9 

log&  =  9,083917 
hg&"  =  9,080488 
logB'  =  0,001750 

^og  2^,  =  0,304530, 

H'         ««^o,,,  g  =  —  32»  59' 37",4 

7op— =  0,003144  ,     ^        Q  im  170 

^Ji'o  7o(7»  =  8,101179 

705b  =  7,837213„  _  ö^"  ^no.r^-o 

loga  =  8,024801  '"^  2^^,77=  =  '^^^'^^'- 

log  ig  q  =  9,812412,, 
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«•on:»ch  iluiin  die  niifr.ulfl«ciulo  Glficluing  hcisbt : 

(7,'J'J1Ü62)  sine*  —  (8,101 17ü)  st«  (r  -  32»  59'  37",4) 

'"''  (0,893  773)  sin  e*  =  <i>i  (*  —  32«  69'  37",4). 

Durch  eine  vioretoUigo  Versuchsrcchnuiig  lliuluii  wir,  dass  *  «wischen  42°  und  43«  liogl. 

Für  e  =  42*  hat  man:  Für  js  =  43«  hat  man: 

log  sin  B  =  9,8255  log  sine  =  9,8333 

4  log  sin  e  =  9,3020  4  log  sin  e  =  9,3352 

9,8938  9,8938 

11,1 1)58  9,2290 

logsin  (12"  —  n2^  59'  37",l)  ^  !M94r;  logsin  (43«  —  32«  r.9'37",4)  =  9,2399 

Differenz  =  ^-  0,0012  Differenz  =  —  0,0109 

Alis  lUr  rogiila  falsi  ergiebt  sich  als  Verbesserung  /l z  von  b  in  Minuten: 

_  0,0012  ■  CO  _  0,0012- 60- 10000  _  12-  60  _  720  _    , 

^''  "      0,012 1      ""      0,0121-10000     ~     121      ~  12f  "~     ' 

Nennen  wir  die  Verbesserung  von  e  in  Socunden  x  und  entnehmen  für  jede  Seile 

1er  Gleichung  aus  den  Logarithmentafeln  die  Aeuderung  des  Logarithmus   in  Kiiiheiteii 

lor  leuten  Stelle,  die  der  Aeuderung   von   e   um  1"  entspricht,    so   ergiebl   sich   durch 

echsstoUigo  Uechuung: 

7o</s.-/i42o6'0"=  9,826351  +     2,34  x 

4  log  sin  42«  6'  0"  =  9,305404  -\-    9,36  x 

9,893773 

9,199177  4-     9,3(i:r 

7o.;s;»i(l2«C'0"  —  32»59'37",4)  —  9,199387  +  13,13x 

Für  die  Correction  x  erhalten  wir  demnach  die  Bedingungsgleichung: 

9,199177  -f  0,36 j  —  9,199387  -|-  13,13a; 

—  3,77  X  =  -i-  210 

X  =  —  55", 7 

r  =  42«  6'  0",0  —  55",7  =  42«  5'  4",3 

loqr'  =  log  ^ll!^'  _  0,12992. 
stns 

Da  nun   logd'  =  logl{l"  —  I)  =  9,38323,  so  erhallen  wir  für  die  erste  Hypothese 

bei  logx  den  Näherungswerih: 

logx  =  logd'y  ^  —  9,46878, 

in  der  29.  Vorlesung  erhielten  wir  als  definitiven  Werih: 

logx  =  9,47150. 

Die  Kenntniss  von  r*  giebt  uns  sogar  die  Mittel  an  die  Hand,  Q  und  ij"  ohne  die 
Vcrmitlelung  von  x  zu  finden  und  darauf  hin  die  ganze  Bahnbeslinunung  zu  vollenden. 
Wir  würden  aber  damit  ein  wesentliches  Stück  der  Olbers'schen  Methode,  die  Benutzung 
der  Lamborl'schen  Gleichung,  aufgeben. 

Da,  wie  wir  in  den  vorhergehenden  Entwickelungen  gesehen  haben,  die  erste 
Hypothese  für  die  Versuche  der  Olbers'schen  Methode,  wenn  mau  will,  auf  eine 
»ystomatischo  und  sichere  Weise  gebildet  werden  kann,  so  beschäftigen  wir  uns  im 
Folgenden  mit  der  Verbesserung  der  Hypothesen.  Hierbei  ist,  wie  schon  bemerkt  wurde, 
eine  Transformation  der  Lamberl'schen  Gleichung  für  die  Parabel  von  grossem  Nutzen. 
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F  ü  u  f  u  n  d  d  r  e  i  s  s  i  g  s  t  e   Vorlesung. 

Umformung  der  Lambert' sehen  Gleichung;  Ausdruck  für  das  Ver- 
hältniss  des  Sectors  zum  Dreieck  bei  der  Parabel. 

Durch  Einführung  der  Hülfsgrösse  (p  mittelst  der  Relation: 

«'■»»  f  =  T^V' 

nimmt  die  Lambert 'sehe  Gleichung   für-   die  Parabel  eine  Gestalt   an,   welche  unseren 
Zwecken  sehr  förderlich  ist.     Dieselbe  geht  dadurch  zunächst  über  in: 

6  fc(<"  —  /)  =  (r  +  r'y*  {[1  +  cos  (90»  —  9))]%  —  [1  —  003(90«  —  ^)J'^} 
=  2%(»-  -f  r"P  {cos (45°  —  1/.  (pY  —  sm  (45°  —  V2  9')''}, 
oder,  da: 

cos  (45°  —  1/2  g))-<  —  sw(45«  —  1/2  vY 

=  (cos  (45°  —  1/2  gj)  —  sm  (45°  —  1/2  9)}  (1   +  ^  2  cos  93} 
=  2  cos  45»  .  sin  Vs  fO-  -\-  V2  cos  (p) 
=  2''ss«M  Va  9'(1   +   V2COS93), 
in: 

d]c(t"  —  t)  =  isin^'^cpil  +   y,coscf,){r  +  r"y^ (1) 

Multiplicirt  und  dividirt  man  auf  der  rechten  Seite  mit  cos^/of  uud  bemerkt,  dass: 

2  sin  1/2  (p  cos  '/o  f  ^=  sin  (p  = 

so  erhält  man: 

Glc{i"  ~t)  =  x(r  +  r"Y^'  , 

^  '  ^  cos^liCp 

oder  nach  x  aufgelöst: 

3  cos  1/2  fp      2  fc  {i"  —  t)  ,  , 


2  +  cos  qp      (r  +  r")'^ 
Auf   dieser  Umformung   beruht   die  Cousti'uction   der  Encke 'sehen  HüLfstaiel  für- 
Auflösung  der  Lambert'schen  Gleichung.     Dieselbe  giebt  füi-  das  Ai-gument  -. — V_    j^ 

OC0S^/«W  T,         ■    ^.  •         T  /-i    ■•  3C0S  Vs?'  1    1,         • 

den  Logarithmus  von  - — ; — !^=-i~.     Bezeichnen   wu-   diese  Grosse  - — ; —,    welche    m 

°  2  -\-  cos  q>  2  +  cos  (p 

den  Fällen  der  Praxis  immer  sehr  nahe  gleich   1  bleibt,  mit  dem  Buchstaben  |tt,  so  wird 

die  Sehne  aus  der  Formel: 

2k(t!'  —  t) 

(r  +  r")'«  ^ 

erhalten.  Auf  diese  Weise  reicht  die  in  dem  Anhange  aufgenommene  Tafel  X  aus, 
mit  aller  Bequemlichkeit  x  aus  r  -\-  r"  der  Lambert'schen  Gleichung  gemäss  zu  be- 
stimmen. 

Aus  Gleichung  (1)   erhält  man   noch,   wenn   mau  cos  9  in  1  — ■  2sw\'2  9'^  umsetzt 

sin  Va  fp-'  —  ''2  sin  y,  ip  =  —  3/,  ^^^_^~,^l (3) 
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tiiio  i'ul>inili.    iii.  Kiiuiig,  iltiiti  klfiiiste  positive  Wurael  Jeu  Boyeii  <p  oryiibt.     llicnuit 
i(tt   dann    «uiflcicli    der  Weg   gereigt,    auf    wt-lclii-in    die    Ilülfsgrüiutu   fj    uu.-i  / 

:tl>gvlcit«t  Wfi'don  kann. 

MitU'litt  dvr  llUlfisgröMc  (p  kann  man  aiiub  das  in  violon  Rocliniitii/i  n  <  uf  wichtige 
Kolle  («i'ii'U'nde  Vi-rhÄllniss  den  ]>arabolJtichen  Seclon»  xuin  Dreieck  rwischeu  deuHcllien 
ICailicnvectorcn  auf  eine  sehr  einfache   Weiüe  ausdrücken. 

E»  »ei  jJ  die  doppelte  Dreieckdfläche,  also: 

z/  =  rr"sin{v"  —  v)  =  '2rr"sin\\{v"  —  u)cos'j(w"  —  v). 

Wenn  wieder  v  und  v"  die  wahren  Anomalien  von  r  und  r"  vorstellen. 

liedeutet  2.'  den  doppelten  Sector,  so  können  wir  folgende  Entwickelung  des  Aus- 
druckes für  J  vornehmen: 

.7  r-  ■2]7?''sin\ij(y"  —  v)  ]^-cos\\(y"  —  v) 
\77'  sin  V,  {v"  —  w)  =  i^JT/-y.?^^-  (■-•'■«  '/*  v"  008  'A  V  —  cos  '/a  v"  sin  •/,  »•) 
=  </  (J9  Vi  v"  —  t(jt  .,  v), 
wo  7  den  rerihelabAtoud  bezeichnet.     Femer  ist  nach  Vorlesung  fünf: 
^  =  {{tl/  V,  v"'  —  I;,  V,  v>)  +  (tg  '/,  v"  -  tg  '/,  v)  </ 

^  qitgVtv"  -  f,;';,v)  ('/,<«; ".v"»  +  \»tgy,v"tg^/,v  +  v.ig'Uv^  -i-  i) 

=  3  Ci»  V.  v"  —  /17  '  ,  v)  CA  (1   +  /^  '  ,  v"a)  +  Vs  (1  -I-  <^  1  ,  u-') 
+   '/»(l  +  tg\,v''tgy,v)). 
I'a  nun: 

cos  ^/t  V    cos  ^/i  V  q'  '^  ' 

SO  erhält  man  aus  dem  Vorhergehenden: 

^  =  V  ^'^  '''' ''"  ~  '^ '/'  "^  ^'■"  +  *■  +  ^^^"  ''''* ''''  (""  ~  "^^ 
d  =  '2q {tg  «/,  v"  —  /<;  Vs  v)  yTr" cos  '/, (v"  —  i>). 
Kür  da.i  Quadrat  der  Sehne  haben  wii*  aber  den  Ausdruck: 


f.3lglich 


odc 


X»  =  r"'  +  r»  —  2rr"cos{vf'  —  v) 
=  iy  +  r)»  —  4  r  r"  cos  •  /.,  (v"  —  u)J, 

2  J  rr"  cos  '/,  {v"  —  v)  =  V(r  +  r")*  —  x»  =  (r"  -f  r)  cus  y 

■J         3  cos  9)  3 

2,'  2  -\-  cos<f> 

J  'dcoaq) 


(4) 


Obwohl  diese  Gleichiing  sich  durch  Einfachheit  auszeichnet,  kann  sie  doch  meistens 
iiiit  \  ortheil  durch  eine  Keihencntwickeiiiug  ereetzt  werden,   welche   nach  Polen/.en  von 
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^-^ — jpn^  fortläuft;  denu  der  Winkel  qp  ist  nur  selten  immittelbar  gegeben.     Wir  wollen 

zur  Abkürzunsr   die  Grösse     -■■     , nTTrr  oder  -, — ; ttt^,  •welche  auch  zus-leicli  das  Ai-gu- 

(r  +  r'7''«  (r  +  r")'^  °  ° 

ment  der  vorhin  erwähnten  Eucke' sehen  Hülfstafcl  ist,  mit  dem  Buchstaben  v  bezeichnen 

und  dann  die  Wurzel  der  cubischeu  Gleichung  (3),  d.  h.  sin  Y2  9j  in  eine  nach  Potenzen 

der  Grösse  v  fortlaufende  Reihe  zu  entwickeln  suchen. 

Die  kleiaste  positive  Wui-zel  der  reducirten  cubischeu  Gleichung: 

a;3  3^^x  = — 

existirt  imtur  der  Form: 

X  =  ^r  4-  J5y5  J-   CV^  +  Bv*  +  ■  •  •, 

worin  A,  B,  C,  D  n.  s.  w.  Zahlcnfactoreu  vorstellen,  welche  nach  der  bekannten  Methode 
der  unbestimmten  Coefficienten  zu  ermitteln  sind.  Substituht  man  die  für  x  angenommene 
Reihe  in  a;'  —  V2  ^  nnd  ordnet  nach  Potenzen  von  v,  so  erhält  man : 

,.  +  ...  =  _- 


3Ä 

31? 
2' 

v^  +  (ä^  -^)v^'  +  (SÄ^B  -  - 

das  heisst: 

—  ^  =  —  SAB'  —  3^2  c 

—  ^  =  —  B^  —  GÄBC—  SA'-D 

^^  =  —  3JB2C—  3.4C2  —  6  ABB  —  SA^E 


U. 

s.  w. 

Ä  =  \ 

E=  V. 

B  =  0 

F  =  0 

c  =  y\. 

(^  =  V. 

D    r=    0 

also: 


Man  hat  also  für  sin  V2  fp  ^en  folgenden  Ausdi-uck : 

sin  1/2  9P  =  1, 2  V  -\-  Vio  V'  +  V24  ^'  +  '/s6  »''+••• 
Das  Verhältniss  des  Dreiecks  zum  Sector  hat  man: 

^  ocos  (p      3cos(p  1  —  2  sin  i/j  (p'^ 

2/"  2  -{-  cosq>         3  —  (1  —  cos  9)         1  —  ^3  ^i»  V2  9** 

=  (1  —  2  sin  1/2  9pO  (1  +  '/;i  »'» 'A  9»'  +  Vs  sf«  Vs  9»*  +  V27  st»  Vs  9' 
+  i^si  s'rt  V2  9>*  +  •••)  =  1  —  V3  ^"  Vi  9''  — ■  Vs  S"'  V2  9'* 
—  i«'„  Sin  V2  9''^  —  'Vsi  sin  V2  9*'  —    •  • 
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Siili-liliiirt  iniui    iinn    «loii  Wiilli   xoii  mh '/» T    ""*    obigci-  lUilioiiontwiekfluiig,    eo 
iliiilt  innii  nach  U'icUlcii  KoiliK-iioni'n: 

S:ic\i  tliisiT  in  allen  i.riiklisflicn  l-'üUeu  Bclir  scliiiell  coiivergireiulon  Uiihe  im  im 
AiiliHiif,'  ilio  Tiifcl  XI  conntruiit  wonlcii,  nus  wolclicr  (k-rWciili  von  hij  -^,  ilti-  für  violc 
Kccliuimgi'u  VüU  yiobsci-  UcJcuUnig  ibt,  mit  «lein  Arguinonto: 

2k{t"  —  l) 

'('•  +  •■")•■ 
<  ntnoiniiioii   wriilcii   k;iiin. 


Seclisunddii'issigste  Vorlosimg. 

Sysfemafiscli.'  Vcrlicsscriiiii:-  (Irr   livputliest'ii    in  den  Ycisnclion   znr 
(»llx'rs'si-licii  Mi'tliodc,  (liii'ili  fiii   It('(limmiislM'isi»i('l  (M-liiiilcrt. 

Piircli  dii-  vorlieiütlK-iiiloii  Kiilwickihingtii  luiliuii  wir  uns  die  iiötliigeu  ilülfsmiltel 

verschafft,  um   ohne  Uubequeuilichkeit  zu   einem  angenommenen  oder  gegebenen  AVeilhe 

..>u  r  -\-  r"  die  Sehne  x  zu  berechnen,  welche  die  Lambert'sche  Gleichung  befriedigt, 

iid  da«  Bchou  früher   angegebene  Verfahren  der  Verbesserung  der  Versuchswerlbo   der 

Olbers'schen  Methode  mit  weniger  Arbeit  durchzuführen. 

Ein  Ik-isjiiel  wird  den  G;»ng  einer  solchen   Rechnung  am  Vjesten  erläutern. 

In  der  34.  Vorlesung  ermiltelten  wir,  dass  der  auf  das  Heclinuugsbeispiel  der 
.'0.  Norlesung  bezügliche  Werth  von  log x  nahe  gleich  9,46878  sein  müsse.  Wir  hallen 
!'■(]/  =  0,12'J92  gefunden;  belrachteu  wir  dies  als  Käherungswerth  für  % ',  2  (''  +  ''  j' 
-ilzeu  demnach  loy{r  -\-  r")  ^  0,43083,  so  wird: 

2L('lr-')=     2_i_  =  o,io!,ir,. 

(r  +  r")'«         (r  -[-  r")''. 
Geht   man    mit   diesem  Werthe    r  =  0,10'Jlü    in    die    Kucke 'sehe    Ilülfstafel,   eo 
tindcl  mau : 

lonfi  =  0,0ÜÜ22, 


und  es  ist  nun: 


logx  =  loy  ,—!^„,r  —  ?0'/l,"i(»-  +  »•")!  =  9,469  OG. 


Ferner  ist: 

»»  =  X-  —  A'  =  (0,241  b7)'^;     i(  =  0,24187. 

Mittelst  der  Aubdrücke: 

findet  man: 

\oijr    =  0,13817 
Ugr"  =  0,11178, 

KllnVvrfuai,  Thvortttl^'-h«  Atlmnoml«. 
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Demnach  luit  man  viel  geuälierler  für  die  folgende  Ilypotliese: 

%('•  +  '■")  =  0,420  21 

V  =  0,11091 
hfffi  =  0,00022 
loffx  =  9,47139 

M  =  0,24380, 
woraus  dann  wieder  geuauer; 

logr    =  0,13892 

loffr"  =  0,11067 

%('■  +  »■")  =  0,42605 

V  =  0,11096 
log  II  =  0,00022 
logx  =  9,47144. 

Aus  dem  Gange  der  Zahlen,  die   wir  für  hgx  erhielten,  nämlich: 

9,46906  jjj^  _        0,00233 

9,47139 

,'  .,  ,,  Diff.  =  +  0,00005 

9,4  / 1 44  '       ' 

können  wir  schliessen,  dass  der  definiüvo  Werth  von  /o*/ x  =  9,471 45  sein  wird, 
welcher  nur  fünf  Einheiten  der  letzten  Stelle  von  dem  in  der  29.  Vorlesung  gefundenen 
abweicht. 


Siebenunddreissigste  Vorlesung. 

Yei'besseriin^  des  nach  dem  Olbers'sclien  Princip  i^efniideneu 
ff 
Werthes  von  — .    Kunstffritf  von  Carlini. 

c 

Erste  Bahnbestimmungeu  von  Kometen  pflegt  man  im  Allgemeinen  nicht  aiif  einen 
sehr  hohen  Grad  von  Schärfe  anzulegen;  man  vernachlässigt  auch  meistens  den  Einfluss 
der  Parallaxe  und  der  Aberration,  ohne  die  Gefahr,  eine  brauchbare  Annäherung  zu 
vea-fehlen.  Nur  in  einzelnen  Fällen  kann  diese  Vernachlässigung  für  den  Erfolg  der 
Rechnung,  welche  aus  nur  wenige  Tage  umfassenden  Beobachtungsmaterial  schon  die 
ganze  Individualität  der  von  einem  neuen  Kometen  beschriebenen  Bahn  im  Wesentlichen 
verrathen  soll,  von  grösserer  Bedeutung,  gewissermaassen  verhängnissvoll ,  werden.  Es 
tritt  dies  häufig  dann  ein,  wenn  der  beschriebene  geocentrische  Bogen  sehr  klein  ist, 
und  dennoch  eine  Bahnbestimmuug  gewagt  werden  soll;  in  einem  solchen  Falle  ist  es 
rathsam,  eine  Form  der  Rechnung  zu  wählen,  welche  die  Berücksichtigung  von  AbeiTStion, 
Parallaxe  und  anderer  kleiner  Correctionen  möglichst  erleichtert,  wie  sie  der  Leser  später 
kennen  lernen  wird.  Hiervon  abgesehen,  ist  aber  die  Olbers'sche  Methode  an  und 
für  sich,  soweit  dieselbe  von  der  Voraussetzung  Gebrauch  macht,  dass  die  Sehne  der 
Koraetenbahn  und  die  der  Erdbahn  in  gleichem  Verhältniss  geschnitten  werden,  welche 
Annahme  man  auch  wohl  das  Olbers'sche  Princip  zu  nennen  pflegt,  keine  ganz  strenge. 


|)iT  <l:iiliin-li  l.«j;:iii^«»Mt.<  Fililir  kann  flicnlaii-  l'<  U'>rinUcli  xtrnai.-lilahxi^'l  wtr-ii-n,  lie- 
»ondi'rx,  wi'hii  ilic  Zwiüchi'iiwiU'U  «Kt  lU-ulinclitun^'i-ii  »icli  niclit  Holir  von  «Iit  Gloiclilii  il 
intfeinun.  WeriKii  ilagoyi'n  diese  Intervalle  selir  unjL^leicIi,  oder  wt  die  i^eoccntrincliu 
r>e\vej,'un(i;  den  Kunieteii  8o  Bchwaoli ,  dash  dailnivli  ein  jeder  «on«t  unseliildliclie  Fehler 
eint«  ijrilüJtere  Bedeutung  erlangt,   so  winl  es  ni'itliig,  «neli  den  OlberB'sclicn  Ausdruck 

für  —  oder  M    /.u   verbessern.     Ziendicli    einfach    kann    dies   durch    cbieii    von  C'arlini 

e 

vorgesehlagenen  Kunstgriff,  auf  welelicn  die  foigemlen  ISetrachtungcn  führen,  cTreielil 
werden. 

Es  ist  einleuchtend,  ila««  wir,  »im  den  NWrlh  von  .1/  verbeBsern  zu  kOnnen,  auch 
ein  Merkmal  haben  müssen,  zu  erkennen,  dass  dereelbe  der  Verbessening  bedarf;  dieflcs 
.Merkmal  liegt  in  der  Art,  wie  die  IJeobaohtungen  dargestellt  werden.  Offenbar  werden 
die  äusseren  IJeobaohtungen  nach  dun  Hechnnngen  der  Olbers'schen  Methode  stets 
vollsliindig  dargestellt,  wie  fehlerhaft  auch  das  angenoinineue  ..1/  sein  möge;  damit  aber 
:iuoh  die  mittlere  Beobachtung  vollstiiiidig  durch  die  Kiemente  wiedergegeben  werde, 
'lazu  ist  Zweierlei  erforderlich:  erstlich  müssen  die  Beobachtungen  selbst  einer  para- 
bolischen Blüm  entsprochen,  obwohl  sie  eine  gegebene  Grösse  mehr  enthalten,  als  die 
l'ar.ibel  erfordert;  zweitens  darf  die  Voraussetzung,  auf  welcher  die  Ilerleitung  des 
t)|berh'>chen  M  beruht,  nicht  fehlerhaft  sein.  Ist  diese  zweite  Bedingung  vollständig 
irfülll,  aber  nicht  die  ei-stere,  so  werden  weder  die  geocentrischc  iJlnge  noch  die  Breite 
■  ler  mittleren  Beobachtung  dargestellt,  doch  ist  alsdann  der  aus  den  Elementen  zu  be- 
rechnende Ort  der  zweiten  Beobachtung  noch  ein  Punkt  jenes  grössten  Kreises,  welcher 
ilen  beobachteten  Ort  mit  dem  Sonnenorte  iu  der  zweiten  Beobachtung  verbindet.  Es 
wird  also  dauu  mit  anderen  Worten  die  Grösse: 

.    .  tgß' 

durch  das  aus  den  Elementen  zu  berechnende  A'  und  ß',  welches  wir-  zur  Unterscheidung 
im  Folgenden  mit  l^'  und  ß,,'  bezeichnen  wollen,  genau  wiedergegeben  werden  müssen. 
Dass  alsdann  auch  die  Grösse  M  so  dargestellt  wird,  wie  sie  bei  der  IJechnung  zu 
Grunde  gelegt  wurde,  die  Elemente  also  a  posteriori  das  angenommene  M  bestätigen, 
ist  leicht  einzusehen,  weil  in  dem  Ausdruck  für  die  letztere  Grösse  i.'  und  ß',  nur  so 
weit  sie  iu  m  enthalten  sind,  vorkommen.  Ist  dagegen  das  Olbers'sche  Frincip  wirklich 
fehlerhaft,  so  wml  sich  das  eben  dadurch  \en-athen,  dass  der  aus  den  Elementen  be- 
rechnete Ort  einem  anderen  durch  den  zweiten  Sonueuort  gelegten  Kreise  entspricht, 
als  dem  eben  genanutt^'n,  wonach  denn  also  die  zweite  Beobachtung  selbst  in  dem  Falle, 
dass  sie  genau  einer  l'arabel  cntsjiräche,  nicht  dargestellt  werden  könnte. 

Diese  Betrachtungen  geben  nun  den  von  Carlini  vorgeschlagenen  Kunstgriff  an 
die  Hand,  durch  welchen  man  erreicht,  dass  nach  einer  zweiten  Bestimmung  der  Elemente 
der  durch  den  zweiten  Sonnenort  und  den  schliesslich  berechneten  Ort  gehende  grösste 
Kreis  in  Wirklichkeit  auch  sehr  nahe  durch  den  beobachteten  Ort  geht  und  folglich 
diesen  darstellt,  wenn  dei-selbe  einer  Parabel  entspricht.  Man  wu-d  dies,  wie  leicht 
einzusehen,  dadurch  erreichen,  dass  mau  den  bei  der  ersten  Rechnung  gefundenen 
Unterschied: 

^9  ß'  ^ffßo  ..     ,      ,  -i.     1 

-.      ,,      — >^,^  —  -.  - , ,  ,- jT  ■=  Beoliachtuni'  —  Iveclinuui' 

Sin  {i.'  —  O')        sin  (V  —  O  )  "^ 

als  <ine  Corrcction  betrachtet,  wcKlie  an  dem   NVerlli: 

_  laß' 

'"  ~  sim(A'  — ©')■ 

36* 
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angebracht  werden  muss.  Der  verbesserte  Werth  von  31,  welchen  man  bei  der  Wieder- 
holuug  der  Bahnberechuuug  zu  Grunde  zu  legen  hat,  wii'd  also  auf  einfache  Weise 
daduj-ch  erhalten  werden,  dass  mau  darin : 

III  =  2    .    .■,^— -— TTT .    /,,      ^  ^c-,x  =  Beobachtung  ^  Rechnung 

sin{l'  —  Q')         sm(A'o  —  0')  °  ^ 

setzt.     Ein  Beispiel  wird  hinreichen,  diese  Vorschrift  zu  erläutern. 

Für  den  zweiten  Kometen  des  Jahres  1813  fanden  wii'  die  Elemente: 

T  =  1813,  Mai  19,520  Berl.  Zeit 

H  —  ß,  =  •205»    2'  23" 

^  =     42  40      8 

i  =     98  59      5 

logq  —  0,08468. 

Die  mittlere  Beobachtung  fiel  auf  April   14,54G9;    also   ist  f  —    T  =  —  34,9731. 

75  k 
Die  mittlere  tätliche  Beweguug  ist  ==:  log  motus  niedii  dhinü  9,83311.    In  die  Bar- 

°  g%y2 

ker'sche  Tafel  hat  man  demnach  mit  dem  Logaiüthmus  9,83311  -|-  7o^  34,9731,  d.  h.  mit 
1,37684  einzugehen,  um  die  wahre  Anomalie  v'  zu  finden.     Letztere  ergiebt  sich  gleich 

—  34»  13' 2",  Jogr'  —  loq '^—r„  =  0,12399. 

'      ^  ■    fos  •  2  tl'2 

Das  Argument  der  Breite  n  —  ft   -\-  i^'  wird  demnach: 

205»  2'  23"  —  34»  13'  2"  =  170»  49'  21". 

Setzen  wir  nach  Formeln  der  Vorlesung  Zehn: 

x'    =  r'cos{n  —  Si  -\-  v') 

y'   =  r'  cosisin{n  —  Sl  -\-  v') 

z'    =  r' sin  i  sin  {jt  —  Q)  -\-  v') 

X'  =  E'cos{ö'  —  ft) 

1"  =  B'sinlo'  —  ft), 
so  wird: 

q'  cos  (A'„  —  S1>)  =  x'  +  X' 

q'  sin  (A'o  —  Si)  =  !/'  -\-  r 

Q'  tg  ß'o  =  e'. 

Im  gegenwärtigen  Falle  werden  wii'  auf  folgende  Zahlen  geführt: 

.,'   =  /cos  (170»  49' 21")  =  —  1,31340 

y'   —  /■' cos  (98»  59' 5")  sm  (170«  49' 21")  =  —  0,03314 

g'    =  /■' s/m  (98»  59' 5")  s/h  (170»  49' 21")  =  +  0,20959 

X' =  Ji' cos  341»  58' 37"  =  -f  0,95477 

y  =  U' s/h  341«  58' 37"  =  —  0,31065 

Ä'o—  fl,  =         223»  47' 22" 

A'o  =         266»  27'  30" 

/J'o  =  -f     22»  52' 28" 

Es  sollte  r  =  266»  27' 22",  /3'  =  +  22»  52' 18"  erhalten  werden. 
Legt  man  nun  auf   diesen   für  eine  erste  Bahnbestimmung  sehr  wenig  iu  Betracht 
kommenden  Unterschied  derartiges  Gewicht,   dass   man    die  Bahuberechnung  mit   einem 
verbesserten  M  wiederholen  will,  so  hat  man  zunächst  die  Grösse: 

sm(A'o  —  ©')' 


—     U«5     — 

woli-hf  hiiT  glfii'li  (\47866  gefunden  winl,  ru  borochncn.     Olion  Imtlcn   wir; 

-.  _  1"!^' 

l'  — 

orluiltc'ii.     Iti-i  der  WiiHlurliulung  niflsstc  dcslialb: 

»I  =  —  0,95720    f  0,478 G5  —  —  0,l7Hr.5 

Hiigcnoiiiuicn  iinil  in  die  Formel: 

i'  —  t  '  tgß"   '  ni^itii^k"  —  ü') 
eiuLiesei/l   wirdiii.     l)iirfli  diese  Siibstituüou  wird: 

logM  —  9,75«  ".iß 
und  lial  iliMMn;irli  ^-igfu  die  erste  Kecliniing  eine  C'orrection  von  0,00027  erliticn. 


A  eil  t  II  rnl  il  IC  issigste    Vnrlf^snn  !?. 

J»i»'  licriicksiclitii^uiiii:  der  AluM-ratioii.  (Icr  rarallnxe  und  dt  r 
n<'\\('i:iMii:-  der  AiMiiiiiidcticii  bei  lidliiilic^tiiniiiimir«'!!. 

Schon  im  ii>ion  Ali.solniiiU'  wurde  bewiesen,  dass  in  Folge  der  Al)erralion  ein 
llimmeUkörpcr  unseres  Sonnensystems  bis  auf  eine  in  der  Praxis  völlig  unmerkliclie 
•  Irösse  genau  in  derjenigen  llieUtung  gesehen  wird,  welehe  zu  der  Zeit,  als  das  \inser 
Auge  treffende  Licht  von  dem  Köi-jicr  ausging,  die  llichtung  der  Verbindungslinie 
.wischen  ihm  und  der  Erde  war,  dass  man  demgemäss,  wenn  mau  die  Zeit  der  Beob- 
i.htuug  um  so  viel  vermindert,  als  das  Licht  uöthig  hat,  den  Weg  zwischen  den  beiden 
llimnu'Lskör^ieru  zurückzulegen,  Alles  so  betrachten  kann,  als  sei  die  AbeiTatiou  des 
I.iehles  gar  nicht  vorhanden.  In  der  Kegel  wird  nun  bei  ersten  Bahnbestimmungen, 
lucli  wenn  sie  gar  keine  Kücksicht  auf  die  Aberi-atiou  nehmen,  die  Entfernung  von  der 
Krde  hinreichend  genau  bekannt,  um  bei  einer  Wiederholung  der  Bahubcstimmung  diese 
i'infachsle  Methode  in  Anwemlung  bringen  zu  köimen,  und  so  könnte  man  denn  auch 
bei  der  ersten  Buhubestimnuing  selbst  schon  die  ganze  Rechnung  mit  wegen  Aberration 
\  crbesserten  Beobachtungszeiten  wiederholen.  Ein  solches  Verfahren  würde  aber  die 
-••hr  fühlbare  Unbeijuendichkeit  mit  sich  führen,  diiss  man  für  die  verbesserten  Zeiten 
iiich  diu  Erd-  oder  Sonnencoordinaten  von  Neuem  bestimmen  oder,  den  veränderten 
/.eiten  gemäss,  ebenfalls  comgii-en  müsste,  was  zur  weiteren  Folge  hätte,  dass  sogar 
unter  den  Grössen  der  Vorbereitungsrechuungen  nicht  eine  einzige  Zahl  uugeändert 
Illiebe.  Uieseu  Uebelstaud  kann  man  nun  aber  dadurch  vermeiden,  dass  mau  die  Beob- 
K-htungsrichtuugeu  von  derjenigen  Täuschung,  welche  die  Bewegung  der  Erde  ver- 
imacht,  d.  h.  von  <ler  sogenannten  FLxsteniaberration  befreit.  Sind  dann  t,  t',  t"  die 
Heol^achtungszeiten,  ^,  J\  J"  die  wirklicheu  (nicht  curtirten)  Distanzen  des  Gestirnes 
\<>n  <Ut  Erde,  so  entsprechen  diese  verbesserten  Beobachtungen  den  Richtungen  der 
\  erbiudungülinieii  zwischen  den  Erd<>rtern  der  Zeiten  /,  t',  t"  mit  den  l'laneten-  oder 
Konietenörteru  iler  Zeitcu  t  —  49?j",.'>  -J,  i'  —  496",5  J\  t"  —  498",.'*  -J".  Ua  "<•"  die 
l'ixslernuberration  im  Gegensjitze  zu  der  Planetenaberration  von  der  Entfeniiuig  unab- 
luiuLTiL:    i^• .   so   ändern    sic-li    weder   die    Sounenörter,    noch    die   beobachteten  Oerter  bei 


—     286     — 

solcher  Behandluiigswcise  cler  Aberration,  wenn  um-  immer  den  gefundenen  Abständen 
von  der  Erde  gemäss  die  Zeiten,  welchen  die  heliocentrischeu  Coordinaten  des  beob- 
achteten Himmelskörpers  entsprechen,  verbessert  werden.  Schon  im  ersten  Abschnitte 
haben  wir  gesehen,  dass  die  volle  Wirkung  der  FLssternaberration  in  einen  dnrch  die 
Richtung  der  Erdbewegung  und  die  Richtung  nach  dem  Stern  gelegten  grössten  Kreis 
fällt,  und  dass  sie  stets  beide  Richtungen  um  eine  Grösse  zu  nähern  strebt,  welche  dem 
Producte  aus  der  Erdgeschwindigkeit  mit  dem  Sinus  des  von  beiden  Richtungen  ein- 
geschlosseneu Winkels  proportional  ist.  Bei  der  Aberration  spielt  also  der  Punkt  am 
Himmel,  auf  den  die  Erdbewegung  gerichtet  ist,  eine  ganz  ähnliche  Rolle,  als  bei  der 
Wirkimg  der  Parallaxe  Zenith  oder  Nadu'  des  Beobachtungsortes,  da  die  Parallaxe  den 
Ort  eines  Gesthnes  dem  Nadir  um  eine  Grösse  zu  nähern  strebt,  welche  dem  Producte 
aus  der  Horizontalparallaxc  ibit  dem  Sinus  der  Nadirdistauz  proportional  ist. 

Die  Parallaxe  kann  schon  bei  einer  ersten  Bahnbestimmung  und  ohne  alle  Kenntniss 
der  Abstände  des  Gestirnes  von  der  Erde  und  der  daraus  folgenden  Horizontalparallaxe 
in  aller  Strenge  berücksichtigt  werden.  Man  braucht  zu  dem  Zwecke  nur  anstatt  der 
Coordinaten  des  Erdmittelpunktes  die  des  Beobachtungsortes  in  die  Rechnmig  einzuführen. 
Die  letzteren  findet  man  offenbar  dadurch,  dass  die  auf  den  Erdmittelpunkt  bezogenen 
Coordinaten  des  Beobachtungsortes  zu  den  heliocentrischeu  des  Erdmittelpunktes  addht 
werden.  Wählt  man  den  Aequator  zur  Fundamentalebene,  so  nehmen  die  zu  den  Sonnen- 
coordinaten  hinzuzufügenden  Grössen  sehr  einfache  Gestalt  an,  denn  bezeichnet  man  mit 
s  die  Sternzeit  der  Beobachtung,  mit  tp  die  Polhöhe  des  Ortes  und  mit  n  die  Sounen- 
parallaxe  in  Secimden  (nach  den  neuesten  Bestimmungen  zu  8",80  angenommen),  mit  A', 
Y,  Z  die  unmittelbar  den  Jahrbüchern  zu  entnehmenden  SounencoordLnaten ,  so  sind  für 
die  Bahnbestimmung  die  Grössen: 

als  Sonneucoordinaten  zu  gebrauchen,  um  die  Pai'allaxe  \on  vornherein  zu  berücksichtigen. 
Es  ist  nun  aber  noch  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  diese  coiTigirten  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten der  Sonne  in  Polarcoordinaten  umgesetzt  werden,  z.  B.  in  Rectascension  und 
DeclLnation,  der  durch  die  Sonnenparallaxe  veränderte  Sonnenort  erhalten  wii'd.  Auf  die 
Parallaxe  des  zu  berechnenden  Himmelskörpers  kann  also  in  di'eierlei  Formen  Rücksicht 
genommen  werden:  entweder  corrigirt  mau  die  Sonneucoordinaten  X,  1',  Z  auf  die  oben 
angegebene  Weise,  oder  die  geocentrischeu  Oerter  des  Kometen  (Planeten)  mit  der  aus 
seiner  Distanz  z/  folgenden  Parallaxe,  oder  man  bringt  an  deu  Sonnenort  den  Effect  doi- 
Sonnenparallaxe  an.  Im  letzteren  Falle  muss  jedoch  auch  E  um  eine  von  dem  Cosinus 
der  Zenithdistaiiz  der  Sonne  abhängige  Grösse  vciuiindert  werden,  und  zwar  um  den 
Beti-ag : 

sinn  .  cos  Zenithdistanz, 

wie  sich  leicht  daraus  ergiebt,  dass  die  Sonne  im  Zenith  dem  Beobaehtungsorte  um  den 
Erdhalbmesser,  d.  h.  um  sin  tc,  genähert  ist. 

Bei  einer  scharfen  Bahnbestimmung  muss  auch  noch  auf  die  Bewegung  der  Aequi- 
noctien  von  einer  Beobachtung  zur  anderen  Rücksicht  genommen  imd  auf  ein  festes 
Aequinoctium  reducirt  werden,  wie  wir  iu  Vorlesung  14  gesehen  haben.  Man  wählt  zu 
letzterem  gewöhnlich  das  mittlere  Aequinoctium  vom  Anfange  desjenigen  Jahres,  in 
welchem   der  Komet   in    sein  Perihel   kommt.     Es    ist    bei   den  Astronomen    vorwiegend 


__       Oft?       — 

(iflirniioli  •{«■lilifltL'ti,  ik-ii  Hcliciiiliari'H  Ort  tlur  HcoljHclituiijrvn,  d.  Ii.  den  mit  <lvr  Xututiuii 
und  der  Fix.tt«Tii.ilii'rrali«»n   ln-h:ifti-ti'ii  Ort  :iii/.ugflicn ;  die   Ueductiuia-ii  deiiiiiiieli,  welclic 

iii.H!ter  der  für  l'iiralluxf  nacli  ili-m  Vorlu'r;L;j»-heniK'ii  an/.u\»rin'^on,  werden  nieliUt  Anderen 
-<  in  als  diejeniL;en  (ir<i»sen,  welche  man  nacli  Anj;;aliu  der  ustruuuniisoheii  Jahrltiicliur  an 
•  len  mittleren  Ort  für  den  Jahresanfang  aiij^ejjjehenen  Ort  an/.nliringen  hat,  nni  ilen 
>rheinliaren  /.n  erhalten,  nnr  mit  entj;eL;enj,'e8etztem  Zeichen. 

In  Anhetracht  des  Uinntaiules,  das«  die  weitan«  jjn'issere  Zidil  der  Hedhachtiinguu 
nener  l!ininieli>k<ir|ier  in  der  Form  von  Messnngen  des  Uectasconsions-  nnd  Declinations- 
unlerschieile»  j^egen  einen  sehr  henachharton  Stern  erhalten  werden,  dessen  Kednction 
von»  scheinliareii  anf  den  mittleren  t)rt  bis  anf  eine  äusserst  kleine  Grösse  dieselbe  sein 
\tird,  wie  die  des  /n  bestimmenden  Gestirnes,  wird  man  sich  ausserordentlich  häutig 
(rlau)>en  dürfen,  tler  liechnuni;  ganz  einfach  diejenigen  Positionen  zu  Grunde  zu  legen, 
welche  ilnrch  Anbringimg  des  beobachteten  Hectascensions-  und  DcclLnationsuntei-schiedes 
an  den  mittleren  Ort  des  Vergleichsternes  erhalten  werden.  Nur,  wenn  der  letztere 
nicht  ganz  lienachbart  war,  wie  wohl  b»'i  Meridianbeoljachtungen  vorzukommen  pflegt, 
winl  man  zu  einer  Ausnahme  geniithigt  sein,  d.  h.  die  Reduction  des  Vergleic-hssternes 
und  die  lies  Heobachtungsobjectes  verschieden  setzen  müssen.  Die  so  behandelten  ISeob- 
Hchtungen  geben,  wenn  man  noch  ausserdem  auf  angegebene  Art  die  l'arallaxe  l>erück- 

M-htigt,  die  nahnelemente,  bezogen  auf  das  mittlere  Aei|ninoctium  des  Jahresanfanges, 
.il>o  genide  «las.  was  man  haben  will.  Man  kann  dann  sogar  mit  diesen  festen  Elementen 
die  Ei>hemeride  berechnen;  nnr  mnss  nn»n,  wenn  sie  auf  das  Aequinoctium  des  Tages 
Ix'zogen  untl  auf  die  gi-wöhnliche,  ilem  Leser  schon  bekannte  Art  mit  den  Heobachtungen 

•  rgleichljar  sein  soll,  an  die  Oerter  der  K|>heineridc  noch  die  Keductiou  vom  mittleren 

;f   den    scheinbai-eu    Ort,    wie    ihn    die  Jahrbücher    geben,    jedoch    mit  Ausschluss    der 

'Nieder  für  die  Fixsteriuiberration,  anbringen. 

Diese  letztere  Form  der  Ephemeridenrechnung,  bei  welcher  man  ein  unveränder- 
liches System  Gauss'scher  Coustantcn  anwemleu  kann,   empfiehlt   sich    M>r    doni  früher 

I  klärten  durch  grössere  ]ici|uemlichkeit  und   l'ebersichtliohkeit. 


N  e  II  n  u  n  (1  il  r  0  i  s  s  i  g s  t  e  V  o  r  1  o  s  u  n  g. 
llir    (»1  lirr^'^rlic     Mfllludf     \"\\v    (Im      \r(|ll;l|nl-    ;|N     l'lllMlillllcllla  Iflicllf 

iiiiii:<'lnriiit. 

Die  jetzige  Einrichtung  der  Jahrbücher  kommt,  wie  schon  an  anderer  Stelle  be- 
merkt wunle,  dem  Gebrauche  iles  Aequators  als  Fnndamentalebene  so  sehr  entgegen, 
dass  ilie  Ekliptik  einen  grossen  Tlieil  ihrer  liecpi«  lulichkeit  verloren  hat.  Wo  die  Ekliptik 
ohne  Weiteres  den  Vortheil  bietet,  durch  das  NuUwerdcn  der  /-Coordinate  des  Sonnen- 
ortes die  Formeln  zu  vereinfachen,  scheint  sich  allerdings  auch  bei  der  jetzigen  Ein- 
richtung cler  Jahrbücher  die  Verwandlung  der  Heobachtungeu  in  Dinge  und  Breite  noch 
zu  lolinen.  In  Strenge  besteht  aber  jener  Vortheil  fast  niemals,  wegen  der  Sonnenbreite, 
welche  nach  der  positiven  sowohl  als  der  negativen  Seite  ganz  nahe  1"  erreichen  kann, 
nnd  ausserdem,  wie  wir  wissen,  ufgen  der  Parallaxe.  Nur  wo  man  diese  C'orrectionen 
vernachlässigen    will,    imd    dies    ist   allerdings    bei    urotcu    liestimmuugon    in    der   Kegel 
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erlaubt,  dürfte  sich  die  Ekliptik  imbediugt  empfehlen;  für  scharfe  Rechüuugeu  und  die- 
jenigen besonderen  Fälle  dagegen,  wo  schon  auf  die  erste  Bestimmung  ein  höherer 
Grad  von  Sorgfalt  und  Genauigkeit  zu  verwenden  ist,  scheint  der  Aequator  als  Funda- 
mentalebeue  mehr  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  als  ihm  bis  jetzt,  trotz  der  sehi-  zu 
seinen  Gunsten  veränderten  Einrichtung  der  astronomischen  Jahi-büoher,  zu  TheU  ge- 
worden ist.  Hierher  ist  besonders  zu  rechnen,  dass  die  Jalu-bücher  jetzt  auch  die  Sounen- 
coordinateu  für  das  mittlere  Aequinöctium  des  Jalu-esaufangs  geben. 

Man  könnte  vielleicht  zu  Gunsten  der  Ekliptik  noch  geltend  macheu ,  dass  doch 
schliesslich  die  Bahuelemente  auf  dieselbe  bezogen  zu  werden  pflegen,  wogegen  wieder 
zu  bemerken  sein  würde,  dass  man  für  den  doch  vorwiegend  wichtigen  Zweck  der 
Ephemeridenberechnung  der  Gauss'schen  Constanteu  für  den  Aequator  bedarf,  und 
dass  es  ebenso  leicht  ist,  die  Elemente  für  die  Ekliptik  aus  den  Gauss'schen  Con- 
stanteu, wie  diese  aus  jenen  zu  berechnen.  Nur  besteht  hier  auch  noch  für  den  Aequator 
der  Vortheil,  dass  sich  aus  den  Zahlen  einer  mit  dieser  Fundamentalebene  ausgeführten 
Bahnbestimmxmg  sofort  auch  die  Gauss'schen  Constauten  ergeben,  während  mau  im 
anderen  Falle  erst  von  den  m'sprünglich  immer  auf  den  Aequator  bezogenen  Beob- 
achtungen durch  Verwandlung  der-  Rectascensionen  und  Declinationen  in  Längen  und 
Breiten  auf  die  Ekliptik  und  von  dieser  schliesslich  wieder  auf  den  Aequator  zurück- 
gehen muss. 

Aus  den  eben  augeführten  Gründen  wollen  wir  denn  die  Ekliptik  hier  nicht  in 
dem  Grade  bevorzugen,  wie  es  in  den  meisten  Schriften  dieser  Ai-t  zu  geschehen  pflegt, 
und  demnach  untersuchen,  wie  sich  die  Olbers'sche  Methode  für  den  Aequator  als 
Fundaraentalebene  gestaltet. 

Die  Hauptaufgabe  wird  hier  darin  bestehen,  das  Terlüiltniss  —  oder  das  Olbers'sche 

Q 
M  möglichst  unmittelbar  durch  Rectascensionen  und  Declinationen  auszudi-ücken,  was  wir 
aber  jetzt  auf  eine  andere  und  allgemeiner  anwendbare  Art  thun  woUen,  als  fi-üher.  In 
der  2ß.  Vorlesung  kam  es  uns  vor  Allem  darauf  an,  die  Kenntuiss  jenes  Verhältnisses 
als  nahe  und  fast  unmittelbare  Folge  des  01b er s 'sehen  PrLncips  darziücgen.  Zu  unserem 
jetzigen  Zwecke  können  wir  an  die  Bemerkmig  anknüpfen,  dass  für  irgend  drei  Bogen 
A,  B  und  C  folgende  identische  Gleichimgen: 

sni(B  — •  A)sin  G  -\-  sin{C  —  B)sinA  -f-  sin{Ä  —  C)sinB  =  0 
sin[B  —  A)  cos  C  -f-  shi^C  —  B)cosA  -]-  sin{A  —  C)cosB  =  0 
existiren,  wovon  man  sich  sehr  leicht  durch  Auflösung  der  Klammern  überzeugt.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  doppelte  Dreiecksfläche  z-wischen  den  Radienvectoren  /  und  »•", 
d.  h.  die  Grösse  r'  r"  sin  (v"  —  w')  mit  w,  die  doi)pelte  Dreiecksfläche  zwischen  r  mid  r', 
d.  h.  r  r' sin  {v' — ■  v)  mit  n",  r  r"  sin  (y" — ■  v)  mit  w',  und  berücksichtigen,  dass  auf 
irgend  Avelche  durch  die  Sonne  gelegte  Fundameutalebene  bezogen,  die  rechtwinkligen 
heliocentrischen  CoordLuaten  .r,  y,  «,  x',  y',  z\  x",  y",  s"  diu-ch  die  Formeln: 

X  ^  a'  r  sin  {A'  ^  v)         x'  =  a!  r'  sin  {A'  -{-  v')         x"  =  a'  r"  sin  {A'  +  v") 
y  =  h'  r  sin  {B'  -\-  v)         2/'  =  &'  >"'  sin  (B'  -f  v')         y"  =  h'  r"  sin  (B'  -\-  v") 
z  ^=  c'  r  sin(C'  -{-  v)         /  =  c'  r'  sin(C'  -\-  v')         z"  =  c'  r" sin(C'  +  v") 
erhalten  werden,  so  ist  nach  obigen  Identitäten: 

ii'a;'  =  MX  +  «"x" 
»i' 2/'  =  ny  -\-  n" y" 
n' z'  =  HZ  -\-  n" z" 

oder,   ^^■enn  —j-  =  c,—j  =  c"  zur  Abkürzung  gesetzt  werden: 
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x'  —  ex  -\-  c"*"  1 

y'  —  cjf   ir  c"y"  .  (1) 

:'  —  cg  t  r" :"  \ 
I.«.t/t«Tc  (ili'i<'liuiii:i'ii  liilili-ii  ik'ii  AiiBpiii^it|iuiikt  hilii-  vii-li-r  liiurlicT  oiiihi-libijffiuliT 
l'iit«'i>iiicliiiiiir«'ii,  SK  aiifli  ilor  lins  jetzt  vorIii'i;i-iiil('ii  .\iifj.'!ilii'.  l(<-ik'iitc-ii  iiiliiilich  «,  a', 
«"  ilii-  ilri'i  Id'nliacliti'toii  Hl•l•tas<•^•ll^i<>llc•ll,  d,  d',  b"  clio  I)i-cliiiatiiiiiL>ii,  X,  1',  /,  A",  )", 
y.\  \",  }'",  /"  «lii-  /.iiiri'liiiriircii  Siiiiiii'nciinrdiiiatcii,  au«  iIi>ik-ii  «lau  Vcrliältniss  <1it  für 
ili'ii  Aci|iiat<ir  rtirtirti'ii  Al>>täii.lr  p  iiihI  p"  j^cfuinli-n  wertlcii  soll,  so  lialit-ii  wir  /iiniU-list 
ili»'   lnkaiinltii   (ilcii-liiiiiL'iii  : 

)  ' 
«    T   A 

'     —  aev  «'  /(/  d' 
c"l<r,   iiai-li  ilfiii   (  H)i'_'iii : 

cy  -t  c"y"  +  y      .    , 

'^'->-^:c^^;=-«'.M' ,3) 

ex  -^  r  X    -]-  X 

Mriickl  man   liii-r  nun  noch  x,  x",  ;/,  y",  r,  :"  iliiicli   y   und   (»"  aus,  «la: 

X  —  qcostt  —  X  x"  =^  q" cogu"  — ■  X" 
1/  ^—-  Q  sin «  —  r  y"  =--  q"  sin  u"  —  1'" 
r  —   Q  ty  ö  '/.         z"  r^  9"  ///  Ä"  /", 

so    erhält    man    ans    (2)    und    (3)    zwei  Gleiebiiugen    zwischen    p   und   p".     Setzt  mau  zur 

Ahkür/iini:: 

J/  =;  (X  si«  «'  —  r  cos  o')  .  coscc  («"  —  «') 
.1/'  r=  (X'  s/wa'  —  r'  cosa')  .  cosec(a"  —  «') 
^t"  =  (X"sinu'  —  Y"cosu')  .  cosec(u"  —  a'), 

>'">  geht  Gleiehnng  (2)  in  die  folgende  über: 

^  sin  (a  —  «  ) 

l>ir  (ileirjiunij  (3)  kann  man  eine  ganz  analoge  Gestalt  geben;  setzt  man: 
A   —  X   Iy6'  —  y,   c»su' 
A'  =  X'  IgÖ'  —  Z'  rosa' 
iY"=  X"tyd'  —  Z"cosa\ 
^0  hat  man: 

(nistt'liiö"  —  ras tt"  tji  d' )  c"  q"  =  A"  —  Nc  —  A"'t"  —  (rosu'tgS  —  ras  « /</ d')  c  p    (5) 

Aus  diesen    beiden  (Jleiebuiigen   (4)    und  (5)    könnte    mau    nun    die  Grösse  c"  eliminiren, 

c  n 

in   der  Weise,   dass    die    daraus    resiiltirende  Gleichniii;    nur    das  Verbältniss  -tt  oder  —r. 

'  "  CM 

:ds  einzigen  nieht  in  aller  Strenge  bekannten  Factor  von  p  eiitbielto.  Erlaubten  wir  uns 
nun  aiieh  hier,  dieses  Verbältniss  der  Dreiecksflächen  für  die  Erde  und  für  den  Kometen 
L'leieb  gross  zu  setzen,  so  kämen  wir  auf  einen  für  jede  beliebige  Fiindamentilebene 
.'ultigen  aiiid  brauchbaren  Ausdruck.  Da  nun  aber  hier  die  X,  Y,  7.  11.  s.  w.  wegen  der 
in  voriger  Vorlesung  angegebenen  IJerücksichtigung  der  Parallaxe  nicht  mehr  den  Punkten 
einer  Planetenbahn  ents|u-echen ,  indem  sie  sich  nicht  auf  den  Erdmittelpunkt  beziehen, 
-■>  würden  wir  hier  mit  iVnwendung  des  Olbers 'sehen  Princips  ohne  C'orrection  eine 
'iicon8ei|uenz  begehen.    Deshalb  müssen  wir,  wenn  sieh  die  Berücksichtigung  der  Parallaxe 

Klliikerfuei,    Tlirntdiichc  Atlrniiomlc.  37 
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imd  der  Aberration   vollständig   lohnend   zeigen    soll,   der  Gleichung  zwischen   p  und  p" 
eine  grössere  Genauigkeit  geben,  als  in  der  01b er s' sehen  Annahme  enthalten  ist. 

Vorläufig  aber  machen  väv  hier  von  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  unmittelbar  (tb- 
braueh;  von  der  ersteren,  wenn  die  Rectascension  des  Kometen  sich  stärker  ändert,  als 
die  Declination,  von  der  letzteren,  wenn  das  Gegentheil  der  Fall  ist.  Weiter  unten 
werden  wir  aus  (ö)  eine  (ileiehung  ableiten,  welche  vollkommen  streng  den  Olbers'sehen 

Ausdruck  für  ^i—  als  si>eciellen  Fall  eutliält. 
P 
Um   in    den   genannten    Gleichungen    c   und   c"    auf    eine    vortlieilhaftc   Weise    aus- 
zudrücken, führen  wir  die  Verhältnisse  des  Sectors  zum  Dreieck  ein. 

I^reieck 

Bezeichnet  man  das  dem  Zeitinter\:dle  t"  —  t'  entsiirechende  Verhältuiss  — — r— 

Ausschnitt 

mit  rj,    das    dem  Intervalle  /'  —  t    entsprecliende    mit  r]'\    das   für  /"  —  f   mit   jj',    so  ist 

offenbar :  _ 

;/     =  /.-  (/"  —  /')»?    ■]l 
n"  =  lc(i'   —  O'/'-V/; 


üemuach : 


f"  —  t'       t}    Q  Yj 

'        ?'  —  f  '  i/       W^' 

t"  —  f      ij'  »'  r]' 

Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  (4)  und  (.ö)  in  die  folgeudou  über: 

Q"  =  M'  ^X-  Mp,-  M"  -'^!^^p,.  ,  .     .     .     .     (6) 


(cosu'fnö"  —  cot:u"  f(iö')Q"  =  V'  ^,r~„  —  A'^,7-77  —  N' 
—  (cosk'  fqS  —  cosoclnö')  ^rr,—  ,,  ■  9 


(') 


welche  völlig  streng  sind,  aber  auch  die  nicht  völlig  bekannten  Grössen  rj,  tj',  tj"  ent- 
halten. Aus  unseren  Eutwickelungen  in  der  35.  Vorlesung,  speciell  der  Gleichung  oder 
Reihenentwickeluug  (5)  geht  hervor,  dass  rj  von  r'  -\-  r",  tj'  von  r  +  r",  rj"  von  r  -\-  r' 
abhängig  ist  und  sofort  bekannt  wird.,  sobald  es  diese  Summen  werden.  Zu  bemerken 
ist,  dass  die  Verhältnisse  ij,  rj',  rj"  nur  um  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  von  der 
Einheit  verschieden  sind,  durch  welchen  Umstand  es  ermöglicht  wird,  wenn  man  will, 
das  unten  zu  beschreibende  Verfahren  der  successiveu  Verbesserung  schon  während 
der  systematischen  Versuche  für  die  q  und  p",  welche  die  Olbers'sche  Methode  vor- 
schreibt, durchzuführen,  im  Gegensatze  zu  der  Verbesserung  des  Olbers'sehen  M  nach 
ausgeführter  Bahubestimmung.  Zugleich  erhält  man  Gelegenheit,  an  die  Zeiten  die 
Verbesserung  wegen  der  Aberration  anzubringen. 

Dass  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  überhaupt  auch  zur  Verbesserung  des  Olbers'- 
sehen Verhältnisses  gut  gebraucht  werden  können,  liegt  auf  der  Hand;  wir  wollen  es 
aber  hier  doch  noch  an  dem  früher  behandelten  M  des  zweiten  Kometen  von  1813 
erläutern.  Wo  die  beobachteten  geoceutrischeu  Längen  imd  Breiten  gebraucht  werden, 
wird  zur  Anwendung  von  (6)  etwas  einfacher: 

JI   =  R   sin  (A'  —  0  )  coscc  (A"  —  A') 

J/'  =  E'  sin  (A'  —  0')  cosec{l"  —  A') 

M"  =  K"  sin  (A'  —  0")  cosec  (A"  —  A'j, 
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iiiul    Wenn   wir  (Tj  aiiwomlcn   wolli*n: 

y  =z  K  tgßf  cos  O 
N'  =  m  tgßf  cosQ' 
H"—  If'lgß'  eo$Q". 

Kür  •law  in  Kolc  slclii-nde  UuiBiiiel  ge8talu.<t  «ich  ilii-  AufBtviluug  der  Gliiuhiing  (G) 
wie  folgt: 

Es  wird: 

logM    T=  0,745  55 

JogM'  =  0,72240 

logM"=  0,69108 

Funicr  ist  nach  früher  gefülirter  liechnung: 

r    —  1,37708 

W  =  1,33042 

r"  ^  1,29027; 

2  0 
da  null    .  ,  ,.,    ^^  0,057191,  wi'lche  letztere  Zahl  für  v  in  die  Reihenoutwickelung  (5) 

•  lor  35.  Vorlesung  gesetzt  werden  inuss,  um  tj  zu  erhalten,  so  ergiebt  sich: 

rj  z=  0,99891,         logt]  =  9,99953, 

was  auch  der  Tafel  XI  im  Anhange  entnommen  werden  kann. 
Ebenso  findet  sich: 

T]'  =  0,99587,         hgri'  =  9,99820, 

,/'  =  0,99903,  hfl  i]"  =  9,99958, 
.Uo,  .la:  log»  —  9,08392,     log»'  =-  9,38323,     \og%"  =  9,08049, 

7o9»jj      =  9,08345 
\og%'y^    =  9,38143 
}og%"r^'  =  9,08007, 
wird  die  numerisch  ausgedrückte  Gleichung  (6): 

e"  =  0,04278  +  0,50509  .  g. 

Wir   hatten    früher   gefunden,   dass   log Q   sehr  nahe  gleich  9,80366    sei;    nach    der 
lieu  aufgetttellteu  lielatiou  gehört  dazu: 

logg"  =  9,56130, 

also  ibt  hiernach  der  verbesserte  Logarithmus  des  Ülbers'scheu  M  =  9,75764. 

Die  l'ebereinstimmiing  der  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (7)  folgenden  Kelulioncu 
/wischen  p"  und  (f  mit  der  nach  der  Carli  ni'schen  Verbesserungsmelliodc  folgenden 
int  davon  abhängig,  ob  die  iJinge  und  die  Breite  der  zweiten  Beobachtung  einer  und 
derselben  Parabel  entsprechen.  Wenu  wir  die  Gleichung  (7)  zur  Aufstellung  jener 
Ki'lation  bcniitcen  wollen,  was  hier  in  Anbetracht  der  grösseren  Bewegung  iu  Breite 
das  GciiaiuTe  ist,  so  bekommen  wir: 

logN    =  9,60476 

logy  =  9,58541 

logy"  =  9,55840 

log  {cos  X'  Ujji"  —   cosk"lgß')  t=  S,9.VJ15 

log^cotk'tgß     —  coaXtgß')    =  S,640GI, 

ST» 
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und  endlich: 

()"  =  0,03638  -f  0,51504  p; 

dem  Werthe  logg  =  9,80366  entsprictt  hiernacli  logg"  =  9,56122;  folglich  ergieht 
sich  aus  Gleichung  (5)  der  Logarithmus  des  Olbers'schen  M  =  9,75756'). 

Nach  dieser  Abschweifung  über  die  Verbesserung  des  Verhältnisses  —  kehren  wir 

Q 
zu    unserem  Hauptthenia,   der   strengen  Bestimmung   einer  Kometenbahn    aus   di'ei    voll- 
ständigen Beobachtungen,  welche  in  Rectascension  und  Declination  gegeben  sein  sollen, 
zurück. 

Es  lässt  sich  zu  dem  Zwecke  folgender  Gang  der  Rechnung  vorschlagen. 

Man  macht  zuerst  eine  Annahme  über  p,  welche  dem  Werthe  r  =  1  entspricht, 
setzt  gleichzeitig  für  die  Berechnung  von  rj,  rj' ,  rj"  r  =  1,  r'  ^  1,  r"  =  1,  und  be- 
stimmt das  zu  Q  gehörige  p"  entweder  nach  der  Formel  (6)  oder  nach  (7),  je  nachdem 
der  Gebrauch  der  Rectascensionen,  oder  der  der  Declinatiouen  eine  grössere  Genauigkeit 
verspricht.  Aus  p"  ergiebt  sich  dann  auf  einfache  Weise  r"  und  nach  der  Encke'schen 
Hülfstafel  die  zu  p  und  p",  oder  r  und  r"  gehörige  Sehne  x.  Darauf  berechnet  man 
die  heliocentrische  Bewegmig  (v"  —  f),  deren  Cosinus  wir  in  der  18.  Vorlesung  mit 
{rr")  bezeichnet  haben.  Die  Gleichungen  (4)  oder  (5)  der  genannten  Vorlesung,  d.  h. 
die  Gleichung: 

(rr")rr"  =  {RH")  RB"  +  (Rg")  Rq"  +  {R"  q)  R"  g   +   (g  g")  p  p", 

mit  Beibehaltung  der  dort  eingeführten  Bezeichnung  geschrieben,  liefert  hier  mit  aller 
nur  zu  wünschenden  Schärfe  das  Product  der  Radienvectoren  r r' ,  da  das  gegen  die 
Anwendung  derselben  bei  kleiner  geocentrischer  Bewegimg  geäusserte  Bedenken  jetzt 
wegfällt.  Denn  man  kann  nun  nicht  mehi-,  wie  fi-üher  der  Fall  war,  das  Beobachtungs- 
material merklich  ändern,  ohne  auch  auf  das  Resultat  füi'  r  r"  erheblich  einzuwii-ken. 

Den  60  gefundenen  Logarithmus  des  rr"  zieht  man  von  demjenigen,  welcher  der 
Hypothese  füi-  p  und  p"  entspricht,  ab;  die  ganze  Differenz  betrachtet  man  als  die  an 
den  angenommenen  \ogr  anzubringende  Verbesserung.  Sollte  dieselbe  zufälligerweise 
schon  bei  dem  ersten  Versuche  klein  ausfallen,  so  lohnt  sich  die  Mühe,  gleich  auch  r' 
aus  der  Formel: 

,-'2  =  a:'2  +  y2  +  /2  =  (ex  +  c"a^")=  +  (cy  +  c"  y'J  +  (cz  +  c"/')^ 

und  hieraus  dann  noch  g'  zu  berechnen.  Die  di-ei  Abstände  von  der  Ei-de  gsecS, 
g'sccd',  g" secb"  dienen  dann  dazu,  die  Beobachtungszeiten  wegen  der  Aberration  zu 
corrigii-en;  die  r,  /,  r"  ergeben  mit  gesteigerter  Schärfe  jj,  rf,  rf'  und  ermöglichen  auch, 
eine  genauere  Relation  zwischen  p  und  g"  für  die  weiteren  Versuche  in  Anwendung 
zu  bringen. 

Zeigt  sich  hingegen  der  erste  Versuch,  indem  sich  aus  Gleichimg  (5)  der  18.  Vor- 
lesung ein  ganz  anderes  r  r"  ergiebt,  als  den  zu  Grunde  gelegten  Werthen  entspricht, 
noch  sehr-  von  der  Wahrheit  entfernt,  so  wird  man  sich  erlauben,  die  Correction  wegen 
Aben-ation  noch  zu  unterlassen,  und  für  die  eine  Berechnung  von  ?;,  ij',  Jj",  r*  =  Vs  (*■  +  ''") 
zu  setzen.  Sollten  die  beiden  Z'nischeuzeiten  sich  aber  hierfür'  zu  weit  von  der  Gleich- 
heit entfernen,  so  interpolii-e  man  r'  im  Verhältniss  der  Zwischenzeiten,  setze  demnach: 


')  Im  Uerliner  Jahrbuche  von  1833  findet  Enoke  nach  ebenfalls  beinahe  strengen  Formeln 
in  diesem  Falle  einmal  loij  M  =  9,75863,  ein  anderes  Mal  1o(j  21  =  9,75824 ,  welcher  letztere  Werth 
mit  dem  nach  der  Carlini'schen  Verbesserimgsmethode  gefundenen  ^oji  ü/ =  9,75826  fast  ganz  über- 
einkommt.   Die  Unterschiede  sind  bei  einer  mit  fünl'  Stellen  geführten  Rechnung  zu  erwarten. 
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Diener  leUtore  Ausdruck  wird  Mich  bilufig  aiirh  währt-iid  der  gaiizon  Rfohnung 
\üllHUkiidig  geuUgeiid  orwoiiti'ii. 

l'j-scheint  die  Zwoidvutigkcit,  wi-lclii-  dur  lit-HÜminuug  von  (f  au8  r,  odor  von  q" 
auD  r"  aidi!tfu-t,  »türeiid,  bo  wird  mau  08  voreiohcn,  dio  obige  Gleichung  (6)  in  Be- 
zii-hung  auf  p  p"  aufzulösen,  und  den  dafür  gefundenen  Werlh  mit  dem  l'roducte  der 
angenoiniiu'iieu  Werllio  zu  vergleichen.  Im  Uebrigen  bleibt  der  Gang  der  Itechnung 
wie  beHchrieben  wurde.  Der  Leser  darf  bei  der  Gleichung  (5)  aus  Vorlesung  18  nicht 
übcr»ehen,  <.\vu<»  darin  Q  und  q"  die  wirklichen,  nicht  curtirlen  Abstände  bedeuten. 

In  den  meisten  Fällen  wird  man  bei  der  oben  beschriebenen  Art,  bei  welcher  dio 
Verbesserung  des  Olbers'sohen  VerhiiltnisseB  mit  der  Auflösung  der  Lambert'schen 
(ileichung  vereinigt  wird,  ziemlieh  schnell  definitive  Werthc  bekommen;  übrigens  sind 
die  Formeln  dieser  und  der  folgenden  Vorlesung  mehr  für  einen  Noth-  und  Ausnahtne- 
fnll  der  Olbers'sohen  Methode  geeignet,  uml  ausserdem  hier  als  Vorbereitungen  zu 
einer  weit  vollkommeneren  Form  zu  betrachten. 


Vierzigste   Vorlesung. 

Zusiinmieiistt'lluiio;  der  Formobi  für  eine  auf  den  Aequalor 
bezielieiide  Koractonbahnberechiiuiio;. 


zu 


Es  seien : 

«,  «',  a."  die  zu  den  Zeiten  t,  t',  t"  gehörigen,  von  der  bekannten  Rednction  vom 
niittliTen  Aequinoctiuni  des  Jahresanfanges  auf  das  scheiubai-e  Aequinoctium  wieder 
befreiten  Heetascension,  ö,  ö',  ö"  die  auf  eben  solche  Ai't  bchaudcltcn  Decliuatiouen 
des  Gestirns,  X,  Y,  Z,  X',  Y',  Z^,  X",  Y",  Z"  die  zugehörigen,  auf  das  mittlere  Aequi- 
noctium des  Jahresanfanges  bezogenen,  wegen  der  Lage  des  Beobachtungsortes  ver- 
besserten Sonnencoordinateu.  Um  daraus  die  helioeentrischen  Coordinaten  des  Gestinis, 
bezogen  auf  das  genannte  mittlere  Aequinoctium,  mit  aller  Schärfe  zu  finden,  hat  man 
nun  zunächst  folgende  Vorbereitungsrechuungen,  betreffend  die  Grössen  R\  R'',  R"*, 
(HR"),  (./'p")>  (^^'p)>  (PP")'  desgleichen  cosx  oder  {R (f)  und  cosx"  oder  {R" q")  zu 
'  riedigen : 

j?'  —  A'»  -I-  r»  -f  Z» 

j.»j  _  ^nt  ^    Y"*  +  Z"» 
Itir{I!R")  =  XX"  +  YY"  +  ZZ" 

—  1!.  {IIq")  =  Xcosd"  cosa."  +   Ycosö"  sinu"  +  ZsinS"  •    •    •   (•) 

—  1,"  .{II"q)  =  X"cosd  cosa  -\-  Y"cos8  sin«  -{-  Z"sinö 

(pp")  =  sind  sind"  -^-  cosd  cosö"  cos{ci"  —  «) 
—  ]{.{!{ q)  —  —  Rcosx  =  Xcosd  cosa  ■\-  Ycosö  sinu,  -\-  ZsinS 

—  Ji"{Ii"v")  —  —  R"cosx"  =  X" cosö" cos u"  ■{-  Y" cos ö" sin a"  +  Z^' siu  i" 

Nachher  berechne  n>an,  wenn  dio  geocentrischo  Bewegung  in  Roclasccnsion  den 
jr.iüseren  Bogen  umfasst,  die  Uelatiou  zwischen  den  auf  den  Aequator  projicirtcn  Ab- 
finden  (I   uml   {>": 
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.,•„(«"  _«')(."  =  ili'   1^,-^1^,        I 


M"  —  sin  (k  —  «')  •  s:---^"/ 


(2) 


wobei  ri,  »;',  »/'  die  in  der  39.  Yoilesung  erklärte  Bedeutung  haben,  die  Grössen  M,  If',  M' 
aber  der  Reihe  nach  durch  die  Gleichungen: 

M   =  (X    sin  k'  —  1'    cos «')  ] 

M'  =  {X'  sin  a'  —  T'   cos  k')        (3) 

M"  =  (X"  sina'  —  Y"  cosk')  I 

defiuirt  werden,   und   als   nur  Gegebenes  enthalteud,   in    die  Vorbereitungsrechnung  mit 
aufzunehmen  sind. 

Entspricht  dagegen  der  Bewegung  in  Declination  ein  grösserer  Bogen,   so  bediene 
mau  sieh  statt  der  Gleichung  (2)  der  folgenden: 


{cosa'tyd"  —  cos  u"  ig  6')  q"  =  N   -^jy^  —  N  ^^^ 


(4) 


—  A'     —  {cos  K  igo  —  cos  cUgo)  -        ,i  '  Q  \ 

worin  die  Grössen: 

N    =  A'   igb'  —  Z   cosa!  \ 

JV'   =  X'  /r/  ö'  —  Z'  cos  «'       (5) 

A"  =  'X."tgb'  —  Z"  cosa!  J 

ebenfalls  schon  in  den  Yorbereitungsrechnuugen  vollständig  zu  bestimmen  sind. 

Man  mache  nun  über  p  eine  zweckmässig  scheinende  Hypothese  und  berechne: 

}■=  =  Ji'2  ->r  Q'^secb^  -\-  IHq  sec8  cosi (ü) 

Dem  hieraus  folgenden  Werthe  von  r  setzt  man  zuerst  auch  r'  und  r"  gleich,  und  mit 
diesen  Werthen  bestimme  man  auf  die  oben  beschriebene  Weise  die  Grössen  ?;,  r]'  rj" 
in  (2)  oder  (4).  Man  ist  jetzt  im  Staude,  das  zu  p  gehörige  q"  nach  (2)  oder  (4)  zu 
berechnen,  aus  welchem  wiederum  r"  durch  die  Formel: 

r'>i  =  B"^  +  Q"^secd"'^  +  2B"Q"secö"cos%" (7) 

zu  bestimmen  ist.  Es  kommt  darauf  die  Encke'sche  Hülfstafel  für  die  Lambert'sche 
Gleichung  in  Anwendung,  welche  aus  ^'  und  r  +  r"  die  Sehne  x  liefert.  Zur  Prüfung 
der  Richtigkeit  des  angenommenen  Werthes  von  p  dient  dann  die  Gleichung: 

(p  p")  p  ^"sccö  secd"  =  Vs  (r^  +  r"»  —  x^)  _  {bb")  -R-R"     1  .ox 

-  {II"q)R"q  secd  —  {EQ")BQ"secd"l   "    '    '    "     ^  > 

aus  welcher  p  p"  übereinstimmend  mit  den  der  Gleichung  (2)  oder  (4)  gemäss  an- 
genommenen Werthen  von  p  und  p"  sich  ergeben  müsste.  Aus  einem  sich  zeigenden 
Unterschiede  leitet  man  auf  die  oben  beschriebene  Art  ein  verbessertes  p  ab,  um  damit 
denselben  Versuch  zu  wiederholen. 

Ist  man  durch  die  successiven  Verbesserungen  der  Wahrheit  schon  sehr  nahe  ge- 
kommen, so  berechnet  man,  wenn  man  sehr  grosse  Schärfe  in  die  Bestimmung  zu  legen 
wünscht,  r'  aus  der  Gleichung: 

{&'ti'r'y=  [(S-jj)2  -f  &%"  riri"]r''  +  [(^"ij")=  +  &&"nv"]r"^  —  &&"t]>i"x''  ■  •  (9) 
Genügt  geringere  Genauigkeit,  so  setzt  man: 

&'r'  =  &r-\-  &"r" (10) 
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All«  r*  biptimnit  man,  wenn  iiinn  «lor  Kcclniiiiii;  «lio  volk-  Scliärfc  Ixwubren  will,  p' 
unter  AnwcuJuug  dt-r  Fornu-l: 

(f'secö'  =  —  Ji'cosi'  ±Vr'«  —  H''shii-  ■    ■     (II) 

wol)ei: 

—  Ji'cosi'  =  X'cosd'  cost^  -f    Y'cosb'  sin»'  -\-  /.'sind', 

bii  t'l«a»  gcririgtrun  An8i>riU-lion  an  <\\v  Gvnaui^kL'it  kann  man  auch  liier  einfaoher: 

d'(,'  =  &(f  +  »"p" (12) 

r.ii  setzen  eich  erlauben,  was  zuj^leich  dazu  dioucn  kann,  im  anderen  Fallo  das  \'or- 
zeiclieu  der  WurzelgruH.su  in  Gleichung  (11)  zu  cntKcheidcn.  Dio  weitere  Uechnuug  hat 
man  dann  mit  den  Zeiten: 

/  —  •l'J8',5pf<rÄ         t'  —  -l08',r)pSycd'         l"  —  ■l'JS;5  (>" sec d" 
zu  fuhren,  nm  ilie  Aberration  zu  beriicksichtigcn;  denigemäss  sind  auchO,  0',  0"  zu  ändern. 
Zu  bemerken  ist  dabei  jedoch,    dass  die  Gleichungen  (10)  und  (12)  nur  brauchbar 
sind,   solange    dio  äusseren  Beobachtungen  auf  derselben  Seite  des   l'erihels  liegen,   un- 
brauchbar dagegen,  wenn  auf  entgegengesetzten  Seiten. 

Hat  man  die  definitiven  Werthe  von  p  und  p",  r  und  r"  und  aus  x  noch  den 
lieliocentrischen  Bogen  v'  —  v  gefunden,  so  berechnet  man  zunächst  auf  schon  be- 
kannte Weise  die  Kj'oche  des  Perihels  T,  den  Hadius  vector  des  l'erihels  g,  sowie  die 
wahren  Anomalien  v  und  t".  Diesem  Geschäfte  kann  man  dann  fast  unmittelbar  die 
Berechnung  der  K]ihemeridc  folgen  lassen,  da  sich,  wie  wir  wissen,  die  heliocentrischen 
Cooidinaten  auf  die  Form: 

X  =  a'  r  sin  {A'  +  r) 

y  ^  h'  r  sin  {B'  +  v) 

e  =  c'  r  sin  (C  -f  «) 

bringen    lassen,    deren     Constanten    a',  V,   c,  A'.,  B',    C,    sich    deslialb    aus    — ,  — ,  — , 


(LS) 


*      y      £ 

-77.  -77i  -77.  f  und  "    auf  folgende  Weise  bestimmen: 

r"  r"'   r"  ^ 

o'  sin  [A'  +  V.  {v'  +  t)]  =  >  ,  (^  +  f^  scc  Vs  (t"  -  v) 

a'  cos  \A'  +  \\  (t"  -f  t)]  =  V,  (^77  -  y)  cosec  ",  (r"  -  r) 

l'  sin  [B'  -f-  V.  (-"  -f  .)]  =  \\  (^  +  7)  sec  '  ,  {v"  -  r) 

V  cos  [B'  i    '/j  (t"  -f  i)]  =  Vj  (jt,  —  y)  coscc  >/,  (t"  —  f) 

e  sin  \C  \  V,  ('■"  +  «•)]  =  'A  {§-.  +  f )  Sfc  V,  (i"  -  V) 

c   cos  [C  +  \,  (i"  +  .)]  =    A  (ßr  -  y)  cosec  'A  {v"  -  v) 

Will  man  die  Ejdiemeride,  wie  das  in  der  Kegel  bei  der  ersten  Berechnung  einci 
IIimnielsköqiei-8  zu  sein  jiflegt,  nur  zum  Zwecke  des  Aufsuchens  und  der  Voraus- 
berechnung seiner  Helligkeitsverhältnisse  (da  nach  der  Erfahrung  auch  bei  Kometen 
nahezu  die  Helligkeit  dem  Quadrate  des  Productes  der  Entfernungen  von  der  Knie  und 
von  der  Sonne  sich  umgekehrt  proportional  z«'igl)  benutzen,  so  kann  man  auch  die  zu 
berechnenden  Oertcr  sämmtlich  auf  das  mittlere  Ac<]uinoctium  des  Jahresanfanges  be- 
ziehen.    Es  sind  dann  also  mit    den  heliocentrischen  Coordinatcn  die  Sonuencoordinaten, 
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bezogen  auf  dasselbe  Aequinoctiiim,  zu  verbinden.  Im  anderen  Falle,  wenn  die  Ephe- 
meride auch  zu  schai-fen  Tergleichuugen  zwischen  Rechnung  uud  Beobachtung  dienen 
soll,  und  dieses  Geschäft  auf  die  gewöhnliche  Weise  ausgeführt  werden  soU,  hat  man 
den  berechneten  mittleren  Oertern  noch  die  Reduction  auf  das  wahi-e  Aequinoctium  des 
Beobachtungsmomentes  hinzuzufügen.  Die  Fixsternaberration  hat  man  wegzulassen,  da 
diese  nachher  bei  der  Yergleichung  der  Beobachtimgen  mit  der  Ephemeride  in  der  uns 
bekannten  anderen  Art  berücksichtigt  wii-d  i). 

Um  endlich  mit  leichter  Mühe  auch  die  Elemente  ß,  :t  —  Q>  imd  i,  bezogen  auf 
die  Ekliptik,  zu  haben,  braucht  man  nur  die  Gleichungen  (8)  mid  (9)  der  19.  Vorlesung 
Ln  Anwendimg  zu  bringen.  Jene  Gleichungen  machen  keinen  Unterschied  zwischen 
rechtläufigen  und  rückläufigen  Kometen;  man  erhält  bei  letzteren  einfach  einen  im 
zweiten  Quadranten  liegenden  Werth  von  i,  und  füi-  jc  —  Q,  das  fi,  —  jr  der  anderen 
Zählungs-  und  Bezeichnungsweise  rückläufiger  Kometen;  will  man  auf  diese  andere 
übergehen,  so  hat  man  daher  i  in  180"  —  i,  jc  —  Q,  in  360"  —  (ir  —  Si)  zu  ver- 
wandeln, und  den  Elementen  noch  das  Zeichen  R.  oder  Reti-ograd  hinzuzufügen. 

Da  hier  die  Bezeichnung  in  einzelnen  Stücken  von  der  in  der  19.  Vorlesung  ab- 
weicht, und  der  Vollständigkeit  halber  mögen  hier  jene  Vorschi-ifteu  zur  Berechnung 
von  71  —  Q,,  Sl,  i  noch  einmal  aufgefühit  werden.  Bedeutet  a  die  Schiefe  der  Ekliptik 
zui-  Epoche    des    gewählten  Aequinoctiums,    so   berechne   man    einen   Hülfswinkel  i/>   aus 

der  Formel: 

b' 


dann  hat  man: 


cos  £1  =  a'  sin[A'  —  (sr  —  ft)] 

—  sin  Q>  cosi  =■-  a' cos[A'  —  (tt  —  ß)]  , 

sin  Q,  ^  h'secs  sm[B'  —  {n  —  ft)] 


=r  c'cosecE  sin  IC'  —  {n  —  ß)] 

In  welchem  Quadranten  sr  • —  ft   und   ft   liegen,  muss  hier,    da  wir  die  geocentri- 
schen  Breiten  nicht  unmittelbar  haben,   auf  etwas  andere  Alt.  als  in  Vorlesung  19  ent- 
schieden werden,  nämlich  dadm'ch,  dass  eine  der  beiden  Gleichungen: 
h' cos[B'  —  (jt  ■ —  ft)]  ^  cos  Sl  cosi  cos s  —  sini  sina 
cf  cos[G'  —  (n  —  Siy]  =  cos  Q,  cosi  sine  -\-  sini  cose 

zugezogen  wii'd.  Ist  noch  eine  derselben  befriedigt,  so  ißt  in  (14)  der  Quadrant  von 
71  —  Sh  richtig  gewählt;  im  anderen  Falle  sind  n  —  ß  und  £1  imi  ISO"  zu  ändern. 
Das  auf  solche  Weise  bestimmte  System  wu'd  die  Gauss'scheu  Constanten  wiedergeben, 
daher  die  Beobachtungen  darstellen,  und  man  hat  somit  auch  die  Elemente,  bezogen  auf 
die  Ekliptik  und  das  mittlere  Aequinoctium  des  Jahresanfanges. 


^)  Kach  der  Bezeiclinmig  des  BerUner  Jahrbuches  hat  man  also  an  die  mittleren  Rectascensionen 
noch  die  Grössen  Aa,  üb,  an  die  Declinationen  die  Grössen  A  a',  B  h'  anzubringen. 
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EiiiiiiHlvioiz igßte   Vci riesung. 
l>r(lMiiiii.i;>lM'iN|iii'|  /Il   Wii'loiiiii:'  \  it'izii^'l. 

Dir  Koiiul  lsr>7.  111.  wunlu  vom  Ikrrn  Trofussor  Förster  am  Hfrliner  Kofractor 
wiu  folj^l  bfoliai'liU't: 

Mittlere  Ikrliner  Zeit        Uoctadccnoion  Keclintttion 

18Ö7.  Juni  23.         12»'  56'  53"  53»     6'  53",4  +   40«  5»'  38",5 

27.         12     öt)    37  61    20    51  ,1  +   44    53    50  ,1 

Juli     2.         13    27    37  77      2    5U  fi  -f    4S    47      f^  ,s. 

Wir  fülnuu  /.uu.lcluit  an  «lioson  J}uol)aohtungen  «lic  IJoiluction  vom  Sflu-inliaren 
<  >rte  .luf  <U-n  mittleren  aus,  d.  h.  beziehen  die  Hcobachtuiigon  auf  das  mittlere  Ae<iui- 
nuutium  des  Jalires  1857,0,  indem  wir  »ie  zucleich  von  der  Fixsternabemition  befj-eien. 
Die  Jahrbücher  geben  die  dazu  gehörigen  Fonneln  und  Zahlen.  Dem  Jahrbuche  (hier 
dem  Naulical  Almanac)  entnehmen  wir  aucli  noch  die  SouneucoordLuaten  für  die  Beob- 
achtungs/.eiten  und  bringen  daran  zur  Herücksichtigung  der  Parallaxe  die  iu  der  38.  Vor- 
lesung juigegebenen ,  von  der  Sternzeit  und  l'olhöhe  des  Beobachtungsortee  abhängigen 
Correctionen  an,  uanilich: 


den   X  die  C'-orrection  — 


20(i  2(14,8 


cosq>  coss 


2062Ü4,8 


cos  (p  stns 


7. 


sin  (p. 


206264,8 

Wir  wollen  diese  leichten  Reductiouen  hier  nicht  iu  d.is  Einzelne  durchführen, 
sondern  gleich  das  auf  solche  Weise  von  fremdartigen  IJeimischuugen  befreite  Material 
der  Rechnung  selbst  hier  anführen. 

/,  I'.  f Funi  23,53950  Juni  27,53932  JuU  2,56085 

o,  a',  «'■      ...            53»     6'  51"  61"  20'  48"  77«     2'  44" 

Ä,  d',  d"      ...            40    59    35  44    43    46  48    47      4 

A',  A',  A"  ...           —  0,04203  —  0,10953  —  0,19350 

Y,  1",  Y"  .     .     .                 0,93183  0,92730  0,91569 

Z,  /f.Z!'    .     .     .                0,40432  0,40235  0,39731. 

Die  N'orbereiluugsrecluiuiigeu  nach  den  Gleichungen  (1)  der  vorigen  Vorlesung 
ergeben  nun  nach  (1): 

{ir  q)  n"  scc  6  =  —  0,961. "iS 

(e  e")  sec  ö  sec  d"  =        1 ,90622 

(liQ)K  =  licosi=  —  0,80873 

{li"Q")R"  —  R"cosx"  =  —  0,85827, 


')  Jtii  CS  hier  blo«»  darmuf  atikommt,  den  Ganp  der  liechnunR  lu  vcranFchauliclion ,  so  wurdi; 
von  einer  rnirerhnun(t  der  Beispiele«  mit  den  modernen  Werthen  der  SoDDenparallaxc  und  Aber- 
rationszeit al>i;e8('lien.     Anmerkunf;  de«  Herau«gcber«  der  2.  Aullage. 

Klinli»ilu».,  Th«>r»ll.ch»  A»lruiioiiiie.  gg 


ir-   — 

1,03355 

it'  -^ 

1,03377 

it"-  — 

1,03378 

{Bir)  lijr  = 

1,02204 

(R(f")lisecd"  — 

—  1,36029 
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und  für  den  Fall  einer  scharfen  Berechnung  der  Aberration: 

M'  cos  x'     =  —  0,82396 
Il'^sinx'^=        0,35486. 

Von  den  Formeln  (2)  und  (4)  verdient  offenbar  hier  die  erstere  bei  der  Aiif- 
stellung  der  Relation  zwischen  p  und  q"  den  Vorzug,  weil  die  Bewegung  in  Rect- 
ascension  die  in  Decliuation  bedeutend  übertrifft;  berechnet  man  deshalb  die  il/,  IT,  M\ 
so  erhält  man: 

M    =  —  0,48370 

M'  =  —  0,54077 

21!'  =  —  0,60888, 
und  jene  Relation  wird  überhaupt: 

0,27058  .q"=  —  0,54077  ^jj^'„  +  0,48370  ~^,  +  0,60888  +  0,14319  ^^^  ■  q. 

Die  Gleichungen  (6)  und   (7)  nehmen,  in  Zahlen  ausgedrückt,  folgende  Gestalt  an: 

»■2    =  1,03355  —  2,14293  p    +  1,75529  pa 
r"2  =  1,03378  —  2,60520  p"  +  2,30340  q"\ 
und  die  Gleichung  (8)  endlich  wird: 

3,81244  .  pp"  =  »-2  +  >-"2  —  vß  —  2,04408  +  1,92310  p  +  2,72058  p". 

Da  hiermit  die  Vorbereitungsrechnungen  beendigt  sind,  schreiten  wii"  zu  den  Ver- 
suchen über  p;  ohne  Gefahr,  unser  Ziel  zu  verfehlen,  könnten  wir  mit  einem  Werthe 
beginnen,  der  r  =  1  entspricht.  Die  Grösse  der  negativen  Coefficienteu  von  p  in  dem 
Ausdrucke  für-  r^  lässt  indessen  vermuthen,  dass  r  bedeutend  kleiner  als  1  ist;  deshalb 
schätzen  wir  r  =  0,75  und  beginnen  die  Versuche  mit  p  ^=  0,9.  Mittelst  der  geschätzten 
Werthe  von  r'  ■\-  r",  r  -\-  r",  r  -\-  r',  welche  wir  vorläufig  bei  der  Berechnung  von 
"tt  V't  V"  äll^  dJ'ßi  gleich  1,5  setzen,  bekommen  wir  nach  den  nun  bekannten  Vor- 
schiüften : 

hgi]    =9,99871  log»}]      =8,93513 

Jogr]'  =  9,99578  log9')f    =  9,18663 

logrj"  =  9,99918  lo(j&"ii"  =  8,83680. 

Um  die  Gleichung  zwischen  p  und  p"  zu  verbessern,  hat  man  jetzt  die  ri,  ?/,  >/" 
mit  den  Wertben  r  =  0,72574,  r'  =  0,64809,  r"  =  0,55063  zu  berechnen.  Zu  p  =  0,9 
oder  log  p  =  9,95424  gehört  zufolge  der  Relation  (2)  Ug  p"  =  9,79022,  aus  (6)  und  (7) 
ergeben  sich  die  zugehörigen  r^  und  r"^: 

r2    =  0,52670  r    =  0,72574 

r"2  =  0,30325  r"  =  0,55067. 

Bestimmt  man 'aus  0'  und  (r  -[-  r")  die  Sehne  x  mittelst  der  Lambert'schen 
Gleichung  und  Encke's  Hülfstafel,  so  wu-d  Zoflfy.  =  9,43970,  x^  =  0,07575.  Wird 
letzterer  Werth  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (8)  substituirt,  so  erhält  man: 

{rr")rr"  =  0,37582; 

wir  wollen  diesen  aus  Gleichung  (8)  hervorgehenden  den  geometrischen,  den  aus  der 
Lambert'schen  Gleichung  zu  bestimmenden,  wenn  man  das  derselben  entsprechende  x 
in  die  Fonnel  (rr")  rr"  =  *  j  (»"^  -)-  r"^  —  x^)  einsetzt,  den  phoronomischen  Werth 
von    (»■)•")  rr"    nennen.     Der   letztere    wird    hier    gleich    0,37710.     Um   die   Fehler    von 
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ij,  t]',  ij"  TM  vorl)rKüoni,  1>croohiii'ii   wir   zu  ili-iii  r  utul  r"  der  ernten  TTy[iotbese  iiocli  da» 
r*  iim-li  der  Koriiu-l: 

(»'ijO*  r'-  -^  (&ri  -\-  t>"ij")  (»t}r*  +  d"ij"r"')  —  »rj  .  »"  i)"  .  x'. 
I)ic«e    Rechiiiiug    liefert    uns:    r'  ^^  0,64407;    ItuHtiinincn    wir    jetzt    au«    den   drei 
Kadieuvectoren  von  Xeiieiu  i;,  ij',  i}",  «o  urlialteu  wir: 

log  ti    —  9,99744  loy»i}    =  8,93386 

logtj'  —  9,99309  logd'ij'  =  9,18394 

%fj"—  9,99893  ;o(;d"»j"=  8,83655. 

I>i  III   Wirthc  von  logff  =  9,95424  eut«i>richt  nach  GKichung  (2)  demnach  genauir  der 
Wtrtli:    iogQ"  =  9,80303;  die  weiteren  Zahlen  dir  zweiten  Hypothese  werden  nun: 

r'      —  0,52670  r    =  0,72574 

r"»     ^  0,30839  r"  =  0,55533 

logx  —  9,43894 
X«       =  0,0754S 

(rr")  rt"  geonictr.  —  0.38237 

{t/)  rt"  phoron.     =  0,37'.I80. 

Um  der  Wahrheit  sich  mehr  zu  nähern,  müsstc  daher  das  Product  r t",  welches 
dem  angenommenen  Werlhe  von  Q  und  p"  entäiiricht,  in  dem  Verhältniss  von  0,37980 
zu  0,38240,  oder  das  hj-pothelische  r  =  0,72574  im  Verhältuiss  von  V0,37980  :  ^0,38240 
vergrössert  werden.  Es  würde  dies  eine  Vermehi-ung  des  r  von  0,00248  erfordern, 
welchem  Zuwachs  von  r  nach  der  Relation : 

r»  =  1,03355  —  2,14293  p  +  1,75529  p», 
oder: 

r  A  r  =  (1,75529  p  —  1,07146)  A  p 

als  Zuwachs  von   p  die  Grösse  0,00354,   als  Zuwachs  von  log  Q    die    Grösse   0,00171   ent- 
spricht. 

Bei  der  folgenden  Hypothese  nehmen  wir  demgemäss  an:  logg  =  9,95595;  um 
mit  grösserer  Genauigkeit  den  entsprechenden  Werth  von  logg"  zu  finden,  verbessern 
wir  mit  den  drei  Radienvectoren  der  vorhergehenden  Hypothese  r  =  0,72574,  r'^  0,64859, 
i"  =  0,55533  die  Werthe  von  logt],  logt)',  logrj".     Die  letzteren  werden  dadurch: 

logr)    =  9,99750, 

logri'    =  9,99316, 

Jogri"  =  9,99894. 

log  ff"    wild    gleich    9,804  59,    und    die    weiteren    Zahlen    der    Rechnung    ergeben    sich 
wie  folgt: 

r»    =  0,53032,  r    =  0,72822, 

r"'  =  0,30915,  r"  =  0,55601, 

logx    —  9,43839, 
X»  =  0,07530, 
{rr")  rr"  geometr.  =  0,38411, 
(rr")  rr"  phoron.    =  0,38208. 
Das  ?o<7p  der  Iljpuihese  bedürfte-  diesmal  der  Verbesserung  von  0,00131;  um  die 
Convergeuz   des  Verbesserungsverfahrens    zu    erhöhen,    nehmen    wir   an,   dass   die  durch 
dasselbe   zu   erhaltenden    cin7.elnen    C'oiTectionen    eine    geometrische    Progression    bilden: 
dieselbe  würde  hier  mit  ilen  (üieilerii: 

0,00171    +   0,00131    +    •  •  . 

38* 
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beginnen;  ihi'  Exponent  würde  0,77,  ihre  Summe  gleich  0,00171  ■ -^rw,^ ,    also    gleich 

6  J  r  >      1  o  '  j  — .  Qjy  » 

0,00727  sein.     Demgemäss  dürfen  wii-    Bchliesseu,    dass   log  Q    sehr   nahe    gleich    9,95424 
4-  0,007  27  oder  9,96151  sein  wii-d,  was  sich  in  der  That  bestätigt  findet. 

Es  ist  deshalb  jetzt  die  Verbesserung  der  Beobachtiuigszeiten  wegen  der  Aberration 
vorzunehmen.  Benutzen  wir  die  %  rj',  tj"  der  vorhergehenden  Hy])othese,  so  finden  wii-, 
dass  zu  logQ  =  9,96151  ein  log q"  =  9,80982  gehört,  und  dann  wieder  folgende  drei 
Radienvectoren : 

r    =  0,73658 

r'  =  0,656  64 

r"  =  0,55819. 
Aus  dem  /  folgt  der  Abstand  von    der  Erde   iu   der   zweiten  Beobachtung  gleich: 

—  B'cosx'  +  fr'-i  —  B'^  sin  %'-^  oder  gleich  0,82396  +  0,27628. 
Die  drei  nicht  curtirten  Abstände  von  der  Erde,   mit   denen  man  die  Aberrations- 
coustaute  von  493,3  i)  nach  den  gegebeneu  Vorschriften  multiplicireu  soU,  werden  somit: 

1,21250 
1,10024 
0,97950, 

und  die  geforderten  Verbesserungen  der  Beobachtuugszeiteu,  in  Tagen  ausgedrückt,  gleich: 

—  0,006  92 

—  0,006  28 

—  0,005  59. 

Man  wird  also  für  den  Schluss  der  Rechnimg  die  Beobachtuugszeiteu: 

Juui  23,53258 
Juni  27,53304 
Juli        2,555  26, 

und  die  tj,  rj\  »/',  &r],  ^'t}',  &"  t]"  noch  einmal  dementsprechend  berechnen. 
Für  die  folgende  Hypothese  wird  mit  Rücksicht  hierauf: 

logrj    =  9,99757,  hgd-fj      =  8,93405, 

logt]'  =  9,99338,  log»'r]'    =  9,18430, 

log'^"  —  9,99898,  logd-"ri"  =  8,83667. 

Führt    man    die  Versuche    zu    Ende '-) ,    so    findet   man    endlich    für    log  Q    die    definitive 

Lösung: 

logg  =  9,96102, 
und  für  log  q"  ; 

logg"  =  9,80809. 

Es  entsprechen  dieser  Lösung  die  Radienvectoren : 

r    =  0,73582,  logr    =  9,86677 

/'  =  0,55755,  logr"  =  9,74628 

j<2  =  0,074787. 

Zunächst  berechnet  man  darauf  den  Bogen  Vi  (*'"  —  *')  ^^'^^  ^^^'  Formel: 

4rr"  sin  '  2  («'"  —  vy  =  x-  —  (r"  —  r)^, 


')  Siehe  Anmerkung  S.  297. 

*)  Bei  dem  Schlüsse  der  Versuche  ist  es,  wenn  man  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  in  die  Kech- 
nuDg  legen  will,  vorzuziehen,  deu  geometrischen  Werth  von  z*  aus  der  Gleichung  (.1 "  —  ,1 )'  -\-  (y"  —  1/)* 
-\-  (e"  —  zY  zu  suchen,  um  mit  dem  phoronomischen  Werthe  zu  vergleichen;  um  so  mehr,  als  die 
heliocentrisehen  Cooi'dinaten  doch  später  berechnet  werden  müssen. 
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woran»  Hicli: 

1/,  (,;"  —  p)  =r  9»  18'  59",3 

lU'(.-liiu-t  man  ciarauf  nach  den  Fonnolii  (12)  der  28.  Vorlesung,  so  findet  man  nucli: 

Vi  K  +  «•)  =  —  40<>2r4r.",8 

/oj;g  =         y,565436 
..,1,1  ; 

V   =  —  yO"    2'  30",9 
«»"  =  —  71    24   32  ,3, 
iini)   hicraiiR  mittelst  der  Ha  rke  r' sehen  Tafel  die  Zeit  des  Perihels: 
r  r=  1857,  Juli   17,!t94  82  (15erl.  Zeit). 
Dil-    ili-liniliven   Werthe   der   heliocentrischen  Coordinaten    des  Kometen    waren    für 
die  ertite   ISeobachtiing: 

X  =  0,5907:!,       ./  —  --  (1.20066,       t  =  0,39015; 
für  die  /weite    Heobachtiing : 

x"  =  0,337t.l,     ./    —  —  (V28923,     ;"  =  0,33658; 
also  werden  die  Grössen  a',  A',  b',  B",  c',   C  u.  s.  w. 

a'  =  »um.  log.  9,97237,  Ä'  =  2110  13'  14" 

b'  =  »um.  log.  9,93412,  B'  =  288  32  45 

c'    —  num.  log.  9,79078,  C  =  149   10  41. 

Hiermit    ist   nun    alles    für  Berechnung   einer  Ephenieride  Erforderliche   bekannt.     Prüft 
man,  wie  die  zweite  Heobachtung  durch  diese  Constanten  dai'gestellt  wu"d,  so  ergiebt  sich: 

IJerechnete  Kectasccnsion  =         61°  20' 50" 

BeobachU-te  „  =         61    20  48 

Berechnete  Declination       =  -|-   44  43  56 

Beo)>achtete  „  —         44  43  46. 

Die  Rectascension  wli'd  so  genau  dargestellt,  als  es  der  Gebrauch  der  fünfstelligen 

Tafeln  ennöglicht.     Eine   ebenso   genaue  Darstellung  der  Declination  dagegen  war,   weil 

wir  die  Relation  (2)  angewandt,  welche  nur  die  Uectascensioueu  berücksichtigt,  nicht  zu 

erwarten. 

Wollen  wir  nun  noch  die  auf  die  Ekli]>tik  bezogenen  Elemente  des  Kometen  kennen 
lernen,  so  haben  wir,  nach  den  Gleichungen   (14)  und  (15)  der  40.  Vorlesung,  mit  dem 
Werthe  £  =  23' 27' 37"  für  die  Schiefe  der  Ekliptik  zu  der  Epoche  1857,0: 
«  —  ft  =  134»   4'    0" 
ft  =     23  48  42 
»=121     C  52, 
oder,  nach  anderer  Bezeichnnngsweise : 

«  —  fl  =  225»  56'    o" 
Q,  =     23  48  42 
I  =     58  53     8. 
Hetrograd. 


—     302 


Zweiund vierzigste   Vorlesung. 

Die  Gau  SS 'sehe  Form  der  01b  er  s 'sehen  Methode,  auf  den  Aequator 

übertragen. 

Wii'  haben  absichtlich  in  den  vorhergehenden  Rechnungen  ans  bald  zu  eiTathenden 
Gründen    von    einer   UmfoiTnuug    der   Gleichung   (4)    keinen    Gebrauch    gemacht,    durch 

welche   die  Grösse  -j-,,   welche    am   meisten    dui-ch    die   Convergenz   der  Verbesserungen 

verzögert  wird,  ganz  aus  der  Relation  verschwindet.  Unsere  Absicht  war,  den  Leser 
schon  an  diesen  Rechnungen  erkennen  zu  lassen,  wie  man  für  den  Fall,  dass  eine  Beob- 
achtung wegen  fehlender  Declinationsbestimmung  unvollständig  wäre,  doch  nicht  allzu 
mühsam  zu  einem  scharfen  Resultate  gelangen  könnte.  Diesem  Falle  widmen  wir  in 
der  folgenden  Vorlesung  noch  einige  Betrachtungen;  jetzt  aber  wollen  wir  zeigen,  wie 
in  dem  Falle  vollständiger  Beobachtungen  für  die  Fundamentalebeue  des  Aequators  eine 
voUstäudig  strenge  Gleichung  zwischen  q"  und  q,  den  auf  diese  Ebene  cvirtirteu  Distanzen 
zu  erhalten   ist,   in   welcher  als  Unbekannte  ausser  q  und  q"  selbst  nur  das  Verhältniss 

-T7  noch  auftiitt.  Von  diesem  Verhältnisse  lässt  sich  nach  den  früheren  Entwickelungen 
c 

erkennen,  dass  es  bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  des  Productes  der  kleinen  Zwischen- 
zeiten, d.  h.  bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  inclusive  genau,  gleich  dem  Verhältniss 

der  Zwischenzeiten  -; oder  -^j.  gesetzt  werden   kann.      Hieraus   geht  noch   hervor, 

t    —  t  v    ° 

dass  eine  solche  Relation,  wie  wir  sie  zu  entwickeln  vorhaben,  um  die  Genauigkeit  des 
Olbers'schen  M  zu  erreichen,  die  Kenutniss  der  rj,  rj',  rj"  nicht  mehr  erfordert.  Sub- 
stituirt  man  aber  bei  einer  Wiederholung  der  Rechnung  die  rj  und  rj",  welche  dann 
selbst  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung  inclusive  bekannt  sind,  so  erhält  man  die  Un- 
bekannten bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  genau;  überhaupt  steigert  jede  Wiederholung 
die  Genauigkeit  hier  um  zwei  Ordnungen,  und  wenn  die  Zwischenzeiten  gleich  sind, 
sogar  um  drei  Ordnimgen. 

Dieses  vorausgeschickt,  bemerken  wii-,  dass  der  Coefficient  N'  der  Gleichung  (4) 
im  Gegensatze  zu  M'  der  Gleichung  (2)  von  der  Wahl  der  Anfangsrichtung  in  der 
Fundamentalebene  abhängig  erscheint,  so  dass  es  immer  möglich  sein  wii-d,  durch  eine 
blosse  Drehung  des  Coordinatensystems  um  die  Z-Axe  den  Coefficienten  N'  und  dem- 
nach auch  N'  ■  -77  zum  Verschwinden  zu  bringen.  Es  sollen  also  jetzt  die  Rectascensiouen 
c 

von  einem  Meridian  gerechnet  werden,  welchem  nach  der  gewöhnlichen  Zählweise  die 
Rectascension  A'q  entspiicht,  unter  der  Bedingung,  dass: 

N'  =  X'tgä'  cos  Ä'o  +   r'  tg  d'  sin  A'q  —  Z'  cos  («'  —  ^'o)  =  0 
wird.     Die  Auflösung  dieser  Bedingung  ergiebt: 

X' tg  d' —  Z' cos  a' i)  ... 

"     °  Y  tgd'  —  Z  smu 

')  Es  mag  hier  vorläufig  Erwähnung  finden,  dass  nach  dieser  Gleichung  Ä\  mit  der  Recta- 
scension (beziehungsweise  der  Länge)  der  Pole  eines  grössten  Kreises  identisch  ist,  welcher  den 
zweiten  geocentrischen  Ort  und  den  zugehörigen  Sonnenort  verbindet. 


9    = 

+ 


C^) 


—     303     — 

Die  Zwüicli'Utij;ki*il  «li'it  QuudraiiU'ii  von  A'o  itl  lii'T  glLMohgülti^,  <la  «io  keinen 
lunrtuM  hat 

Au  die  SU'Uo  der  Gleichung  (4)  künnen  wir  daher  jetst  die  folgende  «otxen: 
ltfdcOi(u   —  A'e)  —  tgd'cos{u  —  .4'o)        ^1J 
tgö  cos{a"  —  A't)  —  tgd"cos\a'  —~A'tj  '  »" tj"  ** 
tgd'  {X'cosA',,  +_Y"8inA't)  — _Z"co8_(a'  —  A\) 

lg  ö'  cos  («" "—  A'o)  —  tg  Ö"  cos  («'  —  Ä't) 
tg  i'(X  cos  A'o  +  Ysin  A'^)  —  Zcos  («'  —  ^4',)       »tj 
tij  d'  cos  («"  —  A'o)  —  ig  0"  cos  («'  —  A'^)        tf"  ij" 
\v-fl>'ht'  Furinel  noch  vollkommen  Btreng  ist. 

Nimmt  man  nun  aber  an,  dass  das  Verhältniss  -^j}-^,-,  bei  dem  Kometen  und  bei  der 

Erde  gleichen  Werth  hat,  waa  bis  auf  GrOsscD  zweiter  Ordnung  inclusive  richtig  bt,  bo 
muiM  die  vorstehende  Uelatiou  auch  die  Lösung  der  Erdbahn:  (»  =  0  und  q"  =:  0  mit 
einschliesson ,  was  nur  möglich  ist,  wenn  sich  auch  das  von  q  freie  Glied  der  rechten 
Seite  auf  Null  reduoirt  Mau  kann  daher  mit  demselben  Grade  von  Annäherung,  den 
<He  Olbers'sche  Methode  besitzt,  von  der  Gleichuni;: 

„  /(/i)cos(a'  —  Ä'o)  —  tgd'cosi»  —  ^'o)       '"  —  ''  /.js 

^  ~  'lgd'~co7iu"~^^Ä^oj  —  tgS"cosiu' —A'o)' f— t  '^  ■  •  •  ^^^ 
Gebrauch  machen,  bei  welcher  die  Verwandlung  der  Beobachtungen  in  Lauge  und  Breite 
nicht  mehr  verlangt  wird. 

Gelingt  es  nun  noch,  die  Gauss'sche  Form,  die  Vei-suche  anzustellen,  auf  den 
Aequator  zu  übertragen,  so  werden  wir  zu  einer  Methode  gelangen,  welche  gi'össte 
Heijuemliehkeil  mit  grösster  Schärfe  vereinigen  lässt.  Wir  erreichen  unseren  Zweck 
wenn  wir  setzen: 

X"  ■ —  X  =  gcosycos  G 

Y"  ~  Y  =  gcosysitiG 

Z"  —  Z  =  g  sin  >', 

wobei,  wie  leicht  ersichtlich,  g  die  Erdschne  zwischeu  der  eretcn  und  dritten  Beobachtung, 

(r  die  liectascuusion  des    ersten  Erdortes,   vom    dritten   aus   gesehen,   y   die   zugehörige 

Declination  bedeutet. 

Ferner  setzen  wir,  analog  den  früheren  Entwickelungen  in  der  28.  Vorlesung: 

,1/  cos  «"  —  cosa  =  h  cos^cos  E 

M  sin  u"  —  sinu  =  h  cos  ^  sin  H 

Mtgd"    —  tgd    =  hsint, 

wodurch    man    für   x'    oder   (x"  —  x)*  -\-  (y"  —  y)'  -|-  (ir"  —  ?)"    folgenden    Ausdruck 

•  rhalten  wird: 

x'  -     p'Ä'  —  2  j;  p  Ä  [sin  y  sin  S  +  cos  y  cos  t  cos  {G  —  E)]  +  g". 
Bezeichnen    wir   den  Winkelabstand    des   ersten   geocentrischeu  Oi-tes   des  Kometen  vom 
ersten  Sonneuorte  mit   il>,  die  entsprechende  Grösse  bei  der  dritten  Beobachtung  mit  ^", 
80  haben  wir: 

licoa^      =  X  cosdcosa       -f-    1'  cos  dsina,        -\-  Z  sin  d 
Ii"cosit>"  r—  X" cos 6" cos a."  -\-    Y" cos ö" sinu"  -\-   Z"sind". 
Es  ^•ei  auch  noch  der  Kürze  wegeu: 

cos(p  =  sin}' sin 5  -\-  cos y cos t cos  (G  —  E), 
so    werden    r\   r"*   und    X*    wieder   gaiUE    ihre    frühere  Form  (28.  Vorlesung)    annehmen; 
man  wird  nämlich  haben: 
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r^    =  (gsecd  —  Rcosrl^y  +  R'^sint^ 

r"3  =  {MQsecd"  —  Il"cosi!"y-  +  R"-simp"i 

x2    =  (p7i  —  gcoscpy  -\-  g'-sm(p\ 

Man  braucht  jetzt  nur  noch  wieder  die  Grösse  u  mittelst  der  Gleichung: 

Q  li  —  gcos^  =  n, 
d.  h.: 

u  -\-  gcosq) 

h 
einzuführen,   und    die  Vereuchsgleichimgen  werden    wieder   ganz   die   früheren,    nnr   niit 
dem    Unterschiede,   dass   sich    Q,    und    entsprechend   u,    ebenso   wie    das   wieder    mit  M 

bezeichnete   Verhältniss  —  hier  auf  den  Aequator,   statt  auf  die  Ekliptik  beziehen.     Es 

ist   leicht   zu   sehen,    dass    die   Formeln   füi-   die   Ekliptik    durch   Specialisirung   aus   den 
vorhergeheuden  zu  erhalten  sind. 

Wü-  wollen  fiii-  diese  der  Olbers'schen  nahe  verwandte  Methode,  welche  ihi-  au 
Bequemlichkeit  ungefähr  gleich  kommt,  aber  dabei  so  ungemein  leicht  den  höchsten  Grad 
von  Schärfe  iu  die  Bestimmung  legen   lässt,    noch  einmal  die  Formehi  zusammenstellen. 


D 1"  e  i  u  n  d  V  i  e  r  z  i  g  s  t  e   Vorlesung. 

Zusammeiistelliuig-  der  rormelu  füi'  die  unmittelbar  auf  den  Aequator 
bezogene,  strenge  Form  der  Olbers'scbeu  Methode.  Becbnungsbeispiel. 

Man  berechne: 

y X'tgS'  — •  Z'cosu'   , 

^      ~  rlgJ'  —  Z'sina'   ■ 

_      tgdcosjV  +  u')  —  tgd'cos(r  +  k)       f  —  t' 
~  tg  d'  cos{V  +  «")  —  tg  S"  cos  {V  +  «')  "  i"  —  t  ' 
gcosycosG  =  X"  —  X 
g  cos  y  sin  G  =  J"  —  Y 
g  sin  y  =  Z"  —  Z 

M  —  cos  («"  —  u)  =  h  cos  t  cos  (H  —  «") 
sin  («"  —  a)  =  h  cos  ^  sin  (H  —  a") 
Mtgö"  —  tg8  =  hsin^ 
coscp  =  sin  y  sin  ^  +  cos  y  cos  ^  cos  (^G  — ■  H) 
Rcostj^  =  XcosScosK  -\-  Tcosdsina,  -\-  ZsinS 
R"  cosip"  ^^  X"cosd"cosa"  -\-  T"  cosö"  sinu"  -j-  Z"  sinb". 


')  Oder  auch,  wenn  man  lieber  die  Polarcoordinaten,  Rectascension  und  DecUnation  des  Sonnen- 
ortes A'  und  I)'  gebrauchen  will: 

„ tgä'  cos  A!  —  tg  D'  cos  «' 

tg  &'  sin  A'  —  tg  U  sin  «' 
Desgleichen  kann  man  im  Folgenden  setzen: 

cosi/'  =:  sin  ä  sin  D  -\-  cos  ä  cos  J)  cos  (u  —  ^4), 
cos  ip"  =  sin  rf"  sin  D"  -\-  cos  ä"  cos  D"  cos  («"  —  A"). 
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"Iiiiin   wird  wii'ik-r: 


A    =  g  sin  (p 
B    =  It  sin  ii> 
if"  =  ]i"  Sinti'" 
b     z=  hcosd 
_  hcosd" 
M 
e     =:  gco8(p  —  hRcos^ 
c"    —  gcoitp  —  b"  I{"cosf'\ 


r"» 


xi   _  „1  -I-  A-i; 

i^l  M  auf  li«k;imili    Wii.-f,  dir  Luinbert'scLeii  Hleicliimg  genügend,  bestimmt,  so  wird: 

«  -t-  (JCOStp 
Q  =  1 

Für  eine  Wiiderholiing  der  Rechnung  winl  man  die  Zeilen  wegen  Aberration 
corrigiren,  und  M  nacl»  Gleieliuug  (2)  unter  Uerüeksicbtigung  der  ij  und  ij"  von  Neuem 
bestimmen,  dabei  jene  Gleicliung  unter  der  Form: 

P"  =  a  e  +  «'  =  (a  +  ^ j  9 
sebri'ibeud,  in  welcher: 

,_  lffd'\X"cos  V  —  Y"sin  V)  —  Z"cos(u'  +  V) 

"  ^         tgd'cos{V  +  o")  —  tgö" cos (V  +'«•)' 

igö'jXcos  V  —  Ysin  7)  —  Zcosju'  +  V) 

■^       tgd'cos{V  +  OL")  —  tgd"cos(r  +  «')     ' 

_    tgöcos(V  +  g')  —  (gd'cosjV  +  «)         »_n 

"  ~  tgd'cos{V  +  «")  —  /</5"cos(F  -f-  «')  '  >"7/'' 

Die  zweite  oder  Verbesserungsi-echnung  wird  also  mit  dem  'Wcrilic: 

e 

worin    dir    in    der    ersten    Iticlmung    gefundene    Wcrtli    von    q    zu    substituiren    ist,    zu 
führen  sein. 

Man  erreicht  durch  die  Verbesserung  des  M  hier  dasselbe,  was  man  auch  dmch 
an<lere  Arten  der  Correction  des  Olbers'schen  M  eneicht,  dass  der  durch  den  zweiten 
tsounenort  und  den  zweiten  gcoceutrischen  Ort  gehende  Kreis  dmxh  die  berechnete 
Pai-abel  wiedergegeben  wird.  Entsprechen  die  Beobachtungen  in  Wiiklichkeit  einer 
Parabel,  so  müssen  auch  wieder  der  beobachtete  und  der  berechnete  Ort  in  einen  Punkt 
des  genannten  grüssteu  Kreises  fallen. 

Wir  benutzen  noch  weiter  das  Material  des  Kometen  1857  lU.,  um  die  grosse 
Hequemlichkeit  der  oben  gegebenen  Formeln  zu  zeigen.  Mit  Zugrundelegung  also  der 
Daten  der  41.  Vorlesung  erhält  mau: 

V        =r  _     28«   3' 32"  U  =        194°  17' 28" 

logM  =         9,84828  ?  =  —       7  59  19 

G        =         186»   4' 56"  logh      =        9,66345 

y         —  —       2  38    5  gcosip  =         0,14833 

logg    —         9,18324  J{cosii>  =         0,80873 

Kllnkcrfutt,  TtitorvtitcU«  A»tronoiui«.  39 
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I}"cost"  = 
logA        = 
logB         = 
logB"       = 
Den  Gleichungeu: 

0,85827 
8,54866 
9,78961 
9,73647 

(-2     = 

(. 
(^ 

+ 

logb 
log  b" 
c 
c" 

'"Y-^B" 

= 

9,541 28 
9,63398 

—  0,13227 

—  0,22117 

6 

+ 

b" 

)  '  ^ 

Xi     =r    m2    _^    ^2 

und  der  Lambert'sclieu  Gleichmig  wird  nun,  ■wie  man  leicht  findet,  genügt  diu-ch: 

u  =  0,27132, 
d.  h.  durch  folgende  Werthe  von  log  Q,  log  p",  log  r,  log  r"  und  x- : 

logg    =  9,95942 

logQ"  =  9,80770 

logr     =  9,86595 

logr"  =  9,74617 

x2         =r  0,074866. 

Will  man  die  Genauigkeit  noch  weiter  bis  zu  den  Grössen  vierter  Ordnung  in- 
clusive ti-eiben,  so  hat  man  die  Gleichung  (2)  anzuwenden,  in  welcher  A'd  mit  —  V 
identisch  ist.     Es  wii"d  mm,  wie  wii-  hier  nicht  von  Xeuem  zu  berechnen  brauchen,  mit 

Berücksichtigung  der  Aberration  i") ,  Ion   ^„    „  =  0,09738,  demnach: 

q"  =  0,70285  p  -L  0,24517  —  0,24458 

0,70285  +  0,00059  •  -^ 

oder,  wenn  wu-  für  (q)  deu  eben  gefundenen  Werth,  dessen  Logar.  ^  9,95942,  einsetzen: 

q"  =  0,70350  o, 
d.  h.: 

logM  =  9,84726; 

bei  der  zweiten,  mit  diesem  Werthe  zu  führenden  Rechnung  wird  man  so  gut  wie 
völlig  strenge,  mit  dem  früher  auf  längerem  Wege  gefundeneu  Resultate  überein- 
stimmende Zahlen  erhalten. 


V  i  e  r  u  11  (1 Y  i  e  r  z  i  g  s  t  e   Vorlesung. 

Der  sogenamite  Ausualniiefall  der  01b  ers' scheu  Methode.     Berech- 
nung der  Bahn  eines  Kometen  aus  drei  Beobachtungen,  von  denen 
niu'  zwei  vollständig-  sind. 

Xach  den  Principion  der  01b  ers 'sehen  Methode  war  das  Verhältniss  M  der 
Distanzen  von  der  Erde  aus  der  Lage  des  Durchscknittspuuktes  jener  beiden  grössten 
Kreise  der  Sphäre  zu   finden ,   von    denen    der   eine    die   beiden    äusseren   geocentrischen 

')  Siehe  Bemerkung  S.  297. 


—      3U7 

(lertor,  dt-r  »iuIitp  il»-n  millliTcn  ffcooontriiii-hon  Ort  mit  <li«in  Orlo  der  Sonne  verbindet 
Hn  i»t  klar,  dn«»  dieser  I)iircli8c)initt8|>unkt  und  iJeninach  auch  diT  OlltcrB'iiuho  Aus- 
druck für  das  f^eiiannto  VerhiilthiHH  nn  grosser  l'nlicHliniinthoit  und  UiiHicherheit  leiden 
werden,  8o  oft  die  beiden  Kreise  nur  einen  »elir  kleinen  Winkel  mit  einander  bilden, 
.1.  li.  wenn  <lie  ICiclitun^  der  geocentrisclien  Hewegunjf  eines  Kometen  sehr  nahe  mit 
<lem  durch  die  Sonno  gelegten  griissteu  Kreise  r.usamnienfällt.  Diesen  Fall,  wo  man 
demnach  die  IJelalion  r.wischen  p  und  p"  mit  anderen  IIülfHinitteln  ableiten  muss,  nennen 
■  Uo   AslroiKiineii   den  Ausnahmefiill   bei   der  Olbers'schen   Methode. 

Die  Iliilfüniittel  nun,  welche  aUdann  zugezogen  werden  kürmen,  besitzen  wir  schon 
III  den  Kntwifkfluiigen  der  -10.  Vorleüung;  denn  in  den  Kelationen  (2)  \ind  (1)  dieser 
N'orlesung  si>ielt  der  r)nrchschnilts|innkt  der  genannten   Kreise  keine  Holle. 

CH'gleich  hiernach  die  Untersuchung  im  Ausnahmefalle  als  erledigt  betrachtet 
werden  k>'>nntc,  weil  man  sich,  sei  es  für  den  Acquator,  oder  für  die  Kkli|>tik,  durchaus 
der  Formeln  der  genannten  Vorlesungen  bedienen  kann,  so  mag  doch  hier  noch  eine 
Kntwickelung  l'latz  finden,  welche  zuweilen  mit  Nutzen  bei  Kometenbahnen  von  geringer 
N'cigniig  gegen  die  Krdbnhn  angewendet  werden  kann.  Die  Parallaxe  kann  dabei  nicht 
,Mii  VDii  vnriiliiiein  berücksichtigt  werden,  weshalb  es  hier  bequemer  erscheint,  die 
Formeln  auf  die   Kkliptik  zu   beziehen. 

Die  fiüher  entwickelte  Relation  (4),  S.  289,  wobei  die  M  defiuirt  sind  durch  die 
Gleichuugeu  (3),  S.  2!»4: 

si»{k"  —  /.')  .  c"  q"  =  Ji'  —  Mc  —  M"c"  —  sin  (A  —  f-')  ■  cg 
gebt  dann  über  in: 

sin  {f."  —  1')c"q"  =  Ii'sin{f.'  —  0')  —  Ksi»{}.'  —  Q)  .  c 

—  li"sin{k'  —  0")c"  —  sin  (A  —  A')fp. 

Ks  ist  nun  einleuchtend,   dass,    wenn  in   dieser  Gleichunc  die  Verhältnisse  — ,,  —-, 

wie  »ie  für  die  Erdbewegung  stattfinden,  substituirt  würden,  dieselbe  durch  die  Werthe 
<>  =  0  und  p"  =:  0  befriedigt  werden  müsste,  da  die  Erde  selbst  sich  in  den  drei  durch 
lie  Ueobachlungeu  gegebenen  Gesiehtslinien  befindet.  Bezeichnen  wii-  daher  die  geuanntcn 
\  erhältnisse  bei  der  Erdbewegung  mit   C  und   C",  so  wird  die  Gleichung: 

0  =  Ji'sin{k'  —  ©')  —  CJfs/«(A'  —  O)  —  C"iJ"siH(A'  —  ©') 
oder:  ,  ^ 

0  =  li'sin  (;.'  -  ©')  .  -^,  -  Itsin  {).'  ^  O)  .  ^  _  R"sw  {}.'  -  0") 

erfüllt  sein  müssen.  Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  obigen  Kelalion,  nachdem 
man  die   letzlere  durch  c"  dividirt  hat,  so  findet  man: 

ii„  (;."  _  ;.')  .  p"  =  it'.iu  (A-  _  ©')  (L  _-  i_\ 

-  li.iH  (;.'  -  0)  (^^  -  .pj  -  sin  (A  -  A')  ^,  Q. 

Ferner  aber  ist,  mit  IJücksicht  auf  die  Definition  von  c  und  c" ,  sowie  die  Enl- 
wickelungeu  der  32.  Vorlesung: 

»  _       n        n+  n"  _  9_  ^  _  ^  /,    ,     ^9"\ 

n'       ~  »'  ■  ro'  ~  F  V     "^    27»  j 


also: 


m'       ■  II  +  »'" 

—  —      ""       w  4-  n"  _  ^'   ^  _  ^"  /,     ,     f^9"\ 

1  —   '**■ 


c"        «"V  2r'»/ 
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_1_  _   0^  /  d-d-"\ 

C"  -^  &"  V         '2R'^) 


und   aualog  für   die  Erde   (da    die  Ausdrücke  bei  den  Kegekchuittcn  allgemein  gelten): 

C"  ~  ■9'"" 

Folglich  erhalten  v/u;  wenn  wir  von  diesen  Gleichungen  in  der  obigen  Relation  Gebrauch 
machen,  die  Gleichimg: 

„  _  99-'R'  /_1 1_\  sin  (l'  —  0')  _  ^      sm  (A  —  A') 

^     ~       2       \J?'3         r'^J  sin  (A"  —  A')         *"  '  sin  (A"  —  A')  "  ^  '     '     *     ^^ 
Nach    dem    Vorschlage    von    Encke    füi-    den    Ausnahmefall    der    Olbers'scheu 
Methode  kann  diese  Gleichung  so  angewendet  werden,  dass  man  zuerst: 
P:  _  1      sin  (A'  -  A) 

Q    ~~  &"'  sin  (A"  —  A')  ^  ^ 

den  Formeln  der  Olbers'scheu  Methode  als  Ausdruck  füi-  31  zu  Grunde  legt.  Der 
danach  durch  die  beliannten  Versuche  erhaltene  Werth  von  q  sei  gleich  (9),  so  wii'd 
dann  nach  Gleichung  (1)  der  Ausdruck: 

Q^  _  Q9'B'  /  1 1_\     sin  (A'  —  O')    ,     J^      sin  (A'  —  A)^ 

y  ^    2(p)    V^^3  ~  Tiy  ■  sin  (A"  —  A')    ^~  F'  ■  i?/r(Ä" -^A7) 
ein    verbesserter    Werth    des    Olbers'scheu    M  sein,    mit   welchem    die    Rechmmg    zu 
wiederholen  wäre.     Es  ist  demnach  der  zuerst  angenommene  Werth: 

ö^     sin  (A'  —  A) 
V'  '  an  (A"  —  A') 
mit  dem  CoiTectionsfactor: 

d-'&"B'  sin  (A'  —  0')      /  J 1_\ 

■^     2  (p)      sm  (A'  —  A)    ■  \R'i  ~  T^j 
zu  miiltipliciren. 

In    dem   von   uns    schon   mehrfach    benutzten   Beispiel    vom   zweiten    Kometen    des 
Jahres  1813,   welches   zwar-   keinen  Ausnahmefall   bietet,   gerade   deshalb   aber   geeignet 
ist,  den  Grad  der  Annäherung  der  vorhergehenden  Fonneln  zu  zeigen,  war: 
log»    =  9,08392,  A'  —  A  —  —  4»49'16", 

log»'   —  9,38323,  A"  —  A'  =  —  9  39  14  , 

log&"  =  9,08049,  log  sin  {k'  —  A)     =         8,92451,,, 

7o(7(p)=  9,803  66,  log si»  {k"  —  l')    =         9,22452,,, 

logr'    =0,12399,  A' —  0'   =         241''4S'37", 

705- iJ'  =  0,00175,  %sm(A' —  ©')  =         9,94517,,. 

Setzt  mau  in  der  Formel  (1)  zuerst  r'  =  R',   d.  h.   macht  man  von  (2)  Gebrauch, 
so  erhält  man: 

logM  =  9,70342. 

Rechnet  mau  hingegen  mit  Benutzung  der  obigen  Werthe  von  r'  und  q',  auf  welche 
man  successive  durch  Wiederholung  der  Rechnungen  der  Olbers'scheu  Methode  gefühi't 
werden  wüi'de,  so  findet  man: 

2  (q)         sm  (A'  —  A)       \R'i         r^J  '  ' 

den  Correctionsfactor  des  obigen  M  demnach  gleich: 

1,13563, 
dessen  Logarithmus: 

0,05524 
zu  dem  Werthe  vou  log  M  =  9,70342  addirt  werden  muss,  um  diesen  letzteren  zu  ver- 
bessei-n.     Man  erhält  demnach  jetzt: 


hg  M  T=  !»,758f.6, 
uiilii'oiiil   iiaoli  ilum  gewöliiiliclK-ii  Aiistdruck  <lcr  Ol  liura'nchon  Motliodc : 

logM  —  y,75799 
^'i'fuiKli'ii   wiiril«'. 

Nicht  iiiiiiuT,  obwohl  tnciHtciiH ,  wird  in  dc-iii  AuHiiahiiiefnllo  der  0 1 1» c r b ' Kchuii 
Mrlhodi)  dio  Iii-wfL(Uiig  in  I>iln;^'ü  die  iihorwicgcude  8i'in;  auch  der  Fall,  daHs  der  geo- 
contri»che  Ort  h,iu|itsäclilich  Hreitcnilnderuiigen  erleidet,  und  also  wegen  der  Kleiidieit 
von  A'  —  i.  und  A"  —  A'  auch  die  vorhergehende  Formel  für  M  ihre  Dienste  versagen 
würde,  hat  einigen  Anspnich  auf  unsere  Herüoksichtigung.  Aus  der  Kelalion  (4),  Vor- 
lesung 40: 

{eosl'lfiß"        cosl"l,,ß')    n"  =  N'  ■  ]>  —  N ^  —  N"  —  (cosk'tf,ft  —  cosXlnß')  ■  -^  p, 

worin:  N    rr=  R  cos  Q    ig ß! 

y  z=z  li  cosQ'  tgß' 

N"  =  Jf'co8Ö"lgß', 
folgt  dui>-li   Inirai-htuiiiren,  welche  den  vorhin  angewendeten  ganz  analog  sind: 

(vo>i  ).' I;,  ß"  —  cosk"l;,ß')Q"  —  -j-  ■  n'cosC'lgß'  ■  (^-,^  —  -j^ 

,^ 

--  {fo.-k'toß  —  co^iltgß')  ^  p, 

oder: 

„  _   ^    cos  X  Ig  ß'  —  CO»  k'  tg  ß  99^     / J_ \_\  S!  cos  Q'  ig  ß' 

^  "  ¥' 7ös)ng~ß"^^ cos X" ig ß'  ^  '^  2  '  V-R*'  r'^J  cosX'tgß"  —  cosl" igß'  ■' 
Es  ist  einleuchtend,  dass  es  für  die  Relation  zwischen  p"  und  q  ganz  gleichgültig 
sein  niuss,  von  welchem  Punkte  der  Kkliptik  die  Längen  gezählt  werden,  so  dass  man 
unbeschadet  der  Kichtigkeit  der  vorhergehenden  Gleichung  die  in  dei-selben  vorkom- 
mendun Grössen  A,  A',  A"  und  O'  um  den  Betrag  0'  vermindern  kann.  Dadurch  geht 
dieselbe  über  in: 

„  _  _»       tgß' cos  (A  —  0')  —  ig ß cos  (A'  —  Q') 


%"     ig ß" cos  {X'  —  0')  —  tgß' cos {X"  —  ©')  ^ 

,     ,.   ^^,  li'  tg  ß' {JL-}-\ 

"^    ' *  ig ß"  cosiX'  —  O' I  —  ig  ß' cos  (X"  —  Q  )     \Bf^        /'J 


(4) 


ig  ß"  cos  ( A'  —  ö')  —  ig  ß'  cos  (A"  —  0  ) 
Der  Factor  von  p  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  unterecheidet  sich  von 
dem  gewöhnlichen  Ausdruck  für  das  M  der  Olbers'sehen  Methode,  wie  man  sieht, 
bloss  dadurch,  dass  hier  überall  die  Cosinus  der  Bögen  A  —  0',  A'  —  O',  A"  —  ©' 
vorkommen,  wo  dort  die  Sinus  stehen.  In  einem  Ausnahmefalle  der  in  Rede  stehenden 
Art  kann  man  daher  so  verfahren,  dass  man  in  dem  gewöhnlichen  Ausdrucke  für  das 
Olbers'sche  M  die  Cosinus  statt  der  Sinus  der  obigen  Unterschiede  einsetzt.  Hat  man 
hierdurch  eine  erete  Näherung  erhalten,  so  kann  dann  dieses  21  durch  Multiplicatioii 
mit  dem  Factor: 

Q'd"  igß' 


1   + 


«  (A'  -  00  (q)     Vä"        r'^J 


■2      tg  ß'cos  (A  —  0')  —  tgßcos  i 
verbessert  werden. 

Bei  dem  Kometen   ISl^-i  II.  liefert  die  C'osiuusforniel : 
log  M  =  Ü,73400; 
der  Logarithmus  des  Verbesserungsfactors  aber  wird,  /o//(p)  ^- 9,8<1^(J6  und  logi'  — (»,1_'399 
gesetzt,  gleich: 
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0,02427, 
also  der  verliosserte  Wcitli  selbst: 

logM  =  9,75827, 
was    mit   dem    nach    der   Carliui'schen   Methode   gefuudeuen    lue/ M  ^  9,75826    so    gut 
wie   völlig,   und   auch   mit  dem  Ergebuiss   der  Formel  (2)    ziemlich   gut  übereiustimint. 
Die  Formel  (4)   verdiente    aber    hier   vor   jener   wegen    der   stärkeren   Breitenbewegung 
den  Vorzug. 

Der  aufmerksame  Leser  wii'd  vielleicht  selbst  schon  die  von  uns  viel  gebrauchte 
Relation  (2)  (40.  Vorlesung),  imd  die  daraus  abgeleitete  (1)  dieser  Vorlesung,  in  welchen 
beiden  die  Winkelcoordinaten  des  Abstandes  von  der  Fundamentalebene,  d.  h.  die  Decli- 
nation  oder  die  Breite,  explicite  nicht  vorkommen,  als  unmittelbar  brauchbar  auch  für 
den  Fall  einer  Bahnberechnung  erkannt  haben,  welche  auf  zwei  vollständige  und  ciue 
unvollständige  Beobachtung  gestützt  werden  soU.  Es  ist  dies  ein  Problem  von  prak- 
tischer Bedeutung,  weil  bei  den  Beobachtungsmitteln,  atif  deren  Gebrauch  sich  die 
Astronomen  bei  den  Kometen  vorzugsweise  angewiesen  sehen,  die  Bestimmung  einer 
Declination  ziemlich  leicht  misslingt. 

In  dem  Rechnungsbeispiele   der  41.  Vorlesung   hätte    es,   wie    mau   leicht   erkennt, 
der  Kenntniss  der  Declination  der  z^veiten  Beobachtung  gar  nicht  bedmft;    diese  Decli- 
nation diente  dort  nur  dem  untergeordneten  Zwecke,   die   für   die  Berücksichtigung  der 
Aberration  nöthige  Bestimmung  von  g'  aus  r'  avd  eine  bequemere  Ai't  auszuführen.     Es 
hätte  dies  aber  auch  dadui'ch  geschehen  können,  dass  man  das  Formelsystem: 
q' cos  od  =  ex  -\-  c" x"  -\-  X' 
Q'sincc'  =  c!/  -j-  c"y"  -\-   Y' 
Q'tgö'    =  ce  -\-  c'V   +  Z' 
auflöste,  wodurch  dann  sowohl  der  für  die  Verbesserung  der  Beobachtungszeit  zu  suchende 
Abstand  von  der  Erde  q'  secö'  bekannt,  als  auch  eine  schätzbare  Controle  der  Rechnimg 
gegen    gröbere  Fehler   gewonnen    wird;    denn    es    wii-d   das   so   zu   findende    «'   mit   der 
gegebeneu  Rectascension  sehi'  nahe  übereinstimmen  müssen. 

Wäre  die  unvollständige  Beobachtung  immer  die  mittlere,  so  wüi'den  wir  den 
gegebenen  Vorschi'iften  nichts  weiter  hinzuzufügen  haben.  In  der  Praxis  aber  ist  es 
gerade  die  Beobachtimg  Ln  der  Nacht  der  Entdeckung,  also  die  erste,  welche  mehr  als 
andere  der  Gefahr-,  unvollständig  zu  werden,  ausgesetzt  ist.  Aber  auch  diesem  Falle 
können  die  Formeln  der  40.  Vorlesung  durch  eine  leichte  Modification  angepasst  werden, 
indem  man  den  auf  die  unvollständige  erste  Beobachtimg  bezüglichen  Daten  den  Accent  ' 
giebt.  Das  Material  der  Rechnungen  der  41.  Vorlesung  würden  wü-  dann,  nämlich  imter 
der  Voraussetzung,  die  Declination  der  ersten  Beobachtung  (Juni  23.)  sei  nicht  gelungen, 
in  folgendes  Schema  stellen : 

/,     f,     t" Juni  27,53932,         Juni  23,53950,         Juli  2,256085 

«,    a',    a" 61»  20' 48"  53»   6' 51"  77»    2' 44" 

d  d" ^  44  43  46  +  48  47    4 

X,  X\  X" —0,10953  —0,04203  —0,19350 

r,    r',  Y" 0,92730  0,93183  0,91569 

Z,   Z\  Z" 0,40235  0,40432  0,39731, 

um  (binn  darauf  mit  couscquenter  Berücksichtigung  der  A'orzeichen  die  Formeln  der 
40.  ^'orlesung  anzuwenden.  Es  wu-d  dabei  %"  negativ,  desgleichen  &"  r]",  da  die  Reihe 
für  das  Verhältniss  des  Sectors  zum  Dreieck  nur  die  geraden  Potenzen  von  ■9'  enthält. 
Die  Vertauschimg  der  ersten  mit  der  zweiten  Beobachtimg  hat  also  bei  diesen  Grössen 
die  Folge,  dass  auch  9"i]  und  &' rj'  sich  vertauschen,  während  #"»/'  negatives  Vorzeichen 
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bi'kommt  Bi-i  dfii  .V,  M',  M"  il;ij;of;i'ii  wiMilon  in  Folge  der  verüiidcTlcli  Ordiiiiiijj;  di'H 
Miili-riuls  j^aii/  aiideru  Ziihlun  zum  N'urüohuiii  koiiiiiu-n,  im  Yorlio^^i-iiden  Falle  k.  li.: 

M    =  —  Ü,(i44I7 

M'  —  —  0,5lt21tl 

.)/"      -         0,70437, 
ul.H   Kflatioii  /.wiMi-licn  q  und   q"  wird  «lio  liluicliiin).': 

0,65881»  .  r"p"  =  — (1,59291     }    (M''44l7f    [    0,70437  .  c"    |     0,178  Ifi.p 
oder: 

iM;5889p"  —  —  0,59291   ^7^  +   0,ti4417   ^l''„  +   0,704;n    -\-  0,17816   ^,^ ,-,  g 
v  ri  V   ty  VI] 

i-rlialU'n  werden.  Im  Uebrigon  weicht  der  Gang  der  Recliming  von  dem  des  BeiäpioU 
in  der  41.  Vorlosung  nicht  ab;  es  erscheint  daher  unnüthig,  dieselbe  hier  von  Neuem 
dnroli/.ufüliren. 

.Man  kann  vielleicht  noch  wünschen,  auch  den  Fall  behandelt  zu  sehen,  wo  die 
Declinationen  alle  gegeben  sind,  d.igegen  eine  der  drei  Hectascensioneu  fehlt.  Derselbe 
kann  gtm/.  leicht  zu  einem  praktischen  werden,  z.  B.  dann,  wenn  man  nach  Anstellung 
einer  iii  beiden  Coordinaten  gut  gelungenen  Beobachtung  entdeckt,  dass  an  der  Kecta- 
seension  des  gebrauchten  Vergleichssternes  eiue  Unsicherheit  haftet.  Der  erfahrene 
Beobachter  weiss,  dass  Unsicherheiten  von  mehreren  Zeitsecuiiden,  aus  Zähl-  oder  Schreib- 
fehlern entsprungen,  gar  nicht  so  überaus  selten  selbst  in  den  besten  Sternkatalogen 
sich  vorfinden,  dass  darauf  nicht  einige  Hücksicht  zu  nehmen  wäre. 

Dieser  Fall  kann  ohne  besondere  Schwierigkeit  auf  Grundlage  der  Gleichung  (4) 
(40.  Vorlesung)  behandelt  werden;  denn  obwohl  in  derselben  die  als  nicht  genau  bekannt 
anzusehende  Uectascension  «'  ebenfalls  vorkommt,  so  können  wir  es,  da  sie  nur  durch 
ihren  Cosinus  vertreten  ist,  leicht  so  einrichten,  dass  eine  ganz  rohe,  um-  bis  auf  etwa 
eine  Zeitminute  genaue  Kenntniss  derselben,  wie  wir  sie  ja  immer  zur  Hand  haben 
wurden,  zur  Aufstellung  der  Relation  zwischen  q  und  p"  vollkommen  hinreicht. 

Offenbar  ist  die  die  Abhängigkeit  des  p"  von  p  ausdrückende  Gleichung  unab- 
hängig von  dem  Nullpunkte  der  Zählung  der  Kectascensionen;  man  kann  diesen  Null- 
punkt daher,  anstatt  in  das  Frühlingsäi|ninoctinm,  in  einen  Punkt  des  Acquators  ver- 
legen, dessen  Uectascension  nach  der  gewiihnlichen  Zählungsweise  einen  gewissen  Wertli 
a'o  hat.     Die  Gleichung  (4)  der  40.  Vorlesung  wird  danu  übergehen  in: 

[cos  (a   —  «'0)  igb"  —  cos  («"    -  «'„)  tgd']  p"  =  N'  -^n—ir  —  ^  -^n-,? 

9t] 

—  y"  —  [cos  («'  —  a'o)  tgd  —  cos  («  —  «'0)  tg d'\  ^,    „  p, 

worin  ilami  aber  für  N,  A",  A"  der  Reihe  nach  die  Ausdrücke: 

(X  fosa'o  +  i  sin«'o)  tgü'  —  /  cos  («'  —  a'o) 
(A"  cosu'a  f  r'  sinu'„)  tgd'  —  Z'  cos  («'  —  a'o) 
(X"  cos  a'o    f    r"süia'o)  tgd'  —  Z"  cos  (a'  —  o',) 

zu  («etzen  sind. 

Es  wird  nun  aber  immer  miiglich  sein,  die  willkürliche  Grösse  u'^  so  n.-khc  dem  a' 

zu  wählen,  dass  ohne  merklichen  Fehler: 

CDS  (a'  —  a'i,)  =  1 
gesetzt  Werden  kann,  und  die  obigen  Ausdrücke  die  Form: 
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[tg  d"  -  cos  («"  -  «'„)  tg  8']  q"  =  N'  |^!,  -  .V  ^ 

■9-« 
—  N"  —  [tgö  —  cos  («  —  «'o)  tg  d'\  ^„- ,,  9-, 

N    =  (X  cos o'o   +    Y  sin «'o)  tgö'  —  Z 
N'  =  (X'  cos  a'o   +    r'  siw«'o)/(7Ö'  —  Z' 
JV"  =  (X''cosk'd    -\-    Y" shiu'o)  tgö'  —  Z" 
annehmen. 

Aus  dem  Materiale  des  Kometen  1857  III.  z.  B.  hätten  wir,  wenn  wir  statt  der 
Declination  der  zweiten  Beobachtung  deren  Rectascension  als  nicht  genau  bekannt  vor- 
aussetzten, mit  der  Annahme: 

«'„  =         610  30': 
JV    =  +  0,387  Oo 
N'  =  +  0,35315 
JV"  =   +   0,30840 

[tgö"     —  cos  («"  —  a'o)  tgö']  =         0,18732 
[ig  8       —  cos  («    —  a'o)  tgö']  =  —  0,11093. 

Hieraus  crgiebt  sich  die  Relation: 

0,187  32  p"  =  0,35315  -^„  —  0,38703  -^^ 
^  ^'  r]  ■9'"  1) 


0,11094 


&"ri" 


Substituirt  mau  für   ^,,    ,,   und      "   ' .,   die  definitiven  Werthe,  wie  sie  sich  schUess- 

lieh  in  der  41.  Vorlesung  ergaben,  d.  h.  Jog  -^j—r  =  0,34761,  log  -^rn^  =  0,09737,  so 

erhält  man  den  zu  dem  Werthe  log Q  =  9,96102  gehörigen  Werth  von  Jogg"  gleich 
9,80828,  während  derselbe  an  jener  Stelle  gleich  9,80809  gefunden  wurde.  Der  kleine, 
für  praktische  Zwecke  meistens  nicht  in  Betracht  kommende  Unterschied  rülirt  zum 
grösseren  TheUe  daher,  dass  die  hier  gebrauchte  Declination  der  mittleren  Beobachtung, 
und  die  oben  zu  Grunde  gelegte  Rectasceusiou  nicht  einer  und  derselbeu  Parabel  ent- 
sprechen. 

Da,  Avie  wii-  eben  gesehen,  eine  Schätzung  der  verfehlten  Rectasceusiou  bis  auf 
15  Bogenminuten  oder  40  bis  60  Zeitsecunden  genau  genügt,  die  zur  Bahnberechnung 
erforderliche  Gleichung  zwischen  q  und  q"  aufzustellen,  so  ist  also  das  Fehlen  der 
Rectascension  bei  einer  Beobachtung  ebenso  wenig  wie  das  der  Declination  ein  Hin- 
derniss  füi'  die  Ausführung  der  Vorschiifteu  der  40.  Yorlesuno-. 


-    ai3 


Vn  iifii  ml  vitM/.  i<;st<«    Vorlesung. 

Kill»'  .iiKltrc  I'iiitonmiiiir  der  (ilcii-Imiiir  (\)  in  \'(trlfNUiii;  N'itr/iL'. 
lIcsscTs  llfiiiim"  /MV  Koiiificiiilit'oiic. 

Durch  i-iiu'ii  Ktii)8tgrlff,  wtlclu'ii   wir  im  Vurliuri^elicMulfn  »clioii  einige  Male  in  An- 
wcniliing  bracliU-n,  kann  die  liclation  (4): 


{cos l'  ly li"  —  tos k"  tg ß')  q" 


■^•■?--^-^ 


—  N"  —  (cosk'  If/ß  —  cosk  (gß')  -^  Q 

1  c 

-■'  umgefürnil  werden,  dads  die  (irösse  —^^    welche   im  Gegensatee  zu  —^    schon    in     der 

1  >ten  Näherung  den  Kadius  vector  r'  in  die  Formeln  einführt,  verschwindet. 

Wir   machen    wieder   die   Kenierk\ing,    dass    der   Nullpunkt    der    2^hIuDg    für   die 

l.ingen  nach  Helichen  gewählt  werden  kann,  und  nehmen  jetzt  als  solchen  einen  Punkt 

r  Kklij.tik  von  der  I*inge  900+  q'.     e«  g^ht  dadurch  cosk  über  in  cos ( A  — 90«— Q*) 

I.T  siii{k  —  0').cosk'  in  si/i  (A' —  0'),  coük"  in  sin{k"—Q'),  iV  in  li sin  (Q  —  0')tg ß', 

in  la  sin  (©'  —  OO  '{l  ß'  odtT  Null,   N"  in  Jt"  sin  (©"  —  Q')  tg  ß'  "»d   die  ganze 

■ige  (ileichung  in: 

Igß'  sin{k  —  O')  —  tgß  sin{k'  —  0') 


^  lgß"sin{k'  —  Q')  —  tgß' sin  {k"  —  0')  '  c"    ^ 


+ 


litgß'  sin{Q'  —  O)  ^,   +  IT' Igß"  sin(Q'  —  Q") 


(1) 


Ql.er. 


igß"  sin  {k'  —  0')  —  tgß^  sin{k"  —  0') 

Ks  ist  dies  wieder  eine  durchaus  sti'cuge  Gleichung,  welche  specicll  das  OllK-rs'sche 
M  ergieht,    sobald    das   N'erhäUniss  —ff    bei    den\   Koiiieleu    dem    ciits|>rechenden   Verliiilt- 

iiins  bei  iler  Krde  oder  iler  Grösse: 

Jl"  gin  (0"  —  0') 
Jlsi,,  (0'—  O) 
jlc-ichgesetzt  wird;    man  erkennt  sofort,  dass   alsdann  das  Zusatztrlied    zu    dein  Olbors'- 
ben  Ausdrucke  verschwindet. 

Die  Gleichung  führt  uns  daher  ebenfalls  auf  das  schon  Ijckannte  Ilülfsmittel,  die 
Olbers'sche  Methode  von  dem  Fehler  der  ^'orausset■7.ung  zu  befreien,  dass  die  Sehne 
der  Kometcubahn  von  dem  mittleren  Hadius  vector  in  demselben  Verhältniss,  wie  bei 
•  ler  Erde  geschnitten  werde.  Es  ist  zu  deu\  Zwecke  nur  nöthig,  wenn  eine  erste  Rech- 
nung die  Distanz  p  =  (p)  und  -^  =  (-^j-j  hat  finden  lassen,  die  Bestimmung  mit  7,ii- 
griuidelegting  des  Ausdruckes: 

tgß'  sin{k  —  Q')  —  tgß  8in{k'  —  0') 


.1/  -^ 


+ 


Ol)  (r\ 

0')  \e') 


Igß"  sin  {k'  —  0')  —  tgß' sin (k"  —  0' 

Jilgß'  siniQ'  —  0)  .  (^j-)  +  Ji"tgß'  si»(G'  -  7")    , 


tgß"  sin  {k'  —  0*)  —  Igß'  sin  (A" 

I.  Tb«orrti»ch«  A»lfonomir. 
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zu   wiederholen.     Um   nun    aber  zu   vermeiden,    dass    man   bei   der   Berechuunsr    von  —r. 

jedesmal  auf  die  Elemente  selbst   zurückgehen   müsste,   behandelt  Bessel   die  Aufgabe: 

—ff  dui'ch  die   beiden  äusseren  Radien    und   die  Zwischenzeiten   unmittelbar   zu   finden '). 

Wir  haben  für  diese  Aufgabe  schon  oben  eine  iiulirecte,   praktisch   sehr   bequeme 
Auflösung  kennen  gelernt,  indem  mr  bemerkten,  dass  für  r'-  die  Gleichung : 


»'  rf  '  ■9-'  rf  ''' 
existii-e.  Von  einer  Schätzung  für  r'  ausgehend,  fanden  wir  einen  Xäherungswerth  für 
*?!  ■•?'?  'j")  ™it  welchem  yivc  dann  r'  genauer  bestimmen  konnten;  dieses  lieferte  uns 
darauf  genauere  Werthe  von  ^i ,  ?;',  ?j",  dann  wurde  die  Berechnung  des  /  wiederholt 
und  so  fort,  bis  sich  nichts  mehr  änderte.  Obgleich  die  rasche  Convergenz  dieses  Ver- 
fahi'ens  das  Bedürfuiss  einer  dii'ecten  Auflösung  nicht  fühlen  lässt,  so  kann  doch  die 
elegante  Behandlung  des  Problems  durch  Bessel  hier  nicht  gut  übergangen  werden. 

Bedeuten  nach   unserer  gewöhnlichen  Bezeichnung  v^  v',  v'  die  wahi-en  Anomalien, 
80  wu'd  bei  der  Parabel: 

c  n  )■'  r"  sin  {v"  —  t/)  sin  (t/'  —  v')      cos  1/2  v'^ 

c"  n"  r  r'  sin  (v'  —  v)  sin  (v'  —  v)     cos  1/2  v"^ 

(ig  1/2  v"  cos  1  '2  *'■'  —  sin  ''2  v')  (cos  '/j  v'  -\-  ig  ".)  v"  sin  i/j  v') 
(sin  Vs  ^  —  ig  '/a  ^  es  V2  ^')  (cos  V2  *-''  +  ^0  Vs  ^'  sf«  Va  «^) 
^  tgV^i/'  -~fgV,i/  _  1  +  tgy,v'  tgy,v" 

ig  \'2  v'  —  ig  V2  V    1  +  '5' '.  2  «-•  tg  ^  2  f'' 

Wii-  fanden  mm  schon  in  Vorlesimg  35  für  den  doppelten  parabolischen  Sector  2 
die  Gleichung : 

~^^(lifg"-2v"  —  fg  V2  v)  (yf,  fg  i/ä  v"^  +  1/3  tg  \',  v"  tg  ^',v  +  Vs  tg  V2  v'  +  1), 

also  wenn  wir-  ziu'  Aljkürzuno-: 


(2) 


3k 

V2 

i.t"- 

0  = 

T, 

3  k 

w 

(f- 

0  = 

T\ 

■6  k 
V2 

(<'  - 

0  = 

rpll 

(3) 


setzen  und  die  Gleichung  auf  die  Intervalle  ^'  —  t  und  t'  —  /  anwenden : 

T"  =  a'..  {tg  >/2  *'  —  ig  'A  f)   (3  +  ;«7 1/2  «;s    +  ?(?  1/2  v    tg  1  o «-'  +  ig^'-i  i'')  1 

r    =  i''^  {tg  '/2 «"  -  tg  V2 1'')  (3  +  ig  V,  v"^  +  tg  '/^  v"  tg  V,  v'  +  tg  '/2 «''")  j 
oder : 

T"  —  2^/«  {tg  1  '2  i^'  —  f^  V2 1')'  =  3  3%  {tg  1  2 1^'  —  /(/  >A  f)  (1  +  /^  \',  v  tg  Va  j;') 

T    —  (ft  {tg  1/2  v"  —  tg  )  '2  r;')^  =  3  g"^«  (fp  i ',  v"  —  tg  V^  v')  (1  +  tg  ^/a  »'  tg  V2  i;"). 

';  Siehe  Astronomische  Abhandlungen,  herausgegeben  von  Schumacher.     Zweites  Heft,  S.  1. 
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Kii  «ri  noch  r.ur  AbkOming: 

V« •  ('</  "t  v'  -  'p ' ,  0  -  «";  /«•  ('y  V.  «^'  -  '</  '/•  tO  =  «; 

ilivi<lu'i   man  die  IfUU-rhalteneu  Uleiohunguu  in  einander,   so    crhUt   man  mit  Raek^i<■ht 
auf  (2): 

e"          n"          T"  —  !«"•  *^ 

l>io   iinfu'kanntcn  Grinsen   u  und  u",    von   welchen  dfiiinach  du«    gcmichlc   VcilialV- 

Ilin^  ikliliüngt,  eihillt  mau  durch  die  gegebenen  (iWiKsen   r,  r",   T,  T"  aiugedrückt,  wenn 
man  q,  ty  '  ,  r,  tg  '/j  t""  au«  den  Uleichtujgcu  (3)  und  au» : 

<ä, ',,./  =  <j,',i,  -I-   -^,    tg\\t^  =  l;,>/tv"  -  -^ (5) 

V«  V'/ 

fp«>'=r-—    I,  ,^1^,/'.  =  I^  _  1        ((;) 

eliminirt.     Subslituirt  man   für  tg\'tv'  in  (3)  seine   Werthe  aus  (5),   so   erhält    man,    mit 
UerrickMiohligung  von  (6): 

J"  =  «"  (3r     +    3  u" /!/'/.«' Vi  +    ""•)! ,7) 

r    —  u     {o  u"  -    3utg  >/,  v"  fq    +   u^)    \ 
ferner,  weil   nach  (ft)  und  (H): 

ti"  ^   u  =  ty  Vs  f"  /«  —  ''J'iffq 
r"  —  r  =  qtg  »/j  f"2    —  ^  t(i '/,  t;», 
die   (Jleiehungen: 

J^  =  'j?  'A «/'  fä  +  '</  '/i  f  /7 

2';/'  ..«Y7=  ^T^  -  (""  +  ")'  ^'■"''■••''">^^  ^^  +  ^""  ^  ")• 

S^lb^liluirt  man  diese  Ausdrücke  in  (7),  so  wird: 

2  T"  —  li"  ( 6  r    1    3  u"  ^ „  ~  *"  —  3h  u"  —  m"A 

\  "      +    M  / 

2  2'    =  H    (f.  r"  —  3  ,.     ^,^^   —3m  «"  —  uO  ' 

Addiit  man  diese  Gleichungen,   einmal  unmittelbar   und   einmal    nach  Multäplication  mit 
—  u"  und   -|-  u,  so  erhält  mau: 

*J  (7    +    I')^  :t  (r"  +  0  (»"  +   »)  -  («"  4    ")' 
•1  {Tu"  —  2'"«)  =  uu"  [3  (»•<  —  r)  +  h  ■  —  ii^J. 

und,  wenn: 

II  -\-  u"  ■=  2r,  n  —  i("  =  2-' 

geeelst  wird: 

7-  4-  2-»  =  3(r"  -f  r)  r  —  4  i»  )      .     .     (<:^ 

•2  (7-  -  2")  ..  -  2  (V  +   T")  r'  =  (.-»  -  .'»)  [3  ('"  -  <)  -   I  •--']    I 
Der  /weilen  Gleichung  kann  man  auch,  mittelst  der  ersten,  dio  folgende  Form  geben: 


4Ü« 
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Die    Bestimmnno'    des   Vorbältnisses    -;;  oder  -r.   ist  also   von  zwei  cubisclien  Glei- 
°  c  n 

chutigeu  abhängig,  von  denen  die  einfachere  dem  irreductiblen  Falle  angehört.  Die  Grösse« 

kann   ihrer   Natur    nach   nicht   negativ   Averdeu;    die   bekannte   trigonometrische   Formel 

lässt  sogleich  erkennen,  dass  zwei  positive  Wnrzeln  existiren,  von  denen  die  kleinere  zu 

wählen    ist,    wenn    der  Komet   weniger    als  180"  in   wahrer  Anomalie    zurückgelegt  hat. 

Die  Gleichung  füi-   z"   hat   nur   eine    reelle  Wurzel.     Für   die   praktischen  Anwendungen 

wird  mau   zuweilen   mit  Reihenentwickelungen,   durch   welche   noch   die  Glieder  zweiter 

Ordnung  berücksichtigt   werden,    him-eichende    Schärfe    erlangen.     Die   Reiheueutwicke- 

lungeu    siud    nach   der   Methode    der   unbestimmten    Coefficieuteu    ganz    ähnlich,   wie   in 

Vorlesung  35  leicht  auszuführen  und  erQ;eben: 

o  t^i    -r  1) 

T"         r"  —   >• 


oder : 


I  +  T" 

3   {>-'   +   ; 

') 

T  —  r 

3  (r"  + 

IT' 

>■) 

3  (."  + 

'•) 

2  T 

+ 


r 

+  • 

3(, 

■"  + 

r) 

TT" 

r" 

— 

r 

r 

('•" 

+ 

vY 

TT" 

>■'' 

— 

r 

r 

('■" 

+ 

rY' 
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woraus  dann  die  Gleichung  (4),   und  da  -f.  = 


iL   }L. 
T" '  n"  ■ 


»i      =    1    —    jT, 

bestimmt  wii-d. 

Bei  den  oben  gebrauchten  Beobachtungen  des  Kometen  1857  TIT.  haben  wir: 

lof)  9-    =  S,93(i4S,  loi}  T   =  lo<j  — =  =  9,26309 

3&' 
Ufi^'  =  9,19092,  logT'  =  log  — =  —  9,51753 

3&" 
}oo&"  =  8,83709,  log  T"  =  log  --  =  9,1(5-130 

r    =  0,73582, 
>■"  =  0,55755. 
Es  ergiebt  sich  nach  den  Reihenentwickelungeu : 

log  }j  =  9,99760,  log  »j"  =  9,99898. 

Für  den  vorliegenden  Fall  zeigen  sich  hiernach,  wenn  man  mit  den  früher  erhaltenen 
Wertheu  vergleicht,  die  Reihenentwickclungen  für  m  und  w"  hinreichend  weit  fortgesetzt. 
Wo    es    auf    Erlangung    grösserer    Schärfe    abgesehen     ist,    dürfte    meistens    das    oben 

beschriebene  indirecle  Verfahieu  zur  Bestinimuntt  von  -r;  aus  r  uud  >'    üeu  \  orzug  ver- 

°  c 

dienen. 
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ICItci- ('»•ii>trU(li(»ii  filier  TatVl  /um  sclinrllrii  llrkfiiiini  ilcr  Idt-nlitiit 

von   Konu'tni. 

I)ii'  in  «U'ii  vurlierj,'clicndeii  Vorlostiiigcii  eiitwii-kelUii  iMflliodeii  iiulinu-n  iiiif  alle 
l'iiiKt.-iiiilf  Kiiokficlit,  welche  bei  neu  enUleokteii  Kometen  vurzukoinnieii  i>flejjen,  es  sei 
ileiiii,  iliiKs  8icli  die  Hiiliu  schon  in  den  ersten  Hechnimgen  als  merklich  von  der  Parabel 
abweichend  erweist.  Letzterer  Fall  ist  gar  nicht  selten,  und  die  Geschichte  derKomcten- 
eiTicheinungen  hat  auffallende  Heisjiiele  davon  verzeichnet,  dass  die  Astronomen  durch 
solche  Körper  von  kurr-er  Umhiufs7.eit  überrascht  wurden,  wie  liei  dem  grossen  Kometen 
lies  Jahres  1770,  dessen  Periode  sich  unerwarteter  Weise  zu  nur  5'  .j  Jahren  herausstellte. 
Es  fallt  bei  einem  solchen  Vorkomranisge  der  Berechnung  der  ]*arabolischen  Bahn  die 
Holle  zu,  den  Beweis  zu  führen,  dass  die  Beobachtungen  nicht  darstellbar  werden,  eine 
Aufgabe,  welche  bei  der  gebrauchlichen  Anwendungsweise  der  Olbers'schen  ^lethode 
etwas  weithuüige  Uechnungen  verursacht;  denn  es  ist  der  gesanimte  Eintluss  aller  der 
Vermichlässigungen,  welche  man  sich  zu  erlauben  pflegt,  wie  der  l'ai-allaxe ,  der  Aber- 
ration, der  Bewegung  des  Ae<piinoctiums  u.  s.  w.  auf  die  Bahnbestiminung  sehr  schwer 
zu  schützen.  Die  zuverlässigsten  Beobachtungen  vorausgesetzt,  wird  man  daher  erst, 
wenn  die  Abweichungen  von  der  Parabel  in  ansehnlicher  Grösse  hervortreten,  den 
Beweis  ihres  Vorhandenseins  leicht  führen  künnen.  Mit  geringerer  Jlühe  dürfte  der- 
selbe Nachweis  auf  überzeugende  Art  nach  der  iu  Vorlesung  42  gegebenen  Ueber- 
tragung  der  Gauss'schen  Form  auf  den  Aequator  zu  führen  sein,  weil  sie  der  Berück- 
sichtigung aller  Correctionen   in  hohem  Grade  Vorschub  leistet. 

Um  aber  die  eben  empfohlene,  ebenso  kurze  als  scharfe  Methode  noch  nützlicher 
zu  machen,  wäre  es  wünschenswerth,  den  Kechiier  auch  noch  der  schliesslichen  Bestim- 
mung der  Elemente  für  die  Ekliptik  zu  überheben.  Dies  ist  um  so  leichter  thunlich,  als 
ja  vorerst  die  beiden  Hauptzwecke  der  Bahnbestimmung,  die  A\ifstellung  der  Ephemeride, 
und  die  Untersuchimg  der  Identität  mit  früheren  Kometen,  ohne  die  Kenntniss  jener 
Elemente  erreicht  werden  konneu. 

Um  nun  die  Frage  nach  der  Identität  möglichst  rasch  zur  Entscheidung  bringen 
zu  können,  bedarf  es  nur  einer  leichten  Umformung  des  Verzeichnisses  der  früher 
erschienenen  Kometen,  bei  welcher  an  die  Stelle  der  Elemente  Q,,  n  —  Si,  i  die  Gauss'- 
schen Constanten  A  -{-  n  —  ii  oder  A',  B  -\-  n  —  Q,  oiler  B",  C  -\-  n  —  ,0,  oder  C'  mit 
Ilinzufügung  ihrer  Secularändrrungen  gesetzt  werden.  Eine  solche  von  dem  Verfasser  auf 
Grund  des  in  der  dritten  Ausgabe  der  ülbers'ßoheu  Abhandlung  euthalteuen  Komcten- 
verzcichiiisse«  berechnete  Tafel  findet  der  Leser  im  Anhange  als  Tafel  WX  gegeben. 
E«  ist  klar,  dass  die  drei  von  einander  unabhängigen  (.'onstanlon  A',  B',  C,  die  Elemente 
Q,  X  —  ß  nnd  i  vollsländig  ersetzen. 

Soll  ein  neu  erscheinender  Komet,  dessen  Bahn  man  eben  bestimmt,  mit  einem 
früheren  für  identisch  gelten  können,  so  müssen,  unter  Bcrücksichtignng  der  Secular- 
änderungen,  die  A\  h\  C  und  g  der  neuen  Erscheinung  mit  denen  der  aiteu  übereiu- 
stimiueu. 


Vierte    A1)t]i  eil  ung. 

Die  Bestimmung  elliptischer  Bahnen. 


Siebenundvierzigste  Vorlesung. 
Eiuleiteiifle  Bemerkiuigen. 

Was  in  der  Eiuleituug  zu  der  dritten  Abtbeiluug  über  das  Bedürfiiiss  nach  Me- 
tboden gesagt  wurde,  welche  die  Bestimmxuig  der  Bahn  aus  den  Beobachtungen  eines 
kurzen  Zeitraumes  ermöglichen,  behält  auch  in  Bezug  auf  die  elliptischen  Bahnen  der 
Planeten  und  der  Kometen  von  kurzer  Umlaufszcit  seine  Bedeutung,  und  ist  dort  schon 
grossentheUs  ausgesprochen.  Die  Aufstellung  solcher  Methoden  ist  eines  der  vielen 
unsterblichen  Verdienste  von  Gauss  um  die  Wissenschaft,  und  sie  hat  wesentlich  dazu 
beigetragen,  ja  war  fast  dazu  uuentbehilich ,  aus  den  zahlreichen  Entdeckungen  der 
Neuzeit  dauernden  Gewinn  für-  die  Astronomie  zu  ziehen. 

Die  Vorschriften  zu  solchen  Berechnungen  bilden  bekanntlich  den  Gegenstand  des 
hier  schon  oft  eitüten  classischeu  Werkes:  Theoria  raotus  corporum  coelestium  in 
sectionibus  conicis  solem  ambientium,  auctore  Carolo  Friderico  Gauss.  Wie  aus  der 
Geschichte  dieser  Untersuchungen  hervorgeht  imd  ausserdem  in  der  Vorrede  des 
genannten  Werkes  ausdi'ücklich  gesagt  wird,  war  die  von  Gauss  ursprünglich  nament- 
lich auf  die  Ceres  angewandte  Form  der  Methode,  aus  drei  vollständigen  geocentrischen 
Oertern  die  elliptischen  Elemente  zu  finden,  von  der  später  in  der  Theoria  motus 
bekannt  gemachten  in  der  Form  erheblich  verschieden ').  In  neuerer  Zeit  ist  die 
Encke'sche  Form  der  Gauss'scheu  Methode  (entwickelt  im  Anhange  zu  dem  Berliner 
Jahi'buche  von  1854)  wohl  häufiger  von  den  Rechnern  benutzt  worden. 

Das  Wesentliche  in  dieser  Methode  ist  die  Aufstellung  einer  Gleichung  achten 
Grades  für  die  Bestimmung  des  mittleren  Radius  vectors  r'.  Der  Weg,  auf  welchem 
dazu  gelaugt  wird,  kommt  dem  schon  in  Vorlesung  34  eingeschlagenen  sehr  nahe,  da 
dieselben  Principien  zur  Anwendung  kommen,  wie  bei  dem  Lambert'schen  Kriterium 
über  den  geocentrischen  Lauf,  imd  die  Gleichung  ebenfalls  dieselbe  ist,  welche  man 
durch  Erweiterung  jenes  Kriteriums  zu  eiuer  Bestimmungsmethode  erhält.  Nur  ist  hier 
bei  den  Planeten  die  ganze  Rechmmg  so  anzulegen,  dass  mau  von  den  Fehlern  aller 
nicht  voUkommeu  correcten  Voraussetzungen  sich  in  beliebigem  Grade  unabhängig 
machen  kann.  Es  ist  dies  eine  an  jede  Planetenbahnmethode  nothwendig  zu  stellende 
Forderung,  da  hier  die  Bestiuimuug  im  Allgemeinen  viel  empfindlicher   gegen  Vernach- 


')  Methodi  euiin  ab  initio  adLibitae  indentidem  tot  tantasque  mutatioues  passae  sunt,  ut  inter 
modum,  quo  olim  orbita  Cereris  calculata  est,  institutionemque  in  hoc  operc  traditum  vL\  ulluiii 
simiHtudimB  vestigium  remanserit. 
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ISBMi);ungcn  iHt,  als  bei  doii  KoiiU'toiihnhiU'ii,  nnoli  ilur  gniHücreii  Sch&rfi'  der  llctilnichtuiij; 
wi'^'oii  «lio  UiiU'iKi'hicilf  zw  i.'«-hcii  lU'ohiiting  und  lii-obaolitiiiiguii  viel  IcichUT  diu  l'Vddc-r 
'tcr  Kfciniiiiig  vcrrathcii. 

Sülmld  t*  durcli  Auflösung  dur  GloiiilHiiig  oolitoii  Gi-ndu«  hcroühiiut  ist,  folgen  daran« 
-ehr  einfach  iiiieli  diu  lieiden  Iliidiunvuoloieu  r  unil  r",  Howiu  der  /.wLsulien  iliiiun  diircU- 
iiifeiiu  lieliocentriHclic  Mögen.  Aus  diesen  Stüeken  nnd  dem  gegebenen  ZeilinUTvall 
■'  —  i  niÜHsen  dann  HchlieK^lioli  die  Elemente  8elbst  berechnet  werden,  eine  Aufgabe, 
welche  analytischen  Kunstgriffen  einen  grossen  Spiehikuin  gestattet  und  mehrere  nume- 
risch bequeme  I^isungen  /.ulässt. 

Die  eben  in  ilireiu  Grundriss  gezeichnete  Methode  der  liestinimung  einer  elliii- 
tischen  Hahn  aus  drei  vollsUlndigcn  Hcobachtnngen  versagt,  wie  schon  in  dem  zweiten 
Abschnitte  erwiihnt  wurde,  ihre  Dienste,  sol>»ld  die  Hahn  sehr  nahe  mit  der  Enlbahn 
/usanimenf:illt,  weil  alsilann  die  drei  geocentriachen  Hreiteu  aufhiircn,  drei  von  einander 
unabhängige  Data  zu  enthalten.  Man  erkennt  dies  leiclit,  wenn  man  sich  den  Fall  denkt, 
dass  die  Neigung  der  Hahnebene  vullkommen  zu  Null  wii-d;  es  bleiben  dann,  ausser  i 
lind  il,  welches  letztere  beliebig  gewählt  werden  kann,  noch  die  vier  Elemente:  I>äugu 
•  los  I'erihels  3r,  halbe  grosse  Axe  a,  Excentricität  c  und  die  mittlere  Anomalie  M  einer 
l'cstimniten  E|Hiche  zu  linden  übrig,  und  es  ist  offenbar,  dass  hierzu  vier  Längen  in  den 
Daten  enthalten  sein  müssen.  Aus  diesem  Urunde  ist  es  nüthig,  wenn  t  sehr  klein 
wird,  eine  andere  Methode,  als  die  obige,  anzuwenden;  die  Vorschriften  der  Bestimmung 
einer  ellijilischen  Bahn  ans  vier  Beobachlungen,  von  denen  zwei  vollständig  sind,  wie 
Gauss  sie  gegeben  hat,  beruht  im  Uebrigen  auf  denselben  Principieu,  wie  die  erst- 
i-rwähnte  Methode.  Doch  erfordert  die  Auwendong  derselben,  zumeist  aber  die  Aus- 
wahl der  vier  Beobachtungen,  welche  der  Rechnung  zu  Grunde  gelegt  werden  sollen, 
noch  besondere  Vorsichtsmaassregeln,  ohne  welche  mau  zu  ganz  fehlerhaften  Resultaten 
kommen  kann.  Wir  worden  daher  später  bei  der  Entwickelung  dieser  Methode  auf  die- 
>ell)en  aufmerksam  machen. 

Die  Methode  der  Berechnung  aus  drei  vollständigen  Beobachtungen  geben  wir  im 
Folgenden  wieder  in  verschiedenen  Formen,  von  denen  die  auf  den  Ae»juator  unter 
Einführung  der  Sonnencoordinalcn  bezogene  bei  solchen  Gelegenheiten,  wo  es  sich  um 
Herucksichtigung  aller  kleinen  Corrcctionen  handelt,  die  bequemst«  zu  sein  scheint.  Bei 
;inileren  Gelegenheiten  tragen  die  Umformungen,  welche  Encke  und  in  neuerer  Zeit 
Hansen  mit  den  F\indamentalgleichungen  der  Aufgabe  vorgenommeu  haben,  erheblich 
zu  der  Vereinfachung  der  Rechnung  beL 


A  c  h  1 11  n  fl  V  i  P  r  7.  i  p  s  t  e    V  o  r  1  e  s  n  n  p^. 

ETifwi«l<t'liiii<j  (lor  Fmi(laiiioiifal<rl('iclinii<roii   tiii-  ilio  T^osfininmiii:- 
«ItM-   Kiitlfiiiiiiiü:   ciiH's    lliuiiiK'lskörjioi-s  aus   drei    vollsfäiidii^eii   ücol»- 
arlitmiircii  iiimI  \iil'lösiiiiir  ilcrscllicn  für  den  Acqiiator.    Krsto  Näliciiiiii:". 

Bezeichnet  man  wieder  mit  ii,  ii',  n"  beziehungsweise  die  doppelten  Dreiccksfläclu'u 
r*  r"  sin  (j/'  —  v'),  r  r"  sin  {v"  —  r),  r  r'  sin  (t/  —  v),  so  bestehen  zwischen  den  helio- 
cenlrischcn  Coordinalen  des   l'lanetcn  die  schon  bekannten  Relationen: 
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«'a;'  =  nx  -j-  n"  x", 
■)i'ij'  =  ny  +  n"  y'\ 
Ol'  z'  =   nz   -\-  n"  z" , 


oder,  bei  Einfiihnuig  von  c 


x'  ■=^  ex  -\-  c"  x" 
y'  =^  cy  -\-  c"  y" 
e'  =  cz   +   c"  g". 

In  dem  dritten  Abschnitte  gestalteten  wir  diese  Relationen  zu  einer  Gleichung 
zwischen  den  beiden  curtirten  Distanzen  q  und  q"  um,  indem  wir  die  heliocentrischen 
Coordinaten,  dmxh  die  Distanzen  p,  p',  q"  und  die  Sounencoordinaten  X,  Y,  Z;  X',  Y',  Z; 
X",  Y",  Z"  ausdi'ückten  und  q'  eliniLnirten ;   es   gab   das   zwei   verschiedene  Gleichungen. 

Eliminirten    wir    durch    einen  Kunstgriff   auch   noch   die    uns    unbequeme  Grösse  —77,    so 

wurden  wir  auf  den  Ausdruck  für  das  Olbers'sche  31  mit  den  verbessernden  Zusatz- 
gliedern  geführt.  Für  den  gegenwärtigen  Zweck  dagegen,  wo  wir  uns  nicht  mehr  nach 
der  Lambert'scheu  Gleichung  einz.urichten  haben,  elimiuiren  wu-  aus  den  obigen  Funda- 
mentalgleichungen Q  und  q".  Denn  wir  erhalten  durch  diese  lineare  Elimination  offenbar 
eine  Gleichung  zwischen  q',  c,  c"  und  lauter  gegebenen  Grössen;  nun  liisst  sich  aber  q 
strenge,  c,  c"  wenigstens  sehr  angenähert  mit  Hülfe  der  früheren  Eutwickelungen  durch 
den  mittleren  Radius  vector  »•'  ausdrücken;  es  entsteht  also  eine  Gleichung  zwischen  »•' 
und  bekannten  Grössen.  Der  daraus  hervorgehende  Werth  von  r'  und  der  entsprechende 
von  q'  geben,  in  die  bei  der  Elimination  zum  Vorschein  gekommenen  Zwischen - 
gleichungen  substituii-t ,  auch  noch  q  imd  q".  Führen  wir  nun  die  eben  in  Gedanken 
durchlaufenen  Operationen  wirklich  aus,  so  erhalten  wii': 

q'cosck,'  —  X'  ^=  c(qcosm  —  X)  -f  c"  iß"  cosn"  —  X") 

Q'sina'  —  1''  =T  c(^QsinK  —   Y)   -\-  c"  (q"  sina"  — ■   1"") 

Q'tfjÖ'  —  Z'  =  c(p/;/ö    —  Z)   -\-  c"{Q"tf/d"     —  Z"), 
oder : 

q' cos  Oll  ^  X'  —  cX  —  c"  X"  -\-  cQcosu  +  c"q"cosu"  ) 

Q'sina'  =  Y'  —  cY  —  c"  Y"    -\-  CQsinu  -\-  c"  q" sina"         •     •     •     (1) 

Q'tfib'  =  Z'  —  cZ   —  c"  Z"    -\-  cQtgS     +   c"Q"tgd"     \ 

Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  cosu",  die  erste  mit  sinu",  und 
zieht  die  eine  von  der  anderen  ab,  so  wird: 

q'  sin  («"  —  k')  =  [X' sinu"  —   Y'  coscc")  —  (Xsinci,"  —   Ycosa")  c 
—  {X"  sina"  —   Y"cos«")  c"   -{-  cQsin{a"  —  «), 
odei",  wenn  wieder  zur  Abkürzimg: 

X   sinu"  —  r  cosu"  =  M„ 
X'  sinu"  —   r'  cosk"  =  M'„ 
X"sinu"  —   Y"  sinu"  =  M" 
gesetzt  wird : 

q'  sin  («"  —  u')  =t  M'„  —  31  „c  —  31",  c"   -f  cQsin  («"  —  u)  .     .     .     .     (2) 

Addirt  man  die  erste  der  Gleichungen  (1)  zu  der  dritten,  nachdem  man  sie  be- 
ziehungsweise mit  tg  ö"  und  —  cos «"  multiplicirt  hat,  so  erhält  man : 

q'  (fg  ö"  cos  u'  —  tg  d'  cos  u")  =  (X'  tg  ö"  —  Z'  cos  u")  —  (X  ig  d"  —  Zcos  u")  c 
—  {X"tg8"  —  Z"cosa")c"  -\-  CQ{tgd"cosu  —  tgdcosu"). 
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iiiict   »Clin: 

A    lijd"      -  /    cosu"  =  N 

X'  tgd"    —    /'  COSU"    rr.    A" 

X"lod"  -  /"rosa"  ^  N" 
„■«•si't/.t  winl : 

>y  {lg  ö"  cus «'  —  ti/ 6'  cos tt")  =  y  —  Nc  —  -V" (■"    I    rgitij ö" cos «  —  tgd  cos a")  .  .     (3) 

Aus  iK-ii  liciilcii  Gloichiiiigcii  (2)  iiiul  (;i)  kann  nun  ohno  Schwierigkeit  auch  noch 
.  p  fliininii-t  wonlfM ;  iK-ii  letztcrfii  Zweck  erreicht  man  indessen  leicht  anf  anderem 
Wcire.  .Man  kann  nämlich  wieder  hemerken,  dass  der  l'oefticient  von  CQ  in  Gleichung 
(.'!)  Villi  der  Ziililiingsweisu  der  a  ul)liän<j;i<r  ist  und  dcslialh  durch  eine  Drehung  des 
(.'oordinatensysteins  um  die  Z-  Axe,  wobei  die  Z  offenbar  ungeiindert  bleiben,  zum  A'er- 
-i-hwinden  gebracht  werden  kann.  Es  sei  diese  Drehung  oder  die  Hectascension  der 
neuen  X-Axo  gleich  ..-l'o,  so  wird,  wenn  die  neuen  Coordinaten  durch  die  alten  aus- 
_'i'drückl  werden,  uffcnbar: 

A'    cosA'o    f    1'   si)iA'„  für   .\ 
X'  cosA'q  +    r'  sin  ä'„  für  X' 
X"rosA\    +    r"si>i.4'o  für  A", 
liinnarh,  um   .V.  .V,  .V"  durch  «lie  gewöhnlichen  Coordinaten  auszudrücken: 
A    —  ( A    cos  -l'o    i-    1'   sin  A\y)  ig  6"  —  Z  cos  («"  —  ,1'u)    1 
A'  =  (A'  cos -l'o  4-    Y'  sni.l'o)  tgö"  —  Z'  cos(u"  —  A'o)        •     •     •     •     (4) 
A"  =  {X"  cos  A'o   +    Y"  sin  A'o)  tgi>"  —  Z"  cos(ot."  —  .1',,)  ) 
zu  setzen  sein.     Damit  der  Coefficient  von  cp: 

tgö"  ros  («  —  A'i,)  —  tgS  cos{u"  —  A'o) 
zu   Null   «cnle,  hat    man : 

,  lad"  COSU  —  tqd  rosa" 

ig  0    sin  cc  — ■  tgO  sin  a 
Die    Grösse  A'u    hat   eine    kurz    anzugebende   geometrische    Bedeutung:    es    ist   die 
liectascension  des  Poles  eines  durch  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Ort  gelegten 
u'rössten   Kreises,    d.  h.    die    liectascension    eines    von    den   beiden  Oerlern    um    90"    ab- 
stehenden  Punktes  der  Kugel. 

Damit  dieses  wirklich  der  Fall  sei,  wäre  nöthig,  ilass: 

nin  J)'o  sind      \     coslt'u  cosd    cos  (a    —  -t'o)  =  cos  00°  =  d, 
und  desgleichen: 

sin  I/o  sind"  -\-   cosB'o  cosd"  cos  (a"  —  .l',,)  =  cos  1)0"  =  Ü 
wird,  wenn  I/q  die  Declination  des  in  Hede  stehenden  Punktes  vorstellt,  also  auch: 

1     •    ciilijD'o  cotgd  cos  (a  —  A'o)  =  1   +  cotgL^o  culgd"  cos  (u"  —  A'f,)  =  0. 
also   ist  die  Bedingung  für  A'o- 

tgd"  cos(a  —  A'o)  —  tgd  cos(u"  —  -l'o)  =  (•: 
endlii-h  ergiebt  sich  nach  dem  Vorhergehenden: 

Ig  Il^o  =^  —  colgd  cos{tt  —  -l'o)  =  —  colgd"  cos{u"  —  .-l'ol. 
-Man   erhält    für  -l'j    zwei    um    18U»    verschiedene    Werthe,    von    denen    derjenige, 
wi-lcher  tg  D'o  positiv  liefert,  dem  Nordpol  des  grössten  Kreises  entspricht. 

Wir  haben  hiermit  eine  der  Formen,  in  welchen  die  Aufgabe,  die  Lage  eines  durch 
zwei  gegebene  Punkte  gelegten  grössteu  Kreises  zu  finden,  eine  Aufgabe,  die  uns  noch 
■'iiiigemol  bei  wichtigen  Gelegenheiten  aufstossen  wird,  gelöst  werden  kaini. 

Klinker fu et,  TlieoreUiclie  Attronomio.  ^j 
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Die  Gleichung  (3)   geht    dann,    wc-mi    mau    die  Bedeutung   der  X,  JV,  X"  aus  (4) 
zu  Grunde  legt,  über  in : 

Q'[fgö"  cos  («'  —  A'^)  —  fi/ö'  co^  («"  —  vi',,)]  ^=  X'  —  Xc  —  X" c", 
welche  Gleichung  «ir  der  Kürze  halber  hinter  der  Form: 

mg'  =  X'  —  Xc  —  X"  (" (')) 

schi'eibeu  woUeu.  Um  daraus  eine  sehr  genäherte  Bestimmiuig  des  Radius  vectors  r' 
zu  gewinnen,  führen  wir,  wie  früher,  den  Winkel  s  ein,  welcher  in  dem  ebenen  Dreieck 
Sonne -Erde -Planet  der  mittleren  Beobachtung  an  dem  Planeten  gebildet  wird.  Be- 
zeichnen wir  noch  ferner  iu  demselben  Dreiecke  den  äusseren  "Winkel  an  der  Erde  mit 
X\  so  ist: 

E' cos x'  =  —  X'  rosö'  cosa'  —  Y'cosd'  >•/»«'  —  Z'siii8\ 
und: 

,       s,         E'  sin  (x'  —  s) 

g'  sec  d'  = ^ '  • 

sin  z 

Für  c  und  c"  fanden  wir  früher  die  einschliesslich  der  kleinen  (Grössen  zweiter  Ordnung 
richtigen  Ausdrücke : 


R'  sin  x' 


Es  wird  also  iu  Folge  der  Gleichung  (5)  und  weil  r' 

/  Q  ^"\ 

niR'  cosö'  sin{x'  —  0  =  iX'  —  -^' ^  —  ^"  "ät)  sin  s 

/  ,    ■O'  ,„  ■&"\    &&"  sim* 

—  [^   ^   +   ^      ^')   211'i  sinx''' 
Löst   man    die    Parenthese    der   liukeu    Seite    auf   und   führt   zwei  Hülfsgrössen  a  und  q 
ein,  derart,  dass : 

m  B'  cos  d'  sin  ;j'  =  a  sin  q 

/  Q^  Q"\ 

Dl  i?'  cos  d'  cos  x'  +  [X'  —  ^'  "07  —  "^  "  'v  )  =  "  cosq, 


so  wird  : 


—  sin  s*  =  a  si»  [z  —  q) 


2  iJ's  sin  z' ' 

m  B'  cos  d'  sin  y'       .    ,  , 

: —  ■  sin  (z  —  q) 

svt  q 


(6) 


Zur  leichten  Aufsuchung  der  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung,  welche  in  Be- 
ziehung auf  sin  z  von  derselben  Form  ist,  wie  die  Gleichung  (3)  der  34.  Vorlesung, 
lässt  sich  nun  wieder  die  bei  derselben  Gelegenheit  gezeigte  Waterstone'sche  Con- 
strnction  anwenden.  Wir  werden  dadurch  einestheils  einer  weitläufigen  Discussion  über 
die  möglichen  und  brauchbaren  Wurzeln  derselben  überhoben ,  anderentheils  erhalten 
wir  eiiie  höchst  schätzbare  Näherung,  wodurch  die  scharfe  Auflösung  für  jeden  iu  der 
Praxis  vorkommenden  Fall  ungemein  erleichtert  wird.  Wir  wissen,  dass  nach  der  Be- 
deutimg des  Winkels  z  in  unserer  Aufgabe  die  zulässigen  Lösungen  zwischen  s  =  0 
und  g  =  x'  liegen,  dass  ferner  eine  Lösung,  welche  sehr  nahe  z  z=  x'  liefert,  stets  vor- 
kommen muss,   da  sich  diese  Lösung  auf  die  Erde  selbst  bezieht.     Aus    der  Natur  der 
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('onatruoliuii  bt  auch  fi-nicr  leicht  ku  erkennen,  daas  ein  Schnitt]>urikl  der  genidcn 
Linie  und  der  Ciirve  achU-u  Grade«,  welcher  eine  lirauchlmro  Lösung  liefert,  einer  Be- 
:  uiirung  iler  Ciirve  mit  der  Geraden  Belir  nahe  liegen  kiiuu,  in  welclieni  Fülle  dann  noch 
'  iiie  weitere  brauchbare  Li'lsung  vorhundui  und  ein  nur  durch  Zuziehen  nicht  benutzter 
Ucidiuchtungen  /u  lösender  Zweifel  entsteht,  welche  der  beiden  Wurzeln  gerade  Gültig- 
keit hat. 

Man  kann,  wie  ap&ter  gexeigt  werden  wiid,  die  Aufstellung  der  wichtigen  Glei- 
■hung  (6)  auf  sehr  elegante  Weise  von  dem  Durchschnitto  der  beiden  gnissten  Kreise 
ibhiiiigig  machen,  welche  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Ort  und  den  zweiten 
^onnenort  mit  dem  gleichzeitigen  geocentrischen  Orte  verbinden.  Mit  noch  grösserem 
N'ortheile  für  die  Uebersichtlichkeit  werden  wii'  später  die  Abstände  der  geocentrischon 
<  »erler  und  der  Sonnenörter  von  drei  gegebenen  grüssten  Kreisen  einführen,  welche 
Form  fm-  Aciiniilor  und  Ekliiitik  fast  gleiche  Bequemlichkeit  hat  und  daher  bei  der 
lierücksichligung  der  kleineu  Correctioneu  gute  Dienste  zu  leisten  vermag. 


NtMi nun cl vierzigste  Vorlesung. 

Vci-lics^cMMiiiir-iverraliifii  für  flu«'  aus  den  Fiindaiiu'iitalulcirlnniirrn 
(h'i-  aclituiKhieizij^steii  \'urk'siiiig  liergflcitete  Nälicriiiig'. 

Durili  wiederholte  Anwendung  der  in  voriger  Vorlesung  gegebenen  Funduniental- 
fomiiln  kann  jeder  V)eliebige  Grad  von  Annäherung  eiTeicht  werden,  wenn  man  in  den 

Ausdrücken  von  c  und  c"  die  Factoren  von  ^r-j"  *!*  unbekannte,  nach  und  nach  zu  ver- 

bessernde  Grössen  einführt.     Setzen  wir  deragemäss: 

•  1    1  "      »         "" 

80   winl,  da   c  ■=  —f .  c     ^=   —7-, 


(I) 


"-'{vi-')'- 


üreicck 

Hezeichncii  wir  auch  hier,  wie  früher  bei  der  Pai^abel,  das  Verhällniss  — ; ,  welches 

Sector 

11  entspricht,    mit    t],   das  n'   entsprechende   mit    »/   und   das   für  n"  mit  r}" ,   so   können 

wir  einfacher  setzen : 


Vi) 
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Substitulren  wir  die  Gleichung  (1)  in  den  Formeln  der  vorigen  Vorlesung,  so  geht 
die  Gleichung  (6)  über  in : 


{■^■NQ   +^-N"  Q"^  sin  z^  =   ^^^  •  R'^sin  i^  sm  (z  -  g) 


(ä) 


In  dieser  Gleichung  ist  bei  der  ersten  Annäherung: 
Q  =  Q"  =  &»" 
zu  setzen;  nachher  aber  kommen  die  Ausdrücke  (2)  zur  Anwendung.  Es  ist  deshalb 
wüuschenswerth,  die  Werthe  von  jj,  tj',  t]"  auf  ähnliche  Weise,  wie  wii-  es  für  die  Parabel 
thaten,  berechnen  zu  können,  nämhch  nicht  aus  den  Elementen  selbst  (deren  Berechnung 
man  gern  bis  zum  Schluss  der  ganzen  Rechnung  verschieben  wird),  sondern  aus  den 
Bestimmungsstücken,  welche  auch  ausserdem  schon  in  der  Rechnung  vorkommen.  Mit 
der  Entwickelung  der  dazu  nöthigeu  Formeln  werden  wii-  uns  daher  weiter  unten  zu 
beschäftigen  haben. 

In  BetrefE  der  Gleichung  (3)  ist  es  noch  nützlich  zu  bemerken,  dass  die  zn'eite 
oder  rechte  Seite  derselben  nm-  in  Folge  der  Correction  der  Zeiten  wegen  der  Aber- 
ration sich  ändern  wird,  da  dieselbe  von  den  hypothetischen  Grössen  Q  und  (^'  gänz- 
lich unabhängig  ist. 

Im  Folgenden  stellen  wir  noch  einmal  die  Formeln,  welche  unter  einer  Hypothese 
für  (^  und  Q"  die  Kenntniss  der  Entfernungen  verschaffen,  zusammen,  um  sie  nachher 
durch  ein  Beispiel  zu  erläutern. 

Es  seien,  wenn  die  im  Vorhergehenden  angewandte  Bezeichnung  gilt,  «,  «',  a"  die 
di-ei  beobachteten  Rectascensionen,  wenn  der  Aequator  als  Fundamentalebene  gewählt 
wird,  oder  die  di-ei  Längen,  wenn  die  Ekliptik  gewählt  wii'd,  ö,  ö',  6"  die  di-ei  Decü- 
nationen  oder  die  drei  Breiten,  je  nachdem  auf  den  Aequator  oder  die  Ekliptik  bezogen 
werden  soU,  X,  Z,  Z,  X\  T,  Z\  X",  Y",  Z"  die  Sonuencoordinaten  oder  die  mit  dem 
entgegengesetzten  Zeichen  genommenen  heliocenti'ischeu  Coordinaten  der  Beobachtungs- 
stationen, auf  die  gewählte  Fundamentalebene  bezogen  i).  Man  berechne  nun  V  oder 
—  Aq  nach  der  Formel: 

tq  d"  cvsu  —  tgd  cosu"  ,. 

tg  V  =  /  ^„     . ~—. r, (1) 

tg  0    sin  u  —  tg  o  sma 

m  ^=  tgd"  cos  («'  +    F)  —  tgd'  cos  («"  +    F; (II) 

N    =  {X   cosV  —  Y  sin  F)  tg  d"  —  Z  cos  («"  +   V)  ] 

N'  =  Ix'  cos  V  —  r  sin  V)  tgÖ"  —  Z'  cosl«"  +  V)  \     ■     •     •     ■  (lll) 

N"  =  {X"cos  V  —  Y" sinV)  tgd"  —  Z" cosia!'  -f  V)  J 

B'cosx'  =  —  {X'cosö'  cosoi'  -\-    Y'cosd'  sinu'  -\-  Z' sind')    ....  il\) 
wobei  zu  bemerken,  dass  M'-  =  .X'-  +    1"-   -\-   Z''^, 

a  sin  q  =  m  M'  cos  d'  sin  x'  ] 


a  cos  q  =  m  R  cosd   cos  X,    +    (  A"  — ■  ^  "sr  —  ^    "sx  1 


(^•) 


')  Wird  der  Aequator  gewählt,  so  können  dem  astronomischen  Jahrbuche  die  Reductionen  auf 
das  mittlere  Aequinoctium  entnommen  werden,  vmd  sind  dann  an  X,  Y,  Z  a.  s.  vi.  nach  der  38.  Vor- 
lesung die  Correctionen  —  0,0000427  cos  </,  coss,  —  0,0000427  cos  ^  sins,  —  0,0000427  sin  if  an- 
zubringen; an  «,  tf  u.  s.  w.  die  Reduction  des  scheinbaren  Ortes  auf  das  mittlere  Aequinoctium. 
Verhältnissmässig  bequeme  Formeln  für  die  Beiücksichtigung  aller  kleiaen  Correctionen  bei  der 
Ekliptik  giebt  Encke  im  Berliner  astronomischen  Jahrbuche  für  1854,  S.  356  bis  361;  diese  Neben- 
rechnungen verursachen  aber  dennoch  einige  Mühe  und  ermüden  den  Rechner  oft  schon  vor  der 
Hauptarbeit,  in  höherem  Grade  wenigstens,  als  bei  einer  auf  den  Aequator  belogenen  Rechnung  der 
Fall  ist 


—     32ß     — 
«Ihiui  ist  tlio  (ileiühung: 

(^  N(J  +^-N"<^''^sinj,*  ^  'lalf^sini'Uini.-    -.j)    ■    •    •       (VI) 

iiiifxulö8uii;    in    Jor   ersten  N&huning  ij»l  Q  =^  &  &"  und   ^>"  =  9  9",   iu    den    fulgouden 

y  =  ar'W-^  —  iV    </'  =  2r'»  (JL  _   A  2,,    »lazen.      Ist   die   Gleichung  (VI)   auf- 

gviOst,  so  itft  dann  weiter  der  mittlere  Itjidius  vector: 

,         m  sin  x' 


iiiiil   für   q'   luit   Mciu: 


Berecliiut  man  darauf: 


q'  secd 


,  _B'«»(a:'-jt) 


und ; 


«=1^  ('  +  .:;■.)' 

M    ^  X  sin  u    —  Y   cot> « 

M'  ^=  X'  si»u    —  1"  cosu 

M"  =  X"sinu    —  l"cosu 

M„  =  X   sin  u"  —  Y  cos «" 

M',.  =  X'  sinu"  —  1"  cosa," 

M"  =  X"  sin  «"  —  r"  cos  u" 

80  wird  dann  nacli  Gleichung  (2)  der  vorigen  Vorlesung: 

c  Q  *(/i(«"  —  «)    =  e'si>i(«"  —  «')  —  M',.  -\-  M„c  -j-  M",c"  \ 
c"p"sin(a    —  u")  =  Q'sin{a    —  «j  —  M'   ■\-  M   c  -\-  M" c"  / 

Die  letztere  der  Gleichungen  (XI)  folgt  aus  der  erstcren   durch  Analogie,    Ludern  «  mit 
«"  zu  vortauscheu  ist. 


(VII) 
(VIII) 

(IX) 


(XI) 


Fünfzigste   Vorlesung. 
I?orlnninj(sl)oisj(iel  zu  doii  Forniolii  der  Vorlosiuig  Neuiniiiil\i('i7,iü:. 

Von  dem  durch  Luther  in  liilk  enulecklen  Planeten  Arethusa  veröffentlichten 
kurr,  nach  der  Entdeckung  die  „Astronomischen  Nachrichten"  unter  anderen  die  folgen- 
den Hcohachtuntcen: 


Hilk       1867,  Nov.  23. 
Uerlin  Doc.   IX 

Uerliu  Dcc.  öd. 


Mittleif  Zeit 

lOh  29»33» 

•J       l»    13 

7    33    2!* 


Kectasc^usion 
Jh  l™30vJ0 
3  45  54  ,1'J 
3    38    30  ,81 


Declioatiun 
L  21«   30'     5",0 
+  19       2    21  ,3 
+  17     23    43  ,2. 


Auf  dieac  Data  wollen    wir    nun   die  Vorschriften    der    vorigen  Vorlesung   zur  An- 
wendung bringen;  wir  reduciren  deshalb  die  Zeiten  auf  IJerliner  Zeit,  indem  wir  zu  der 
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Bilker  Zeit  der  ersten  Beobachtung  den  Meridianuuterschied  2(jm  30^  addiren,  verwandeln 
dann  die  Stunden,  Minuten  und  Secundeu  in  Decimaltheile  des  Tages,  und  setzen  die 
Rectascension  aus  Zeit  in  Bogen  um.     Es  ergiebt  uns  das: 

Berliner  Zeit  Rectascension  Declüiation 

1867,  Nov.  23,456  551  60»  22'  36",0  +  21»   30'     5",0 

Dec.    13,381400  56     28    32,8  +19       2    21,3 

Dec.    30,314  920  54     37    42,1  +17     23    43,2. 

Die  beobachteten  Oerter  sind  auf  das  scheinbare  Aequinoctiuni  bezogen  und 
müssen  deshalb  auf  das  mittlere  von  1867,0  reducirt  werden.  Die  astronomischen  Jahr- 
bücher geben,  ■wie  in  Vorlesung  14  dargelegt,  füi-  die  umgekehi-te  Reduction  unter 
anderen  folgende  bequeme  Vorschrift: 

Man  addii'e  zur  Rectascension  u  die  Grösse: 

f  '\-  9  tg^  *'"  (^  +  *)  +  1isec8  sin  (fl  +  «), 
zur  Declination  S : 

icos8  -\-  gcos  {G  -\-  a)  -\-  h  cos  {H  +  «)  siwö, 

wobei  die  numerischen  Werthe  von  /,  g,  h,  i,  G,  H  aus  dem  Jahrbuche  selbst  fiu-  jede 
Zeit  zu  entnehmen  sind;  man  erhält  dadurch  die  Reduction  in  Bogensecuuden.  Für  die 
obigen  drei  Zeiten  findet  sich  z.  B.  aus  dem  Jahrbuche  durch  Interpolation: 
Xov.  23:  /  =  34",82,  g  =  17",66,  h  =r  20",07,  /  =  3",84,  G  =  30»  46',  B"  =  26»  16' 
Dec.  13:  /  =  37  ,73,  g  =  18  ,82,  h  =  20  ,40,  i  =  1  ,16,  G  =  2'J  17 ,  H  =  7  31 
Dec.  30:  /  =  40  ,35,  g  =  19  ,80,  h  =  20  ,40,  i  =  —  l  ,31,  G  =  27  31,  II  =  351  31, 
daher  die  Reductionen  vom  mittleren  auf  den  scheinbaren  Ort,  oder  z/«  und  z/d  für 
jeue  drei  Zeiten: 

jJu  =  63",31,  Jö  r=  3",54, 

63  ,61,  5  ,41, 

61  ,92,  5  ,6S. 

Im  gegenwärtigen  Falle,  d.  h.  bei  der  luugekehrten  Reduction,  sind  diese  Correctioneu 
mit  entgegengesetztem  Zeichen  anzubringen. 

Eine  weitere  Vorbereitung  besteht  in  dem  Interpolu-en  der  Sonnencoordiuaten  aus 
dem  Jahi-buche  und  zwar  mit  Einschluss  der  Reduction  auf  das  mittlere  Aequinoctium 
von  1867,0.     Man  findet  i): 

Nov.  23,456551:     A'  =  —  0,475  7602,     Y  =  —  0,793309  8,     Z  =  —  0,344225  2, 
Dec.   13,381400:  —0,1471151,  —0,892  6633,  —0,387  3402, 

Dec.   30,314920:  +0,147  9562,  —0,8917435,  —0,3869388. 

Um  das  zu  der  Rechnung  zu  benutzende  Material  endlich  vollends  von  allen  fi'emd- 
artigen  Einflüssen  zu  reinigen,  müssen  von  diesen  Souuencoordinaten  noch  die  nach  der 
38.  Vorlesimg  zu  berechnenden  Coordinateu  des  Beobachtimgsortes  oder  Auges  abgezogen 
werden.  Die  erste  Beobachtung  ist  um  2*^  39'  15"  Bilker  Sternzeit  angestellt,  folglich 
ist  s  =  39»  49';  q)  oder  die  Polhöhe  von  Buk  ist  gleich  51»  12';  nach  jener  Vorlesung 
(siehe  auch  die  Anmerkung  zu  Vorlesung  49)  erhalten  wir-  füi'  die  erste  Beobachtung 
die  an  X,   1',  Z  der  Reihe  nach  anzubringenden  Verbesserungen: 

—  0,000  020  8,  —  0,000  017  3,  —  0,000  033  4. 

Auf  dieselbe  Ai-t,  mittelst  der  Sternzeit  und  der  Polhöhe  des  Beobachtungsortes  Berlin 
werden  die  Correctionen  für  die  zweite  imd  dritte  Beobachtung  gefunden: 


^)  Bei  der  Berechnung  von  Planetenbahnen  ist  der  Gebrauch  von  mehr  als  fünf  Stellen  an- 
zurathen,  weU  hier  meistens  eine  Vernachlässigung  von  einigen  Secunden  eine  grössere  Bedeutung 
hat,  als  bei  den  Rechnungen  der  dritten  AbtheUung. 
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-  o,()0<)0-2oi,  n,o(i()on;ii,  o,noooaio, 

i»,(M)(MVjji,  n,(M)oou;;,  (t,<)(ino:-t4o- 

Ilicnmoli  sti'lli-ii  wir  il:i.s  gereinigte  Miitoriiil   wie  fulgt  /.iisniniiicii: 


Dif  Z.iun  /,  <',  <".... 
«lio  KecUiievnNiotu-n  «,  «',  «" 
ilio  Dccliiiiitioiicii  d,  d',  d"     . 

llil-    SoilIlflK-OOlcl.    X,   X',  X"     . 

y,  1",  Y"  . 

/,  /',  Z"    . 


Nov.  •23,45«  551,     Dec.  13,:J8I  400,     Dcc.  30,314920, 

fiO»  21'  32",7,        56».  27'  2'J",2         54<>  3f>'  40",2, 
-f  21    30      1  ,5,    +19      2    1j  ,ü      i    17    23     37  ,5, 

—  0,475  7810,      —  (»,147135  2,       -\    0,147  9341, 

—  0,793  3271,       —  (I,S!I2(J80  2,  (1,891757  8, 

—  0,344  258  ü,       --  (I,3h7  374  2,       --  0,3H(i '.1728. 


Wir  küuneii  i^lvich  iiuoh  liiii/.iifiigi'ii : 
Mv  lo,,  n,  log  If,  hg  li"  .     .     .  9,994  335  2, 

l>ie80  leUttTfii  ilrfi  Zaiilcii,  oder  auch  ilic  Grüssei 


9,993  Oü8  8, 


9,992  (JK2  7. 


/',    ]'X'*  +  y»  +  '/!\    y  X"*  +  1'"»  +  Z"» 

k'iniieii  auch  noch  dazu  gebraucht  wcrdeu,  einen  woseullichen  Theil  der  Vorbcreitungs- 
rechiiiingen,  nämlich  die  corrii;irteu  Sonnencoordinaten  auf  eine  leichte  Weise  gegen 
irröbere  Fehler  zu  ju'üfen.    Man  Fi(f.  50. 

braucht  zu  diesem  Zwecke  nur 
mit  den  unmittelbar  den  Jahr- 
l>iichern  zu  entnehmenden  11, 
It",  I("  zu  vergleichen,  deren 
Werthe  sich  auf  den  Mittel- 
punkt der  Erde  beziehen.  Den 
Kinfluss  der  excentrischcn  Lage 
des  .Vuges  auf  die  R  erkennen 

wir  leicht  aus  Fig.  56,  worin  S  <len  MiUi'l|puiikt  iler  Sonne,  C  den  der  Erde  und  0  den 
Ort  des  Auges  vorstellt-  Zieht  man  noch  0 1'  senki'eclit  zu  S  C,  so  ist  mit  stets  hin- 
reichender Schärfe  das  Stück  CT  gleich  dem  gesuchten  Einflüsse  zu  setzen,  und  mau  hat: 

TC  =  UCcos  PCO  T=  ^_!i.   WC  cos r  C  0, 

sc 

<\.  h.  das   7?  des  Erdmiltel|>nnktes  übertrifft    das    des  Bcobachtungsortes   um    die  Grösse: 

2Ö6f64r8-'-''^^='''*''"'^'^"''^'''^' 
wenn  wieder  «  die  Sonnenparallaxe,  Z  aber  die  Zenithdistanz  der  Sonne  zur  Zeit  der 
Beobachtung  vorstellt  Die  letztere  Grösse  l.ässt  sich  auf  bekannte  Weise  ungemein 
leicht  bis  auf  etliche  dünnten  genau  (inclen.  15ei  der  ersten  Beobachtung  z.  B.  stanil 
die  Sonne  nahezu  114°  28'  vom  Bilkor  Zeuith  entfernt;  es  sollte  das  in  Anwendung 
kommende  verbesserte  II  das  uncorrigirte  der  Tafel  um  den  Betrag  0,0000351  über- 
treffen.    Es  ergiebt  sich  die  betreffemle  Differenz  ganz    befriedigend   gleich   0,000030  3. 

Nach  dieser  Sonderung  der  kleinen  N'erbesserungen  der  Sonncncoordinatcn  beginnen 
wir  die  eigentliche  Uechnung. 

Es  findet  sich  nun   nach  (lleichuug  (I)  der  49.  \'orlesung: 

V  =  iiti»  16'   1S".74, 
nach  (11): 

ni  =  0,001961  7, 
nach  (III): 

y   -  (Mt01J|C,4,  A"  —  0,0688966,  X"  —  0.12012.T.S; 
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nach  Gleiebimg  (IV): 

y;  =  22»  54'  28",12; 
da  feruer  aus  (V): 

(i  =  70  58'  29",93  i) 
Joga  ^  7,709  296  8, 
so  hat  mau  eiullich  für  Glciohuug  (VI): 

(0,001210  4  ■%  Q  +  0,120123  5  •  —j-  q"\  sine*  =  0,000  575  728  5*;»  (.'—7"  58' 29",93). 


Es  ist  nun,  wenn  vorläufig  die  uuconigii'ten  Zeiten  zu  Grunde  gelegt  werden: 

log»    =  9,4643287 
log%'  =  9,802117  5 
log»"  =  9,535  055  8. 
Setzt  man  ferner  bei  der  ersten  Näherung: 

Q  =   Q"  =  ^*", 
80  nimmt  die  Fiualgleichung  für  s  die  Form  an : 

sing*  =  (8,944  546  2)  sin  {e  —  7°  58'  29",93), 

wobei  die  eingeklammerte  Zahl  schon  den  Logarithmus  des  zu  gebrauchenden  Factors 
vorstellt.  Als  scharfe  Lösung  dei'  Gleichung,  imd  zwar  hier  nach  Ausschluss  der  für 
die  Erde  geltenden,  ergiebt  sich: 

^  =  8»  15'  4",04. 
Entsprechend  wii'd: 

loqr'  =  0,426  4086, 
logQ'  =  0,2149174, 
der    Logarithmus    der    Entfernung   von    der    Erde    in    der    zweiten    Beobachtung   gleich 
0,239345  9. 

Nach  den  Gleichungen  (X)  erhält  man  ferner: 

M    =  —  0,0211712,  J/„  =  0,071557  5, 

21'—         0,313  6048,  J/',,  =  0,397  020  5. 

31"=         0,569  606  7,  Ji;;  =  0,637  038  7. 

In  der  ersten  Amiäherung  wird  zufolge  der  Gleichungen  (IX): 

■9-    /.  »^"^ 


1   +  ^3-Tj),    hgc    =  9,663  349  8, 

•9'"   /  &»"\ 

c"  =  ^  h    +  ^^j,    log,"  =  9,734076  9. 


Suli.stituirt  mau  diese   Wertlie   in  (XI),  so  erhält  mau: 

logQ    =  0,190832  6,  log  {q  secd)    =  0,222156  0, 

logQ"  =  0,2521109,  log  {q"  secd")  =  0,272438  3, 

hieraus  endlich  auf   schon   hinlänglich   bekannte  Weise    die    heliocentrisclicu  Coordinaten 

der  Arelhusa  in  der  ersten  und  dritten  Beobachtung;: 


')  Aus  dem ,  was  im  dritten  Abschnitte  über  die  Coiistruction  der  Wurzeln  der  die  Grösse  -■ 
bestimmenden  Gleiclumg  achten  Grades  gesagt  wurde,  lässt  sich  noch  ohne  besondere  Schwierigkeit 
eine  Grenze  für  sin  n'^  herleiten ,  wenn  für  -"  eine  positive  reelle  Li)sung  ausser  der  für  die  Erdbahn, 
d.  b.   eine   Lösung  zwischen   ^  =  0"    und  ^  =  /'    vorkommen    soll.      Dazu   ist    erforderlich,    dass 

sin  ä°  <  ^  oder  q  selbst  vom  Zeichen  abgesehen  <  30"  ö2',2  sei. 
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X    —  I,24.r2;n7,  «    —  2,1420521,  #    =0,96r>5H7  4, 

x"  :r-  0,8S«  «24  !•,  »/"  -      2,;{4S.'i.|7j.  r"  —  0,94»i7J21», 

tuicli   'ü(/ »",  'oy  »■"   uiiil   <lii'  Si'liiif   x: 

lugr     —   (l,42;i'.t;i7.', 

/<w;r"  —  0,428  6255, 

X  =  0,411  »:•<!•!». 


E  i  II 11 11(1  f'ii  11  fz  i  i; s  t  e    V <  1  r  1  e  s  u  n tr. 
Kiiiiu"!'  1  iiiri'iiiiiiiiiii'ii  der  l'onin'lii  der  \  orlcsiiiiü-  \fiiiiiiii(l\  iciv.i^". 

Sollte  man  es  in  iluii  vorluTgehcnik'ii  Formeln  vorz-iehen,  statt  der  tSounencoordinaten 
ilio  für  l'ai-allaxo,  Aberration,  Priu-cssiou  uuJ  NuUition  vorächriftsinUssig  corrigirten 
Kec-toäcetisionen  A,  A\  A"  und  Declmationen  /),  D'  D"  der  Sonne  einzuführen,  welche 
sich  offenbar  auch  aus  den  Gleichungen: 

A'  =—  RcosD  rosA,  X'  =  R'cosiy  cosA',  X"  =  E"  cos  D"  cos  Ä", 

y  ■r=  licos  D  sin  A,  )'  =  IfcosD'  sin  A\  Y"  =  li"  cos  D"  sinA", 

Z  —  lisiiiD,  ■/:  =  B'siiiD',  Z"  =  R"sinD" 

ergeben  'j,  so  wird  nach  den  Formeln  der  4'J.  N'orlesuiig: 
X 


BcosD 

A" 


tgd"  cos{A   +  V)  —  tgD  cos  («"  -f  T') 


Kcoslt 
A 


-   r=   ig  6"  C0S{A'   +    V)    —   tgiy  cos  («"    -f  V) 

Igd"  cos{A"  +  V)  —  tgD" cos  («"  +  V), 


R'cosjy 
uii>l  da  ferner  in  (X)  der  genannten  Vorlesung: 

M    —  II  sin  (a  —  A)  cos  D  M„  =  R  sin  («"  —  A)  cosD 

M'  —  Jf  sin  (a  —  A')  cos  D'  iT,,  =  if  sin  («"  —  .4')  cosD' 

M"  —  R"sin  («  —  A")cosjy'  M",  =  R"  sin  (a"  —  A")cosD", 

so  gehen  die  Formeln  (XI)  über  in: 

<•   Q   sin  {a"  —  «)  —  p'  sin  («"  —  u")  —  R"  sin  («"  —  A')  cos  V 

-f  cRsin  («"  —  A)  cosD  +  cf' R"  sin  (a"  —  A")  cosD" 

c"  g"  sin  («  —  o")  =  g'  sin  («  —  ot")  —  ü*  sin  (u  —  A')  C4)S  2/ 

-f  rRsin  («  —  A)  cos  D  -\-  c"  R"  sin  (a  —  A")  cosD". 


')  iH»  InteriMiliren  der  Polarcoonbunten  für  eine  jede  der  drei  Beobachtungen  aus  den  An- 
toben dea  Jahrbuches  int ,  da  bei  denselben  die  zweite,  dritte  und  die  weiteren  Differenzreihen  viel 
kleiner  werden,  als  bei  den  rechtwinkligen  Coordinatcn,  das  Be<juemere,  und  würde  noch  unbedingter 
den  Vorzug  hal>en,  wenn  die  Jahrbücher  die  Rectascension  und  Declination  der  Sonne,  auf  das 
iiiittlore  Aequinoctiunt  des  Jahresanfanges  bezogen,  angäben ;  denn  alsdann  brauchte  man  nach  Vor- 
li-sung  iö  nur  die  Sunnenparallaxe  in  Uectascension  und  Declination  an  die  inteq>olirten  Oerter 
anzubringen. 

Kllnkit<u>i,  Thcoreliachr  Aitrononii*.  42 
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Zu  der  Einfühi-img  dos  Schnittpunktes  der  beiden  grössten  Kreise,  desjenigen, 
welcher  die  beiden  äusseren  geocentrischen  Oerter,  und  desjenigen,  welcher  den  zweiten 
geocentrischen  Ort  mit  dem  entsprechenden  Sonnenorte  verbindet,  gelangen  wir  durch 
folgende  Betrachtungen,  welche  den  bei  der  Olbers'schen  Methode  angestellten  ganz 
nahe  verwandt  sind. 

Wie  eben  dort  gezeigt  wm-de  (siehe  26.  Vorlesung),  ist  jede  in  den  grössten  Kreis, 
welcher  die  äusseren  geocentrischen  Oerter  verbindet,  fallende  Richtung  als  dei-  Pol 
einer  Fundamentalebenc  anzusehen ,  in  Beziehung  auf  welche  die  geocentrischen  Längen 
oder  Rectascensionen  um  180'  verschieden  werden.  Denken  wii"  uns  die  Sonnencoordi- 
naten  der  di-ei  Beobachtungen  schon  auf  eine  solche  Fuudamentalebene  transformirt  und 
bezeichnen  dieselben  durch  S,  H,  Z,  !S',  H',  Z',  !S",  H",  Z",  die  Coordiuaten  des  Pla- 
neten mit  den  entsprechenden  kleinen  Buchstaben  des  griechischen  Alphabets,   so  muss: 

V"  +  H"  ^  _V  ±_H 

werden.  Es  muss  daher  ferner,  wenn  3'o)  Hq,  Zq  die  Sounencoordinaten  eines  Punktes 
bedeuten,  welcher  mit  dem  Schnittpunkte  der  Planetensehne  durch  den  Radius  vector 
verbimden,  die  Richtung  dieser  Verbindungslinie  in  jenen  grössten  Kreis  fallend,  d.  h. 
nach  dem  Pole  der  Fundamentalebene  zielend,  ergiebt,  wenn  ^oi  %)  ?o  die  Coordinaten 
des  Theilpunktes  der  Planetensehue  vorstellen: 

|„  +  5-0  =  ü 
7?„  +  Ho  =  0 

sein.     Zufolge  der  eben  entwickelten  Gleichungen  ist  also  auch: 

fj"  —  »jo  +  H"  —Ho_Vo  —  V  +  H,^H 


I"  —  lo   +  »^     —  >^o  60  —  ^   -\-  t^O 


(1) 


Man  kann  es  nun  aber  immer  durch  die  Wahl  der  ,S'Z- Ebene,  welche  zu  jener 
Fundamenlalebeue  gehört,  so  einrichten,  dass  die  Taugeuten  der  Quasilängen,  d.  h.  beide 
Seiten  der  Gleichung  (1),  verschwinden.  Nach  den  früher  bei  der  Olbers'schen 
Methode  angestellten  Betrachtungen  ist  es  zu  dem  Zwecke  nur  uöthig,  die  S'Z-Ebene 
demjenigen  grössten  Kreise  der  Sphäre  entsprechen  zu  lassen,  welcher  die  äusseren 
geocentrischen  Oerter  verbindet.  In  Beziehung  auf  ein  solches  Coordinatensystem 
ist  dann: 

rf  —  j/o  +  H"  —  Ho  =  0, 

Vo  —  V    +  Ho  —  H   =  0, 
also  auch: 

H"  —  Ho  r/'  —  r]a  n 


oder: 


_     - (o\ 

Ho  —  H  Vo  —V  n"  ^^ 

Ho  =  -^,  H  +  -^^  H" (3) 

Es   muss   aber  offenbar   noch  ausserdem  ^o  der  Projection  des  Radius  vectors  der 
Erde  auf  die  Fundamentalebene  angehören,  welcher  ]3ediugung  diu'ch  die  Gleichung: 

Ho         H' 


genügt  wild.  Von  der  Bestimmung  von  S'o  und  H,,  kann  man  sich  daher  folgende 
anschauliche  Construction  entwerfen.  Es  sei  in  Fig.  57  die  Ebene  des  Papiers  die 
Fundamentalebene,  deren  Pol  der  Diu'chschnittspunkt  der  oben  genannten  grössten  Ki-eise 
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Fig.  57. 


ist,  Ol'  ili»'  «liiroli  "lir  >>oiiiio  j;»l<yti'  S-Aw,  tU-ri-ii  Kiililim;;  .K-iii  Diirilmoliiiitt^iiiuiikte 
df«  iliircli  diu  än.sseri'ii  ^eoccnlrisclifii  OiTlt-r  j^i-li-gten  ;;;ri)»stc'ii  Krt-i.-iu«  mit  der  Fumla- 
nu'liUlubono  uiit.>*|irii-lit,  OQ  d'w  darauf  »«iikrei-bte  //-Axe,  Vi,  Jl',  Jl"  ilic-  drc-i  auf  die 
Fiiiidaiiiciitaleliene  |>rijieirti-n  Krdilrter.  Mau  theilo  nun  die  projioirte  KrdM-liue  JUi" 
durrli  d»n  Punkt  11^  so,  dass  /fo  7»"  :  It  Jl^  =  ii  :  n"  und  ziehe  durch  Jl^  eine  der  Axo 
()]'  parallele  Linie;  der  Durehselinitt  derselben  Po  "lit  '>A''  liefert  denjenigiii  Punkt 
der  Fundaujentalebene,  dessen  Sonnt'ncoordinaten  S»,  Ih  <len  oben  entwickelten  IJedin- 
jjungen  i;euüi,'en,  und  von  welchem  aus  gesehen  der  Durchschnitt  der  ]'lanet<-u8ehne  mit 
«lein  mittleren  Kniliiis  vector  in  der  Uichtung 
de»  Poles  der  KundamenUilebonc  erscheint. 
Der  Natur  der  Sache  nach  ist  Zo  bcliel»ig,  es 
kann  daher  auch  2Io  =  0  gesetzt  werden. 

Machen  wir  bei  der  C'onstruction  die 
(irundvoraussctzung  der  Ulbers 'sehen  Mc- 
thotle,  so  erhiilt  mau  einen  Punkt  in  der 
Projection  der  Krdsehue  selbst,  übcreinstim- 
nu-nd  mit  dem,  was  wir  früher  gefunden 
haben. 

Nach  dem  Vorhergehenden  werden  wir 
auch  für  unser  gewohnliches  C'oordinateu- 
-yst<!m  die  Sonnencoordinaten  A'o,  Yq,  Zo 
i'ines  Pimktes  angeben  können,  der  die  in  Rede  stehende  Eigenschaft  hat,  sobald  uns 
nur  ausser  der  IJectascension  tto  uml  der  Decliuation  Äq  des  Durchschnittspunktes  der 
lieiden  grösstcn  Kreise,  die  Griissen  n  und  «",  von  welchen  in  jedem  Falle  das  Gcüuchtv 
ibhängt,  bekannt  sind.     Wir  haben  dann  die  GleichuDgeu: 

Xq   -f    Xo   =   QoCOSUo    I 

Va  +    l'o  =  Qu  sin  u^  \ (4) 

'0  +  -^0  =  Po  tg  *o    J 
»Ol in    .1,,,    i/„    die    gewöhnlichen    Koordinaten    des  Durchschnittes    der  Plaueteusehnc    mit 
-••iiiem  Ra<liiis  vector,    ^o    'l'e   projicirte  Distanz   der   beiden   mit  einander  verbundenen 
Punkte  darstellt.     Es  ist  aber  offenbar: 


n  +  n" 


Xa 


.     n  +  n" 
x",     -; Vo 


y\ 


n  4-  h" 


wir  haben  daher  ferner: 


X 

+ 

h' 

— 

,/ 

+ 

n 

+ 

n" 

U 

n' 

j 

+ 

» 

_+_ 

^ 

x„  = 


Y.  = 


Z„   = 


n 

4- 

n" 

m' 

» 

+ 

n" 

n' 

n 

+ 

h" 

Po  cos  «0 


Po  »Miau 


Po  i'J  *o 


MM.l 


■  li  II   l-'uiidamentalgleicliuugeu  unserer  Aufgabe: 
x*  4-  X'  =  Q'cosüi  I 
y  +    1"  =  Q'siua' 
y  +  Z'   =  p'  t<i  ö'    J 
laher  durili   Kliiuinaticui  von  .r*,  »/',  z' : 


(5) 


(6) 
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Q    COSK , Po  COS  «0 


^,         n  +  n"  „  ,   ■      ,        n  -\-  n' 

Y ; !„  =1    p   SIIIK -. PoSi««o 

„,  n  4-  n"  I  ,    xf  '*  +  "''        ,    ;s 

Z ; Zo  =   Q   tg  0 , Po  fg  Öo 


(7) 


Zweiundfünfziö-ste  Vorlesunff. 


Fortsetzung:  der  vorliergelieiKleu  Eiitwickeluugeu. 

Die  Gleicliiingeu  (7)  der  vorigen  Vorlesung  köimeu  auf  selir  verseil iedene  Weise 
zur  llerlcituug  des  Radius  veetors  r'  gebraucht  werden:  verbindet  man  beliebige  zwei 
von  ihnen  zur  Elimination  von  Qq,  so  bleibt  eine  Gleichung  zwischen  p'  und  anderen 
Grössen,  welche  entweder,  wie  X',  Y',  Z',  vollständig  gegeben  sind,  oder  sieh  doch,  wie 

j — ,  sehr  aniTcnähert  durch  die  Zwischenzeiten  und  r'  ausdrücken  lassen.     Führt  man 

7?'  cjM  y 

auch   hier   wieder   den   durch   die    Gleichuns;   sin  s  =  ; —  dciiuirten  Hülfswiukel  ein, 

•  -i      •    n         q'  R'sm(v'  —  z)  ,  ,  ..,      T      ,     •,.     o  ,     •      • 

so  wird  wieder         _,  :^  ~ ,    und   man    erhalt   durch   die   bubstitutiou   dieses 

cos  0  sin  z 

Werthes  eine  Bedingungsgleichung  für  den  Winkel  z  von    derselben  Form,   wie  wir  sie 
schon  gefunden  und  aufgelöst  haben. 

Die  Gleichungen  (7)  nehmen  wieder  eine  einfache  Form  an,  in  welcher  man  die 
Avich tigeren  Verhältnisse  deutlich  übersehen  kann,  wenn  sie  auf  die  mehr  genannte 
Fundamentalebene  der  ^H  bezogen  werden.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  6  den  Ab- 
stand des  zweiten  geocentrischen  Ortes  vom  Durchschuittspuukte  der  beiden  grössten 
Kreise,  mit  J  den  Winkel,  welchen  diese  grössten  Kreise  mit  einander  einschliesseu,  so 
wird  in  den  Gleichungen  (7): 

«0  ^  es'     =  J" 

«0  =  90" 

d'  =  90»  —  ö 
zu  setzen  sein;  zugleich  ist  aber  auch  nach  Fig.  57: 

Winkel  POR'  =:  Uq  =^  u'  =  J, 
daher : 

-T^  —  -^  ^=  ifj  tta  =  tg  a    =  igJ, 

und  da  zufolge  der  Natur  der  gewählten  Fundamentalebeue  po  =  0  wird,  so  gehen  die 
Gleichungen  (7)  über  in: 

^,  n  +  n"  „  , 

Ao    =    Q   COSJ 


H' 


n' 

n 

+ 

n" 

n' 

n 

+ 

n" 

Hq  =  q'siiiJ 


Q'cofgö  —  "     ,  "    Po  tg  90», 
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n    •-  n" 

oder  wenn  wir  ilio  in  luiliustininitor  Form  entcheinuinle  iinhukiiiiiito  GröMu ; — -  Q^tgBO* 

n 

kurs  inil  p  bc/.ciclu)«ui  iind   hvmcrkeu,  doiw  diu  liuideu  ontlc'ii  der  geuanntcii  Gleichungen 

nach  dem  N'orlierguhcnden  durclt  Mulüplioatiun  oder  durch  Division  mit  fgj  in  einander 

übergehen  : 

H'  —  "  '^,  ""  n,  =  Q'sinJ 
n 

Z — —  Zo    =  Q  co(g<S  —  p. 

^Vl■lUl  S^i  Ho,  Zc  finein  Punkte  des  mittleren  liadius  vector  der  Erde  angfhöreii, 
kUo  Z^  aufhört,  willkürlich  zu  sein,  enthalten  die  beiden  Gleichungen  demnach,  von 
n,  n',  n"  abgesehen,  zwei  Unbekauutc-  q'  und  p.  In  der  ei-steren  Gleichung  kommt  schon 
q'  allein  vor;  diese  bietet  deshalb  die  einfuchste  Form  für  die  Anwendung  dar.  Weil 
uacb  dem  Früheren: 

'^-^  Ho  =  "  h+   '^H"  =cH-\-  c"U'\ 
n  n  H 

und: 

,  B" cos d'  sin  {%'  —  /)  R' sin  a sin  (%'  —  ') 

sin ;  sin  e  ' 

80  kann  sie  auch  geschrieben  werden : 

W —  cU—  c''H"  ^^^^^^^sin6sinJ (1) 

stn  e 

Es  kommt  nun  darauf  au,  alle  diese  Grössen  11,  H',  U"  auf  bequeme  Weise  durch 
die  gegebenen  Grössen  auszudrücken.  Die  Axe  der  H  fällt  offenbar  zusammen  mit  der 
Kichtung  des  Poles  der  Fundamentalebene;  vveim  daher  Dq  und  Ä^  die  Decliuation  und 
die  Kectascension  des  Nordpols  der  Fuudamentalebeue  voi"stellen,  so  wird  nach  den  be- 
kannten Formeln  für  Transformation  rechtwinkliger  Coordinateii : 

11  =  X  cosVoCosAq  -\'  1  cos  Dt,  sin  A^  -\-  Z  sinDa 
W  =  X'  cos  Li)  cos  Ag  -\-  1'  cosDosinAc  -\-  Z'  sinU^ 
H"  =  X"cusDoCosAo  4-   1"  cosDQsinAa  -{-  Z"sinl)a. 

Diese  Furmebi  lassen  ^ich,  wenn  mau  die  leichteste  Art,  die  Parallaxe  in  Rechnung 
zu  bringen,  haben  will,  nicht  mehr  wesentlich  vereinfachen.  D^  ist  offenbar  das  Com- 
plcment  des  Winkels,  welchen  der  durch  die  äusseren  geocenti'ischcn  üerter  gelegte 
grosste  Kreis  mit  dem  Aequator  bildet,  A^  die  Länge  des  aufsteigenden  Knotens  jenes 
grössteu  Krcibes  auf  dem  Aequator,  vermindert  um  'JU'\  Die  bekannten  Formeln  für 
rechtwinklige  sphärische  Dreiecke  liefern  uns  demnach  die  Gleichungen; 

cotg  jDo  cos  {A^  —  «  )  =  —  igÖ 
cotg  J)„  cos  (Ao  —  «")  =  —  ig  d", 
aus  deren  Adtlition  und  Subtraction  dann  weiter  die  folgenden  hervorgehen: 

cotgl)^  cos  [Ao  —  ', ,  (a"  +  a)J  =  V«  Ci/^"  +  '9^)  sec  Vi  («"  —  «) 
cotg  Dt  sin  [At,  —  '/,  («"  -|-  u)\  ■=  '/a  (.'l/^"  —  '9^)  (^sec  '/j  («"  —  «), 
und  also  auch: 

ig  [A.  -  ./,  («"  -I    «)J  =  2^:,-^^  ■  cotg  ■/.  («"  -  «J; 

bezeichnet    man    noch    bei    dem    durch   die    Somie   und   den   zweiten   geocentrischen  Ort 
gelegten  grössten  Kreise  die  Grössen,  welche  Dg  und  Ao  analog  sind,   mit  D'a  und  .l'o, 
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die   aus  X',    Y',   Z'   herzuleitende   verbesserte  Rectascension   uud  Deoliiuitiou    der 

mit  A'  und  D',  so  hat  man  D\  und  Ä'o  aus  den  Formeln: 

cofgD',  cos  [A'o  —  V2  («'  +  A')]  =  \.'^  {tgB'  +  tg&')  sec  i,,  («'  —  .4') 
cotg  I/o  sm  [J.'„  —  1  2  («'  -(-  J.')]  =  "2  {ig  D'  —  ig  d')  cosec  V2  («'  — •  ^'X 


also: 


tg  [A'o  -  \',  {A'  +  «')]  = 


sin  (D'  —  d') 


cotg  1/2  (^'  —  «')• 


s/n  (D'  +  ö') 

Die    beiden    mehr    genannten    grössten   Kreise    begrenzen    a\if    dem   Aequator    den 
Bogen  A\  —  A(,;   diesem  Bogen,   als    der  Seite   eines   sphärischen  Dreiecks,    liegen  die 


Fig.  58. 


B'  C   im   Punkte    C'    geschnitten    wii'd. 
Co;  dann  ist  offenbar: 

—  cosB'C  =  sinB'C 
ferner : 

cosB'C  =  sin  Dfi  sind'  -\-  cos  Df,  cos  d' cos  {cd 

Dadurch  ist  Alles  in  Gleichung  (^1)  bekannt  geworden 


Winkel  90»  —  Do  und  180»  —  (90»  —  D',) 
an.  J  oder  die  ^Neigung  der  beiden  Ki'eise 
gegen  einander  ist  der  dritte  Winkel  des 
Dreiecks;  derselbe  lässt  sich  nach  der  ge- 
wöhnlichen Fundamentalformel  mit  Schärfe 
finden.     Es  wii'd  dabei: 

cosJ  =  —  sin  Dq  sin  D'o 

-\-  cosDq  cosD'e  cos  {A'^  —  ^o)- 
In  der  folgenden  Zeiclinnng,  Fig.  58, 
Stelleu  J5,  B',  B"  die  drei  geocentrischen 
Oerter,  S  den  Ort  der  Sonne  in  der  zweiten 
Beobachtiuig,  C  den  einen  Pol  des  Bogeus 
des  grössten  Kreises  BB"  vor,  welcher  von 
Der   Durchschnittspunkt   von  BB"    mit  B"  S   sei 


sinJsinB'Co  =  sin  J sin  (1, 

Ad)  =  —  sin  6  sin  J. 


Dreiiindfüiifzigste   Vorlesung. 

Folgerimgeu  für  den  zu  erreicliendeii  Grrad  von  Genauigkeit  einer 

Balmbestimmuiig-. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  den  Durchsclmittspunkt  zweier  gegebenen  Ki-eise 
unter  Zuziehung  geometrischer  Betrachtimgeu  eingeführt,  obgleich  es  füi-  diesen  Zweck 
einen  kürzeren  uud  eleganteren  Weg  giebt.  Dieser  letztere,  den  wir  bald  kennen  lernen 
werden,  ist  indessen  weit  weniger  geeignet,  eine  vollständige  Einsicht  in  alle  Beziehimgeu 
des  genannten  Durchschnittspunktes  zu  der  zu  lösenden  Hauptaufgabe  zu  gewähi'en.  Zu 
den  in  solcher  Weise  zu  erörternden  Fragen  gehört  auch  die,  von  welchem  Umstände 
die  bei  der  Bestimmung  des  mittleren  Radius  vector  zu  erreichende  Genauigkeit  vor- 
zugsweise abhänge,  wenn  Beobachtungen  von  gleicher  Güte  und  gleicher  Grösse  des 
geocentrischen  Bogens  vorausgesetzt  werden.  Der  Lambert' sehe  Schluss  aus  der 
Bj-ümmung  des  geocentrischen  Bogens  auf  die  Entfernung  von  der  Sonne  fühi-t  nämlich 
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uuf  Pill  niPi'kwQnligcii  Uiloiniiia,  welulu-it  iu  dviu  FuUo  gornilliiiiger  geooontrtRoh<«r  Bc- 
wogiiiig  Ulli  livutlioliHtcn  hcrvorliitt.  I*1m  kann  soli-Lo  Bewegung  in  einem  giöHHU'ii  KiviHC 
iKU'h  tleiu  La  111  burt'iiehun  Krileriiiiii  suwulil  daher  i-nlMluinlun  Hein,  daHN  der  ICikUuii 
veclor  de»  l)etreffeiiden  lliniiuelHkOriiurD  dem  der  Krde  gomdo  gleich  i.st,  aber  utieh  eben- 
sowohl darin  ilireii  Grund  hnbeu,  dni*8  ein  Urthuil  über  die  Entfernung  in  dem  bciton- 
doren  Fülle  übeih:kii|it  iiiokl  mOglieh  ist.  Ea  iHt  khir,  dusg  ein  boK-Ikt  Ausiiidimefall,  wo 
die  <ler  Zahl  nach  aiibreieheuden  Data  r.iir  LieHtiiniiiiin<;  imtunglieh  werden,  Mich  auch 
immer  d^idiirch  aiiitzeichnen  musa,  dass  die  geocentriHche  Bewegung  eine  geradlinige  wird, 
<la  ja,  Wenn  der  Hadtus  vector  unbe8limmt  und  unbeHtimmbar  wird,  das  I^ambert'scho 
Ivi'iterium  ebenfalls  diese  Eigenschaft  des  Kadius  vector  wiedergeben  miiss.  Es  liegt 
de^hnlb  hier  diu  Versuchung  sehr  nahe,  mittelst  Umkehrung  des  Lambert'schen  Sat7.es 
/u  Bchlieiweii,  im  Falle  geradliniger  geocenlrischer  Bewegung,  d.  h.  wenn  nach  unserer 
r>er.eicLnung  ö  ^=  0  wird,  werde  die  Losimg  unbestimmt,  und  verliere  überhaupt  iu 
:illea  Fällen  in  demselben  Maasse  au  Bestimmtheit  und  Genauigkeit,  wo  0  kleiner  wird. 
1  >ass  dies  ein  Irrthum  sein  würde,  geht  schon  aus  dem  Vorhergehenden  hervor,  zeigt 
-ich  aber  noch  besser,  wenn  wir  die  Gleichung  (1)  voriger  Vorlesung  noch  einmal  genauer 
i>etrachlen.     Wird  ö  =  0,  so  gehl  dieselbe  über  in: 

W  —  eil  ~  c"U"  =  0, 
und   Wenn  wir  die  Gleichungen  (1)  der  49.  Vorlesung  berücksichtigen: 


odc 


»  d"      „         /»   OH        »"  0"JI"\      1 

£  £7/       r '  Q"n" 
„  »'    2     +  y       2  .,         »QU  -\-  9"Q"H" 

,.,        *   T,        *"  „/,         '"    *'■«'  —  »U  —  »"JI" 
H   —  ;d  Jt  —  TTT  Jl 


(1) 


»'  9' 

l>ic8e  Losung  leidet  an  keinerlei  Unbestimmtheit,  so  lange  der  Divisor  9' W  —  911 —  9"  W 
eine  ganz  bestimmte  Grösse  bleibt,  wie  im  Allgemeinen  der  Fall  ist.  Es  wüd  r'  daliei 
immer  sehr  nahe  gleich  Ji"  der  Entfernung  der  Erde  von  der  Sonne  werden,  um  so  mehr, 
jo  näher  wir  für  Q  und  Q"  ilie  enlüi>rechenden  Wertho  der  Erdbahn  setzen,  während  wii- 
'lagegen  durch  Einsetzen  der  genaueren  Werthe  bei  dem  Planeten  die  Lösung  für  den 
letzleren  mit  beliebiger  Genauigkeit  erhallen  könnten.  In  dem  Umstände,  dass  in  diesem 
speciellen  Falle  (wenn  eben  der  genannte  Divisor  nicht  Null  wird)  die  Lösung  für  die 
Krde  mit  iler  für  den  Planeten  in  der  ersten  Annäherung  übereinstimmt,  liegt  auch  die 
F.rklärung  dafür,  dass  die  Finalgleichung  hier  nur  eiue  reelle  Wurzel  liefert. 

Jlan  sieht  aus  derselben  noch,  dass  das  Verschwinden  von  ö  die  Bestimmbarkeit 
des  r'  keineswegs  aufliebt,  dass  ö  überhaupt  nicht  als  Maass  für  die  Bestimmbarkeit  des 
r'  angesehen  werden  darf. 

Schreiben  wir  die  Gleichung  (1)  unter  der  Form: 

'■•  =  ^^«4V^-; •     (') 

wozu  wir  nach  dem  Früheren  berechtigt  sind,  so  können  wir  sagen,  dass  die  Sicherheit 
der  Bestimmung  durch  die  Gleichungen  (1)  oder  (2)  um  so  geringer  sein  wird,  je  kleiner 
das  dtirch  IF  —  i/j  vorgestellte  Stück  der  Projcction  von  Bf  auf  die  Fundamenlalebene 
ausfällt.  Ein  Blick  auf  die  Fig.  57  zeigt,  dass  diese  Grösse,  unter  übrigens  gleichen 
I  mst&nden,  einestheils  sin  J ,  aiiderentheils  dem  Cosinus  des  Winkele,  welchen  die 
Uiohlung    von    J{'   mit    der    Fundamentalebene   der   S",  //   bildet,    proportional    ist.      Der 
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letztere  Winkel  ergänzt  offenbar  den  Abstand  der.  Verlängerung  des  Radius  vector 
vom  Durchschuittspimkte  der  mehrfach  genannten  grössten  Kreise  der  Sphäre,  oder  den 
Winkel  j;'  —  ö  zu  90".  Somit  kommen  wir  zu  dem  bemerkenswerthen  Resultate,  dass 
die  Sicherheit  der  Bestimmung  von  r'  aus  drei  geocentrischen  Oerteru  unter  übrigens 
gleichen  Umständen  dem  Producte: 

sin  J  sin  {%'  —  ") 
proportional  ist. 

Dieses  Product  ist  nun  aber,  wie  aus  einer  der  Grundforraeln  für  rechtwinklige 
sphärische  Dreiecke  leicht  hervorgeht,  gleich  dem  Sinus  des  Abstandes  des  mittleren 
Sonnenortes  von  dem  durch  die  äusseren  geocentrischen  Oerter  gelegten  grössten  Kreise. 
Das  Endresultat  unserer  Untersuchung  über  die  Bestimmbarkeit  des  mittleren  Radius 
vector  lässt  sich  also  darin  aussprechen,  dass  der  zu  erreichende  Grad  von  Genauigkeit 
unter  sonst  gleichen  Umständen  dem  Sinus  jenes  Abstandes  proportional  ist. 

Hiernach  ist  es  z.  B.  eine  sehr  ungünstige  Lage  der  Beobachtungen,  wenn  der 
durch  die  äusseren  geocentrischen  Oerter  gelegte  grösste  Kreis  auch  durch  den  mittleren 
Sonueuort  geht.  In  der  That  haben  wir-  ja  diesen  Fall  schon  als  den  Ausnahmefall  der 
Olbers'schen  Methode  bei  den  Kometen  kennen  gelernt.  Dass  dort  dessen  ungeachtet 
unter  Zuziehung  anderer  Formeln  imd  einer  anderen  Art  der  Näherung  eine  Bestimmung 
möglich  wurde,  verdankten  wir  dem  Umstände,  dass  wir  dort  niu-  fünf  Unbekannte  zu 
suchen  hatten;  bei  den  Planeten  hört  in  gleichem  Falle  die  Bestimmbarkeit  gänzlich 
auf.  Ein  Fall,  in  welchem  man  sich  solcher  Ungunst  nicht  diu-ch  Auswahl  der  drei 
Beobachtungen  zu  entziehen  vermag,  ist  der,  wo  die  Ebene  der  Planetenbahn  sehi-  nahe 
mit  der  Ekliptik  zusammenfällt.  In  der  Beziehung  haben  uns  ja  auch  in  Wu-klichkeit 
schon  ganz  andere  Betrachtungen  gezeigt,  dass  eine  Bahn  mit  geringer  Neigung  gegen 
die  Ekliptik  aus  di-ei  vollständigen  geocentrischen  Oertern  nicht  bestmimt  werden  kann, 
imd  dass  es  dazu  einer  besonderen  Auswahl  des  Materials  und  einer  besonderen 
Methode  bedarf. 


Vierundfünfzigste  Vorlesung. 

Eüifacliere  Herleituiig-  der  Hauptgleicliimg-  fiii"  die  BestimDimig 
der  Entferiimig  der  Himmelskörper. 

Die  Gleichungen  (XI)  der  49.  Vorlesung,  oder,  wenn  man  für  die  Sonne  die  Polar- 
coordinaten  einführt: 
c  Q  sin  (k"  —  «)  =  p'  sin  (a"  —  «')  —  B'  sin  {cc"  —  A')  cos  D'  -\-  cE  sin  («"  —  Ä)  cos  D 

-\-  c"  B"  sin  («"  —  Ä")  cos  D" 
c"  ()"  sin  («  —  «")  ^=  q'  sin  (a  —  «')  —  B'  sin  («  —  A')  cos  D'  -{-  c  B  sin  («  —  A)  cos  D 

+  c"B"sin  («  —  A")  cosD", 

behalten  ihi-e  Gültigkeit  auch  dann  noch,  wenn  die  darin  vorkommenden  Coordinaten 
auf  ein  anderes  System  als  das  des  Aequators  bezogen  werden.  Wählen  wir  imser 
System  der  3*,  H,  Z,  welches  ja  nach  dem  Vorhergehenden  ein  vöUig  bestimmtes  ist,  so 
nehmen  die  beiden  Gleichungen  eine  einfache  imd  übersichtliche  Form  an.  Zunächst 
sieht  man,   dass  u"  —  «  ^  180",  «"  —  «'  =  J"  wird,   indem   der  Pol  des  Systems  mit 
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(li-ni  1)iircli«i-1iuiUi'  der  gröostoii  Krt-isu  KiiKainiuoiifällt,  welche  durch  die  beiden  äuMcron 
i;i-ocuiitriM-hc'n  Ocrler  fiiiorm-iu  und  dun-h  den  niillliTi-n  gcocontrigi-heii  Ort  und  den 
Sonucnort  anileriT*eiti(  nolegt  werden.  Dio  cos  D,  cosl/,  cos  JJ"  »ind  dann  idvuti«ch  mit 
den  Sinu«  der  AJ>»tiliide  der  Sonnenörtcr  Ton  jenem  DiircliHchuitlBiiunktü,  dio  u"  —  A, 
a"  —  A',  tt"  —  A"  ^ind  dio  Winkel,  welche  die  durch  den  lJurchsiliiiilt8]iunkt  und  die 
Sonnenürler  gelegten  grösslen  Kreibe  mit  dem  durch  diu  ituhficren  geoccutriüchen  Oerter 
ifelogten  grüastun  Kreise  eiuHchlicssou.     Die  l'roduele: 

»IM  («"  —  A)    cosD 

sin  («"  —  Ä')  cos  jy 

sin  («"  —  A")  cos  H" 
»ind  demnach.  Wenn  man  von  den  Formeln  für  rechtwinklige  spbäritiche  Dreiecke  Ge- 
hrauch macht,  nichUi  Anderes,  ab  die  Siuus  der  Ahütäude  der  Sonnenörtcr  von  dem 
durch  die  äusseren  geocentrischen  Oerter  gelegten  grössteu  Kreise.  Führen  wir  auch 
noch  die  unverkürzte  Distanz  von  der  Erde  in  der  mittleren  Beobachtnng  ein  und  he- 
zeichiieu  dieselhe  mit  <J',  so  ist  offenbar: 

(>'  =  ^'  sin  <S. 
Die  Grösse  siii  0  sin  (u"  —  «')  oder  sin  <S  sin  J  ist  wieder  nichts  .Anderes,  als  der  Sinus 
de»  küneeslen  Abstandes  des  zweiten  geocentrischen  Ortes  von  dem  durch  die  beiden 
äusseren  Oerter  gelegten  Kreise.  Bezeichnen  wir  diesen  Abstand  mit  i>',  die  Abstände 
der  drei  Sonnenörtcr  der  Keihc  nach  mit  ö,  ö',  o",  so  erhalten  •  wir  daher  aus  den 
(ileichungen  am  Eingange  dieser  Vorlesung: 

J'sinil>'  =  Ifsina'  —  cBsinco  —  d' JR"  sin  a" (1) 

Macht  man  die  in  Vorlesung  49  gezeigte  Umformung,  zu  welchem  Behiife  man  hier: 
b  sin  q  =  sin  j^  sini>' 

bcosq^  cosx  sint   +  sina  —  I  y^  ^"i  «  +    y  ^^  sin  a '  j 
setzen  kann,  so  wird  die  dortige  Gleichnng  (VI): 

{wi(   ^  *'"  •"  +  ^^  ^'  *'"  "")  *'"  -''  =  -''  ^' «'"  ^''  «"•  (^'  —  9)      •     •     (2) 

Die  Winkel  ^^,  o,  o',  a"  werden  positiv  oder  negativ  zu  rechnen  sein,  je  nachdem 
die  Oerter  auf  die  eine  oder  die  andere  Seile  des  grössten  Kreises  fallen.  Sie  lassen 
«ich  mit  grosser  Bequemlichkeit  ausdrücken,  sobald  man  die  Pole  des  durch  die  beiden 
äusseren  Oerter  gelegten  grössteu  Kreises  auf  uns  schon  bekannte  Weise,  sei  es  in 
I^ige  und  Breite,  oder  in  liectasceusion  und  Declination,  bestimmt  hat.  Die  Einführung 
dieser  Coordinaten  des  einen  oder  des  anderen  Poles  ist  es,  welche  uns  erlauben  wird, 
den  (irundgleichuugen  des  Problems  auch  in  Beziehung  auf  die  Bestimmung  von  Q  und 
p",  oder  den  unverkürzten  Abständen  von  der  Erde  J  und  z/"  aus  ^'  eine  ähnliche 
Einfachheit,  wie  der  Gleichung  (1)  zu  geben. 

Verbindet  man  nämlich  denjenigen  Pol,  welchen  man  als  den  Nordpol  ansehen 
will,  mit  den  geocentrischen  Oertern  sowohl  als  mit  den  Sonncnörteni  durch  grösste 
Kreise,  und  bezeichnet  die  Winkel,  welche  von  denselben  mit  einem  beliebigen  durch 
denselben  Pol  gelegten  grössten  Kreise  gebildet  werden,  wie  folgt: 

mit   G,   G',   G"  die  Winkel,   beziehungsweise   des    ersten,    des    zweiten    und    des 

dritten  Sonnenortes, 
mit    f,    t',    t"    die  entsprechenden   Winkel  für  die  geocentrischen  Oerter, 
so  werden  die  beiden  Gleichungen  am  Anfange  dieser  Vorlesung: 

KllDU«tfa0».    TbvortUlrh«  AltroDOBlr.  JQ 


(la) 
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c  Q   sin  («''  —  f)  =^  q'  sin  (f"  —  s')  —  R'  sin  {s"  —  G')  cos  co'  -{-  cRsin  (a"  —  G)  cosa 

+  c"R"shi  (£"  —  G")  cosa". 

c"  q"  sin  (£  —  £")  ^  q'  sin  (e  —  e')  —  R'  sin  {e  —  G')  cos  a'  -}-  c  R  sin  (s  —  G)  cosa 

-f  c"  R"  sin  (f  —  Gr")  cosco". 

Da1)ei  wird  wieder  vorausgesetzt,  dass,  wie  alle  Coordiiiaten,  so  auch  die  (),  q',  q" 
auf  eine  Fiindamentalebene,  die  den  bezeichneten  Pol  hat,  bezogen  werden.  Führt  mau 
dagegen  die  z/,  z/',  ^"  in  diese  Gleichuugen  ein,  so  ist  offenbar  in  Beziehung  auf  diese 
Fundamentalebene,  da  die  durch  den  ersten  und  dritten  geocentrischeu  Ort  repräseutirten 
Richtungen  dieser  Fundamentalebene  parallel  sind: 

Q    =  A 
Q"  =  J'\ 

und  ausserdem  ist,   nach   den   oben   gemachten  Bemerkungen  und  mit  Rücksicht  darauf, 
dass  90"  —  t^'  den  Abstand  des   zweiten  geocentrischeu  Ortes  von  jenem  Pole  darstellt, 

(»'  =  z/'  cos  ip'. 
Wü'  haben  mithin  folgende  Gleichungen,  um  z/  und  ^"  aus  J'  zu  berechnen,  nachdem 
das  letztere  gefunden  ist: 

c  z/  sin  (e"  ■ —  e)  -^  ^'costp'sin  (f"  —  e')  —  R' cosa' sin  (e"  —  G')         | 

-1-  c  Rcosa  sin  (a"  —  Gi)  ■}-  c"  R"  cos  co"  sin  {t"  —  G") 
c"  A"  sin  (a  —  a")  =  ^'  cos  ip'  sin  (a  —  a')  —  R'  cos  a'  sin  (a  —  G'] 

-\-  cR  cos  CO  sin  (a  —  G)  -\-  c"  R"  cos  co"  sin  (a  —  G").  j 
Aber  auch  diese  Gleichungen  lassen  sich  wieder  bedeutend  vereinfachen,  wenu  mau 
bemerkt,  dass  nach  den  bekannten  Gruudformelu  für  sphärische  Dreiecke  cosi>'  sin{E" — a') 
gleich  dem  Cosinus  des  Abstandes  des  zweiten  geocentrischeu  Ortes  von  einem  Punkte 
des  dm'ch  die  anderen  geocentrischeu  Oerter  gelegten  grössteu  Ki'eises  ist,  welcher 
letztere  Punkt  von  dem  dritten  geocentrischeu  Orte  um  90"  in  bestimmter  Richtung 
entfernt  ist.  Desgleichen  ist  cos  co  sin  (a"  • — ■  G)  der  Cosinus  des  Abstandes  des  ersten 
Sonnenortes  von  demselbeu  Punkte ;  cos  a'  sin  (a"  —  G')  und  cos  ca"  sin  (a"  —  G")  sind  die 
entsprechenden  Grössen  füi-  die  beiden  anderen  Sonnenörter.  Die  zweite  der  Gleichun- 
gen (la)  cuthält  die  Cosinus,  bezogen  auf  einen  Punkt,  welcher  in  dem  grössteu  Bj-eise 
von  dem  ersten  geocentrischeu  Orte  90"  entfernt  ist.  Für  die  genannten  Cosinus  führen 
wu'  abkürzende  Zeichen  oder  Symbole  ein,  der  Art,  dass  z.  B.  («2  .4)  den  Cosinus  des 
Abstandes  des  ersten  Sonueuortes  von  dem  um  90"  verschobenen  zweiten  geocentrischeu 
Orte  bedeutet,  und  schreiben  dann  die  Gleichuugen  (la)  in  folgender,  für  die  Rechnung 
sehr-  übersichtlichen  Form: 

(a.c^u)c  zl    =  («2a')z/'  —  (o!2^')iJ'  +  [u.,A)cR  -\-  {a.^  A")  c"  R"  \  .y. 

(ko  «")  c"  z/"  =  («0 «')  z/'  —  («0  A!)  R'  -f  («0  ^)  c  jR  +  («0  A")  c"  R"  j  "  '  *  *■' "' 
Bei  dem  Gebi-auche  dieser  Symbole  ist  noch  zu  bemerken,  dass  derjenige  Accent, 
welcher  sich  auf  den  in  bestimmter,  im  Uebrigen  beliebiger,  Richtung  auf  dem  grössten 
Kj-eise  zu  verschiebenden  Ort  bezieht,  am  Fusse  des  Buchstabens  augehängt  ist,  so  dass 
z.  B.  «0  die  Rectascension  des  Punktes  bedeutet,  welcher  dem  ersten  geocentrischen  Orte 
entspricht.     Bei  dieser  Bezeichnung  wii'd  dann  auch  («j  w)  ==  —  (jxq  o")  1). 


')  Unter  Anwendung   der   Formel:     Cosinus  der  Hypotenuse  gleich  dem  Product  der  Cosinus 
der  Katheten  findet  man  auch  noch  leicht  die  bei  der  Prüfung  zu  verwendenden  Kelationen : 

(«o,  «')  («0«')  («8-4)  («0^)  ("lA') 

arc cos  ^-^ — f  —  arc cos   ^-2 — '  —^   „,.(. (.Qg   i_« — l  —  ^ic cos  ^-s — -  =  arc cos  ^—^ — f 

cos  \jf  cos  Y  cos  0)  cos  a>  cos  U) 


>->  —^ — i  =  arc  cos  —^ — 77 

cos  Ol'  cos  Ol"  cos  10" 


—  arc cos  —^ — ;  =  arc cos 
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Wir  koiiiieii  nun  nach  iK'ui  VurhiM-yclii-ntlen  ül>iT  die  Gloichungcn  (1)  uml  (3), 
wcK-liu  alH  diu  FtinduntcnluIgK-ii-liiinguit  dos  ganxcn  l'rohleina  zu  betrachten  iiind,  eine 
inUTt'Hiutnlo  Heiuorkunt;  niuchen,  die  nftndicli,  dasH  häuiintliolie  dariti  vorkommendo  Coifti- 
t'iiMitvii  von  c  H,  c"  li",  li",  c^J,  c"  J"  und  J  »ich  au«clrücken  aU  die  Cosinuti  der  Ab- 
^Un<lu  der  Sonnenörter  und  der  L;eüceiitri:4flicn  Oertor  von  drei  gegebenen  Punkten  der 
Spliiirü.  I>or  ein«  dieser  Punkte,  welcher  bei  Aufstellung  der  Finalgleichung  für  r*  durch 
(I)  die  llauptroUo  spielt,  ist  der  Pol  <le8  durch  den  ersten  und  dritten  gcocentrischen 
Ort  gelegten  gr0s8t«n  Kreises,  dio  beiden  anderen  sind  Punkte  dieses  grösstcn  Kreises, 
welche  von  den  äusseren  geocentrischen  (Jertorn  in  gleicher  Uichtung  um  90°  abBt<-hen. 
Die  Co«iuu8  der  Abstände  der  Oertor  von  diesen  drei  Punkten  lassen  sich  mit  beinahe 
ilersell>en  Hequenilichkeit  ausdrücken,  sie  mögen  in  Hectasccnsion  und  Dcclination  oder 
in  I^inge  und  IJreite  gegeben  sein;  auch  ist  es  ein  nicht  geringer  Vortheil  dieser  Form, 
da>i>  dio  darin  vorkommenden  Grössen  eine  kurz,  anzugebende  einfache  geometrische 
lU-deutung  haben.  Mau  ist  so  in  den  Stand  gesetzt,  sich  durch  (Jonstructionen  auf  dem 
lilobus  oder  auf  Kjirten  gegen  grobe  Rechenfehler  zu  schützen;  gegen  kleinere  stehen  • 
eine  Reihe  von   Prüfungen  zu  Gebote. 


l'iiut II  11(1  fünfzigste   Vorlesung. 


\N  eitere  Austülinm«;  dei-  li leicliiuio:eii  (1)  mid  (3)  in  der  51.  A'orlesJiiiiir. 

Unser  erstes  Geschäft,  die  Bestimmung  der  Kectascension  A„  und  Declination  Do< 
oder  auch,  wenn  wir  die  Eklijitik  vorziehen,  der  Länge  und  Breite  dos  Poles,  welcher 
von  beiden  äusseren  geocentrischen  Üerteru 
um  90°  entfenit  ist,  kann  nach  der  52.  Vor- 
lesung als  erledigt  angesehen  wenlen.  Die 
Uect.'iscension  und  Declination,  oder  auch, 
niutatis  niutandis,  die  Länge  und  Breite  des 
i'uiiktes,  auf  welchen  die  Cosinus  («^  «'), 
I «,  Ä)  u.  s.  w.  nach  voriger  Vorlesung  be- 
zogen werden  sollen,  seien  «^  und  d„.  Eine 
ieichtv  Berechnungsart  für  dieselben  erkennen 
wir  mit  Hülfe  der  Fig.  59. 

In  derselben  stellt  B  den  ersten  geo- 
i-entrischen  Ort,  £,  denjenigen  Ort  vor,  der, 
mit  ilem  ersten  und  dritten  geocentrischen 
Orte  in  einem  grössten  Kreise  liegend,  90° 
von  erstt-rem  absteht.  A"  hingegen  ist  der 
Ort,  welcher  senkrecht  zu  jenem  grössten 
Kreise  90°  entfernt  ist,  d.  h.  der  Pol  dcs- 
«elben;  V  sei  der  Pol  des  Aequatoi-s,  ^  ein  Punkt,  mit  Ä  uud  V  in  einem  grössten 
Kreise  gelegen. 

Hiernach  ist  also: 

A'PJS  —  .1,    —  « 
KP  =  90»  —  Z>, 
F?  =  90»  —  Ä, 
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daher : 

ferner: 
oder,  da: 


sin  B  KP 


sin  BP       ■     r^T,T>  ßt   ■    f  A 


"); 


cos  Bi  P 


sin  B  K 
cos  KP  cos  WbI  +  sin  'KP  .  sin  KB[  cos  Bj  K  P, 


BiK  =  900,      B,P  =  90»  —  do,       B^KP  =  90»  +  BKP, 

sindf,  =  —  cosD^sinBKP  =  +  cos  Do  cos  8  sin  {a  ■ —  A^)  ....     (1) 

Auch  hat  man  nach  Fig.  59: 

cosB^PcosWp  +  sin  B^  sin  KP  cos  Bi  PK  —  cos  B^  K  =  0, 

oder,  weil  B^PK  =  j4o  • —  Kq, 

sin  8o  sin  Do  -\-  cos  d^  cos  D^  cos  {Aq  —  «o)  =  0 

cos  («0  —  ^o)  =  —  tgDotgdo (2) 

Bezeichnen  -wir  die  Rectascension  und  Declination  desjenigen  Punktes,  welcher  zum 
dritten  geocentrischen  Orte  in  derselben  Beziehung  steht,  wie  der  eben  bestimmte  zum 
geocentrischeu  Orte,  mit  «^  und  öj,  so  haben  wir  nach  vollständiger  Analogie: 

sin  82  =  cos  Do  cos  8"  sin  (u"  —  A^) (3) 

cos  {cc;  —  ^0)  =  —  tgD(,tg8.2 (4) 

Nachdem  so  A^,  Do,  «oi  i^oi  «ji  ^2  bestimmt  worden  sind,  di'iickeu  sich  die  in  den 
Gleichungen  (1)  und  (3)  der  vorigen  Vorlesung  enthaltenen  Factoren  aus,  wie  folgt: 


sin  ijj'  =  sin  Dg  sin  8'  -\-  cos  Dq  cos  8'  cos 

sin  (o  =  sin  Dg  sin  D  +  cos  Do  cos  D  cos 

sin  a'  =  sin  Do  sin  D'  ■\-  cos  Do  cos  D'  cos 

sin  a"  =  sin  Do  sin  D"  -\-  cos  Do  cos  D"  cos 

(«0  «')  =  sin  80  sin  8'  -}-  cos  dg  cos  ö'   cos 

(«5  a")  =  sin  80  sin  8"  -j-  cos  80  cos  8"  cos 

{«qÄ)  =  sin  80  sinD  +  cos  80  cosD  cos 

(«0  -4')  =  sin  80  sin  D'  -{-  cos  ö,,  cos  D'  cos 

(«0  A")  =  sin  80  sin  D"  +  cos  80  cos  D"  cos 

(cCj  a)  =  sin  82  sin  8  -\-  cos  82  cos  8    cos 

(u2  06')  ^=  sin  8.^  sin  8'  -\-  cos  82  cos  8'  cos 

(«2  Ä)  =  sin  82  sin  D  -\-  cos  82  cos  D  cos 

(«2^')  =  sin  82  sinD'  -\-  cos  82  cosD'  cos 

(«2  Ä")  =  sin  82  sin  D"  -{-  cos  82  cos  D"  cos 


—  A)] 

A    -A) 

A!  -  ^0) 

A!'  -  Ao) 

—  «0) 

—  «0) 
A  —  «o) 
A!  —  «o) 
Ä'  —  «o) 
«  —  «2) 
«'  —  «2) 
A  —  0S2) 
A'  —  «2) 
A"  —  «2) 


(5) 


Als  einfachste  Prüfung  der  meisten  dieser  Vorbercitungsrechnungen  haben  wir, 
dass  («I, «")  =  —  («2  w)  werden  muss. 

Durch  Reductiou  auf  die  Ekliptik  kann  D,  D',  D"  zum  Verschwinden  gebracht 
werden,  und  es  werden  dann  neun  von  den  vorhergehenden  Ausdrücken  eingliedrig;  doch 
wii'd  sehr  häufig  durch  diesen  kleinen  Vorthcil  die  Mühe  jener  lästigen  Reduction  sich 
nicht  hinlänglich  belohnt  finden. 

Wenn  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  und  (3)  (54.  Vorlesung)  die  Entfer- 
nungen ^  und  z/"  bekannt  geworden  sind,  so  findet  sich  auch  die  Sehne  x,  welche  die 
beiden  Oerter  im  Räume  verbindet,  nach  der  bekannten  Formel: 
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X»  =  (*"  -  x)»  +  (y"  -  y)'  -I-  (/'  -  /)« 

=  {^'cosd"co8a"  —  X"  —  Jcosdcosu  -\-   X)* 

+  l^^"eo8^"sinu"  —   1"  —  ^coadsina  -f    !')> 

+  (^'mi"  —  2"  —  Jaind  -f  Z)» 


S  i' c li  s u  n  <1  f ii  n  t /  i  ;^s  1 0    V  o  r  1  o  s  ii  11  tr. 
Iifcliiiiiiiir-^lM'ispicl  für  die  iMH-nicln  der  05.  VorloHUiiii;. 

Dio  Alt  <iür  Aiiweiiiluiiir  tior  viirigen   Formeln    iii:ig    an  dem  in  der  5(1.  Vorlesung 

aufgeführten  Heoliaolitungsmalerial    für  Arctbiisa    ihre  V'erdeutlichiing   finden.     Aus    den 

X,  y,  Z  u.  8.  w.  linden  wü-  die  entsprechenden  Coordinaten  der  Sonne  wie  folgt: 

Die  Kectascension  A,  A\  A"   .  .        239»    2'  5l",6S,       260°  38'  25",53,      2790  25'     8",56 

„     Declination  D,  I/,  D"  .  .  .  .     —20»  24'  45",43,   —23»  10'  44",64,   —23»  10'  31",58 

„     Jogli,  logB',  log  li" 9,9943352,  9,9930690,  9,9926828. 

Nach  Vorlesung  52  haben  wir  dann  nach  den  Formeln: 

^!f  {A,  -  V,  («"  +  «)>  =  ^■;[gl~gj  •  cotg  >A  («"  -  «) 
ig  Do  =  —  cotgöcos{a  —  Ao)  =  —  cotgd"cos(u"  —  A„), 
wenn  wir  für  die  geocentrischen  Oerter  dieselbeu  Werthe  wie  früher  einsetzen: 
At  =  3030  43'  41  ",29, 
Do  =     48»  41'  26",58. 
Die    Zweideutigkeit   der  Lösung   wird   dadurch   gehoben,   dass    D^   positiv    werden 
soll.     Wir  haben  schon  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  360'  —  Aq  mit  V  der  49.  Vor- 
lesung, welches  nach  der  Formel: 

tg  ö"  cos  a  —  tgd  cos  «" 

tgÖ"sina  —  tgSsine^' 
gleich  56°  16'  18",74  gefunden  wurde,  identisch  isU 
Efl  ergiebt  sich  ferner: 

«0  =  345°  21'  20",39 
öo  =  —  33»  18'  1",97 
a,  =  337»  47'  37",43 
dj  =  —  36»  3'  16",93, 
und  darauf  nach  den  Formeln  (5)  (55.  Vorlosung): 

log  sin  i-'     —7,5919067  /or;  («^  .4')  —  9,457  685  1 

logsinca      —7,4145303  /o(7(«o  ,4")  —  9,723  7550 

log  sin  ca'     --  9,168847  7  '".'/(«««)     —  9,073  27s  1„ 

log  sin  a"    —  9,4106642  %(a,a')    —  8,6208351, 

/o.</(ao«')    —  8,885372  7  /<)<;(«,  y4)    —  8,9545596 

loii{tt^u")  —  9,073 27K 7  l„g(a,A')  -^  9,5986859 

lo<ilec,A\    —  S,i54H2.!f',,  l,,„irc,  V'\    -   9.793 329 :>. 
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Die    Piiifimgßgleichung    für    die    Richtigkeit    der    Bestiiumimg    von    A^y,    D^,,    «o, 

do,  «.i,   dj, 

(«0  «")  =  —  («2  «) 

erweist  sich  hier  als  erfüllt,  desgleichen  die  Controlen : 


arc  cos 

(«2  «') 
COSTp' 

arc  cos 

(«0  «') 

cosip' 

=r  arc  cos 

(a,A) 

cosa 

arc  cos 

cos  a 

=  arc  cos 

{a,Ä') 
cosa' 

arc  cos 

{koA') 
cosa' 

=  arc  cos 

{«,A") 
cos  a" 

arc cos 

ioc,A") 
cos  a" 

=  ji  arc  sin  («o  «")> 
sie  bestätigen  in  den  wichtigsten  Beziehungen  die  Richtigkeit  der  bis  hierher  gefühi'teu 
Rechnungen. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (3)  der  Vorlesung  54  werden  demnach: 

(7,591 906  7)  z/'        =  (9,168847  7)  ii'  —  (7,4145307)  fÄ 

—  (9,4106642)  c"JJ" 

(9,073  278  l„)c^     =  —  (9,598  685  9)  E'  +  (8,9545596)  cE 

+  (9,793  329  3)  c"i?"  +  (8,620835 1„)  z/' 

(9,0732787)  c"z/"  =  —  (9,457  685 1)Ä'  +  (8,454 323  6„)ci? 

+  (9,723  775  0)c"ii"   +  (8,885  372  7)  z/', 

worin  die  eingeklammerten  Zahlen  die  Logarithmen  der  Coefficienten  bedeuten.  Der 
Coefficient  von  R'  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  oder  sin  a'  verdient  bei  jeder 
numerischen  Anwendung  eine  besondere  Beachtung,  weil  er  dm-ch  seine  Grösse  oder 
seine  Kleinheit  ein  Ki'iterium  dafür  liefert,  ob  das  Material  zu  der  Bahnbestimmuug 
günstig  gewählt  ist.  Fällt  derselbe  sehr  klein  aus,  so  ist  ein  zuverlässiges  Resultat  nicht 
zu  erhalten,  man  ist  dann  geuöthigt,  andere  Beobachtungen  zu  wählen,  wie  auch  immer 
die  anderen  Coefficienten  beschaffen  sein  mögen. 

Die  Gleichung  (2)  der  Vorlesung  54  ^vird  nach  Einführung  von  Q  und   Q": 

[(7,0740077)0  +  (9,1432163)  §"]smÄ+  =  7,0908172 sm(.e:  —  7«  58'  29",02). 
In  der  ersten  Annäherung  wird  wieder: 

lofi  Q  =  log  Q"  =  log»Q"  =  8,9993845, 
und  die  Gleichung  für  z: 

sinz*  =  (8,9445291)  sin  (z  —  7»  58'  29",02). 
Die  einzige  hier  zulässige  Lösung  ist: 

z  z=  8»  15'  3",03. 
Der  Logarithmus  des  Abstandes  der  Arethusa  von  der  Sonne  in  der  zweiten  Beob- 
achtung, logr'  wird: 

logr'  =  0,4264114, 

der  des  Abstandes  von  der  Erde : 

logzl'  =  0,2393502. 

Für  c  oder  — ,  (  1  +  t^I  "nd  c"  oder  -57(1  +   7^)  bat  man  nach  dem  Voi-her- 
9   \  2rV  V    \  2>-V 

gehenden : 


343     — 

logc   —  9,663  34!)  7 

1o<j^'  =  9,7340768, 
ferner: 

loficJi      —  9,6576849 
löge'  llf'  —  9,726  759  »i; 

ilic  Siili-timtioii   in  lue  zwi-ilo  der  obigen  Gieiuhiingeii  liefert: 

logJ  —  0,2221505, 
die  drille  ergiebl: 

log^"  —  0,272484  ;i 

Diese   Werlbe  sliiiiiiieii   mit  den  in  der  50.  Vi)rk'sung  gefundenen  so  iialie   üliurein, 
aU  die  beiden  ho  verschiedenen  Formen  der  Uereobiinu«'  nur  immer  erwarten  lassen. 


Siel)oini  11(1  fünfzigste  Vnilesinisf. 

Wii'iiil'acliuiigcii   und   AliUiiiv.iiii^^cii    liir  dir   .Metliodc   tlcr  \'ur- 
lesungen  54,  55  und  5(5. 

Dureb  eine  Conibinaliou  verscbiedener  Betrachtungsweisen  gelangten  wir  oben  zu 
dem  Ergebnis»,  diuss  die  C'oefticienteu  von  z/'  und  dann  von  d  und  d'\  mit  denen  diese 
Grössen  in  den  FiuidamenUilgleicbungen  multiplicirt  sind,  und  ebenso  die  Coefficienten, 
mit  welchen  die  Hadienvectoren  R,  B',  JJ"  multiplicirt  erscheinen,  als  die  Cosinus  der 
Abstände  der  beobachteten  und  der  Sonnenörter  von  den  Polen  dreier  grösster  Kreise, 
oder,  was  dasselbe  ist,  als  die  Sinus  der  Abstände  der  beobachteten  Ocrter  und  der 
Sonnenörter  von  denselben  grössten  Kreisen  zu  betrachten  sind.  Der  eine  dieser  grössteii 
Kreise  wurde  durch  den  ersten  und  den  dritten  geocentrischen  Ort  gelegt,  in  Betreff 
der  beiden  anderen  scheinen  wii-  noch  an  die  Beschränkung  gebimden,  dass  wir  sie 
durch  den  einen  und  den  anderen  dieser  Oerter,  aber  senkrecht  zu  dem  erstgenannten 
legen  müssen.  Die  folgende  Betrachtungsweise  nun  führt  uns  nicht  nur  sehr  schnell  zu 
ilem  erhaltenen  liesultatc,  sondern  zeigt  uns  auch,  dass  wii-  in  der  Wahl  des  Winkels, 
welchen  die  grössten  Kreise  am  eii*tcn  und  am  dritten  geocentrischen  Orte  einschliessen 
sollen,  völlig  freie  Hand  haben;  wir  dürfen  also  in  Betreff  ihrer  noch  andere  Beijuem- 
lichkeitsrücksichten  iu:uissgebend  sein  Lassen. 

Belrachten  wir  noch  einmal  die  Uelatiun,  welche  zwischen  den  r-Coordiuaten  der 
drei  Planeteuörter  besteht: 

nV  =  n/r  +  n'V, 
*o  ist  nach  Früherem  einleuchtend,  dass  ihre  Gültigkeit  nicht  an  eine  Fundanicntalebene 
Von  ganz  bestimmter  I-Age,  wie  z.  B.  a:i  die  Kkliptik  oder  an  den  Aeijuator,  gebunden 
i^t,  sondern  dass  sie  bestehen  bleibt  füi-  jede  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der 
Sonne  gehl;  um  das  einzusehen,  braucht  man  ja  nur  zu  bemerken,  dass  die  2  immer 
dadurch  erhalten  werden,  dass  rcosv  und  rsinv  mit  Coefficienten  multiplicu-t  werden, 
welche  nur  von  der  Lage  der  Bahnebene  zur  Fundanientalebeiie  abhängig  sind. 

Ferner  ist  klar,  dass  die  /,  wenn  sie  auf  drei  verschiedene  Fundanieiitalebeneii 
nach  einander  bezogen  werden,  den  hcliocciilrisclien  Ort  ebenso  besliiumcii,  wie  dies 
durch   rv<-htwinklige  oder  schiefwinklige   Coordiiialtii   LCischiehU 
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Erinnern  wir  uns  nun  noch,  dass  jede  heliocentriscbe  Coordiuate,  also  aucli  z,  sich 
zusammensetzen  lässt  aus  der  geocentrischen  Coordinale  für  dieselbe  Fundameutalebene 
und  der  Erdcoordinate ,  dass  also  ein  auf  solche  Fundaiuentalebene  bezogenes  g  sich 
ausdiückt  durch  die  Relation: 

z  =  d  sintp  —  JRsinw, 
worin  ip  imd  w  beziehungsweise  die  Abstände  des  geocentrischen  Ortes  und  Sonneuortes 
von  dem  der  Fundamentalebene  entsprechenden  grössten  Kreise  bedeuten,  so  erkennen 
wir  gleich  auch  ein  ebenso  einfaches  als  bequemes  INIittel,  aus  den  bekannten  di'ei  Grund- 
gleichuugen  der  Aufgabe  beliebige  zwei  Abstände  zu  eliminü'eu.  Denn  um  z.  B.  d  und 
d"  zu  eliminü'en,  brauchen  wir  die  z  nur  auf  eine  Fundamentalebene  zu  beziehen,  für 
welche  die  Abstände  tji  des  ersten  geocentrischen  Ortes  und  \p"  des  diitten  geocentri- 
schen Ortes  Xull  werden;  wii-  haben  also  den  grössten  Kreis  durch  den  ersten  und 
dritten  geocentrischen  Ort  zu  legen.  Dies  liefert  uns  dann  unmittelbar  die  Gleichung  (1) 
der  54.  Vorlesung.  Soll  dagegen  nachher,  wenn  z/'  bestimmt  ist,  d  gefunden  werden, 
so  erreichen  wir  die  dazu  erforderüche  Elimination  von  d"  dadurch,  dass  mr  durch  den 
dritten  geocentrischen  Ort  einen  grössten  Kreis  legen,  für  dessen  Lage  im  TJebrigen,  da 
er  zur  Bestimmung  von  d  führen  soll,  nur  die  eine  Beschränkung  existüt,  dass  er 
nicht  diu'ch  den  ersten  geocentrischen  Ort  gehen  darf.  Wir  können  denselben  deshalb 
durch  den  ersten  oder  den  dritten  Sonnenort  legen,  und  so  ausser  z/"  auch  noch  JB  oder 
B"  eliminh-eu.  Soll  endlich  .d"  diu'ch  Elimination  von  zJ  gefunden  werden,  so  werden 
die  Abstände  von  einem  durch  den  ersten  geocenti'ischen  Ort  und  Sonneuort  gelegten 
grössten  Ki-eise  in  Rechnung  kommen. 

Bei  der  folgenden  Bezeichnung  wii-d  man  diese  Betrachtungsweise  leicht  in  der 
Erinnerung  behalten  und  sieh  die  Uebersicht  bewahi-en  können.  Es  bedeute  das  Symbol 
(z/  d'  /}")  den  Sinus  des  Abstandes  des  zweiten  geocentrischen  Ortes  von  dem  durch 
den  ersten  und  dritten  gelegten  grössten  Kreise  (z/iJz/"),  (z/iJ'z:/"),  (z/J{"z/")  der 
Reihe  nach  die  Sinus  der  Abstände  des  ersten,  zweiten  und  dritten  Sonnenortes  von 
demselben  grössten  Ki-eise  u.  s.  w.,  bei  welcher  Bezeichnung  jedesmal  das  Zeichen  für 
den  geocentrischen  Radius  desjenigen  Ortes,  für  welchen  der  Sinus  des  Abstandes  zu 
nehmen  ist,  zwischen  die  Radien  derjenigen  Oerter  gestellt  wu'd,  dui'ch  welche  der  gi'össte 
Kreis  gelegt  werden  soll.     Die  Gleichung  (1)  der  54.  Vorlesung  schi-eibt  sich  also: 

{Jd'J")^'  =  (dB'd")B'  —  (dBd")cB  —  {JB"  d")c"B"; 
zur  Bestimmung  von  z/  aus  z/'  erhält  man : 

(z/"z*'ü)z/'  —  {J"B'B)B'  ■=  {J"  zlB)cd  —  {d"B"B)c"B", 
wenn    ein    durch    den    di'itten   geocentrischen    Ort    und    den    ersten    Sounenort   gelegter 
grösster  Ki'eis  angewendet  wird,  dagegen : 

(z/"z;'iJ")z/'  —  {/l"B'B")B'  =  {J"JB")cJ  —  {zJ"BB")cB, 
wenn  der  grösste  Kreis   den   di-itten  geocentrischen  Ort  und  den  di-itteu  Sonnenort  ver- 
bindet.    Bei  der  letzteren  Art,  den  grössten  Ki'eis  zu  legen,  wird,  wie  man  sieht,  auch 
c"  eliminüt;  sie  ist  deshalb  der  ersteren  vorzuziehen. 

Füi'  die  Bestimmimg  von  d"  aus  z/'  hat  mau: 

{JJ'B)J'  —  {JB'B)B'  =  {JJ"B)c"d"  —  {dB"B)c"B". 

In  Betreff  der  Vorzeichen  der  Abstände  und  ihi-er  Sinus  kann  mau  noch  bemerken, 
dass  es  ganz  gleichgültig  ist,  welche  Seite  der  Fundameuüilebene  oder  des  grössten 
Ki-eises  man  als  die  füi'  die  positiven  e  betrachtet,  wenn  nur  immer  beachtet  wii-d,  dass 
Oerter,  welche  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  grössten  Kreises  liegen,  auch  Abstände 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen  haben,  und  dass  diese  Abstände  immer  im  ersten 
Quadranten  genommen  werden  können. 


—     Üb     — 

Wi'iiii  wir  die  ilri'i  griiMMU'n  KrciMv  für  dio  Eliininalioa  mo  logen,  wir  üben  vur- 
gcüohlugt'ii  wurde,  Bo  ktiniicn  ilio  Korinuln  (5)  ilur  55.  Vorli-Hiing  r.iiiii  Tlieil  durch 
Uoqui'intTf  iTHi'Ut  werden.  Zuetnl  wi-rdt-n  die  KoctjuicenHion  (oder  die  Lilii;;«)  A<,  und 
dio  Declinalioii  (oder  die  Hreite)  l)f,  vom  I'ole  de«  durch  den  ümlcii  und  drillen  geocen- 
triüchen  Ort  geleglen  grö»»lfn  KruiHeti  mich  den  dort  gegebeneu  Korinuln  berechnet,  aUo 
i4,  naoli  einer  iler  beiden  Fonnehi: 

t,\A.  -  > ,(«"  +  «)i  -  "";{^"7^j  «"p' .(«"  - «) 

o«ler: 

igt"  cosa  —^  '1/ 1)  cvt,oi"   cotg d"  cus  «"  —  cotg 6  cos  « 

Ig  6"  sinu  —  tgÖ  sina"  cotg  ö"  sin  u"  —  coty  i  sin  a 

Da  nach  der  Formel: 


Ig  .i 


(1) 


f: 


lgj\  =  —  cotg 8  cos(a  —  A„)  ^^  —  colgS"  cos(a,"  —  .4^ 

Rezeichiicn    wir   die    Kectascension   (oder  dio   Liiiige),    die   Declinatiou    (oder    die 
iireiU')  de«  Poles    eine«    dou    ersten    geoeentrischen  Ort   un.l    den    ersten  Sonneuort    ver- 

FiR.  W». 

C' 


T/ 


M. 


bindenden  grösxten  Kreises  beziehungsweise  mit  K  und  mit  90"  —  y,  die  eut«prechonden 
Grössen  für  den  drillen  geoeentrischen  und  den  dritten  Sounenort  mit  K"  mid  mit 
90»  —  y",  so  haben  wir: 

tg  d  cosA  —  Ig  D  cos  a 


tgd  ainÄ  —  Ig  I)  sin  « 
cotgy    =  +    cotg 8  cos(u  —  J^)  '=  —  cotg D  cos{A  —  A) 
.    vii  ^9  ^"  «'OS  A"  —  tn  y  cos  «" 

Ig  Ji.       ^^    Yn 1} iJ li 

Ig 0    sin A    —  Ig D    sinu 
cotgy"  =-  +   ctAg8"  cos{u"  —  K")  —  —  cdgJj"  cos  {A"  -  K") 


(:■«) 


In  der  Fig.  60  sei  sodann  A' V  der  Aequator  (oder  die  Ekliptik),  T,  T"  seien  die 
Erdörter  in  der  ersten  und  dritten  Beobachtung,  P,  1^'  die  geoeentrischen  Oerter  des 
Gestirns,  N  und  N"  die  Schnillpunkle  der  die  Oerter  T  und  P,  beziehungsweise  T"  und 
i*"  vorl)in<lenden  grossten  Kreise  mit  dem  Aequator  (oder  der  Ekliptik),  '"  ihr  gemein- 
schaftlicher Schnittpunkt. 

K  llnkrrfuo.   ThrorrtlKli«  Aalronomi«.  44 
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Somit  ist  —  NN"  =  K" 


E,  Winkel   CNN"  =  y,  Winkel   C N"  Q  —  y", 
sin  NT      =  — 


sin  N"  T"  = 


(4) 


sin  NP      = 

sin  N"  P"  = 

oder  auch,  zui-  Entscheidung  des  Quadranten: 

cosN  T      =  —  cosD  sin  (Ä  —  K) 
cosN"  T"  =  —  cosD"  sin  {A"  —  K") 
cosNP      =  -\-  cosd  sin(a  —  E) 
cos  N"  P"  =  -p  cos  ^"  sin  («"  —  E"). 


gleich 


dann    haben    wir    nach     den    Gauss'schen 


Der   Winkel    N  C  N" 
Dreiecksformeln : 

sin  1  2  e'  sin  \!i  (NW'  +  N"~C)  =  sin  1/2  NW  sin  1/2  (y"  +  y)  ^ 
=  sin  1/2  (K"  —  E)  sin  y,  (y"  +  y) 


sjHi's«'  cos\'i  {NC  +  N"  C)  =  cos  1/2  NN"  sinV^  (y"  —  y) 
=  cos  1/2  (-s:"  —  E)  sin  1/2  (y"  —  y) 

cos  1/2  £'  sin  >, 2  {NC  —  NUy) 


.  £    cos  ',  2 


{NC 


sin  1/2  NN"  cos^fi  {y"  +  y) 
=  sin  1/2  (-B:"  —  K)  cos  1  2  {y"  +  y) 

y) 

r) 


N"  C)  —  cos  1/2  NN"  cos  1/2  (y" 
=  cos  1/2  (^"  —  -K)  cos  i/j  (y" 


.(5) 


Es  wird  ferner: 

{^"BB") 
{^J"B) 
{^B"B) 


sin  a'  sin  PC'    = 
sins'  sin  T  C    = 


NP) 


(6) 


-  sins'  sin  {NC    —  NT) 
=  —  sin e'  sin'WC  =  —  sin s'  sin (JPC"'  —   N^T^') 
=        sins' sinf^  =        sin e'  sin {N" C  —  IT'r') 

Berechnet  man  auch  für  die  mittlere  Beobachtimg  den  Planetenort  P'  und  den 
Erdort  T',  die  Grössen,  welche  E  imd  y,  E"  imd  y"  entsprechen  und  welche  wir  mit 
E'  und  y'  bezeichnen  wollen,  mit  anderen  Worten  die  Rectascension  (oder  die  Länge), 
den  Polabstand  des  den  geocentrischen  Ort  mit  dem  Sonnenort  verbindenden  grössten 
Kreises,  den  Durchschnittspunkt  N'  mit  Aequator  oder  Ekliptik,  den  Dm-chschuittspunkt 
C"  mit  dem  grössten  Kreise  der  ersten  Beobachtimg,  den  Winkel  e"  an  diesem  Punkte, 
ferner  den  Durchechnittspunkt  C  mit  dem  grössten  Ki-eise  der  dritten  Beobachtung  und 
den  Winkel  e  an  diesem  Punkte,  so  hat  man: 

{^"^'B")=  sinE  sin(WC  —  WIF) 
{^"B'B")  —  —  SinE  sin  jN'  G  —  WT) 
l^^'B)  =  —  sin  e"  sin  (N'  C  —  WT) 
{^B'B)       — 


(7) 


SinE" sin  {N'  C  —  N'  T) 

Die  Zuziehung  von  E'  y',  e,  e"  würde  hier  kaum  vortheilhaft  erscheinen,  wenn  nur 
verlangt  wüi-de,  die  vorhergehenden  vier  Grössen  auszudrücken;  denn  denselben  Zweck 
kann  man  noch  küi-zer  dm'ch  die  Anwendima:  der  Formeln: 
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{J" /f  H')  —  W»id'  cosy"    I    cosS'  siny"  coi(«'  K") 

{J"R'W)  —  sin  lif  cosy"  -\-  cos  1/ siny"  cos{A'  K") 

(d d' It)      ■ —  sind'  cosy    +  cos 6'  siny    co8{u'  K) 

{jm  K)       —  «IM  ly  cos  y      i    rosJ/  sin  y    coS  (^'  Ä) 


(«) 


(y) 


erroicilt'n..  IiuU-hni'H  inl  zu  heninkrii,  ilaoit  HpittiT  uiiUt  Alliieren  iiiicli  der  Boj^en 
N''!''  —  X' T',  «liTHflbi-  W'iiikvl,  »lull  wir  früher  mit  %'  bezi-icliiifl  haben,  gebraucht 
winl.     Er  tiudel  »ich  bequem  au»  der  Verbindung  der  Gleichuugcii : 

sind' 
siny" 
sin  IJ' 

siti  y 

Für  {.!./'. J")  uiid   (Jll'J")   hat   ni:iii: 

(d  U  J")          ^in  1)  sin  D^  +   cos  1)  cos  D^  cos  (A    -    An) 

(-Jz/'z/")        sind'  sin  IJ^  -\-  cosd'    cosDoCos{a'   — A^) 

(d  R'  J")  ^-  sinh'  sin  Dg  ^    cos  1/  cos  J),^  cos  (vi'  — ^o) 

{^^R"  J")  —  sin  D"  sin  Do  +  cos  I/'  cos  Do  cos  {A"  —  Ao) 

Hiermit  sind  die  Vorbereitungsreclmungen  im  Wesentlichen  beendigt.  Will  man 
Prüfungtipleichungen  für  ihre  Richtigkeit,  so  kann  man  dazu  den  Umstand  benutzen, 
da*8  anch  die  Coefticient«n  {/!"  d  B"),  {J"JiIi"),  {J  d"  li),  (d  JC"  li)  sich  noch  auf 
andere  als  die  oben  angegebene  Art  berechnen  lassen,   nämlich    nach  den  Fonni-ln: 

(d"  JIÜ')  —       sind   cosy"  -\-  cosö   siny"  cos{u    —  K")  ] 

(z/"i?iJ")  =  -|"  sinD  cosy"  +   cosD  siny"  cos{A   —  Ä") 

{Jd"R)rrrT        sin ö"  cosy     +  cos ö"  siny    cos{u"  K) 

[Jl\'l\)  -    -|-  sin jy cosy     +  cos D" siny    cos{A"  —  K) 

Die  Prüfung  der  Richtigkeit  kann,  sobald  die  Gleichung  für  r*  aiLfgelöst  ist,  noch 
durch  eine  Hedingungsgleichung,  welche  für  den  mittleren  heliocentriflchen  Ort  erfüllt 
sein  niuHs,  vervollständigt  werden,  wie  später  gezeigt  werden  soll. 

Die  Fiiialgleichuug  für  z/'  oder  den  ilüLfsbogon  e  aufzustellen,  setzt  man  nach  der 
■'»4.  Vorlesung: 

6  sin  8  =  {JJ'J")  sin  (WT  —  Fir) 
bcosq  =  {JJ'J")  cos  (iTP 


(in) 


A"  2") 
+  (JTi-J")  -  {Jlid")  ^  |,  -  iJlt-J")  ^  ^' 


dadurch  erhält  man; 


U^ind")Q-^  |-,    f    {.tirj")  V"   ^  ^'j  sine*  =  2bÄ'<  sini'^  sin{:  -     -y) 


Ol) 


(12) 


wobei  i'  ==  A'  1"'  —  N'  7". 

Die  (irOSBe  {^J  Ü  d"),  identisch  mit  sina'  der  54.  Vorlesung,  hat  eine  so  besondere 
Wichtigkeit  für  die  Beurtheiluiig  der  Sicherheit  der  ßahnbestiinmung,  dass  sie  verdiente, 
bei  einer  |>nikli!<chen  Rechnung  jedesmal  angegebeu  zu  werden.  Fällt  {^JS  J")  sehr 
klein  au«,  so  wii-d  die  liestiinmuug  stets  unsicher  sein,  selbst  bei  ziemlich  erheblichen 
Zwischenzeiten,  und  umgekehrt  erhält  dieselbe  Grösse  einen  erheblichen  Werth,  so  sind 
schon  ziemlich  geringe  Zeiträume  hinreichend,  der  Bahnberechnung  die  iiöthige  Zuver- 
läflsigkeit  zu  geben. 

44» 


(13) 
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Wenn  /  und  z/'  gefunden  sind,  so  wird  wieder: 

berechnet  und  dann  .d  und  /l"  aus  den  Gleichungen : 

(^"zJIi")czt    =  {^"^'B")^'  —  (^"B'R")R'  +  (J"BB")cE    ] 
(z/  z/"  B)  c"  z/"  =  (z/ ^'  i?)  z/'       —  (z/  B'  B)  B'       +  (z/  J?"  JZ)  c"  JJ"  J 

Dm'ch  z^  und  z/"  werden  r  und  r",  überhaupt  die  heliocenlrischen  Oerter  der 
äusseren  Beobachtungen  bekannt.  Da  dieselben,  wie  schon  in  der  zweiten  Abtheilung, 
Vorlesung  21,  gezeigt  wiu'de,  in  dem  durch  den  eutsprechenden  geocentrischeu  und  den 
Sonnen-  oder  Erdort  gelegten  grössten  Kreise  liegen,  so  kann  der  zwischen  Urnen 
gelegene  heliocentrische  Bogen  (v"  —  v),  ganz  wie  dort  bei  der  Kreisbahn  geschehen, 
berechnet  werden.  Wir  gebrauchen  später  die  zu  diesem  Bogen  gehörige  Sehne  x', 
welche  dann  aus  der  bekannten  Formel: 

x''^  =  r'  +  r"2  —  2rr"  cos  {v"  —  v) 

bequem  genug  zu  finden  ist.  Füi-  die  heliocentrischen  Längen  v'  — ■  v  und  v"  —  v', 
welche  man  zui-  Verbesserung  der  Hypothese  über  die  Dreiecksflächen  nöthig  hat, 
ergiebt  sich: 

«    r'  r"  sin  (y"  —  v') 


rr"  sm(y"  —  v) 
r  r'  sin  {v'  — •  v) 


d.h.: 


r  r"  sin  (v" 
c" 


=  c". 


iin  (y'   —  v)    = 


-V) 

sin  (y"  —  i;) 


sin{v"  —  v')  = 


sin  (v"  —  v). 


Aus  den  definitiven  Werthen  von  z/  und  z/"  lassen  sich  zuletzt  die  Argumente 
der  Breite  in  Beziehung  auf  die  gewählte  Fundamentalebene  sowie  Knoten  und  Neigung 
der  Bahn  ganz  in  derselben  Weise  berechnen,  wie  es  in  der  Gauss 'sehen  Methode  für 
die  Kreisbahn ,  Vorlesung  2 1 ,  gezeigt  wnu-de.  Es  sei  der  Kürze  halber  der  sphärische 
Winkel   C'pp"  =  r]  und  180''  — -  C p" p  =  i?",  so  hat  man  die  Gleichungen: 


uud 


sin  Vs  {v"  —  v)  sin  1/2  (v"  +  n)  =^  sin '  '2  b'  sin  \'^  JjG'  +  ^^ 

sin  1/2  (v"  —  v)  cos  i  j  {-q"  +  >;)  =  cos  1/2  «'  sin  ',  j  {p  C  —  p"  C) 

cos  1/2  {v"  —  v)  sin  1  '2  (7;"  —  ri)  =  sin  V2  «'  cos  '2  (p  C  -|-  p"  C) 

cos  1/2  (w"  —  v)  cosV  2  {rj"  —  J?)  =  cos  V2 «'  cos  '2  (p  C  —  /'"CÖ 

sm  V2«  «■«  Vü  [m  +  (-K  —  90»  —  Sl)]  =  sin  V2  'Np  sin  Vj  (y  +  rj) 
sin  1/2  i  cos  1  '2  [«  +  (-&-'  —  90«  —  ß)]  =  cos  »  ,>  'Wp  sin  •  ,  (y  —  l) 
cos  1/2  «•  s«n  '  2  [m  —  (ü:  —  90"  —  ft)]  =  sin  1  j  J^cos  V2  (^  +  V) 
cos  1/2  i  cos  '/j  [m  —  (ÜT  —  90'^'  —  ß)]  =r  cos  1  2  Wpcos  '2  (y  —  J?) 

Vertauscht  man   in  diesen  Gleichungen  K  mit  Z",   y  mit  y",  ?;  mit  ?;" 
man  i,  fl,  imd  das  Argument  der  Breite  der  dritten  Beobachtung. 


(U) 


(15) 


so   erhält 


.14;» 

lliur  liiutct  Mich  uUo  wicik-r  oiiiu  Prüfung    für    die   Iticlitijjrkfil   dvv  Ucchiitiiii;,    ob 
uiiil    Q,    mit    ilen    aus    dor   onttuu    livobnuhtiitig    gefuiuiuncii   Wurtlu-ti    üixTviiiatiiiiiiien; 
>  uh   inuiw  u."  —  14  =  v"  —  t'   wirdeii '). 

Ea  koinnifii  jeilooh   ilii-   Koniiülii  (14)  und  (15)    erat,   wuiiii    dufiiiitivu   Wortlic    von 
/  und   -/"   unil    ilen    untupri-ohendcn    (iröiwcn    durch    Vurlifuticrung    dor   HypotliCBen    j^e- 
lundon    sind,    «ur    Anwondunij,    weil    diu    jiroviHorischcn    VVcrthc    von    i   und    "     für    liii- 
Kochiuing  ohuu   Nutzen   »ind. 


Arli  t  uinirii  iilzigöte    Vorlos uufr. 

Ueclimiiigsbt'isiiirl  tiii'  «lit-  Hostiiiiiiiiiiiu'  von  ./,    /'  uiul    /     nach  den 
Formoln  der  V(H'i«j:en  Vorlesuni?. 

Ni'hnicn  wir  zur  Illustration  der  eben  entwickelten  Formeln  das  Material  für 
\ietliusa  aus  der  50.  Vorle.suni;  wieder  zur  Hand,  so  linden  wir  ziinäclist  nach  Formel 
l)  und  {•>): 

Ao  =  303«  43'  41",29 

Do  =  48  41  26  ,58, 
darauf  aus  (3): 

K    =  307«  46'  8",08 

y  =  45  43  13  ,10 

K"  =   277  36  28  ,12  +  360»«) 

y"  =     23    11      8  ,88. 
Femer  ergeben  ilie   Formeln   (4): 

HT     =  2ii°  9'  15",08 

NF     =  30  47  31  ,80 

JV"  3  "  =  91  39  54  ,00 

N"P"  =  49  24  0  ,67;                                              ' 
»u«  {ft)  folgt: 

NC     =  25»  ir  4.V',74 

2f"  C'  =  50  43  35  ,94 

«'   =  27  41  18  ,36, 

log  {J"JR")  —  8,656  212  6 
log  {J"  R  R")  rr-  8,506  1 62  4, 
log  [j  ^"  R)     --  8,(131  672  3 
log  {J  R"  R)     =  9,483  543  1 . 

')  Ferner  h»t  man: 

»Hl  t*    MM  (v'  —  v)  Hin  e    «»i  (v"  —  i'*) 

Mfi.)    ~  n>i(A'C"  —  .\'  1"  —  /)'   SJTT"  ~    «n  (z  —  Tf  C  -f  yP')  ' 

i"'  hioraas  folgenden  Wcrthe  von  v'  —  i>  und  v"  —  i''  müfisen  den   auf  die  andere  Art  beslimmton 
gleich  werdon. 

')  Durcli  die  Addition  von  300°  wird  ein  ncgntivi-s  A"  —  A.'  vcrmiedon  und  loiclil  mö(fliclien 
Irrtlimi.nri.   v..r|;cb«a^. 


alxo  au6  (6): 
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ßerechuet  man  diese  Grössen  zur  Prüfung  auch  nach  den  Formeln  (10): 
{zl" ^R")  =  sind  cosy"  -\-  cos 8  siny"  cos  {w  —  K") 
{^"BR")  =  sinB  cosy"  +  cosB  siny"  cos  {A  —  K") 
u.  s.  V,:, 
so  erhält  mau: 

log  {J"  JE")  =  8,656  205  9 
Ug  l^"BB")  =  8,506  160  7„ 
log  (^z/"J?)    =r  8,0316782 
Jog  {^  B"  B)     =  9,483  542  8. 
Die  Differenzen   mit   den   ohigen   Werthen   entsprechen    kleinen  Bruchtheilen   der 
Bogensecunde,   die  bei  einer  einigermaassen  complicu-ten  Rechnung  nicht   mehr   zu  ver- 
bürgen sind.     Wir  nehmen  aus  beiden  Zahlen  das  Mittel. 

Werden  die  Formeln  (3),  (4)  und  (5)  auch  auf  die  zweite  Beobachtung  angewendet, 
so  erhalten  wü" 

K'         =  275«  11'  32",66  +  360" 
y'  =     23     51    45  ,48 

If  T'  =  76  38  43  ,63 
N'  P'  =  53  44  14  ,94 
JVC"  =r  27  35  41  ,53 
:V'  C"  =  55  3  43  ,57 
£"  =28      2    56  ,74 

N'  C  =  126  10  26  ,85 
N"  C  =  123  57  33  ,73 
£  =       1    10    40  ,14 

und  dann  ferner  nach  (7) : 

log  {^"^'B")  =  8,2921921 
%  (z/ "  J?' iü")    =  8,1 94 1 55  4„ 
logl^J'B)      =8,0362383 
log  (zJB'B)       —  9,237  9844. 
Die  Formeln  (8)  ergeben  füi-  dieselben  Grössen  der  Reihe  nach  die  Zahlen: 

8,292190  6 

8,1941608,, 

8,036  235  5 

und  9,237  9838. 

Nach  den  Formeln  (9)  erhält  man : 

log  {/iB  ^")  =  7,4145303 
log  {JJ'^")  =  7,591906  7 
log  (z/ü'^")  =  9,1688477 
log  {JB"  ^")  =  2,4106642. 
Die  vorletzte  dieser  Grössen  ist,  wie  wu-  gesehen  haben,  auch  bestimmend  für  die 
Sicherheit,  welche  das  Material  der  Bahiiberechnung  zulässt. 

Es  kommen  jetzt  die  Formeln  (11)  und  (12)  an  die  Reihe;  dabei  wird: 

(JBJ")  ^  .  4-  =  +   0,001196  8 

{^R"J")  %-.  —  =+   0,1390645, 

logb  =         8,039  9312 
a  =     7»  58'  30",10, 


—    3r)i      - 

Jfiiiu»L-h  die   Ftnal^K-iüliuii>;   für  dun   Winkel  am  I'Ianoton  e: 

(Ü,(X»1  lit68V  -f    0,131)0645  V")  «'•'*  —  O,0O12327H)  sin{i     -  7"  M  30",10). 
In  ilcr  ernten  Hypoiheae  ist  l>ekanntlich   Q  =z  (jf'  =z  d  Q"  %n  «eUeii;  hiuruiit  witiJ 
!.    Finitlgleiohuug,  da  log  »  Q"  =  8,'J99  384  5, 

Sine*  =  (8,944  538  7)  «w  (*  —  7«  ö8'  30",10), 
u  oriii  die  eüiguklamnierte  Zahl  einen  Logarithtuu»  vorsU-IlL    Die  LoHuug  der  Gleichung  ist: 

/  ^  8»  16'  4  ",'2  5. 
Ferner  erhall   tiiaii : 

log/  —  0,426  4086 
log^'  —  IV23'J34()H 
logc  —  9,663  349  7 
logt^'  —  9,7340768 
iiiil  dann  au«  den  Gleichungen  (13): 

log^    —  0,222160  4 
log^"  —  0,2724401. 
Nun   ist  offenbar: 

r»    ^  ü»    +  z/»    +  2J?  Jeos{Nr  —  NT) 
r"t  —  jB"i  ^  ^".  +  ÜIi"J"cos{\"P"  —  N"  i"), 
also: 

logr    —  0,4240050 
logr"  —  0,428  626  8  ')• 
Hieraus  finden  Mir  die  Wiiikel  aui  i'laueleu  iu  der  urtit«u   und  drillen  Beobachtung, 
d.  h.  mit  anderen  Worten,    den   sphärischen  Abstand   des  geocentrisebeu   vom   hcliocen- 
trischeu  Orte  pP  uncl  p"  P",  da: 

_  Ji  sin  {NP  —  NT) 
sin  pP 
„  _B"sm{N"P"  —  N"T") 
"    ~  8inp"P" 

<li'inn:ieh : 

pP    =  0»  36'  32",25 

p"P"  =  —  14    16    10  ,04, 

f.  rn.r- 

jjt      -^  PC    +pP     =  N  C"    —  NP      +  pP     =—    4"  59'  13",81 
p"C'  =  P"C'  +  p"P"  =  N"C'  —  N"P"  +  p"  V  ^  —  12    56    34  ,77 
hieraus : 

«'•  t''J 

«M  '  ,  (u"  —  u)'  r^  si«  —  sin  '  1  (i*  C  -|-  p"  Cy  +  co^  -9-  i^"  '  j  (p  ^"  —  p"  ('")' 

oder: 

v"  —  V  —  8»  49'  51  ",70 
X  =  0,4119187. 
Endlich  ergiebl  t>ioh  noch  aus  den  Gleichungen : 

tfr"  er 

sin  [v   --  v)     -  gtfi  (i>"   -    v)      und      «in  {v"  —  v')  =  —  sin  (u"  —  v) 

v'   —  V   -T  4»  47'  54",11 
v"     -  v'  =  A      1    57  ,69. 


')  L*ie  L'uUjr>eliie<1c  dieser  Zahlou  geg^n  die  in  \'    ■'      ■■  imlOO  erUalteueu  erscheinen  als  zu- 

läwig,  da  c*  nur  leichter  AenderuDgfD  in  der  letzten  >•  .  n  /«;/  [J  J'  J<),  log(J  K'  H)  bedarf, 

am  »ie  «n  hcWn,  auch  die  jclilicsslicbe  DarBtelltuig  der  !!•  laroh  nie  nicht  beeinträchtigt  wird. 
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Die  Prüfimgsgleichung  v'  —  v  -{-  v"  —  v'  ■=  v"  —  v  erweist  sich  also  hier  bis 
auf  die  nicht  zu  verbürgende  Grösse  von  0",10  befriedigt. 

Die  Formeln  (14)  und  (15)  der  vorigen  Vorlesung  kommen  erst  später  nach  Ver- 
besserung der  Hypothese  für   Q  und   Q"  zui-  Anwendung. 


Neunundfünfzigste  Vorlesung. 

Transformation  des  Lambert'schen  Satzes  über  diie  Krümmung  des 
geocentrischen  Laufes  0- 

Entwickelungen  der  letzten  Vorlesungen  setzen  uns  in  den  Stand ,  auch  dem 
Lambert'schen  Kriterium,  nach  welchem  aus  dem  Sinne  der  Krümmung  des  geocen- 
trischen Laufes  eines  Himmelskörpers  zu  erkennen  ist,  ob  sein  Radius  vector  /  den  der 
Erde  M'  übertrifft  oder  nicht,  eine  noch  weit  einfachere  und  unmittelbarer  anwendbare 
Form  zu  geben,  als  dies  von  uns  fi'üher  bei  Gelegenheit  der  Betrachtungen  zur  Olbers'- 
schen  Methode  geschehen  ist.  Wii-  machten  schon  dort  (Vorlesung  33)  auf  den  grossen 
Nutzen  aufmerksam,  welchen  eine  geeignete  Form  für  die  Versuche  bei  der  Berechnimg 
von  Kometenbahnen  haben  kann.  In  der  Beziehung  forderten  wir,  dass  die  Sondirung 
von  r'  nicht  gar  zu  weit  von  dem  für  die  Hauptrechnung  zu  führenden  Wege  ableite, 
hauptsächlich  also  durch  Grössen  gestützt  werde,  welche  dieser  Hauptrechnung  nahe 
liegen  oder  selbst  hineinfallen,  und  überhaupt,  dass  sie  kurz  seL  Da  es  aber  auch 
schon  an  und  für  sich,  ohne  dass  man  gerade  gewillt  ist,  die  Berechnung  der  Bahn  vor- 
zxmehmen,  bei  Kometen  ein  Interesse  hat,  das  Kiiterium  zu  versuchen,  so  wird  wo  mög- 
lich die  anzuwendende  Form  so  einzurichten  sein,  dass  sie  für  den  Gebrauch  der  Recta- 
scensionen  und  Declinationen  nicht  unbequemer  wird,  als  für  den  der  Längen  und 
Breiten,  damit  man  nicht  nöthig  habe,  die  uuverhältnissmässig  lange  Verwandlung  der 
di'ei  geocentrischen  Oerter  in  Längen  und  Breiten  vorzunehmen.  Allen  diesen  Anforde- 
rungen können  wir  nun  auf  folgende  Weise  Genüge  leisten. 

Nach  dem  Lambert'schen  Kriterium  müssen,  wenn  »•'  ■<.  B',  also  r'  —  li'  negativ 
ist,  der  zweite  geoceutrische  Ort  und  der  zweite  Sonnenort  auf  entgegengesetzte  Seiten 
des  dui'ch  den  ersten  imd  dritten  geocentiischen  Ort  gelegten  grössten  Ki'eises  fallen; 
es  müssen  deshalb  auch  nach  unserer  Bezeichnung  die  Grössen  {/l  jd'  ^")  und  {/lldJ") 
entgegengesetzte  Zeichen  haben;  demnach  wird  in  diesem  Falle  der  Quotieiit 

negativ  ausfallen  müssen.  Im  anderen  Falle,  wo  /  —  B'  positiv  ist,  werden  dem 
genannten  Kriterium  zufolge  die  Grössen  {^ /d'  ^")  und  {.d  B' ■^")  beide  auf  eine  und 
dieselbe  Seite  des  grössten  Ki-eises  fallen,  also  dasselbe  Vorzeichen  bekommen;  der 
erwähnte  Quotient  wii'd  also  positiv.  Es  hat  also  dieser  Quotient  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen von  r'  —  B',  und  man  kann  deshalb  das  Kriterium  für  beide  Fälle  in  dem 
Satze  zusammenfassen,  dass: 


1)  Es  versteht  sicli  bei  Beliandlung  dieses  Gegenstandes  wohl  von  selbst,  dass  die  Anwendung 
des  Kriteriums  für  die  Fälle  aufgespai-t  werden  kann,  in  denen  der  äussere  Winkel  an  der  Erde 
grÖBser  als  90°  yrird,  wie  es  meist  bei  Kometen  vorzuliegen  pflegt. 
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in  jfilnn   Falle  eine  positiv*.-  Grösse  i»L 

Eh  wird   nun  nlier  nach  <len  Formeln  der  57.   N'oriesnng: 

{J  d'  d")  Stil  d'  sin  Dp  -f  cos  d'  cos  Dp  cos  (u'  —  Ap) 

(JJfd")  ~  sinJ/sinDo  -|-  cos  1/ cos V^  cos^A'—  Ao) 
sin  i'    tg  Da  +  colq  Ö'  cos  (a*    —  A„) 
sin  ly   tii  Do  -f  rotfi  ly  cos{A'  —  .^o) 
Siiliitlituirt   man   für  t(j  Dp  seinen  Werth: 

—  cotn^  fos(a  —  An)     oder     —  cofpd"  cos  (et"  —  Ao), 
-<>  erliitlt   in:ui : 

{J  W  J") SKI  /)'  rolgD'  cos  (A'  —  Ap)  —  colgd  cos  (u  —  ,4  ) 

[J  J'  /J")         sin  d'  cotg  Ö'  cos  («'   —  Ao)  —  cotg  Ö  cos  («  —  .l., ) 

sinD^  cotg  U  cos  (A'  —  Ag)  —  cotg  8"  cos  (a"  —  Ap) 

sind'   coli/d'   rus  («'    —  ,4o)  —  cotg 6"  cos  (u"  —  A^)' 

■  •der  ancli,  wenn   man  die  Aeluiliclikeit  der  Bildung  dieser  Grösse  mit  der  des  Olbers'- 
«»•lieM  M  noch  etwas  mehr  hei-vortretcn  lassen  will : 

jJJi'J")  _  c-xjy     tg  D'  cos  («  —  A«)  —  tg  6  cos  jÄ'  —  Ap) 
(./z/'  J")         cos  d'      tgd'   cos  («  —  yln)  —  tgS  cos(t)^  —  A„) 

cosD^     tg y  cos  («"  —  A^  —  tg d"  cos  (A'  —  A^) 

cos  d'      tg  d'    cos  («"  —  Ap)  —  tg  S"  cos  («'  —  ^o) 

Duroh  die  vorhergehenden  IJetraohUmgvn  gelangen  wir  also  mit  Uücksieht  auf  die 
JT.  \  orlesung  zu  folgendem  Satze: 

Sind  oc,  d,  a',  d',  a",  d"  die  auf  den  Ae(iuator  oder  auch  auf  die  Ekliptik  bezogenen 
und  einander  benachbarten  geocentrischen  Oerter  eines  Iliinraelsköq^ers,  r*  sein  liadius 
veclor  in  der  mittleren  Beobachtung,  A\  D',  B'  die  Polarcoordiuateu  des  Sonnenortes 
derselben  Beobachtung,  und  Ap  eine  durch  die  Gleichung: 

tg  ■  ,  («"  -  «)  /,/  lAp  -  > ',  («"  +  «)1   =  "'"'  ^f,  ~  II 

siii  (o     -\-  0) 

detinirte  Grösse,  so  ist: 

rosD'     Igöcos^A'  —  Aa)  —  tgD^cos(u  —  Ap)  .  ,         ^. 

co.t  d'     tgd  cos {a'   —  Ap)  —  tgd'  cos{tt  —  Ap) 

immer  positiv. 

Denselben  positiven  Werth  hat  auch  die  Grösse: 

cosi/     tgd" ras (A'  —  Ap)  —  tgp'  cos{a."  —  Ap)  ,  .,         ^n 

cos  d'     tgd"cos{u'  —  Ap)  —  tgd'  cos(a"  —  Ap) 

welche  gut  zur  Prüfung  der  Ueclinuug  noch  zugezogen  werden  kann. 

Noch    bei|uemer    zur    Anwendung    ist    der    vorhergehende    Salz    in    der    folgi-ndcn 

Form : 

ll;it  die  (»rosse: 

cotg  D'  cos  (A'  —  j4fl)  —  cotg  dcos{u  —  Ap) 

colgd'  cos(u'  —  Af)  —  cotg  d  cos  (a      -  Ap) 

"der  auch  die  Grös.se: 

cotgD  ros{A'  —  Ap)  —  cotg  d"  cos  (cd'  —  A,,) 

cotgd'  cos(u'  —  Ap)  — •  cotgd" co8{n"  —  A„) 

Kllnkrrfatt,    Thfnreliirh*  Altmncinl«.  45 
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mit: 

cotgiy 
cotg  d* 

gleiches  Vorzeichen,  so  ist  /  —  B'  positiv;  im  anderen  Falle  ist  )•'  —  JR' 
negativ. 

Beispiel:     Gehören  die  folgenden  drei  geocentrischen  Oerter: 

1840  Jan.  0,0  Berl.  Zeit     .     .     .     u    =  253''30',4,     ö    =  +   3»    8',2 
Jan.  4,0       „        „       ...«'=  260  20,8,     ö'  ==  -!-  2  33,4 
Jan.  8,0       ,,        „       ...     «"  =r  266  29,4,     ö"  =  +   1  43,2 
einem  Gestü-n  an,  welches  am  4.  Jaimai-  der  Sonne  näher  wai',  als  die  Erde,  oder  einem 
von   der  Sonne    entfernteren?     Man   findet   nun    die  Rectascension   und    Dcclination   der 
Somie  zu  dieser  Epoche  aus  dem  Berliner  Jahrbuch: 

A'  =  284'>23',2,      D'  =  —  22"48',2, 
ferner: 

^0  =  191oi7',24. 
Ein  einziger  Blick  auf  die  Glieder  des  Zählers  und  Xeuners  zeigt,  dass  hier  obige 

Quotienten  positiv  werden,  also  mit  — - — ^  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  folglich 

war  r'  —  R'  negativ,  das  Gestirn  der  Sonne  naher,  als  die  Erde.  Die  obigen  Oerter 
beziehen  sich  auf  den  Kometen  1840.  I;  für  diesen  vrä-d  Jog r'  =  9,79171,  also  in  der 
That  entschieden  kleiner  als  logB',  welcher  sich  für  jene  Zeit  =  9,99267  findet. 


Sechzigste  Vorlesung. 

Einige  Bemerlviiiigeii  fiber  den  Fall  der  Schleifeiihildnng  im 
geocentrisclien  Laufe  eines  Himmelskörpers. 

Es  dürfte  hier,  ehe  wir  die  weiteren  Vorschi-LEten  zm-  Berechnung  einer  elliptischen 
Bahn  aus  drei  Beobachtungen  erörtern,  am  Orte  sein,  einige  Bemerkungen  über  den 
Fall  einzuschalten,  in  welchem  ein  Himmelskörper  nach  nicht  zu  lauger  Zeit  zu  dem- 
selben geocentrischen  Orte  zm-ückkehit  und  demnach  eine  Schleife  gebildet  wird;  denn 
dieser  Fall  verdient  wegen  einiger  merkwürdiger  Verhältnisse,  welche  dabei  hervor- 
treten, unsere  Aufmerksamkeit.  Die  Möglichkeit  eines  solchen  Verhaltens  im  geocen- 
ti-ischen  Laufe,  dass  derselbe,  auf  einer  Karte  oder  Globus  aitfgeü-agen,  sich  selbst  durch- 
schneidet, ist  dem  Leser  wohl  ohne  Weiteres  einleuchtend;  auch  hält  es  nicht  schwer, 
praktische  Beispiele  dafür  aufzufinden ').  Es  kaim  sich  sogar-  ereignen ,  dass  bei  dem 
ersten  Material  zu  einer  Bahnbestimmxuig,  welches  die  Beobachter  dem  Rechner  in  die 
Hände  liefern,  der  erste  und  dritte  geocentrische  Ort  sehr  nahe  in  einen  einzigen 
zusammenfallen  und  von  dem  Knotenpunkte  einer  Schleife  wenig  verschieden  sind. 
Schon  aus  diesem  Gnmde  verlohnt  es  sich,  die  Bedingungen  einer  Schleif enbilduug 
etwas   genauer   zu   tmtersuchen,   besondere  aber  die  Frage  zu  erörtern,   wie  ein   solches 


')  So  stand  Irene  an  den  Tagen  1867,  Januar  16  und  Mai  4  an  einem  Orte,  dessen  angenäherte 
Rectascension  gleich  9''5'»45s,  Declination  gleich  -\-  26°  41'  war. 


ZiiHaininoiifiillcii    dt-r    äuHHoroii    goooentriHohcii  OctUt   iiiif    die   IU'»timmb«rkt'it   dor  Hahn 
(■iiiwirku 

Denn  c«  winl  ilnnn  die  Tjiye  ile«  durch  jene  Oerler  zu  le^onden  grösaten  KreiBOH 
iinbeittiinnit ,  und  et«  Uviil  itlxo  nnhe,  /.ii  veriuulhen ,  diiss  die  Huhiilicstiiiiniün^  helhttt  an 
»oloher  l'iibcNtinimtheit  leiden  werde.  Die  foli;enden  Helrachlungcn  Bollen  diu  Hiehlig- 
keit  der  Verniulhung  nUhor  nnehweisen;  hie  ^s'erllun  uns  feruur  mit  einer  tntereH8»nt<3U 
EigeuBolKifl  der  Schlelfenbilduii-^r  bekannt  machen. 

Die  W'iederkelir  eine«  Ilininielttkürpers  an  ilenselbeu  geocentriMchen  Ort  bedeutet, 
daaü  für  die  zwei  verschiedenen  Epochen  die  N'erbindungslinien  dcHaelbcu  mit  der  Krdu 
einander  |>anillel  werden.  Die  beiden  Verl>indunij8linien  begrenzen  dann  mit  der  Erd- 
sehne und  dur  Planetcnsehne  xusammeii  ein  Trapez,  und  es  lässt  sich  die  Ebene,  in 
Welcher  dasselbe  liegt,  sehr  leicht  bestimmen.  Offenbar  winl  dieselbe  durch  denjenigen 
grössten  Kreis  rcprilsentii't,  welcher  durch  die  Richtung  oder  den  Zielpunkt  der  Ei'd- 
sclino  auf  der  SphÄre  und  durch  den  Knotenpunkt  der  Schleife  zu  legen  ist,  in  welchem 
die  beiden  geocoutrischen  Oerter  zusammenfallen.  In  dcuselben  völlig  bestimmten 
grössten  Kreis  fallen  auch  die  liichtungon  der  Verbindungslinien  zwischen  je  zwei 
runkten  der  l'lanetensehne  und  der  Erdsehne,  folglich  auch  die  Verbindungslinie  zwi- 
schen denjenigen  l'unkten,  in  lU-nen  die  Sehnen  von  ihrem  mittleren  liadius  vector 
geschnittcu   werden.     Da  die  letztere  j.jg   (ji. 

nun  auch  in  dem  durch  den  zweiten  p 

geocentrischen  und  den  Sounenort 
gelegten  grössten  Kreise  liegt,  so 
findet  in  Heti-eff  ihrer  Uichtung 
keinerlei  l'nbestinimtheit  sUitl,  und 
wir  können  daher  ganz,  wie  in  Vor- 
lesung  34 ,  die  (ileichung  achten  '  ~ 
(irades  aufstellen,  welche  den  mitt- 
leren Ha<.lius  vector  »'  oder  den  Winkel  am  Tlaneten,  *,  in  der  zweiten  Beoliachtung  ergiebt. 
In  Fig.  fil  stelle  wieder  S  die  Sonne,  T  die  Erde,  P  den  Planeten  in  dersclljcn  Heobachtnug 
vor,  To  uiid  Po  seien  beziehungsweise  die  Schnittpunkte  der  Sehne  mit  dem  mittleren  Radius 
vector  bei  <ler  Erde  und  bei  dem  Planeten.  Der  Winkel  PTS  ist  nach  früherer  Uezeichnuug 
gleich  180"  —  x'i  •^•■''"  Winkel,  welchen  PT  und  7  o  J'o  mit  einander  bilden,  gleich  dem 
AbslJinde  des  zweiten  geocentrischen  Ortes  von  dem  obigen  Durchschnitt  zweier  grösster 
Kreise  oder  gleich  «J.  Es  wird  daher  Winkel  J\,  Tq  T  ^=  %'  —  ö.  Bezeichnen  wir  noch 
.S'Po  '"'•   ""oi  '*' ^0  niit  Ho,  so  haben  wir: 

^  _  r    —    ^'"«'«Z'  _  liosiu{x'  —  a) 
"  üin  s  sin  [i  —  tf)    ' 

oder,  Wenn   -?•  =    1  —    ,  •,-  gesetzt  winl: 


'■(■-?)  =  ''. 


»9"  _  »&"        sin  ß*  R'sinx'         R^sini^  —  O) 


2        Ji'*  sin  i'*  sin  s  sin  (*  —  tf ) 

Wir  können  duj-ch  Auflösung  dieser  Oleichung  die  erste  Näherung  für  r'  und  J' 
erhalti'U.  Versuchen  wir  dann  aber  auch  noch  ^  und  J"  durch  die  früher  gegebenen 
Formeln  aus  J'  zu  bereclinen,  so  slossen  wir  auf  die  Schwierigkeit,  dass  die  Coefticieiiten 
dieser  rnbekannten  in  dem  vorliejjcuden  Falle  Null  werden.  Bald  erkennen  wir  aus 
einer  leichten  geometrischen  Betrachtung,  daes  diese  Schwierigkeit  nicht  bloss  in  der 
:ingewandlen  Form,  sondern  in  der  Nalur  der  Sache  selbst  liegt;  denn  wir  können  durch 
den  mit  »'  gleichzeitig  bestimmten  Schnitt]iunkt  der  l'lanetensehne  mit  dem  Railius  vector 

46* 
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unendlich  viele  Sehneu  der  Art  legen,  dass  die  Tbeile  derselben  in  dem  angenoranieuen 
Verbältnisse  von  n  :  n"  oder  &  :  •9'"  stehen.     Demnach  sind  wir  auch  ausser  Stande,    zu 

finden,  welcher  Verbesseriin"  diese  für  —r-  semachte  Annahme  bedarf,    und  unsere  Ope- 

rationen  werden  auf  die  Ermittelung  eines  sebr  angenäherten  Werthes  für  r*  beschränkt. 
Eine  solche  vorläufige  Keuutniss  der  Entfernung  eines  Himmelskörpers,  wenn  auch  ohne 
die  Bestimmung  der  Bahuelemente,  hat  schon  an  und  für  sich  Interesse  und  ist  ausserdem 
nicht  ohne  allen  praktischen  Xutzen. 

Ferner  sehen  wir  uns  noch  zu  folgenden  Schlüssen  berechtigt  Ist,  wie  wir  eben 
gesehen,  bei  der  ersten  Annäherung  für  r'  die  Lösung  eine  bestimmte,  so  muss  auch 
unsere  Gleichung  (1)  der  54:.  Vorlesung  immer  dieselbe  Lösung  geben,  wie  wir  den 
grössten  Kreis  durch  den  ersten  und  dritten  geocentrischen  Ort,  d.  h.  durch  den  Knoten- 
punkt der  Schleife,  auch  immer  legen  mögen;  denn  jene  Gleichung  kann  ein  fehlerhaftes 
Resultat  nicht  liefern.  Dies  selbst  dann  nicht,  wenn  jeuer  grösste  Kreis  durch  den  Ort 
der  zweiten  Beobachtung  gelegt  wii-d  und  also  i^'  verschwindet.  Es  muss  dann  in  Be- 
ziehung auf  die  demselben  entsprechende  Ebene: 

H'  sbi  a'  =  c  E  sin  a  -\-  c"  R"  sin  a" 
sein,  wobei  o),  co',  a"   den  Abstand    der  drei  Sonnenörter   von    dem   durch    die   äusseren 
Beobachtungen  gelegten  grössten  Kreise  vorstellen. 

Dieselbe  Ebene  schneidet  aber  offenbar  für  die  Zeit  der  mittleren  Beobachtung 
die  Sehne  der  Erdbahn  und  die  des  Planeten  in  gleichem  Verhältnisse,  imd  zwar  iu 
demjenigen,  in  welchem  die  Erdsehue  von  dem  mittleren  Radius  veclor  geschnitten  wird. 
Setzen  wii-  diese  Verhältnisse,  wie  bei  der  Olbers'schen  Methode,  bei  beiden  Körpern 
gleich,  so  folgt  sogleich: 

cRsinco  -f-  c"  R''  sin  a"  =  0; 

denn  Rsina  und  R"  sinoa"  sind  nichts  Anderes,  als  die  Projectionen  der  Abschnitte  der 
Erdsehne  auf  eine  zu  der  genannten  Ebene  senkrechte  Axe  imd  müssen  demnach  in 
demselben  Verhältnisse  stehen.     Wir  haben  also  auch: 

R'  sin  a'  =  0, 
d.  h, 

ra'  =  0, 

iu  welchem  Resultate  folgende  merkwürdige  EigensolK^ft  des  Knotenpunktes  einer 
Schleif enbilduug  im  geocentrischen  Laufe  enthalten  ist: 

Verbindet  man  jeden  geocentrischen  Ort  in  der  Schleife  mit  dem  ihm 
entsprechenden  Sonnenorte  durch  einen  grössten  Kreis,  so  schneiden  sich  alle  diese 
grössten  Ki-eise  im  Knotenpunkte  der  Schleife'). 

Diese  Eigenschaft,  welche  zum  Aufsuchen  von  Knotenpunkten  benutzt  werden  kann, 
lässt  sich  auch,  allerdings  auf  indirectem  Wege,  aus  dem  Lambert'schen  Kriterium 
über  die  Krümmung  des  geocentrischen  liaufes  herleiten.  Wir  wissen,  dass,  wenn  ein 
durch  den  ersten  und  dritten  Ort  gelegter  grösster  Kreis  den  Himmel  in  zwei  Halb- 
kugeln theilt,  der  mittlere  Ort  mit  der  Sonne  auf  derselben  Halbkugel  liegt,  wenn  seine 
räumliche  Entfernung  von  der  Sonne  die  der  Erde  übertrifft,  auf  entgegengesetzter, 
wenn  das  Gegentheil  der  Fall  ist.  Dieses  Kriterium  wu-d,  wenn  auch  zuweilen  ein 
unbestimmtes,  doch  niemals  ein  falsches  Ergebniss  liefern  dürfen,  auch  in  dem  Falle 
nicht,  wo  die  Lage  des  grössten  Kreises  willkürlich  wird.  Würde  nun  nicht  irgend  ein 
als  mittlerer  angesehener  Ort   der  Schleife    mit   dem  Knotenpunkte    und    der  Sonne  auf 


')  Es  ist  kaum  nöthig;  zu  bemerken,  dass  sich  dies  bloss  auf  Pcbleifen  von  massiger  Ausdehnung 
erstreckt,    innerhalb  deren  das  oben  gebrauchte  Olbers'sche  Princiji  nicht  merklich  fehlerhaft  wird. 
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•  li'iiiHL'lbon  ;;r<lKHtoii  Kri'iso  licKVii,  ho  wünle  i-s  /.iigküch  in  iiükoiu  Willkür  gelegt,  ilcii 
>iiriiii'nort  iiiiil  ileii  guocoiilrifichoii  Ort  smf  ciitgu^^'fiigfSL't/.U'  oder  auf  gleiche  llall»- 
liugolii  fallen  /.n  lii.^seii.  l):i  dies  alit-'V  of(i-iiliar  wiiliTHiiiiiig  ist,  »o  iiiiut«  der  oliigc  Satz 
liitiU-lieii. 

Für  diu  Praxis  der  Italiiilierechiiuugeii  ergielil  »ich  an»  dum  Vorhergelieiidoii,  da»« 
iiiaii  bei  dein  Ant>»u>-Iien  des  Materials  die  Annäherung  an  eine  Sehleifeiiliildnug  uiög- 
lii-hst  vermeiden  niU88;  in  den,  übrigens  seltenen  Fällen,  wu  dies  niuht  angeht,  steht 
wenigstens  eine  sehr  angenidierle  ISestininiung  des  liadiiis  veclor  r'  zu  erreichen.  Letztere 
/ii  erhalten,  bedarf  es  keiner  behonderen  Methode;  die  Gleichung  (I)  der  N'orlesung  54, 
III  welcher  ut'  diuin  so  günstig  als  möglich  gemacht  wurden  kann,  reicht  du7.u  aus. 


E  i  II  u  n  (1  s  e f li  /.  i  g s  t  e   \'  o rl  e  s  u  n  g. 
Encko's  Form  der  FiiiKlinnnitaljrlficlniiiircn. 

Kino  in  neuerer  Zeit  sehr  in  Gebraucli  gikummeue  MellKnie  zur  Uerechuung  einer 

Uiptischen  Hahn    aus   drei  geoccntrischen  Ocrtern  rührt  von  Encke  her.     Sie  setzt  diu 

( »erter   als   in  iJinge    und  Breite    gegeben    voraus,   daher  wir  zur  Vermeidung  von  Con- 

fusion    die    im    Vorhergehenden    angewandte    Bezeichnung    in    einzelnen   Stücken    ändern. 

Es  bedeuten  im  Folgenden : 

A,    l',    A"    die  drei  beobachteten  gcocentiischen  Längen  des  Planeten, 
ß,    fi\   ß"    die  drei  beobachteten  geoccntrischen  Breiten, 
p.    p',    p"    die  drei  curtirtcn  Abstände  des  Planeten  von  der  Erde, 
L,  L',  L"    die  drei  I^nngen  der  Erde; 
im  Vebrigeu  kann  die  frühere  Bezeichnung  beibehalten  werden. 
Aus  den  drei  bekannten  Gleichungen: 
0  —  c{qcos}.  -\-  JicosL)  —  (q'cosX'  +  h"  cos  L')  -f  t"(p"i(wA"   -|    ]<"  von  L") 
0  —  c(p»7hA  +  BsinL)  —  (p'soiA'    j    h"  sin  L')  +  c"{Q"shik"  +   li"sinL") 
0  =  cQtgß  —  Q'tgß'  +   c"Q"tgß", 

Welche  die  Lösung  des  Problems  enthalten,  eliminirt  man  gleichzeitig  p  und   p"  dailurch, 
'iass  man  die  erste  Gleichung  mit: 

tg  ß  sin  k"  —  ///  ß"  sin  k, 
lie  zweite   mit: 

tg  ß"  cos  k  —  ^/  ß  cos  k", 
•lie  dritte  mit: 

sin  (k  —  k") 
niultiplicirt  un<l  dann  die  drei  addirt.     Man  erhält  auf  diese  Weise: 
>  =  r  R  Hgßtin(/."^J.)  —tg ß" sin{k—L)]—Ii'[lgßsi»{k"  —  L')  —  Ig ß" sin  {k  - L')] 
+   r"  li"  [tg  ß  sin  {k"   -  L")  —  tg  ß"  sin  {k  —  L")]  —  p'  [Ig  ß  sin  {k"  —  k') 
—  tg  ß'  sin  {k"  —  k)  +  tg  ß"  sin  (A'  —  k)]. 

Um  diese  für  die  numerische  Hechnung    noch  etwas  unbei]uenie  Gleichung  zu  ver- 
infachen,  führt  Encke  den  aufsteigendun  Knoten  A'  und  die  Neigung  J  des  durch  die 
äusseren    geocinlrischen    Oerter   gelegten    Kreises    in   Me/.iig    auf    die    Ekliptik    ein.     Wir 
li'iben  dann   nach  Früherem: 
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shi  (l    —  E)  fgj  =  fgß, 
sin  (A"—  K)  tgJ  =  tgß", 

woLei  noch  zu  bemerken,  dass  J  positiv  und  <C  90"  genommen  werden  kann.  Sub- 
stituirt  man  in  obiger  Gleichung  diese  Werthe  von  fgß  und  fgß"  und  macht  von  dem 
Lemma  Gebrauch,  dass  füi-  jeden  beliebigen  Werth  von  w: 

sin  (A"  —  w)  Sin  (l  —  K)  —  sin  {?.  —  w)  sin  {X"  —  K) 
=  ' '.,  cos  [(A"  —  A)  —  w  +  A]  —  1  2  cos  [(A"  —  A)  -f  «;  —  K] 
■=  sin  (A"  —  A)  sin  (w  —  K), 

so  geht  die  Gleichung  über  in: 

0  =  c  li  sin  (A"  —  X)sin{L  —  K)tgJ—  B'sin(X"  —  X)sin{L'  —  K)fgJ 
+  c"B"  sin  (A"  —  A)  sin  {L"  —  K)tgJ 
—  q'  {sin  (A"  —  A)  sin  (A'  —  E)  tgJ  —  sin  (A"  —  A)  tg  ß'). 

Setzt  man  nun  hier  noch: 

s/«(A'  —  E)  tgJ  =  tgß", 

so  v?ird  nach  Weglassung  des  gemeinschaftlichen  Factors  s/h  (A"  —  A): 

sin  (ß' ßo\ 

^ — 5j^l^  .  q'  =  E'sin  (L'  —  E)  —  cEsin  (L  —  E)  —  c"  B"  sin  (L"  —  K). 

cos  ß"  cos  ß  tg  J  ^  '  ^  ^  ' 

Diese  Gleichung  spielt  danu  in  der  Encke'schen  Methode  dieselbe  Rolle,  wie  in 
der  Rechnung  der  54.  Vorlesung  die  Gleichung  (1);  sie  dient,  indem  für  c  und  c"  immer 
mehr  und  mehr  genäherte  Werthe  gesetzt  werden,  wenn  p'  dm-ch  r  oder  den  bekannten 
Hülfswinkel  z  ausgedrückt  wird,  dazu,  die  Entfernungen  des  Planeten  in  der  zweiten 
Beobachtung  zu  finden. 

Encke  bespricht  bei  Gelegenheit  dieser  Gleichung  noch  ausführlicher  die  Noth- 
wendigkeit,  schon  bei  der  ersten  Näherung  in  den  Ausdrücken  für  n  und  »"  die  kleineu 
Glieder  dritter  Ordnung,  oder  was  dasselbe  ist,  in  denen  füi-  c  und  c"  die  zweiter  Ord- 
nung zu  berücksichtigen.  Wir  wollen  deshalb  diesem  Punkte  hier  auch  einige  Bemer- 
kungen widmen,  welche  dem  Leser  nach  dem  früher  Vorgetragenen  leichter  verständlieh 
sein  werden,  und  die  wir  aus  diesem  Grunde  bisher  imterdi'ückt  haben.  Es  liegt  nämlich 
sehr  nahe,    zu  glauben,  man  könne  in  den  drei  Fundamentalgleichungen  zwischen  p,  p'. 

■9-  ^'      . 

q"  für  c  und  (f    einfach   die  Näherungen  c  =  -r^,  imd  c"  =  -^    einsetzen    und    so    aus 

diesen  drei  Gleichimgen  ersten  Grades  jene  Abstände  von  der  Erde  herleiten.  Li  den 
Lrthum,  dass  dabei  eine  brauchbare  Näherung  zu  erhalten  sei,  sind  vor  Gauss  und 
Olbers  sogar  namhafte  Astronomen  verfallen.  Das  Unzureichende  eines  solchen  Ver- 
fahrens können  wii-  sogleich  daran  erkennen,  dass  wh"  für  die  Unbekannten  nur  eine 
einzige  reelle  Lösung  bekommen  können ,  während  doch  im  Allgemeinen  zwei  ganz  ver- 
schiedene Lösungen,  die  für  die  Erde  imd  die  für-  den  Planeten,  existü'eu  müssen.  Erst 
wenn  wir  in  den  Entwickelimgen  für  c  und  c"  die  Glieder  zweiter  Ordnung  naituehmen. 

mdem  wu'  c  =^  x;  (  1  +        ,    1  und  c     ==  -^  I  1  -f   -^^-^  1  setzen,  erhalten  wir,  wie  wir 

gesehen,  euie  Gleichung,  welche  vom  achten  Grade  ist  und  für  beide  obige  Lösungen 
Raum  hat.  Diese  Gleichimg  könnte  man,  wenn  es  Vortheil  gewäln-te,  durch  Benutzung 
der  einen  bekannten  Wiu-zel  um  einen  Grad  erniedrigen;  das  Resultat  dieser  unserer 
Ueberlegimg  befindet  sich  demnach  in  Uebereinstimmnng  mit  dem  von  Lagrange  aus- 
gesprochenen Satze,  dass  die  Finalgleichung  für  r'  mindestens  vom  siebenten  Grade  sein 
müsse,  um  eine  brauchbai'e  Näherung  zu  liefern. 
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AuHHvriU'iii   wflrJi'    «liu   Aiinulitnc  c  =  ^,  c"  =  ^   dio  Folg«  hubvii,  iliuui  c   -}"   c" 

-  1  wQrde  und  die  Aumlrüoku  für  dii-  Coordinateii  dun  xwcitcn  holiooviitriMchoii  Ortes: 
■=  ex  -\-  c"x"  11.  ».  w.  xugli'ich  einem  l'unkl  auf  der  Suliiiü,  in  welchem  diene  vom 
mittleren  ItadiiiK  vector  geuclinitten  wird,  zukamen.  Wir  vernuchlhsttigen  iiIno  mit  »olchcr 
.\hnaliinu  dio  Krümmung  der  Hahn,  indem  wir  dait  zwibuheu  der  Sehne  und  dorn  Hogun 
liegende  Stock  des  I{adiu8  veclor  gleich  Null  seUcun,  al.so  gerade  dasjenige  Stück,  auf 
welches    dos   Lamhcrt'üuho    Ivj-iteriun«    über   r*   sich    »tüt/te.     Wir   erkennen    alHO    auch 

hierauH,  d;ui,s  d:i.s  (ilicd   mit  -x—^  '"    *1<^'''    orsten   Näherung    nicht    entbehrt    werden    kann. 

Der    groHMü    Erfolg    der    ü  1  her. s' sehen    Methode    im    Vergleich    zu    anderen    N'or- 

•  hlägen,  Welche   Olbers   ui  seiner  Abhandlung  erörtert,   grUndet  sich   im   WeKenllichen 

n"  c"  .     . 

dar.tuf,  da.ss  der  Ausdruck   für  M  oder    -      nur    von    —  abhängig  ist,   aus  welchem   Ver- 

(f  c 

&  9" 
hältuisti  da»  berücksiobtigto  Glied        .     wieder  herausfällt. 


Zwf in  11(1  sechzigste  Vorlesung. 
Fditsefziiug  der  Entwickelniifl^  znr  Encko'seluMi  Metliodf. 

Um  die  Fiualgleichung  für  r'  in  der  vorigen  ^'orlesung   für  die  Rechnung  /urecht 
XU  logen,  führen  wir  mit  Eucke  nach  dem   Vorgänge  von  Gauss  die  Grössen: 


n  "tt  V  / 


ein,  womit  die  Uedeutimg  von  1'  und  (J  für  alle  Näherungen  festgestellt  ist     Setzt  man 
nun  der  leichteren   Uebersicht  wegen: 

tgJcosß" 

_  Bain^L  —  K) 

a' 

_  j^ihi^'  —  7i)  0 

"  ^  a" 

R'sin(L"  —  K) 
»  =  ^^-„  , 

■  geht  Jen«'  Finalgleichung  über  iu: 

_p'      ^  b  +  Pd  /     _^   _C.\ 

cos'ß'  1  +  i'   V      '     ■2»''' 

Es  int  aber,  wenn  wieder  %'  den  Winkel,  welchen  die  /weite  Beobachliingsricbtuug 
init  der  Verlängerting  des  Ka«lius  vector  der  Erde  bildet,  d.  h.  den  äusseren  AVinkel  an 
der  Erde  vorsU-Ut: 


)  WolK-i  die  VfrwcchKpliin^  mit  dorOrösue  c  unsprer  früheren  Formeln  leicht  zu  vermpiJen  ist. 
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o'  11' 

r'i  =  iJ'2  -I-  2  ^—„r  cos  x'  + 


cosß'        *     '    cusß'^ 
oder: 


-^-^  =  —  B'cos  i'  ±  Vr'-'  —  M'^sin  x'K 
cos  p 


Setzt  mau  uocli  zur  Abkürzung: 

h  +  Pd 


1  +  P 

c  ~  c<>  ^  A-o 
c°Q 
2  ' 

80  hat  man  die  Doppelgleichung: 

-^  =  Ä:«  —  -^  r=  —  R'cos  i  ±  yT^^^^nr^T^, 

cosp  f 

welche  nach  Wegschaffen  der  Wurzelgrösse  die  Gleichung  achten  Grades: 

/8  —  [(^fcf  +  B'cosxlf  +  B'-sinf]r'^  +  2?<'(fco  -f  JJ'cos^'-''  —  '"^  =  0. 
ergiebt.     Letztere  Gleichung   wii'd    dadurch   vereinfacht,    dass    mittelst   der  Gleichungen: 

B'  sin  j;'  =  fi  si»  q 
k"  -\-  If  cos  x'  =  }'  cos  g, 
die  Hülfsgrössen  fj  und  g  eingeführt  werden;  sie  wird  dann: 

r    —  u  r     -{-2  7''  u  cos  qr    —  ?"    =  0, 
oder: 

,-''  =  (ft  r'^  —  ?»  cos  qf  -f-  /»^  s/»!  gl 

Da  demnach  auch  erlaubt  ist,  einen  Hülfswinkel  t,  so  einzuführen,  dass: 

>■'*  s/ji  5^7"  sin  q 

r''  cos  5  =  fx  ;■'■'•  —  I"  cos  q, 

so  hat  man  nach  Elimination  von  »•'■*: 

(i  /•'•'  s;n  J;  =  7"  s7>j  (5  -|-  g) 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung  in  r'*  sin  S;  ^  7"  sin  g  dividirt: 

r'  s?«  g 


folsrlich: 


ft  sm(g  -|-  g)' 

,             ft  s/w  g                 J?'  sin  x' 
r  =  —       


und  endlich  also: 


s?»  (5  -{-  g)         s»i  (S  -f  g)' 

S!n  5  =  ,-^  =  — -^ — r  sm  (t,  -f  g)*. 

r*  H*  sin  q^ 

Es   ist   aber    offenbar   der  Winkel   S  +  2    nichts  Anderes,   als    der  von   uns   mit 
bezeichnete  Winkel  am  Planeteu  in  der  zweiten  Beobachtimg,  da  ja: 

,  Ji"  sin  x'      B'  sin  %' 

sin  (i  -f  q)  sin  z 

Wii-  gelangen  somit  wieder  auf  die  ims  bekannte  Gleichung: 
sin  {s  — •  g)  =  m  sin  s\ 

1" 

wobei  m  =  -. j-  der  Kürze  halber  gesetzt  ist. 

ft  ii  •'  sin  x^ 
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Von    der   ttu«führliclifii  DiscuBsion  der  Wiir/.elii  dieser  Gleicliiing,    wie    aio  Enckc 
uuii  \uniiinint,  si'lii-ii  wir  al»,  weil  der  Gebraiiüh  <ler  Curvo  aoliteii  GruduH: 

Welche,  wie  wir  \WM*en,  in  ihren  DurcliMehnilteii  mit  einer  gegebenen  Geraden  die  reellen 
Wnnr.eln  der  Gleii-hnng  liefert,  uns  dieselbe  auf  einfucho   Wciae  eutbehrlich  macht. 

Derihalb    gehen    wir   gleich    lur  Enlwickelung    der  Kncke'bchen    Formeln    fiir    die 
Berechnung  vou  (/  und  (f"  aus  (f'  über. 


1 ) r c i u  tul s e c li ziu: s t  e    Voiles ii ii  uf. 
FuilSL'l/uii^'  iliT  l'unudu  der  EiickL'.scliL'ii  .M  et  hu  de. 

Wenn  aus  den  beiden  Gleichungen: 

fi  «" 

0  =  -  {qcosü  -\-  Bcosl.)  —  (q'cosü'  -\-  ff  cos  L')  -{■  —  (e"«>sA"  +  Il"cosL") 

0  ^  -,  {Qshik  +  JisinlA  —  (o'sinX'  +  IT  sin  L')  -{-  ^  (Q"sinl"  +  R"  sin  L") 

durdi  Kliminatiun  von  p"  ein  Ausdruck  zwischen  p  und  q'  abgeleitet  wird,  so  erhält  man: 

.    ,,„        , ,,  -,  B sin  a"  —  L)  —  Ii' sin  (A"  —  L')  +  -,-  Ji" sin  (k"  —  L") 

n         $in(il    —  k)       ,         n  ^  '  ^  '         n  ^  ' 

m'  ■  ^  ~  '^^'  —  A)  ■  ^  siM  (r  —  k) 

Nach  den  früheren  Entwickelungen  (Vorlesung  61)  aber  ist: 

^,  Bsin{L  —  K)  —  ff  sin  (L'  —  K)  -f  ",-  ff' sin  {L"  —  Ä)  =-.  —  aOsccß'g'. 

Substituirt  mau  den  hieraus  zu  entwickelnden  Ausdruck  für  c"  in  die  vorhergehende 
Gleichung,  so  geht  der  Ausdruck: 

-",  Ü««(A"  —  L)  —  ff  sin  {k"  -  Z,')  -f  ^  ff' sin  {k''  —  L") 
über  iu: 

_  -?!_   ®''l('^"  ~  ID.  > 

cosß'     sin  (L"  —  K) 

■    »m~(X/>"^rK)  ■  '*■'■"  (^"  ~  ^'^  "'"  ^^'"  "  ^>  "   ""  ^^"  ~  -^""^  "'"  ^^'  ~  ^^' 

~  sin(L^-K)  ■  ^'•■"(^"  ~  ^''^'^"  ^^"  -  -^)  -  «'■"  (^"  -  ^'")  *'■"  (^'  -  ■^)>' 
oder,  nach  dem  Bohon  früher  (Vorlesung  61)  benutzten  Lemma,  in: 

cosp     sm  (L    —  K)         stn  (L    —  K)  ^  '       ^ 

—  -T-n^ — i-T  •  s'"  C-^"  —  ^')  «■"  (^"  -  -^'). 

sin  (L    —  A )  ^  '        ^  ' 

Klinker fut«     Thcorvtiicbe  Attronoml«.  4^ 
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d.  b.  in: 

-  ^  ■  ^"'Ir"^?  +  ^^  • !-  ^--^  (^"  -  ^)  -  ^'^'•"  (^"  -  ^^')1  • 

cosp     sm  (L'  —  K)         sin[L   —  K)     [n  ^  '  ^  '\ 

Ziu"  Abkürzung  setze  man: 

_  m  R"  sin  (L"  —  L')  _  E^     sin  (L"  —  L') 

~    KR" sin  (L"  —  L)  ~~   R  '  sin  {L"  —  L) 

„  _   R  R'  sin  (L'  —  L)  _    E'    s/>i  (L'  —  L) 

~    7?  R"  sin  (L"  —  i)  ~  J^  '  s/^tZ^^^^^::^^' 

80  wird  der  Ausdi'uck  zur  Berechnung  von  q  aus  q' : 

__  jsin  (A"  —  A')  a°  sec  ^'       siM  (A"  —  L")\      n' q' 

^  ^  {sin  (A"  —  A)    +  sin  (A"  —  A)  sin  (i"  —  /f)/  '  IT 
sin  (L"  —  i)     sin  (A"  —  7i[)     il^n'  \ 

+        sm  (A"  —  A)   ■  sin  {L"  —  if)  '  \li  ( ' 

und  ferner  für  q'\  durch  blosse  Vertauschung  der  Accente  zu  erhalten : 

„  \sin  (A'  —  A)  a"  sec  ß'         sin  (A  —  L)"!  n'  g' 

^    "^  [sin  (A"  —  A)  ~  sm  (A"  —  A)  '  sin  {L  —  K)f  IF 
„  sin  (L"  —  L)     sin  (A  —  K)     \N"n'  _    \ 
+  •"    sin  (A"  —  A)  ■  sin  {L  —  K)'  \   n"  ]' 

Von    der    O Ib er s' scheu   Methode    her   ist   uns   bekannt,    dass    das   Verhältniss  — 

9 
bis  auf  sehr  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  hinauf  gegeben  ist,  mit  anderen  Worten, 
dass  das  von  qi'  freie  Glied  dieser  Ausdrücke  im  Vergleiche  zu  den  anderen  ausser- 
ordentlich kleüi  wird.  Der  Vortheil  der  vorgenommeneu  Umformung  ist  hiernach  sehr 
einleuchtend.     Zu  grösserer  Uebersichtlichkeit  setze  man: 

secß'         _  RR"sin(L"  —  L)  _ 


siw  {V  —  A)  '  (1°  sin  (A"  —  A) 

_  sin  (A"  —  A')  Ji"sm(A"  — X") 

'  ~  sin  (A"  —  A)  "^  '  ■  ,1 

I,  sin  (A'  —  A)  R  sin  (A  ^  L) 

'     ~  sin  (A"  —  A)  ^  ^  •  b 

,   sm  (A"  —  7f )  ,         Rsin(L  —  K) 

^^^-="-—     d .     '  = ao 

wobei:  

,sm(A  — Ä")  ,         R"sin{L"  —  K) 


ist,  so  wird: 


p    =  ./,    ^  +   J4   (^  -  l) 


Er  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Grössen  J/j,  31^,  31^",  31^',  ebenso  wie  x\ 
und  iV",  von  jeder  Hypothese  unabhängig  sind,  daher  zur  reinen  Vorbereitungsrechnung 
gehören.  • 

Nachdem  so  gezeigt  worden,  wie  die  Entfernungen  des  Himmelsköi-pers  von  der 
Erde  wie  von  der  Sonne  zu  finden,  giebt  Encke  die  uns  bekannten  Fonneln  zur  Be- 
rechnung   der    heliocentrischen   PolarcoordLuaten    und    der   Lage    der    Bahnebene.     Wh 
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kennen  dieselhe  hier  öliorpfhon.  In  spätoreii  VorloHiinpfii  hnlioii  wir  im«  auch  noch 
mit  der  Aiif)^!kl>e  r.u  lipHoli.\ftij,'eii,  wie  lUo  bei  der  ersten  llypolhesc  angenoninieuen 
NVcrthe  von  c  und  c"  tu   verbessern   siml. 


V  i  f  r  11 II  (1  s  0  c  h  z  i  g  ö  t  e    Vorlesung. 

Zusaiiinioiistolluni;  der  Formeln  dci-  Kiicke 'sehen  Metlioilc  für  die 
Ufstiniinniiir  der  KnttVnnini^en.  saninit  Rcclinungsbeispiel. 

Knrke  llieill  die  N'orbereitiiiij^'srechniingen  zur  llistiiniuiinjjj  der  Huhn  eines  llimniels- 
iiöq)ei-8  in  drei  Abschnitte,  welche  durch  eiu  Ik-isjiiel  unter  Zugrundelegung  der  fol- 
_'enden   Heobachlnngen  erläutert  werden. 

r,    t',    t"         1S47  Juli  5,42671   Berl.  Zeil         Juli   10,41048         Juli  16,39150 

;i,   A',    ;." 256»    8'  4n",'J  255«  13'  28",6        254»  20'  18",1 

ß,  fi\  (i" +   18»  41'    5",3  +   18»    3'  56",4     f   17»  15'  35",1 

L,  L\  L" 283»    9'  19",7  287»  54'  32",4         293»  36'  59",8 

log  I{,  log  IT,  hl]  li"  .  0,0071570  0,0071111  0,0069788')- 

Für   Abdcliuitt   I.   berechne   innn : 

»     —  k  {t"   —  t') 

9'    ^  k  {t"  —  i) 

9"  ^k{e    —  t), 

V    —  --     «»  JL"  —  L') 

'      ^     n  '  sin  (L"  —  L) 

_  ^     sin  JL'  —  L) 

R'  '  sin  (L"  —  L) 

•  —         '9^' 
^^    ~  sin(/l'—  L') 

cos  Y 
wobei  jf'  <  180»   und    so   zu   nehmen    ist,   dass  cos"^  mit  cosi}.'  —   //')  einerlei  Zeichen 
li:vt.     iJer  logk  ist  bekanntlich  8,2355814. 

Im  gegenwärtigen  Heispiele  findet  man : 

log  9    —9,0123567  log 'iJ   =9,7385266 

log^  =  9,2755817  log  H"  =■-  9,6594867 

log  9"  =  8,9331394  x'  =  36»  51'  14',67, 

Welchen  Z:ihlen  man  noch  gleich  hinzufügen  kann: 

loglt'cosi'  =  9,9102910 
logjfsinx'  =  9,7851024. 
Für  den  AbM-liniU  11.,   «lie  Aufstellung   der  Fiiialgleichimg    für  p',   berechne    man: 

')  Es  ist  (lies  Material  echou  von  dem  Kinflussc  der  Parallaxe,  der  .\l)crratiou  u.  s.  w.  befreit 
A 'irden,  die  dazu  dienlichen  Formeln  giebt  Kncke  l)ei  derselben  Gelegenheit.  Berliner  Astronom, 
"iihrbuch  für  lad*. 

10* 
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snr  [>/,  (A"   +   A)  -  A'] ..  J  =  f^J^  sec  -.  (A"  _  A) 
cos  [^ .  (A"  +  A)  -  K]  fo  J  =  fjß-j]  coseo  V,  (A"  -  A), 

in  welchen  Foi'meln  J  <^  90"  und  positiv  genommen  wird,  ferner: 

tg  ß"  —  sin  (A'  —  K)  Uj  J, 
^„  _  sm{ß'  -  ßo) 
cos  ß"  tg  J 
B  sin  (X  —  K) 


h 


R'  sin  {l!  —  Iv) 

_  R"  sin  (L"  —  K) 


Die  nuraerisclie  Rechnimg  ergiebt  hier: 

K  =  234''49'53",15  logh  =  2,5779016 

logtgJ  =  9,9686905  log  c  =  2,6073742 

ßo  =  17°57'50",01  logd  =  2,6365339. 

loga"  =  7,3025279 
Der  Abschnitt  III.  der  Vorbereitungsrechnungen  enthält  die  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten  in  den  Gleichungen  zwischen  p  und  p',   sowie  zwischen  q"  und  p',  nämlich  von: 

sec  ß' 


f  = 


_  -R  E"  sin  {L"  —  L) 


sin  (A"  —  A) 
R"sin(L"  - 
a"  sin  (A"  —  A) 


_  sin  (A"  —  A')  ^  R"  sin  (A"  —  L") 

'  ~  sin  {X"  —  A)     '  ^  ■  d 

„  sin  (A'    —  A)  R  sin  (A  —  L) 

-"i     ~  sin  (A"  —  A)   ^  '  ■  b 

h 
für  welche  man  hier  findet: 

JogM^    =  9,732  6119  log  M.^    =  0,3591550,, 

Jag  Ml"  =  9,6709014  log  JI^"  =  0,4546085,,. 

Hiermit  sind  denn  die  Vorbereituugsrechnungen  der  Encke 'sehen  Methode  beendigt. 
Einen  Abschnitt  IV.    nach    der  Encke'schen  Eintheilung   macht   die   nun  folgende 
Bildung  und  Berechnung  der  ersten  Hypothese  aus;  es  wvtä  darin: 


')  Encke  bemerkt  an  dieser  Stelle:    „der  Winkel  ß"  muss  mit   der  grössten  Genauigkeit  be- 
stimmt werden",  und  giebt  in  der  That  denselben  nachher  zu  17°  57'  50"  ;=T-f  ^°'    ^^  kann  aber,  wie 

auch  schon  Hansen  bemerkt  hat,  nichts  nützen,  diese  Hülfsgrösse  mit  grösserer  Genauigkeit  als  die 
übrigen  zu  berechnen,  es  sei  denn,  dass  man  beabsichtige,  ß'  oder  die  Breite  der  mittleren  Beob- 
achtung mit  um  so  viel  grösserer  Schärfe  darzustellen,  als  die  übrigen  Data,  was  aber  selbst  wiederum 
zwecklos  wäre.  Dies  erhellt  hinreichend  aus  dem  Umstände,  dass  in  der  obigen  Formel  für  a°  der 
Sinus  der  Differenz  ß'  —  ß"  vorkommt. 
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gexotzt,   titxl   <l»riii : 


"=? 

,       Q  =  »»" 

e»  = 

h  -\-  Pd 
1  +  P 

*•  := 

c  —  r» 

l»  = 

V.C«V 

lisinq  = 

B'»«;t 

(tcosq  -^ 

fc«  4-  n'cosx' 

p 

u  Tf*  sin  x'^ 

.il>i;eli'iltt.     DiT  (Jiiadraiit   von    q    ist   so    zu    wShlcii,   «lass   /i    mit   1°   ciiiorlei  Vorzeichen 
hat.     )laii   lost  ilamuf  durch  Versuche  die  Gleichung: 

sin  (s  —  9)  =  ni  sin  e* 
iiiil»T  ilor  uns  schon  bekannten   Heilingung,  dass  *  ^  0  und  ■<;  x'  werden  niiiss. 
Die  numerische  Rechnung  liefert  uns  diesmal: 

logP  =  <VJ2078>7,  lo(t  Q  —  7,9454961 
loyco  =  -2,6055360 
Joglfi  =  0,233  0642 
logio  —  0,25000-21 
logft  =  0,4143456 
logm  —  0,4803493 
q  =  13»  34'  54",13, 
und  durch  Auflösung  der  Endgleichung : 

£  =  14»  12'  38",24, 
welches  hier  die  einzige  mögliche  Lösung  ist. 

Es  folgt  hierauf  Abschnitt  V.  der  Encko'schen  Eintheilung,  bestehend  in  der 
Hnnittehnig  von  r*,  p',  der  Verhältnisse  der  Dreiecksflächeu  c  und  c"  und  von  (f  und  p", 
wobei  die  Formeln  zu  gebrauchen: 

,  li'  sin  x' 

sin  e    ' 

,         B'  sin  (r' 

Q    =  ^ 

stne 


Die  numerischen  Werthc  sind : 

log/    =  0,3950737  logc"    =  9,6576827 

logQ'   =  0,1805822  logg    =  0,1738041 

logc     =  9,7369000  logg"  =  0,1904926. 


')  liier  ist  wiciler  ilarauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Verwechslung  mit  der  Uülfsgrösso  c 
der  Yorbcreitungtrecbnungen  zu  vermeiden  ist. 
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Fünfundsechzigste    Vorlesung. 

Hansen 's  Form  der  Bestimmung  der  Distanz  eines  Himmelskörpers 
aus  drei  Beobachtungen. 

Eine  neuere,  deshalb  verhältnissmässig  weniger  bekannte  Form  der  Bahnberechuung 
aus  drei  Beobachtungen  rührt  von  Hansen  her  i).  Da  diese  Ai'beit  zu  dem  Bedeu- 
tendsten gehört,  was  über  das  vorliegende  Problem  geschrieben  worden  ist,  so  geben 
wir  sie  hier  in  den  Hauptzügen  wieder. 

Es  bedeuten  a;,  y,  z  die  rechtw'inkligen  heliocentrischen  Coordinaten  eines  Planeten 
(oder  Kometen),  r  den  Radius  vector,  n  den  Winkel  zwischen  dem  Radius  vector  und 
dem  aufsteigenden  Knoten  der  Bahnebene  Ln  der  Ekliptik,  also  das  Argument  der  Breite, 

i  die  Neigung  der  Bahnebene,  sowie  l  die  heliocentrische  Länge,  so  sind  — ,  — i  —  die 

Cosinus    der  Winkel,   welche    der   Radius   vector   mit   den   di'ei    Coordinatenaxen   bildet, 
und  man  hat  nach  einer  dem  Leser  geläufigen  Formel : 

X  ^=  r  cos  u  cos  Q>  —  r  sin  u  cos  i  sin  ß 
y  =  r  cos  u  sin  ^  -\-  r  sin  u  cos  i  cos  ß 
e  =  r  sin  u  sin  i. 
Aus  diesen  und  den  analogen  Gleichungen  für  einen  zweiten  und  dritten  Ort  leitet 
dann  Hansen  die  von  uns  schon  mehrfach  benutzten  Relationen: 
0  =  MX  —  n' x'  -\-  n" x" 
0  =  ny  —  w'y  +  n"  y" 
0  =  W0  —  »V   +   n"s" 
ab;  diesen  Theil  der  Hansen 'sehen  Entwickelungeu  können  wir  übergehen. 

Bedeutet  wieder  2.  die  geocentrische  Länge,  ß  die  geocentrische  Breite,  Q  die  auf 
die    Ekliptik   projichte    Entfernung   des    Planeten    von   der  Erde,   L   die   heliocentrische 
Länge  der  Erde,  R  den  Radius  vector  der  Erde,  so  können  die  Ausdi'ücke  füi-  die  recht- 
^^•inkligen  Coordinaten  des  Planeten  auf  folgende  Form  gebracht  werden: 
X  =  Q  cos  {X  —  s)  -\-  Rcos{L  —  £) 
y  ^  Q  sin  (A  —  s)  -\-  R  sin  {L  — -  s) 
s  =  Qtg  ß, 
vorausgesetzt,  dass  die  Wahl  der  X-Axe  in  der  Ebene  der  Ekliptik  noch  frei  steht  und 
dieselbe   so   getroffen   wu-d,   dass    dieser  Axe    die   Länge  s    zukommt   (die  Längen,   wie 
immer,   von   dem  Frühlings -Aequinoctium   an   gerechnet).     Es   ist   hiernach  E  eine  ganz 
willkürliche ,    später    nach    Bequemlichkeit    zu    bestimmende    Grösse.      Wird    nun    in    die 
Fundamentalgleichungen : 

0  =  n  a;  —  n'  x'  -}-  n"  x"  u.  s.  w. 
substituirt,  so  werden  dieselben: 

0  ^  n  Q  cos  {X   —  e)  —  »'  q'  cos  (A'    —  ^)  +  »■"  q"  cös  (A"    —  i) 
+  nBcos{L  —  a)  —  n' B' cos  {L'  —  f)  +  n"  B"  cos  {L"  —  s) 


')  In  den  Bei-ichten  über  die  Verhandlungen  der  königl.   sächsischen  Gesellschaft   der  Wissen- 
schaften zu  Leipzig.    Mathematisch-physikalische  Classe.     15.  Bd.     1863. 
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0  —  n{fsin(X  f)  —  n'(f'sin{X'    —  f)    |     n"  q"  sin  (k"    —  t) 

i      M/.'S.«(A    —    «)    —    n'IfBiH{L'   —    «)    -I-    H"H"8iH(L"    —    t) 
II     -     II  (I  ^/  (i  »'  p'  ^/  ß'     I     «"  (i"  <<;  ß". 

Kliiiiinirt  man  tluH  uiiic  Mal  (f",  da»  »luli-ru  Mal  (>,  bo  erhalt  iiiaii: 

—  -  yf  si»  (//  —  f )  +  —  ^'"»'■"  ('-"  —  0 
()  —  -^,  Vi" s».i  (/.'  -  f )  +  /.•" shi(i:'  — ») 


e 

=r 

II ' 
n 

t»' 

+ 

Iffß" 

/■;' 

Ilsi,>{I. 

-0 

(»" 

^ 

m" 

E" 

r 

(f' 

- 

/■;' 

("  f.  ■ 

1" 

(L- 

in 

»ol 

clivn 

zur  . 

Alikürziin^ 

1?     r 

=   /_(/  /i'  SIM  (A" 

(>) 


0  —  lgß"si„{k'  —  i) 
E'  =  /(;/i  sin{k"  —  t)  —  tgß"siii{k  —  a) 

/•;"  rr-  ^//^  »/«(A'  —  t)  —  ^//J'  sm(A  —  *) 

iresot/l  worili'ii  iül.  Die  Gli'icluiiigun  (1)  tliencn,  wie  tlie  äliiiliclicii  Cik-ii-liiiiigcn,  welche 
wir  früher  abgeleitet  halten,  tla/.ii,  Q  und  q"  /.ii  besliintneii,  wenn  ii,  n\  n"  nnd  q'  lie- 
kannt  sind;  nnr  niuss  man  sich  daran  erinnern,  class  diese  Gleichungen  (I)  schon  für 
die  Kkliptik  s|iecialisirt  sind.  Ausserdem  ist  alier  noch  zu  bemerken,  dass  bei  beiden 
Cileichiingen  keineswegs  derselbe  Wcrth  von  £  eingesetzt  zu  werden  braucht,  denn  es 
kann  ja  schon  bei  der  obigen  Kliminatioii  von  p"  aus  den  drei  (Jrundgleichuiigcn  ein 
anderer  Werth  von  t  subslituirt  gedacht  werden,  als  bei  der  Elimination  vmi  p,  ila  lieidc 
Kliminationen  getrennte  Openitionen  sind. 

Sollen   p  und   p"  gleichzeitig  aus  den  obigen   drei  Kiindanicntalgleichungen   eliminirt 
wenlen,  so   mulli|>lioirc   man: 

die  ei-ste  mit  (iißaiii[k"  —  e)  —  tgß"siii{k  —  f) 
die  zweiU-  mit  — ■  t(ißcos{i."  —  f)  +  fgß"cos{k  —  f) 
die  dritte   mit  —  sin  (A"  —  A), 

uinl  a'ldire  die   l'roducte;  es  ergiebt  sich  dadurdi: 

Kq'  =  -,  A  +  ^  It  —  C (2) 

II  II 

wtdici  z\ir  Allkürzung: 

K  =  l;i  ß  sin  ( A"  —  A')  —  /;;  ß'  sin  (A"  —  k)  -\-  tg  ß"  sin  (A'  —  A) 
.1  =  /,'    [tgßsin  (A"  —  L)    —  tg  ß"  sin  (A  —  i)} 
B  =  ir  [Ig ß sin  (A"  —  L")  —  Ig ß" sin  (A  —  L")} 
C  =  Jt'  {tgßsin  (A"  —  /,')   —  Ig ß" sin  (A  —  L')] 

ireselzt  ist.     Dies  ist  die  Gleichung,    welche    zur  Hestimmung  von   p',    unter  Anwendung 

H  Ii" 

der  uns  bekiiuuteu  Nähenmgeu  für  die  Verhältnisse  — ;  und  —  der  Dreiecksfläiihcn  ge- 
braucht wii-d ,  und  welche  der  Leser  iu  den  früheren  Vorlesungen  schon  in  ganz  ähn- 
licher Form  kennen  gelernt  hat.  Wir  wissen  speciell  aus  der  54.  Vorlesung,  dass  ^' 
und  deshalb  auch  p'  in  dieser  <ileiühung  mit  sin  i^'',  d.  h.  mit  dem  Sinus  des  Abstandes 
des  mittleren  geocenlrischen  Ortes  von  dem  die  äusseren  Oerter  verbindenden  Kreise 
multi)ilicirt  ist,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  das  A'  der  Ilansen'schcn  Gleichung  (2) 
zu  Nidl  werden  wird,  wenn  die  drei  geocentrischen  Oerter  in  einem  grössten  Kreise 
liegen.  In  der  That  ist  es  auch  sehr  leicht,  auf  andere  Weise  direct  nachzuweisen, 
dass  die  Gleichung: 

0  =  lgßsin{X"  —  X')  —  lgß'sin{k"  —  A)   -f   lgß"sin(k'  —  A) 
die    Bedingung   für   eine   solche   Lage   der   drei   Oerter   ist.     Denn    bezeichnen    wir    die 
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Xeiofuus;  des  durch  den  ersten  und  dritten  Ort  orelewten  orrössten  Ki-eises  gegen  die 
Ekliptik  für  einen  Augenblick  mit  j;,  die  Länge  seines  Durcbschnittspunktes  oder  Knotens 
auf  der  Ekliptik  mit  H,  so  muss,  damit  ein  solches  Verhalten  eintrete: 

tyß  =  tfjr]siri{l  —  H) 
tgß'  =  tgi]sln{l'  -  H) 
tgß"  =  tgy]sm{k"  -  //) 

sein,  aus  welchen  drei  Gleichungen  die  obige  dadiuxh  hervorgeht,  dass  man  die  erste 
mit  sin  [A"  —  //  —  (A'  —  if)],  die  zweite  mit  —  sin  [A"  —  H  —  (A  —  i/)],  die 
di'itte  mit  sin  [A'  —  H  —  (A  —  if)]  multiplicirt  imd  die  Producte  addirt.  Nach  dem 
bekannten  Lemma,  dass  für  irgend  drei  Winkel  «,  m',  k"  : 

sin  Ol,  sin  («"  —  «')  —  sin  «'  sin  («"  —  «)  4"  sin  oi,"  sin  («'  —  «)  ^  0, 

ist  auch  die  Summe  der  eben  gebildeten  Producte  gleich  Null,  wie  bewiesen  werden  sollte. 
Im  Uebrigen  ist  uns  schon  aus  den  früheren  Vorlesungen  bekannt,  dass  das  Ver- 
schwinden von  K,  d.  h.  von  r/'',  an  und  für  sich  für  die  Bestimmbarkeit  der  Bahn  ohne 
alle  Bedeutung  ist,  so  lange  nicht  auch  der  obige  Coefficient  C",  d.  h.  sin  w',  der 
54.  Vorlesung  zu  Null  wird.  Findet  Letzteres  statt,  so  ist  das  Material  für  die  Bahn- 
berechnung aus  den  drei  Oertern  nicht  zu  gebrauchen.  Auch  sieht  man  leicht  ein,  dass, 
wenn  C  =  0  wkd,  jedesmal  bis  auf  Grössen  höherer  Ordnung  genau  K  =  Q  werden 
muss;  denn  entweder  ist  dann  in  der  Gleichung  (2): 

"^  +  -5 
n  n 

schon  für  sich  gleich  Null,  d.  h.  nach  Vorlesung  54 : 

—7  R  sin  w  -\-  —7  B"  sin  w"  =  0, 
n  n 

woraus  /l'  sin  ip'  =  0,  also  j/.''  =  0  oder  £"  =  0  folgen  würde;  oder  aber  —.  A  -\ t  B 

n  n 

ist  von  Null  verschieden,  dann  muss,  da  jedesmal,  wenn  w'  oder  C  verschwindet,  die 
Lösung  imbestimmt  werden  muss,  sin  ip'  oder  K  gleich  Null  werden,  weil  man  sonst 
eine  bestimmte  Lösung  entgegen  den  früheren  Sätzen  erhalten  wüi'de. 

Hansen  beweist  noch  in  seiner  Abhandlung  den  für  diese  Art  von  Untersuchungen 
so  wichtigen  Satz: 

„Wenn  sich  sowohl  der  Planet  wie  die  Erde  in  gerader  Linie  so  bewegen,  dass 
die  Dreiecksflächen,  die  von  den  Kadien  beschrieben  werden,  den  Zwischenzeiten  pro- 
portional sind,  so  liegen  alle  geocentrischen  Oerter  des  Planeten  in  einem  grössten 
Kreise." 

Da  wir-  diesen  Satz,  besonders  im  Aljschnitte  IX.  (über  Meteoritenbahnen)  noth- 
wendig  gebrauchen,  so  seien  demselben  hier  noch  einige  Bemerkungen  gewidmet 

Die  Voraussetzung  des  Satzes  ist  keine  andere,  als  die,  dass  der  Planet  und  die 
Erde  gerade  Linien  mit  constanter  Geschwindigkeit  durchlaufen,  welche  um  so  näher 
erfüllt  ist,  je  kleiner  der  von  beiden  beschriebene  heliocentrische  Bogen  oder  die  Zwischen- 
zeiten der  Beobachtungen  sind;  denn  die  Voraussetzung  verlangt,  dass: 

n   _     & 
n'         &' 

n'   Q' 

n"         9" ' 
oder : 

n'  ■=  n  -\-  n", 
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JL  —  2. 

h"    ~    d"' 

Kowolil  für  <lfii  riiiiicloii  wiu  für  ilii-  Knie;  dica  ist  aber  uiif  uiidero  WeUe  iiidit  möglich, 
■aU  <l:»<liir<-li,  «Iftss  «lor  hfliocoiitriHclie  Hogeii  mit  seiner  Seliiie  /iiHammennilll  iiiul  <lie^e 
vom  mittleren  Hailiiis  vector  l>ei  beiden  K(>r|iern  der  Zeit  |iro|ii>rti»nal  j^ellieilt  winl. 
\o\\  der  Olbers'schen  Methode  her  ist  uns  aber  mdcIi  bekannt,  dass,  wenn  l'iuiklc  von 
soleher  ISesehaffenheit  auf  beiden  Sehnen  mit  einander  verbunden  werden,  die  Uichtung 
der  Verbinduni^slinie  stets  auf  einen  Punkt  des  dureh  die  Husseren  «^eoeentrisehen  Oerter 
geleimten  grüssten  Kreises  zielt.  Ks  muss  also  unter  der  gemachten  Voraussetzung  der 
geocentrisfhe   Lauf   mit  einem   ''rössten   Kreise   zusammenfallen. 


Sechsundsecljzigste  Vdilosung. 

Fortsei /UHU-  dtr  Eiitwickeluiiü:  für  die  Formeln   der   H  aiiseir  sehen 

Methode. 

l)ie  lietvachtungen  ül)er  die  Ordnimg  der  Coefficienten  7»,  A,  B,  C  der  Gleichung  (2) 

(6.'i.  Vorlesung)  in  vei-schiedeiieu  Fallen,  welche  Hansen  bei  dieser  Gelegenheit  anstellt, 

dürfen    wir   hier    übergehen,   da    \vu'   das  Wichtigste   davon   schon  berücksichtigt  haben, 

H  n" 

desgleichen    die   Ueiheuenlwickeluugeu   für  — ;  und  —7;  uns  ist  hier  zunächst  nur  an  der 

Umfonnung  der  Grundgleichungen  gelegen,  durch  welche  dieselben  für  ilen  Gebrauch 
bequem  gemacht  werden.  Bei  der  Gleichung  (2)  (65.  Vorlesung)  hat  man  nichts  weiter 
XU  thun,  als,  nachdem  mau  sie  in  der  Form: 


n'  Kcosß'         n'  Kcosfi'         Kcosß' 

geschrieben,  wobei  J'  die  bekannte  Bedeutung  hat,  anstatt  der  Verhältnisse  von  »1, 
«',  »1"  zwei  aiulere  Grössen  P  und  Q  einz-uführen.  Nach  dem  Vorgange  von  Gauss 
setzt   man : 

wonacli  <lanti  oliige  Gleichung  übergeht  in: 

oder: 

Q_  _  ^(1+  P)  C{l-\-P)  _ 

2.-'»  A  ■]:  HP      -^  «-"sP   i-    ^  ^  jip         '• 

llii-r  werden  nun   wieder  die  Gleichungen: 

^,  _  1(  sin  {%'  —  ^') 
sin  e' 

,         II'  sin  y' 
»•'  =  — r— r- 

KUnkfrfurc,  Theorttilch*  Aitronoml«.  JT 
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beuutzt,  um  z/'  uml  r'  durch  deu  äusscieu  W'iukcl  au  der  Erde-  in  der  zweiteu  üeob- 
achtiing,  x'i  sowie  durch  den  Winkel  am  Planeten  in  derselben  Beoliaclitung,  z',  aus- 
zudrücken. Die  Gleichung  (1)  uininit  durch  diese  Substitution  für  z/'  die  folgende 
Fonn  an : 

Qsins'         K  H' cos  ß' sin  (v'  —  s')  -\-  C  sin  s'  /,     ,     „.  .     , 

^7^==  A  +  BP (l+P)-s,».. 


Setzt  man  hier 


so  erhält  man : 


und  wenn  ferner: 


Ssiii  ö  =  A'Ti'  cos  ß'  sin  x'i 

Scosö  =  C  —  EB'  cos  ß'  cos  x\ 

Qsim'  l  +  P     ^   .    ,  ,    ,      .  .      , 

^  —  S  sin  {z'  -(-  e)  —  sm  s\ 


A  ^  BP 
1  +  P 


A  -^  BP 
h  P 


S  sin  6  ^  £1  sin  o) 


A  +  BP 

Q 


Scosö  —  1  =  Slcosca 
=  M 


•IB'^sinx'^il 

gesetzt   und   jetzt   auch    »•'    durch   z'   ausgedrückt   wird,   füi-   die  Finalgleichung   der  Be- 
stimmung von  z'  oder  r': 

M  sin  s'*  =  sin  (z'  -{-  CO) (2) 

Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  —  cj  mit  unserem  frühereu  (j  identisch  sein  muss, 
weil  die  ganze  Gleichung  mit  der  früher  erhalteneu  übereinstimmen  muss,  wie  denn 
verschiedene  Wege  immer  bei  dieser  Gleichung  achten  Grades  wieder  zusammentreffen. 
In  der  ersten  Auflösung  derselben  oder  der  ersten  H\-pothese  über  P  >md  Q  hat  man 
zu  setzen: 

-P  =  ^,     Q  =  »»  ■ 

Vm  nun  auch  die  Formeln  (1)  der  vorigen  Torlesung,  welche  aus  dem  gefundenen 
q'  oder  z/'  q  und  q"  ergeben,  in  bequemerer  Gestalt  zu  haben,  besonders  aber  die  Tren- 
nimg der  hypothetischen,  d.  h.  von  P  und  Q  abhängigen  Glieder  von  den  übrigen  zu 
bewerkstelligen,  kann  man  nach  Hansen  wie  folgt  verfahren. 

Setzt  man  in  der  ereten  der  Gleichungen  (1)  der  vorigen  Vorlesung  die  willküi'- 
liehe  Grösse  £  gleich  L",  so  geht  das  in  derselben  vorkommende  E  über  in : 

fg  ß'  sin  (A"  —  L")  —  tp  ß"  sin  (A'  —  L"), 
E'  dagegen  in: 

fgß  sm(A"  —  L")  —  ig  ß"  sin  (A    —  L"), 
d.  h.  ganz  einfach  in: 

B_ 
B"' 
Setzt   man   in  der  zweiten  der  Gleichungen  (1)  der  vorigen  Vorlesung  £  ^=  L,  so 
geht  das  E"  derselben  über  in: 

fg  ß  sin  (A'    —  L)  —  fg  ß'  sin  (A  —  L) 
und  das  E'  der  genannten  Gleichung  in : 

fg  ß  sin  (A"  —  i)  —  fg  ß"  sin  (A  —  X), 
demnach  in : 

A 

b' 
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.lono  (ileiuhungon   worden   alno: 


(-) 


p"  =   "„^    {ii"-J'(-os,i'  4    n'tg,Uin(i:  -  /.))   -   -^/    J!U'^in{L'     -  L) 
n   A.  A 

wobei : 

K    —  i,T,yBin  (r  —  //')  —  tgß"sin{l'  —  7^') 
E"  —  tu  (i  sin  (Ä'    —  L)     —  tn  ß'  sin  {l    —  /-). 

Wiv    Gloickungeii    (3)    iastieii    sioh    diuliirch    weiter    vcreiurucheii,    daM    für    ^'   der 
Aiisilruok: 

r  sin  {i  —  r') 
si»  i'         ' 
für   h^: 

r' sin  :' 
sin  z' 

eiii^eführi   wir.l.      Aussenlem   sotzo   man: 
>i  sinio      :=  Ecosß' 

Wcosw      =  [Ecosß'  cosi'  —  tij ß" siti  {L''  —  L'))  — --, 

Wsinw"  =  E"  cos  ß' 

W'costo"  =  \E"  cosß'  cosx'  —  tg  ß  sin  (L'  —  L)]  — — ,; 

stn  1^ 

es   wird   dann: 

Q    =-  -g—  r'sm{w    -  •^)  —  ^  HR  sn,  {L    —  I.), 

p    =  -;;  — T—  r  sin(ic'  —  z  ) ^  liK"sin(L'  —  L), 

n        Ä  '  A 

also,  wenn  der  Abkürzung  wogen: 

»1  »I 

G  =  _  '-^  RV-sin  {L"  -  L),  G"  =   -  '-^^-  Bli" sin  [L'  -  L) 

£    '  A 

gesetzt  wird: 

g    =  n   V  sin(io  —  e')    \-  G 

p"  =  ü"  Y"  sin{w"  —  £')  -\-   G". 

All«  den  Gleichungen: 

P  =  ^,      «  =  ...(^'_,) 

folgt: 

n"         n    P'  ;r    •"   «'  ^  2r'»' 

also: 

-  —     ^  +  ^'  ill  —  'i!  1. 

n  "~  ^_'        m"  ~  m  P  "' 

-r    2r'» 
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da  nwii  nach  den  EnUnckelungen  für  die  Gleichling  (2): 

1   +  P    _  {A  +  BP)sinz' 
,     1       Q     ~     S  sin  {z'  +  e)    ' 
"^  2r'3 

so  wild,  wenn  man  noch  in  den  Ausdrücken  für  F  und   V"  r'  =  *     setzt: 

^  ^  +  J-P        Bsinjd  ^  V 

S         ■  sm(/  +  ö)'  P" 

Hiermit  wäre  der  oben  ausgesprochene  Zweck  erreicht;  doch  nimmt  Hansen,  um 
zu  seiner  definitiven  Form  zu  gelangen,  noch  einige  weitere  Vereinfachungen  vor,  welche 
wh'  in  der  nächsten  Vorlesung  kennen  lernen  werden. 


Sieben undse eil zigste  Vorlesung. 
Einige  weitere  Vereinfaclmngen  der  Hansen'scheu  Formeln. 

Substitukt  man  in  den  Gleichungen: 

C  sin  x'  =  S  sin  (x'    j-  ff), 
C  cos  x'  —  K  R'  cos  ß'  z=  S  cos  (x'  +  ö j, 
welche  zui-  Bestimmung  von  S  und  ö  dienen,  die  für  C  und  K  gegebenen  Ausdrücke,  so 
geht  C  cos  x'  —  KB'  cos  ß'  über  in: 

li'  cosx'  [tgßsin  (A"  —  L')  —  tgß"sin  (A  —  L')\ 
—  B'  {cos  ß' tg  ß  sin  (X"  —  A')  —  sin  ß' sin  {X"  —  A)   -(-  cos  ß' ig  ß"  sin  (k'  —  A)J. 
Dieser  Ausdi'uck  vereinfacht   sich,   wenn    man    den  Winkel    einführt,   welchen    der 
den  zweiten  Sonnenort   mit   dem   zweiten  geocentrischen  Ort   verbindende   grösste  Kreis 
mit   der  Ekliptik  bildet.     Bezeichnet  man  denselben  mit  y',    so  hat  man   nach  bekannten 
Formehl  füi-  die  sphärischen  Dreiecke: 

ain  x'  sin  y'  =  sin  ß' 
sin  x'  cos  y'  ^=  cos  ß'  sin  (A'  —  L') 
cosx'  =  cosß'  cos{l'  —  L'); 

dabei  muss  y'  so  bestimmt  werden,   dass   sin  yl  positiv  wh-d.     Es  wird  nach  Einfühi'ung 
dieses  Winkels: 

Ccosx!  —  KB' cosß'  =  B' cosß'  {tgß[sin(X"  —  L')cos{l'  —  L')  —  sin(k"  —  A')] 
—  fgß"[sin{X  —  L')cos(A'  —  L')  +  sin{l'  —  A)J) 
-\-  B' sin  ß' sin  {l"  —  A) 

^  B'  \tgßcos{k"  —  L')  —  t(jß"cos{l.  —  L')]  cos ß' sin  (k'  —  IJ) 
-f  B'sinß'sin{l"  —  A) 

=  D  sin  x'  cos  y'  -\-  B'  sin  x'  sin  (A"  —  A)  sin  y', 
wo  zur  Abkürzung: 

B'{fgßcos{X"  —  L')  —  tgß"cos{l  —  L')]  =  D 
gesetzt  ist.     Führt  man  jetzt  die  Grössen   T  und  t  mittelst  der  Gleichungen: 
Tsint  =  D 
Tcost  =  B'sin{k"  —  A) 


fiii,   >•<    li:it    iii.'iii    l'iir   <li>'    Itcrt't  liiiuii^    \<)ii    ,S   iiiiil   (i; 
S 

- — ,  j*«»»(r   4-  <j)  =  C' 
sinx, 

^,  iw(z'    I    «)  =  TsiuO   I    }•'). 

All.  Ii     .lic     Aii^iliiii'ke    für     W,    ic ,     U'",    w"    lassi-ii    sirli     vorllitilliafl    iiiiifiiiiiuii. 
M;iii   Um: 

W'fliiiir  —  y')  =   Wsinircos  i'  —  ll'tos  it'.sid  j;' 

(losglcii'lioii: 

ir    ,„.(«;    -  i')  =  {Ecogß'  —  lyß"iin  (L"  —  L')  co^i'\  ■  -^~, 

W"sm{w"  —  z')  =  tgßsin{L'  —  L) 

^Y"coi{w"  —  i')  =  Ii;;"  tos  /3'  —  ^/  ß  .sin  UJ  —  L)  cos  r'l  -X-r 

Wi'iiii  man  in  «lioseti  Gloiehiiugcii  füf  K  uiul  K"  ihre  Aiisilrücke  Biibstiliiirl,  so  winl: 
U'ios  (w  —  x')  =  jsi»  /3'  »•»  (A"  —  X")  —  /</  ß"  »in  {k'  —  L")  cos  ß' 
—  lij  ß"  sin  (L"  —  L')  cos  i'\  -T— 5, 

iiiiil   il:i: 

sinß'  , 

.     ,  =  siny 
sinz 

cosß'  cos  y' 


sin  z'         sin  (A'  —  L') 

cos  z'  cos  y'  cos  (A'  —  X') 

sin  zl  sin  (A'  —  L') 

Wn.s(,r  —  z')  =  *m(A"  —  L")sinY' 

.    j»  ,  \sin  (^'  —  L")  +  sin  (L"  —  L')  cos  ( A'  —  L')\ 

—  tg  p    cos  y     ^^ :—Tr, vr. — -\ 

•"^         'I  sm  (A'  —  L')  I 

sin  (A'  —  L")  —  sin  ((A'  —  L')  —  {L"  —  L')], 
lihHkIi: 

Wcos  (w  —  z)  =  *■'"  (^"  —  X")  sin  y'  —  bj ß"  cos  {L"  —  L')  cosy', 
"k'sglcichen : 

W"  cos  (ip"  —  z')  =  llfß  cos  (V  —  L)  cos  y'  —  sin  (A  —  X)  sin  y'. ' 
Setzt  man  daher: 

Asin\x  =  (gß"cos(L"  —  L');  A"  sin  [i"  =  tgßcos{L'  —  L) 

Acosu  r=  sin(K"  —  //');  A"cos^"  =  sin  (A  —  7-), 

so  erhält  man: 

W  cos  {w    —  jf')  =  >i  sin  (y'  —  u) 
IV" cos  (w"  —  z)  =  A"sin(u"  —  }>'), 

ilmvh  wi'lchu  Ausdrücke  die  Rechnimg  bedeutend  vereinfacht  wird. 
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Acht  und  sechzigste  Vorlesung. 

Zusammeustellmig-  der  Formelu  der  Hansen'schen  Methode 
zur   Restimnuiiig   der   drei  Eiitferiiniigeii .  liehst  Reeliimiigsbeispiel. 

Xae-h  llanscu   ist  also  eleu  vorhevgeliendeu  Ent Wickelungen  zufolge  zu  hereLlincn: 
A  =  B     {iijßsiii  (A"  —  L)    —  ig ß" sin  ß  —  L)\ 
B  =  R"  {tgßsiu  (A"  —  L")  —  tgß"»in  (A  —  L")] 
C  =  E'   {tgßslnß"  —  L')  —  tgß"sin{k  —  L')] 
D  =  E'   {fgßcos{X"  —  L')  —  tg  ß"  cos\k  —  L')\, 
feiuer: 

sin  x'  sin  y'  =  sin  ß' 
sin  x'  cos  y'  =  cos  ß'  sin  (A'  —  L') 
cos  x'  =  cos  ß'  cos  (A'  — ■  L'), 

wobei  y'  so  bestiniiut  werJeu  luuss,  dass  sinx'  positiv  wii-d,  daun: 
Tsint  =  B;  S'sin(x'  +  6)  =  C 

Tcost  =  B'siH(k"  —  A);       S'  coslx'  +  6)  =  Tsin{t  +  y') 

S  =  S'sinx';  M'  =  ^  ,„,.    ■ — jTT- 

Hier  ist  es  zweckmässig,  den  Quadranten  so  zu  wählen,   dass  j;'  -)-  ö  stets  kleiner 
als  180"  wird,   wobei   dann  ö  die  Grenzen  -|-  90"  und  —  90"  nicht   überschreiten  kann. 
Weiter  sind  noch  zu  erledigen  die  Yorbereitungsrechnungen : 

ylsinfi  =  igß"  cos{L"  —  L');      A"  sinfi"  =  tgßcos(L'  —  L) 
Acosfi  =  sin{k"  —  L");  A"  cosyi,"  =  sm(A  —  X) 

W  sin  {w    —  x')  =  fff  ß"  sin  (L"  —  L') 
W   cos  {w    —  xl)  =  A  sin  (y'  —  fi) 
W"  sin  («•"  —  x!)  =  tgß  sin  {L'  —  L) 
W"  cos  {w"  —  x')  =  ^"  s'"  i^"  —  /') 
_  E"  W  _  R  W" 

B     '  Ä 

wobei  JV'  die  Grösse  E  R"  sin  (L"  —  L)  vorstellt. 

Das  nächste  Geschäft   nach  Erledigung   dieser  Rechuungen  bildet  die  Bestimmung 

von  ä'.     Es  sei  zu  dem  Zwecke : 

_  A  +  BP 

^  ^  S 

o    •  1   +  ^      . 

iisina  =r  — — —  sin  6, 

r,  1    +   P 

iiC0S(O    =   = cos  6  —    1 


so  ist  die  Gleichunt 
aufzulösen. 


M  sin  s'*  =  sin  {s'  +  co) 
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Hei  GelegciiLfil  «licmr  Ztiiuuuinciiatc-Uung  innüht  IIuiiHun  noch  folgeiulc  für  die 
|iniktiMolieii  Kccliiiür  sehr  boaehioiiHWuilho  liL-mei-kiiii^'. 

„Du  «lio  (ivnaiiigkoit  lUr  IWmbt'Htiinmung  lultrid  paribiis  so  sehr  von  der  Gröiwo 
ili»  WinlieU  abhiUij,'!,  den  der  diin-h  diu  beiden  iluMoron  l'ianetenörU>r  gelegte  grÜHSto 
Krti»  mit  dem  durch  den  mitlloren  IMiiniU iiort  und  den  da/u  gehörigen  Sonnen-  oder 
Krdort  gelegten  grösslen  Krei«  niadil,  so  wird  e«  nülxlich  sein,  diesen  Winkel  jtclesnial 
YM  berechnen.  Uli  füge  um  no  meiir  die  Fornul  dafür  hinzu,  weil  sie  mit  lU-nntzung 
der  oben  angewandten  llülfsniittel  sehr  einfach  wird.     Es  findet  sich  leicht: 

_  'Ht  +  y) 

*'■"  cos^'  +  fl)' 
wo  X  der  gesuchte  Winkel  ist.  Bei  Veröffentlichungen  von  ersten  IJahnbeslininiungen 
findet  man  oft  die  Zeiten  der  angewandten  IJeobachlungen  mit  angegeben,  welches  sehr 
angemessen  ist,  da  man  dadurch  zum  Theil  schon  in  den  Stand  gesetzt  wild,  sich  von 
der  zu  erwartenden  Genauigkeit  der  liahnbeslimmung  einen  Begriff  zu  machen.  3Ian 
würde  diese  Angabe  sehr  vervollständigen,  weim  man  auch  den  Werth  des  Winkels  x 
hinzufügen  wollte,  den  mau,  um  ihn  auf  eine  kurze  Weise  zu  bezeichnen,  den  maass- 
gebenden   Winkel  nennen  kann." 

Treffender  aber  noch  dürfte  vielleicht  der  Abstand  des  mitlloren  Sonnenortes  von 
dem  durch  die  äusseren  geocontrischen  Oerter  gelegten  grössten  Kreise,  der  Winkel  w' 
der  54.  Vorlesung,  die  Benennung  des  maassgebondeu  Winkels  verdienen,  weil  er  noch 
mehr  Kriterien  für  die  Sicherheit  der  Bestimmung  vereinigt.  Denn  je  grösser  dieser 
Abstand  ist,  desto  grösser  ist  auch,  haben  wir  gesehen,  die  Sicherheil  der  Bahnberech- 
nuug,  und  iu  demselben  Maasse,  wie  durch  zu  grosse  Annäherung  des  dritten  an  den 
ersten  geocentrischeu  Ort  der  Abstand  oj'  unbestimmter  und  willkürlicher  wird,  wird 
auch  die  gesuchte  Bahn  unbestimmter  und  willkürlicher.  Der  Winkel  x  verrälh  aller- 
dings ebenfalls  durch  seine  Kleuihcit  die  Unsicherheit  des  zu  erwartenden  Kesultat«, 
nicht  aber  durch  einen  grossen,  nahe  90''  erreichenden  Werth  das  Gegentheil,  weil  ja 
auch  bei  einem  grossen  Werthe  desselben,  weun  der  Planet  iu  der  mittleren  Beob- 
achtung in  Opposition  und  in  der  Ekliptik  steht,  die  Bestimmung  der  B;iliii  uiilhunlich 
werden  kann. 

Hat  man  r"  auf  bekannte  Webe  gefunden,  so  wLi'd  dann: 

ain  i!    '  siw  / 

y  -  A^"  a:'  .         v"  =L 
sin(/-|-ö)'  P 

Q    =  U  Vsin  {w  —  g')  +  G 
q"  =  U"  Vsin  (u/'  —  «')  +  G". 
Zur  Verdeutlichung   werden    die   Formeln    auf   die    folgenden    drei    Beobachtungen 
der  Euterpe  angewandt: 

U  f,  t" 1853  Nov.  12,432133         Dec.  2,433406         Dec  22,373477 

i,  A',  A" 50»  42'  43",5  46»  10'  48",0  44»  23'  19",8 

(i,  ß\  Pf' -      2«    9'  20",5  —  1»  45'  58",6         —  1»  16'  2<J",Ü 

i>,  L\  L" üO»  27'  38",1  70^  41'  34",L  '.»0»  58'  38",4 

InijR^loglfJogB"  '.»,995195  9,993  59(>  9,992  739 

l)ic  in  der  Rechnung  vorkommenden  Längeuuutersohiede  sind: 

A"  —  /.    =  —     6»    4'  18",3  X"  _    L'  =  —  26»  18'  14",3 

A"  —  L"  =  —  46»  35'  18",«  /.'  //  =  —  24»  30'  46",l 


A"  —  A     =  —     6»  19'  23",7  L"  —  L'  =  20°  17'    4",3 

A    —  i    =  +     0»  15'     5",4  U   —  L   -=  20»  13'  56",0 

A    —  i"  =  —  40«  15'  54",9  i"  —  i   =  400  31'    o",3 
A    —  i'  =  —  190  58'  50",6 
Die  Wei'the  der  von  P  und   Q  unabhängigen  Grössen  ergaben  sieb  wie  folgt: 

logA  =  7,605768  }ogB  =  8,10542tj 

JogC  =  9,951528  logD  =  8,101883« 

y  =  184«  15'  2",5  %'  =  24»  34'  20",7 

logshix'  =  9,618930 


/  =       10»  53'  45",9             log  T 

=  9,419529 

6  =  —  1»    9'25",9             logS 

=  7,971239 

log  31'  =  0,861392 

(i    =  181»38'44",7             logJ 

=  9,861377 

(i"  =  277     5     3,9               logyl" 

=  8,551339 

w    ^     11   25  34,2               logW 

=  8,530434 

w"  =      4  27  34,8               logW" 

=  8,578134 

logU  =  0,036677                    log  U" 

=  0,586491 

Joga  =  0,042566                    log  G" 

=  0,770529 

log»    =  9,535308 

log%''   r=  9,837003 

log»"  =  9,536639 

üerauf  wird  für  P  und   Q  die  erste  Hypothese  g 

ebildet,  wobei: 

%" 

logP=  log-^  =  0,001331 

logQ  =  log&&"  =  9,071947. 
Es  wird  dann  ferner: 

logS  =  0,254612 
w  =  —  11»  8'  31",0,         logSi  =  9,066241 
logM=  0,867098. 
Die  Finalgleichung  Msinz'*  :=  sm(e'  -j-  w)  liefert  hier: 

«' =  11«  54'  23",0  %/  =  0,297999. 

Endlich  erhält  man: 

log  V   =  0,596435  log  7"  =  0,595 104 

logQ    =log  {U   V  sin{w    —  /)  +  G  }  =  0,00705* 
logQ"  =  log  {ü"Y"sin\w"  —  /)  +  G")  =  0,064834. 
Für  den  curtiiten  Abstand   der  Euterpe  in  der   mittleren  Beobachtung  findet  sich: 

,       ,        ,     B'sin(x'  —  z')cosß'        AmoQaQ 

log  9   =  log ^^'^^ — r^ =  0,019838. 

stn  z 


Neunuudsechzigste  Vorlesung. 

Die  Verbesserung'  der  Hypothesen  für  die  Dreiecksfläclien. 

Nachdem  wii-    eine  Reihe    von  verschiedenen  Methoden  kennen  gelernt  haben,   die 
Werthe   der  Radieuvectoren    und  der  Distanzen    zu  bestimmen,   und  da  die  Genauigkeit 
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der  Rechiiiiiij^  davun  abh&n^t,  wie  ualio  die  ttl>or  die  VerliftltniHKc  vou  n,  n',  n* 
jjfiiiaeliti'ii  Aiiiiahiiien  der  Wahrheil  komiiiun,  «o  werden  tiimero  näcl«t«u  L'ntersuchungen 
hicli  mit  deii  Verhunseruiijjeii  ku  beschilftigoii  hüben,  welche  an  jene  V'erhältiiiitse  anzu- 
bringen bind.  E»  kann  dies  auf  sehr  verschiedene  Art  audgefülirt  werden,  t.  H.  einfach 
dailurch,  duM  aus  den  für  die  äuuserin  Itadienvecloreti  r  uud  r",  dem  dazwiüchen 
liegenden  heliocentrischen  Bogen  v"  —  v  und  der  eutspreohendeu  Zeit  ("  —  t  die 
Klenienle  beotiiunit  und  hieran»  dann  die  Flächen  n,  n',  n"  genauer  abgeleitet  werden. 
¥^  würde  dies  jedoch,  ganz  abgesehen  davon,  dass  wir  die  Berechnung  der  elliptibchea 
Klenunte  bisher  noch  nicht  kennen  gelernt  haben,  ein  Umweg  sein,  weil  es  für  den  in 
Rede  stvhouden  Zweck  der  Kenntnis»  der  Elemente  selbst  nicht  bedarf.  Ein  kürzerer 
Weg  Zeigt  Bich,  wenn  wir  au  das  Vei-fahreii  erinnern,  welches  wir  bei  der  Parabel 
befolgt  haben:  wir  suchten  die  Verhältnist-e  von  «,  n',  n"  zu  den  entsprechenden  Sec- 
turen,  die  Grössen  tj,  ij',  tj",  welche  sich  mit  wachsenden  Zeitintervallen  nur  sehr 
langsam  von  der  Einheit  entfernen  und  von  dieser  nur  um  Glieder  der  zweiten  Ord- 
nung Verschieden  sind.  Bei  der  Pai-abel  konnten  wir  jene  Verhältnisse  durch  die  zwei 
vou  Hessel  aufgestellten  kubischen  Gleichungen,  d.  h.  in  vollständig  algebraischer 
Form  linden,  bei  der  Ellipse  siud  wir  auf  Keiheneiilwickelungeu  angewiesen,  denen  wir 
übrigens  auch  schon  bei  der  l'arabel  Li  praktischer  Hinsicht  den  Vorzug  vor  der  end- 
lichen geschlossenen  Form  gegeben  haben. 

W>u    soloheu    Keiheneiilwickelungeu    werden  wir   daher   auch    hier   wieder   vielfach 
Gebrauch  machen,  sowie  auch  von  den  so  oft  wiederkehrenden  angenäherten  Relationen: 
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die  ersten  Glieder  einer  Enlwiokelung  der  Dreiecksflächen  nach  Potenzen  der  Zeiten 
zu  Grunde  liegen.  Wir  haben  dieses  Fundament  der  ersten  und  damit  aller  weiteren 
Näherungen  unter  Zuziehung  gewisser  geometi'ischer  Betrachtungen  noch  nicht  so 
vollständig  keimen  gelernt,  als  es  unsere  folgenden  Aufgaben  erfordern;  diese  Lücke 
wollen  wir  daher  zunächst  ausfüllen. 

Wir  beginnen  damit,  aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  e  der  Zeit  t  die 
Coordinaten  x',  y',  c  einer  benachbarten  Zeit  t'  abzuleiten,  indem  wir  den  bekannten 
Taylor 'scheu  Lehrsalz  anwenden;  nach  diesem  haben  wir: 


V  j^   ^^     t,>         A    .    «''^     (<'  -  0^    , 


(i) 


Die  Coordinaten  z  und  /  können  wir  gleich  Null  setzen,  wenn  wir  die  Bahueijene 
rianetcn  zur  Fundamentalebene  des  Systems  annehmen. 
Für    die    Coordinaten    x",    ij",    welche    der    Zeit   l"    entsprechen    sollen,    haben    wir 


ebenso: 


y-   _  ^      ,      <'^.,"  A      ■      d''  (<"  -  0'      , 


(2) 


Man   kann   femer  noch  die  Axe  der  z  mit  der  grossen  .\xe  zusammeiifalleii   lassen, 
so  dass: 

KlinkrrtuiM,  TlirorrllMhf  A^lroiinnil«.  ^ 
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11  =  1^  r"  sin  (y"  —  v')  ^=  r"  sin  v"  .  r'  cos  v'  ^  r'  sin  v'  .  r"  cos  v" 

—  y«3!   —  j/x" 

wii-d. 

Substituirt  man  hier   die  aus  (1)  und  (2)  folgenden  Werthe   von  x!,  x",  //',  y"  und 

setzt  zur  Abküi-zung  t'  —  t  =  t',  t"  —  t  ^^  t",  so  wird: 

,,   ,  ,,   ,         /du  dx\  ,  „  ,x    ,    /    d^y  d'^x\     r"2  —  z'" 

y  X   -xy  =i^,--y-)(r    _  , )  +  (^,  __  _  ^_j  .  __^  _  _ 

,     /    d^u  d^x\t"-'  —  t'3    ,     /    d*?/  d*x\     z"*  —  z'* 

+  VJT^  -  ^If)  ^^T^  +  Vdli-  "dF)  ■  -T4  - 


/dx     d^ 
'^  \(It  '  dt^ 

+ 


d  II     d-x\  z'z"- 


It      dt-J  2 

dx     d'hi        dy     d^x\  z"H'  —  z^z" 
d~i  '  di^  ^  ~di  '  m , 


Es  kommt  jutzt  darauf  au,  die  Differentialquotienten  der  Coordinateu  nach  der 
Zeit,  welche  iu  den  Gleichungen  (1)  vorkommen,  auf  eiue  für  uns  brauchbare  Weise 
auszudrücken.  In  der  Vorlesung  31  l)emerkten  wir,  dass  die  Anziehung  der  Sonne  dem 
Planeten  ziu-  Zeit  t  eine  beschleunigende  Kraft  ertheilt,  welche  in  den  von  uns  gewählten 
Einheiten  des  Eaumes  und  der  Zeit  durch 

— -  oder 


+    'f  +  ^^ 

ausgedrückt  wird.     Multiplicu-en  wir  diese   dii'ect  nach  der  Sonne  gerichtete  Beschleuni- 
gimg mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  welchen  ihre  Richtung  mit  der  x-Axe  bildet,  d.  h. 

also  mit  — ,  so  erhalten  wir  die  dieser  Axe  parallele  Beschleunigung  oder  die  Geschwiu- 

dx 

dx  li 

digkeit,   mit   welcher   die    Geschwindigkeit   -r-    sich   ändert.      Diese    Grösse     — ; oder 

dt  dt 

d^x 

■j—  sucht  die  Coordinate  algebraisch  zu  verkleinern,  hat  deswegen  negatives  Vorzeichen, 

und  wir  erhalten  daher  die  Relation: 

d^x  _        A:2a; 

Aus  denselben  Gründen  ist  ferner: 

d- )i  Ic^y 

IP  ~  '~  ~^' 
Verbunden  liefern  beide  Relationen  die  Gleichung: 

d^y  d^x 

welche  man  auch  erhält,  wenn  die  Gleichuug: 

dl)  dx         _, 

x^rr  —  V^r-  =^  Constans 
dt  •'  dt 

nach  t  difierentüit  wii'd. 

xdy  —  ydx  ist  bekanntlich  der  allgemeine  Ausdruck  für  das  Element  des 
doppelten  Sectors;  die  vorhergehende  Relation  enthält  also  das  Resultat,  dass  die  in 
gleichen  Zeiten  beschriebenen  Sectoren  coustaut  sind,  d.  h.  das  Keppler'sche  Gesetz 
über  die  vom  Radius  vector  beschriebenen  Flächen.  Die  Coustante  ist,  wie  wii*  wissen, 
gleich  Tc  yp ,  wenn  p  den  halben  Parameter  der  Bahn  vorstellt  (cf .  2.  und  4.  Voi-lesung, 
Abtheilung  L 
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I)iffi  rciidirtn  wir  di«'  (ileiohuu};: 


d'ii  d»x 

'dt*   -'dn=^ 


einigemal  wi'itvr  iiacli  /,  .si)  erhalten  wir  leiuhi: 
dx     d'i/         dy     d'r 


I    d»i/  d'x\ 

^-Vlt^  -"dr) 

d^  _tly     ^__,,    /^_     ä'jc\ 
dt^  dt  '  dl*  •  V  dt*         ''dt*) 


dt      dt*  dt      dt* 

dx 

dt 


Durch  Differentiation  iler  Gleichungen: 

,1*1  k*x 


belcomnion  wir: 


alxo  niii'li 


dt*  ~ 

r* 

d*y  _ 
dt*  ~ 

_        k*„ 
r* 

d*x 

k*     dx     . 

k^x     dr 

dt*  "■ 

f' 

rji  + 

r*    '  dt 

d*y 
dt* 

„^«y     dr 
r*      dt 

d*x 
dt*  "~ 

k*x 
r* 

+  <-:■ 

dx    dr 

dl  '  dt    '^ 

iV-x 

r*dt 

dt 

d*y 
dt* 

k*2 

u 

dy     dr 
dt  '  dt    "^ 

.    B.    W. 

■6k*y 

r*dt 
dt 

dy     ( 

Px 

dx  d-y 

f'.'/ 

A'x 

,     dx     k- 

'H  _ 

ir. 

~  dt' 

dt* 

dt  dt* 

dt    ' 

.•■'     '^    dt'    r 

i 

-^r 

d*x 
'  dt* 

+  2- 
^      dt 

d*y 

'  dt* 

0^. 

"  dt 

dx    k* 
dt  '  r^ 

+  2 

dx 
dt 

dt  ' 

k* 

r* 

^4? 

dr 

'  dt  ' 

k*x 
r' 

dx     dr 

^Jt-Tt- 

k-'y  _ 
r* 

6k*  dr 
r*    dt 

•V7. 

,l\y  _  t1\r 
dt*  "dt^ 
d*j  _  d*x 
dt*  ~  "  dt* 


Wir  liiilien  diese  Coäfficienten  iu  den  oben  erhaltenen  Ausdruck  fiLr  //"x'  —  x" y' 
einzusetzen.  Wenden  wir  die  so  erhaltene  Formel  an,  um  uuBere  di'ei  Grössen  «,  n',  n" 
tu  entwickeln,  wobei  wir  dann  die  äusseren  Coordiuaten  durch  die  mittleren  und  ihre 
DLSerentialquotienteii  aus/.uiirückeu  haben,  so  wird  unter  Wiedereinfüluung  von  9,  9',  %": 

"    ^  'M  '^  |1  -  0/,  +  4r'^         ■Tdt-^"'\ 

''^  I  (ir'»  ^  Ar'*  kdt    '  I 

"  =^  ^M'-ür'» j?v—'üdt  -'■•r 

Durch  Kliniination  von  p  ergiebt  sich: 

n'  "~  F'   l     "^  67»  Ar'*  kdt'^  '  "  \' 
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Diese    Eutwickeluiigen    weichen    also    in    ihrem    Schliissresultat    von    dem    diu'ch 
arcouietrische  Betraehtunson  oefundenen: 


1' 

+ 

2r'3 

+ 

1' 

+ 

2/3 

+ 

nach  welchem  wLi-  bisher  die  erste  Hypothese  gebildet  haben,  schon  in  den  Grössen  der 
zweiten  Ordnung  ab,  eine  Folge  gewisser  Vernachlässigungen,  welche  bei  der  früheren 
Herleitung  nicht  gut  zu  vermeiden  waren.  Der  betreffende  Unterschied  hat  gewöhnlich 
füi-  die  Praxis  keine  grosse  Bedeutung,  weil  man  die  Beobachtungen  in  den  meisten 
Fällen  so  wählen  kann,  dass  sehr  nahe  ■ö'  =  &"  wird,  unter  welcher  Bedingung  die 
Unterschiede : 


und 


-2 6 '^''  -2 6 

,^^'  O-'J  _  ^"-'  Q-^"  (Q-    A.    QJ'      <      Q")    (Q-      1      ,')"   _    8"-) 

oder  -   ^ ' 


2  6  2  6 

zu  Null  werden.  Diese  Vernachlässigungen  spielen  daher,  den  Fall  sehi-  ungleicher 
Zwischenzeiten  ausgenommen,  kaiim  eine  bedeutendere  Rolle,  als  die  mit  Differential- 
quotienten von  >•'  multiplich'teu  Glieder,  aus  welchen  die  Reihen  für  — ^  und  —f-  beliebig 

weit  entwickelt  bestehen,  auch  kann  man  sie  ohne  Unbequemlichkeit  vermeiden.  Eine 
bedeutende  Steigerung  in  der  Genauigkeit  der  ersten  Hypothese  würde  dadurch  erzielt 
werden  können,   dass   wenigstens   das   nächste   und   grösste   der   folgenden  Glieder   mit- 

dr'  1 

berücksichtigt  würde.  Es  ist  aber  r-7-  nicht,  wie  der  Coefficient  von  -7^  in  dem  vor- 
hergehenden Gliede,  eine  reine  Function  der  Zwischenzeiten,  sondern  von  den  noch 
unbekannten  Elementen  abhängig.  Dieses  Umstandes  wegen  wurde  bei  Bildimg  der 
ersten  Hypothese  auf  das  Glied  dritter  Ordnung  verzichtet.    Es  hindert  nun  aber  nichts, 

wie  Ln  der  nächsten  Vorlesung  gezeigt  werden  soll,  auch  den  Differentialquotienten  — j , 

wie  r',  unmittelbai-  durch  den  Winkel  am  Planeten  in  der  zweiten  Beobachtung,  welchen 
wir  mit  z  oder  /  bezeichnet  haben,  auszudrücken  und  so  in  die  Finalgleichung  der 
ersten  Hypothese  einen  so  hohen  Grad  von  Genauigkeit  zu  legen,  dass  es  nur  Lu  den 
seltenen  Fällen  nöthig  sein  wii'd ,  zum  Bilden  mid  Dm'chrechnen  der  zweiten  Hypothese 
zu  schi'eiten,  oder  die  anderen  Verbessermigsvorschriften,  welche  wü-  unten  entwickeln, 
zm-  Anwendung  zu  bringen,  von  der  Verbesserung  der  Zeiten  wegen  der  Aberration 
natürlich  abgesehen. 


Siebenzigste  Vorlesung. 
dr' 

Berücksichtigung  von  -7-  in  der  Finalgleichuiig  für  :'. 

Stellen  x->  x'i  X"  ^i©  äusseren  Winkel  an  der  Erde  in  den  drei  Beobachtimgen  vor, 
so  haben  wii-  unter  Beibehaltung  anderer  bekannter  Zeichen: 


»81 

r"«  =  ^"1  -f-  K'*  -f   2RJ"coif. 

Auf  vorHchu-tloiic  Alton,  r.  B.  iiacli  «Ion  KtitwiLikcliingun  ilcr  54.  VorlcMuug,  kOiiuen 
J  tiiiJ  ^"  auf  iliv  Form: 

J    =  a    ^-  4-  b 
c 

/t'  =  o"  4'    f    h" 
c 

i;«'liraclit  wcnlpu,  worin  a  iiml  a"  vollständig  gegebene  Cocflioii-nlen  Ledfuten,  und  die 
(JiVistifn  b  und  b"  wegen  ihrer  höheren  ÜRlnuiig  hier  gans  zu  veruachläasigeu  sind. 
Wir  haben  doninach: 


,."    " 


Da  ni 


r"»  =  r*»  +  2  r'  ^  (^"  _  ^j  +  .  .  . 

r»    =-»"'  +  2.''-^'(<  -  0  +  ■••, 
HO  wird: 

•>r'  M"  -  0  ^'  +  -  =  Ä"«  -  i^»  +  ^(^,ir.osf  -Uuon)  J'  t  ('^:  -  S)  •^"- 

Um    in    den    Reihenentwickelungen    für   —,   und    —    das    Glied    dritter    Ordnung, 

welches  eben  mit  —  multiplicb't  ist,   zu  berücksichtigen,   haben  wir  die  letztere  Grösse 

nur   bis  zur   ei-sten  Ordnung  inclusive   zu  finden  nötliig;   wir  dürfen    deshalb  ohne   allen 

Schaden    in    der   eben    entwickelten  Gleichung   alle  Grössen    CTveitor  Ordnung   weglassen 

11  *K  *^' 

und  für   —    und  -7-,   ganz   einfach    die    Werthe    —   und    jrr,   beziehunttsweise    substituii-eu. 

Wir  erhalten  dann: 

''^''"Irt  =  ^'■'  -  ^'  +  l{^,a"It"cosf  -  %aBcosiy  +  [^-^^  -  ^*«^)^'., 
oder  wenn  wir  zui-  Abkürzung: 

A  ^  J{"^  —  7?» 

»'    ,,    „        „       ,r 
jD  =  57,  a   li  cosx    —    c.  "  11  cos  X 


setzen. 

Int  ferner; 

»o  wird: 


9" 

2  9'r'^^  =  A  +  lliJ'    \    CJ'l 
Kai 


gC  =  B    L  V^'  —  AC 
hC  =  B  —  y«!  —  A  C, 
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Diese  Zerlegung  iii  Factoren  wird,  der  absoluten  Kleinheit  von  A  wegen,  fast 
stets  auf  reelle  Werthe  von  g  und  Ä  führen;  in  den  gewiss  höchst  seltenen  Fällen,  wo 
^  C  >  £2  ujj(j  also  das  Gegentheil  stattfindet,  wii-d  man  das  Binom  A -\- 1  BJ'  -\-  CJ''^ 
uuzerlegt  anwenden. 

In  Anbeti-acht  des  Umstandes,  dass  die  Verbesserung  wegen  der  Aberration  eben- 
falls die  Kenntniss  von  ^  verlangt,   ist  die  Gleichung  (1)  für   die  praktische  Rechnung 

dr' 
schon   so  bequem,   wie  mau    niu-  wünschen   kann.     Substituü'en   wii'   daraus  den   für  

kdt 
abzuleitenden  Werth: 

C      jJ'  +  g)  {^'  +  h) 

2   '  «V' 

in  die  Ausdrücke  von  — ,  imd  — t-,  so  erhalten  wir: 
n  H 

Um  unserer  Absicht  gemäss  die  erste  und  zweite  Hypothese  mit  einander  zu 
verbinden,  haben  wir  hiernach  in  den  Ent\\äckelungen  der  49.  Vorlesung: 

^'2_^"2           *       ^2  +  ö-*"  —  «•"2       C       ,    .,     ,       sr^i     ^     ^.^ 
Q    =  3 ^ ^ y:^■{^    +  9)  (^'  +  h) 

zu  setzen.    In  der  Praxis  wu'd  man  in  der  Gleichung  (3)  der  49.  Vorlesung  erst  einmal 

■9^2  —  ^a  ^'a  —  ^"2 

Q  =^  %-9     und  Q    =  9  9    oder  noch  besser  Q  = ,  Q    =  5 setzen, 

o  o 

aus  der  so  erhaltenen  vorläufigen  Lösung  für  z/',  ^  und  z/"  berechnen,  die  Zeiten 
wegen  Aberration  verbessern,  und  darauf  die  obigen  genaueren  Formen  in  Anwendung 
bringen. 

Noch  etwas  einfacher  indessen  gestalten  sich  die  Ausdrücke  füi'  Q  und  Q'\  wenn 
man  ^'  und  r'  dm-ch  den  Winkel  e'  selbst  eliminii-t.     Es  wkd: 

,  B'sin{x'  —  «')  +  gsine' 

sinz' 


setzen  wir  also: 


.,    ,    ,          B'sin(y'  —  /)  +  hsinz' 
^1    -\-  h  ^  ^ : — ; ; 


B'  sin  x' 


B'  cosx'  —  g 
Bf  sin  x' 


In  9". 


B'  cos  y'  —  /( 
so  wii-d: 

(^'  J_  g)  M'  J^  ],)  =  Ji'^sinx'^     sin(s'  —  q)sin{z'  —  q")  ^  ^.„,  s/«  (/ —  (?)sm(/—  q") 
sinz'^  sin  q  sin  q"  sin  q  sin  q"  ' 

und    die    obigen    Formeln   für   die   verbesserten  Werthe   von  Q   und  Q"  gehen   über   in: 
^  »'2  _  ^2        cf"     ^"2  ^  Q.Q.'i  _  ^2     Csin(e'  —  q)  sin  (g'  —  g")| 
i>  '^  ^'  4  sinq  sinq"  \ 

_  9'-^  —  »""         9     9-^  +  99"  —  9"^     Csin{if  —  q)  sin  {e'  —  q") 
3  ■&■'  4  sinq  sinq"  J 
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Nu>'L  (U'i    Ucliniiioii   >i>ii  V  '""l  ^"  wird  dauu  wifih-r: 


woiKit'li,  wenn  r'  livoliiiunl  uoiJcu,  c  uud  c'  bekannt  wunlun. 

Diese    Gleichungen  (3)    iRTÜoksiohligun    in  Strenge   alle  Gn'lssen    driltor  Ordiiiing 

in    den  Verhältnissen  -,  uud  -  ,  ,  oder,  wiis  dasselbo  bedeutet,  alle  Griissen  vierter  Ord- 
w  n 

tiiing  in  den  Flachen  »,  »',  «"  Bolbst.     Wird  unsere  Finalgleichung  für  die  Bestimmung 

von  *'  oder  »',  unter  Mitnahme  dieser  Glieder  entwickelt,  so  steigt  sie  auf  den  zwülflcn 

Grad;  sie  l.lsst  sich  jedoch  ohne  diese  Enlwickclung  sehr  nahe  ebenso  bequem  auflösen, 

als  die  des  achten  Gnides,  auf  welche  wir  die  Bestimmung  Kurückfühiten. 

Sollen  anstatt  Q  und  Q",   wie  sie  in  \'orle8ung  62  definirt  sind,   die  Gauss'schen 

Oller  Kucke 'sehen  Grössen  P  uud  Q  gebraucht  werden,  so  wird,  da  alsdann: 


«=K=^ ->)'■•■ 


nach  den  obigen  Reibenent Wickelungen: 

91  _  yj        9^  ■!-  »"3     A  +  2BJ'  -\-    CJ'-i 

9^  sinq  sinq" 


<l")\ 


8r'» 
9"  —  »     A  -\-  2BJ'  +  CJ"\ 


2/^ 


%• 


(4) 


^%%"  li  +  »"  -  fr     Cstn(/-g)sm(/-  Ol 
I  2^  sing  st«ä"  / 

Das  eben  angegebene  Verbesserungsverfahi-en  wii'd  in  fast  allen  praktischen  Fällen 
der  Ableitung  einer  weiteren  Verbesserung  überhebcu,  da  die  übiig  bleibenden  Fehler 
fast  immer  nur  Bruchthcilen  von  Bogeuseciuideu  in  der  Darstellung  der  geoceutiüschen 
Werter  entsprechen,  Grössen,  die  kaum  jemals  ein  Beobachter  wij'd  verbürgeu  wollen, 
l-ls  dürfte  deshalb  dieses  Verfahren  bei  seiner  Küi'ze  und  Uebereichtlichkeit  Empfehlung 
verdienen.  Um  dasselbe  durch  ein  Kechnungsbeispiel  zu  erläutern,  kuüpfen  wir  au  die 
von   Encke  für  die  liebe  gefundenen  Zahlen  au  (Vorlesung  64).     Wir  haben: 


d.  h, 


q     =  ^fcos  ß    =  Jf,    —  =  M, 
c 

q"  =  J"cosß"=  J/,"  -^„-  =  Ml" 

_  cosß' 

a    =  .1/, 

cosß 

n     —-  —  ^„  .1/,'. 


/i'  cos  ß' 


J'  cos  ß' 


\\>  Zahlenwerlhe  erhalten  wir: 
loij  a 


'J,7341708 


loga"  =  9,667956  2, 
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ferner  mit  den  für  Aberration  i)  corrigirteu  Werthen  von  ^,  &',  &"  oder  mit: 
log  &  =  i),012  3U  3,         log»'  =  9,27  5  bl  06,  hg  &"  =  8,933 12\)S, 

logA  =  6,928  3G40„ 
UgB  1=  8,950107  4,, 
logC  —  8,7850447 
logg  =  7,676393  8 
logh  =  0,466  797  0„ 
q  =  370  0'  54",5 
q"  =     9»  15'    6",0 


6 


=  0,0005392 


■93  4-  &"^  C 

— 5^5:7 -■ ■■ — r,  =  0,000717  56 

o  9  sw  ä  stn  n 

&"  —  0-  C 

—-TK, —  • : — r,  =  —  0,0286404, 

2  17  sin  q  siH  q 

also: 

&"  (,     ,    0,0005392         0,00071750     .    ,,       „^   ^,.,„.s    .    ,,       .„.-,.„     1 
P  =  —  II  +   -^—yi ^ ~3 s/«(5'— 37<'0'54",5)  s/»  (/— 9»  15'6",Oj| 

Q  =  Q9"  {1  —  0,0286404  siH{s'  —  37»  0'  54",5)  sin{s'  —  9»  15'  6",0)). 

Wii'd  hier  eingesetzt,  was  durch  die  vorläufige  Rechnung  der  ersten  Hypothese 
erhalten  wurde,  nämlich: 

s'  =  14"  12'  38",24 
logr'  =  0,3950737, 
so  finden  wir: 

lofiP  =  9,9208015 
logQ  =  7,945  8051. 
Stellen  wir  mit  diesen  Grössen  wieder  die  Gleichung  auf: 

sin  [z'  —  g')  =  »(  sine'*, 
so  erhalten  wir: 

sin{s'  —  13»  35'  4",50)  =  (0,4807492)  sim'\ 

Als  Lösung  ergiebt  sich: 

s'  =  14»  12'  53",32 
logr'  =  0,394  9482. 
Der  Unterschied  gegen  die  strengen  Werthe: 

«'  =  14»  12'  54",20 
logr'  —  0,3949410 
ist  praktisch    fast   ganz   unmerklich,   indem   der   zweite    geoceutrischc  Ort  bis  auf  einen 
Bruchtheil  einer  Bogeusecunde  in  beiden  Coordinateu  durch  die  eutspieebendeu  Elemente 
dargestellt  würde. 

Die  in  der  49.  Vorlesung  gegebene  Form  der  Finalgleichung  unterstützt  dm-cli 
ihre  Symmetrie  die  gemeinschaftliche  Erledigung  der  ersten  und  zweiten  Hypothese 
mehr  als  die  Encke'sche  Methode.  Es  wird  unnöthig  sein,  noch  für  jene  Art  der 
Berechnung  ein  Beispiel  beizubringen,  da  alles  Wesentliche  schon  aus  dem  Vorher- 
gehenden ersehen  werden  kann. 

Die  Berücksichtigung  der  Glieder  vierter  Ordnung  in  der  Entwickelung  von 
n,  «',  n"y    oder    der   dritten    Ordnung    in    deren  Verhältnissen    hat    uns    für    r'    auf    eine 


')  Siehe  Bemerkung  S.  297 
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Gloiclinng  de«  zwölften  Grade«  gffiilirt,  die  aufxiilOsciido  Fiiinlgloichnnf;  alüo  um  vier 
Grade  rrliöliU  Die  Gleichung  iht  iiiclit  auf  einen  «icderon  Grad  reducierbar;  demnach 
ist  der  EWiMft«  Grad  der  nicdri^dte,  auf  den  mau  bei  BerückDiuUtiguug  aller  jener 
Glieder  nullt woiidig  geführt  wi-rden  niuss. 


K  i  II  u  lul  s  i  f  1 ) (•  11  z  i «,'  s  t  o   \'( I  r  1 0  P II  n  pf. 

Kortsetziiiip:  »iiT  Eutwickelunnjeii  zur  Verbesseruu«^  der  Hypothesen. 

Eine  andere  einfache  Art,  die  Worthe  von  P  und  Q  oder  von  Q  und  Q"  zu  ver- 
bessern, lasst  sich  aus  dem  in  der  8.  Vorlosung  behandelten  LambertVchen  Satze  über 
die  IJuwe;,'ung  in   Kegelschnitten   herleiten. 

Nach  den  Gleichungen,  welche  /'  und  Q  unter  Beibehaltung  bekannter  Bezeich- 
nung detiniren: 

V—'J1  —  ^    »     n^ 
~  n    ~  d"  '  u  '   » 

^  \      fi'  J  \»     n    **  ^  *"     n'    9'  ) 

haben  wir   zur  N'erbesserung   der  HyjJOthese  das  Verhältniss   vou   je   zwei   der  Grössen: 

n      n       n" 

»■'  W  W 

7.U  ermitteln. 

Zu  dem  Ende  machen  wir  von  den  Gleichungen: 

bsiii  WiL"  —  E)  =  ]'7?  sin  \'j{v'  —  v) 
und 

d  -  smö  -  (ö'  -  sinö')  =  ^^'  ~  ^'^ 

der  8.  Vorlesung  Gebrauch.     Nach   dem  Inhalte   derselben  Vorlesung,    wenn    man   z.  B. 
die  Gleichung  (2)  daselbst  unter  der  Form: 


:'  _  M  =  l/r'  -f  r  -f  X     r'  +  r  -  X 
4a 


co.V.(i.'-i)  =  y^^ 


—  r*  —  r  +  X    4a  —  r*  —  r 


^fA^^_^z± 


4a 

— -  cos  '/«  ö  Cöä  V«  ^'  +  sin  V»  6  sin  '/j  d' 
schreibt,   ist: 

A'  —  E  =  5'  —  d. 

Für   das  Verhältniss  —   haben  wir  demnach,  mit  Hücksicht  darauf,   dass  nach  dem 

Vorhergehenden : 

»i'  =  h sin  y, (d"  —  i))  .  4a  .  sin  —  •  sin  — 

O^  _  aV.     d"  —  d  ~  {sind"  —  sind) 

»'  ~  *b'     .    ,    ,.„         .,    .     d     .    d"' 
81«  '  }  (fl     —  0)  Sin  —  sin  — 

Offenbar    dürfen    wir    den    Factor    —r    hier   canz    unterdrücken,   weil    bei  der  Ver- 

KUnktifati,  Tb«or«tUehe  AitrooomU.  iti 
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besseruDff   des   P  und    0    die  Verhältnisse ,  —7,   — ^  nur  in  einander   dividii't  vor- 

n       n      n 

kommen,  wodurch  der  constante  Factor  wegfällt.    Wir  schreiben,  um  die  Unterdrückung 

%■      ^'      &" 
des  Factors  anzuzeigen,  die  Verhältnisse  — ,    —7-,   -rj    mit   Klammern,    also    die   vorher- 

n      n       n 

gehende  Gleichung 

/  ö'\  ö"  —  d  —  (sin  d"  —  sin  d) 

S7«  72(0    —  °)  S'**  17  •  Sin  — -• 
Nach   einer  bekannten  Reihenentwickelung  ist: 

V2  (ö"  —  6)  =  si»  1/2  (ö"  —  ö)  +  1/2  •  Vs  siny^  (ö"  —  dy  ^  ■■■; 

setzen  wir  also: 

6"  —  ö  =  {2»M  s/«  1/2  (ö"  —  ö)}, 

so  wird  wi  immer  bis  auf  Grössen  der  zweiten  Ordnung  inclusive  gleich  der  Einheit 
bleiben  und  mau  wird,   da  auch  der  Factor  2  weggelassen  werden  kann,  haben: 

/^'\  _  w  —  (OS  Vi{^"  +  ^)  .,, 

\n)  "     .    j,    ..„         ^.     .     ö       .    ö" ^  ^ 

stn  7.3  (0    —  0)  stn  —  •  S2n  —  • 

Um  diese  Formel  in  Anwendung  bringen  zu  können,  bedarf  es  der  Kenntniss  von 
d  und  ö",  da  m  mit  grösster  Schärfe  aus  der  DifEereuz  dieser  Grössen  berechnet  werden 
kann.     S   und    ö"   aber    würden    bekannt   sein,    wenn   a   bekannt  wäre;    denn  man  hätte 

alsdann: 

■    ,     :s„         r  +  r"  —  X 

siny,ö^=-^~ 

ia 
Hieraus  ergiebt  sich  folgender  sehr  einfache  Weg  der  Verbesserung:  mau  bestimme 
durch  Versuche  denjenigen  Werth  von  0,  welcher  die  Gleichuug : 

^-  =  ö"  - —  6  —  {sin  8''  —  sin  ö) (2) 

befiiedigt,  und  berechne  aus  den  gefundenen  Werthen  von  ö  und  ö"  die  Grössen  der 
Gleichung  (1). 

Eine  Umformung  der  Gleichung  (2)  soll  in  der  nächsten  Vorlesung  behandelt 
werden;  da  diese  Anwendung  des  La  mb  er  tischen  Satzes  interessante  Beziehung  zu 
anderen  Doctrinen  hat,  so  erscheint  es  nützlich,  etwas  länger,  als  es  unser  nächstes  Ziel 
erforderte,  dabei  zu  verweilen. 

Wir  werden  dann  in  der  Folge  eine  noch  einfachere  und  übersichtlichere  Form 
der  Verbesserung  der  Hypothese  durch  den  Lambert'schen  Satz  kennen  lernen. 
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Z woiundHiebenzigste  Vorloaiing. 

nio  zur  nosclirfibmifr  eines  Kejjfolsclmitfhoirpns  D^ebriintlite  Zeit, 
uusi^edriickt  durcli  ein  bestimmtes  lnte<!:ral. 

l)iT  UiiU'i*i-hie<l   /.winelu-n   i'iin-in    Hoycii  y  uiiil   iti'iiR-iii   Simii*  si;i  y   kann,   wenn 

Sin  V«  y'  —  -f 
^eeeUl  winl,  iiiiU-r  clor  Form  : 

J  nrc  sin  ]  r  —  2  \x  •  ^l  —  x 
gesohrielicii  wenU-n.     Differentiirt  man  dicBC  Function  nach  x,  ßo  itIiHIi  man: 
1  _    \l  -X  fx  ^j^^ 

Vx  — X«  V*  Vi  — X    °  '-'■    I 

d.  Ii.  aUo: 

xdx 


Die  Grösse: 

b"  —  sinÄ"  —  (Ä  —  smö) 

der  vorigen  Vorlesung  ist  demnach  identisch  mit  dem  bestimmten  Integral: 


f      xrfx 
J  V^  -  x^ 

r  +  r"  _  X 


iiinl  die  Gleichung  (2)  läset  sich  schreiben: 

r  +  r"  +  « 

r"-,  =  ^.r^;f£f= 0) 

<■■       J    Vx  —  x>  ^  ' 

r  +  r"  -  X 
4  a 

Diesen  Ausdruck  wollen  wir,  weil  es  besonderes  Interesse  gewähi't,  auch  aus  den 
EKnienlen  der  Attraction sichre  ableiten.  Nach  der  8.  Vorlesung  ist  die  in  Rede 
stehende  Zeit  durch  die  Summe  der  beiden  Radien vectoren  r  +  r",  die  Sehne  x  und 
die  halbe  grosse  Axe  a  vollständig  bestimmt  und  deshalb  auf  die  Bewegung  in  einer 
unendlich  schmalen  Ellipse  reducirbar,  wie  sie  ein  ohne  alle  seitliche  Geschwindig- 
keit nach  der  Sonne  fallender  Körper  beschreiben  würde.  Nennt  man  dabei  z  die 
Entfernung  von  der  Sonne,  so  wird  die  auf  e  wirkende  beschleunigende  Kraft  aus- 
gedrückt durch: 


und 

nach 

bekai 

mten 

Grundsätzen 

haben  ' 
d«« 

wir 

demnach 

oder 

di 

Äc' 

di  M* 

49' 
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Mullipliciien  wir   hiev   mit    ^  dt,   so    wird    die    Gleicbiiiig   integiirbar;    denn   mau 
•^  dt 

hat  dann: 

dg      ,  ds  r-      , 

—  ■  d  —  = ■  dz, 

dt         üt  z'- 

also: 

-T—-  4-  Coustaus  = 

dt^  z 

Die  lutegratiousconstaute  bestimmt  mau  dui-ch  folgende  Betrachtung.     Bei  dem  in 

Rede  stehenden  Grenzfall  der   elliptischen  Bewegung   fällt   die  Sonne   bis  auf   unendlich 

Kleines  mit   dem    einen  Scheitel   der  Ellipse    zusammen   und   das  Perihel  wu-d  in  einem 

Bogen  von    unendlich   geringem  Krümmungshalbmesser  durchlaufen.     Der  Abstand   von 

dz 
der  Sonne  imAphel  ist  2«:  für  diesen  Werth  von  z  ist  daher  -r-  =  0.    Somit  haben  wii" 

"^  dt 


oder 


—  Constans 
2a 


(Jonstans  :^  — 


und  

if  =  k  i/I3T. 

dt  \   z  a 

Die  Zeit  /"  —  t,  welche  nöthig  ist,  um  von  einem  Werthe  von  s,  z  ^=  z^,  zu  einem 
anderen  z  ^=  z"  zu  gelangen,  drückt  sich  also  durch  das  bestimmte  Integral : 

J^    r  dz 


jy^ 


aus.     Es  muss  nun  aber,  damit  nach  dem  Lambert'schen  Satze  diese  Zeit  t"  —  t  die- 
selbe sei,  wie  in  dem  Kegelschnitte  mit  den  Radienvectoren  r  und  r'    und  der  Sehne  x: 

«"    -\-   «0   =  '■"    +    '" 


sein.     Wir  haben  also  zuuächst : 


\(r  +  r"  +  x)  1,1,  (r  4- >•"  +  X) 

zdz 


t"-t=l     i  ,''  =     1 

k 


/  2  .-  —  — 


V«  (r  +  r"  -  X) 

In  diesem   letzteren  Integral  brauchen   wir  nm'   eine   andere  Integratiousvariable  x 
einzuführen,  indem  wir: 

z  =  2ax 
setzen;  die  Grenzen  werden  dann: 

r  4-  r"  —  «  ,     r  4-  r"  A-  )c 

imd 

4a  4a 

und  wir   erhalten   nach  Aufhebung   einiger  Factoren   im  Zähler  und   im  Nenner    wieder 
den  obigen  Ausdruck: 


38»     — 


_  ^o^  f      xdx 


Dii'Si'  Foniicl  L;('8latti-t^  abyeseheii  von  ihrem  theoretisolieii  Intorcsac,  auch  manche 
praktiHche  Anwendung,  b.  B.  die  Ableitung  einer  Näheniugsforniel  für  a.  Itetrachteu 
wir  der    Kürte    halber   die   rechte   Seite   dos    Ausdrucks   als    eine   Function   der   kleinen 

Grösse  — — ,  welche  Function  wir  mit  /  (x)  bezeichnen  wollen,    so    haben    wir  nach  dem 
4  a 

Taylor 'sehen  Satze: 

wobei  /  (x)o,  — .         u.  8.  w.  die  Werlhe  siud,  welche  die  Function  und  ihre  Derivirten 

nach  X  für  den  Werth  x  =^  0   annehmen.     Offenbar   ist   nun    nach  den  Elementen    der 
Lehre  von  den  besiimmteu  IntegiTilcn: 
f  (x),  =  0 
d  f  (x)o  _  X  2_     -«'" 

rfx    ~  y X  —  x'    *o     *  ' 

also : 

wobei  für  X    die  Grösse  — einzusetzeu    ist.      SchafEt   man    durch    das    Erheben    ins 

4a 

Quadrat  alle  Wurzelzeichen  fort,  so  erhält  man  für  —  folgende  Annäherungsfonnel : 

1  1  x2 


4«  ^      r  +  r"       "  4^» ^'^' 

Diese  Gleichimg  veniachläsbigt  nur  die  dritten  und  höheren  Potenzen  der  kleinen 
Grössen  x,  kommt  daher  in  den  praktischen  Fällen  der  Wahrheit  recht  nahe.  Wenn 
man  für  denselben  Zweck  eine  altrebraische  Gleichung  höheren  Grades  ableiten  will,  so 
«'eht  man  besser  von  der  Formel: 


»•\2  = 


^,  (r  +  r"  +  Jt) 

ds 


je  2  a 


aus,  welche  in  den  obigen  Entwickelungen  enthalten  ist     Es  sei  zur  Abkürzung: 

\  ß  2  a 

80  wird  nach  den  angegebenen  Principien: 

^V2  -  2|Z^    -h   —   2_jj-  +  ^^  -2     3     4    5  +         |. 

wenn  in  Z  und  seinen  Derivirten  e  =  V«  (»■  +  i^')  gesetzt  wird.  Alle  Coefficienten 
viMi  X  in  dieser  Gleichung  treten  daher  in  der  Form  von  Potenzen  der  zu  bestim'H.M.l"" 
Grösse : 


y 
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1 

1  1 

\/,{r  +  r")         2  a 


welche   wii-   mit  |   bezeichnen   -nollen,   und   der   gegebenen  Grösse  z   oder  r  -]-  r"   auf. 
Mau  eihält  durch  Differentiation : 

dz-  5*  '       Ä-» ' 

demnach,   weun  die  fünfte  und  die  höhereu  Potenzen  von  x  vernachlässigt  werden,   für 
die  ^  die  Gleichung: 

^'t/2  =  x| ^ ^+  ^ ^      ....     (3) 

Aus  I  findet  man  die  grosse  Axe  2  a  mittelst  der  Relation : 
1  I  1 


2a  -i/s  (»•  +  /')         1^      ■  ■  " 

Die  Gleichung  (3)  bequem  aufzulösen,  schreibe  man  sie  In  der  Form: 

^  =  ^  V2    ,  1  .  ^  _  1  .  i^. 

s  "    '      ^    /,•  +  r"\3        24  /r  +  r"y       32 


(4) 


T  "    C-^)^ 


Die  erste  Näherung,  mit  der  oben  füi-  - —  gefundeneu  übereinstimmend,  ist: 

welche  in  das  mit  x^  multiplicü-te  Glied  füi-  h,  eingesetzt  wüd,  um  eine  genauere  Lösung 
zu  erhalten.  Letztere  wh-d  wiederum  in  |3  und  1=  gubstituii-t  und  das  Verfahren  so 
weit  fortgesetzt,  bis  sich  an  den  erhaltenen  Weithen  nichts  mehr  ändert  Auf  solche 
Weise  erhalten  wir  unter  Anderem  die  Xäherungsf ormel : 

(?) 


Diese  Formel  liefert  in  allen  praktischen  Fällen  einen  sehr  angenäherten  Werth 
von  I  und  dann  von  a,  der  für-  den  Zweck  der  Verbesserung  von  P  und  von  Q  (oder 
auch  von  Q  und  Q"  bei  Anwendung  der  symmeti'ischen  Fonn)  meist  vollkommen  genügt. 

Zur  Ei-läuterung  des  Gebrauches  der  Gleichung  (5)  seien  gegeben: 

logr      =     0,330  7C40  %x      =     9,452  565  9 


logr"     =     0,322  2239  <"  —  f  =  21,93391 , 


also: 


log%'     =     9,5766974 
and:  »'  =     0,3773092 

Via    ,     f  \„ ,   =     0,0004692 


(c¥-)' 


?f' 


—  Vs ,  "  „  ,   =  —  0,0005878 


;i'Ji    — 

/(j;;|    r^   U,27i:)10tl. 

i'ii<llii-li   ii:uli  Furiiu-1  (4): 

lo,j,i  =r  (t,-»2J1»j:.. 

|)fr  -ti'>'iii;i'  \\  (i'tli  \(>ii  liigu  ii«t  0,422  l.'üi  I .  mu-  iikhi  Iciclit  iliiii-li  Suli.stttiitioii  in 
•  lif  (iluichiin^  9'  =r--  u'>\ö"  —  d  —  (shtö"  —  sind)]  liiuleii  kann;  di-ninufli  liftnij^t  dt-r 
[■"rlilcr  iUt  Form  ('))  liii-r  nur  .'14  Kinbciton  »Ut  sirliunlt-n  SU'lli-,  wulclu'  (•(.•niiiii^koit 
fiir  iK-n  Zweck  «li-r  Vi-rhi-ssrnin«,'  iUt  IIy|>ot)i<'H('  tnittclxt  ilcr  (iU'ii-liuii^  (1)  ili-r  vorigen 
N'orlcsiing  \ulUl:in(lig  auhreichi-n   würiK-. 


1  >rri  uiulsielji'iizigst  0   ^'o^•K•sun,L,^ 

ItfiTclmiiim-  der  Klcinoiitc  /'.  --.  />  und  dor  iiiittlci-cii  AiHniiiilic  dfi- 
u<'wählt«'ii  K|M)('Ii<'. 

l)ii-  hallii'  gro>si.'  .\\c  ist  j^ow  issiTniaa^svn  das  llaii|iU'U'nu'nt  ilo  >^:iw/.vu  Ek'MK'Utrn- 
.-ysli-nifS,  denn  sie  liestiniint  die  Unilaufszeit  und  es  wird  daher  sehr  häufig;  das  KesulUit, 
weh-hes  sich  dtifiir  ergieht.  mit  einer  gewissen  Spannung  erwartet  werden,  die  bei  ileni 
IJechuer  erst  naeli  Erlangung  eines  hiureieheud  siclieren  Näherungswerthes  naehlässU 
Mit  Küeksieht  hierauf  ist  es  angenehm,  gerade  die  Bestimmung  von  a  au  die  Spitze 
LCistellt  zu  sehen.  Es  fällt  aber  naehher  die  Berechnung  der  übrigen  Elemente,  von 
weleheu  die  Bewegung  in  der  Bahnebene  selbst  abhängt,  so  einfach  aus,  und  es  liegt 
dafür  nach  ilen  Eutwickeliiugen  der  Vorlesung  Alles  so  bereit,  dass  wir  die  cla/.ii  kaum 
uodi  nöthige  Erlä)iterung  hier  gleich  anschliessen  wollen. 

Ans  a  folgt  /.uuächst  d  und  d"  mittelst  cler  Formeln: 

1    Ao  r  +  1^'  —  X 


,  d"»  = 


4a 

r  +   t^'  -\-  X 


ia 

Die   iJifferenz  d"  —   d   ist  zugleich  auch   die  Differenz  «ler  excentrischen  Atiouialien 
h'"  —    K:  folglich  hüben   wir  sofort  die  halbe  kleine  Axe  b  aus  der  Helatiou: 

hsin  ',„(£"  —  E)  =  bshi^  .,{ö"  —  d)  =  \r7'  »m  VJ»'"  —  •')• 
Ferner  ist : 


-  =1  1   —  »a  =  rasqp (1) 

\N"  (f  den  Kxcenlricitätswinkel  vorstellt.  Letztere  I'Viruiel  ist  vorlheilhaft  bei  grossen 
KvcentriciUiteu,  wie  sie  bei  den  periodischen  Kometen  vorkommen.  Ist  dagegen  tp 
klein,  wie  bei  der  grossen  Mehrz-nhl  der  Planeten,  so  kann  c  zugleich  mit  der  excen- 
trischen  Anomalie  auf  folgende  Art  gefunden   werden.     Man   hat: 

c  cos  K    =:   1 

ecosE^'  =  1 , 
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mid  iluirli  Addition  imd  Subtractiou  dieser  Glcichimgeu : 

2aecosVo(£"  +  E)  =  [2a  —  {r"  +  r)]  scci/,(E"  —  E)  ] 

2aesiny.;,{E"  -ir  E)  =  (>■"  —  r)  cosecy^i^"  —  E),  J '"' 

aus  weloheu  Gleichimgeu  V2  (-E"  +  E)  uud  also,  da  'AC-E"  —  E)  =  \',{d"  —  ö),  auch 
E  und  £"  selbst  sich  ergeben.  Endlich  folgen  noch  31  imd  J/"  die  mittleren  Anomalien 
für  t  und  t".     Ist  nun  dieser  Theil  der  Rechnung  richtig  geführt,  so  muss: 

a  ä 
ANerden. 

In  dem  Beispiel  der  vorigeu  Vorlesung  würden  wir,  nacluleni  die  Gleichung: 

^' 

-^T-  =  ö"  —  S  —  (sinÖ"  —  si)id\ 

durch  den  Werlli  Joga  =  0,42'24oül  scharf  berichtigt  ist'): 

1/2  ö    =  37»42'31",55 
1/2  8"  =  400  50'  35"^(i4 

tiiiden.  Die  Anwendung  der  Formel  (1)  würde  darauf  ergelieii  (da  näudich  v"  —  v 
=  7"  oi' bo",T6  und  also: 

,„,,  =  fo,l^f;;y-.")  =  Ü,40895Ü8 
•^  ■^      sin  1/2  (ö"  —  ö  j 

ist), 

log  cos  cp  =  'J,'J8G52()7 

g)  =  14M2'5",0ii. 
^Verden  dagegen  die  Formeln  (2)  angenommen,  so  erhält  man: 
log2ae  sin^l^{E"  -^  E)  =  0,8823552,, 
log2ae  cos  1/2 (E"  +  E)  =  0,02 1183 1, 
d.  h.  unzweideutig,  weil  2ae  positiv  werden  muss: 

Vs  (£"  +  -E)  =  324»  0'  2ü",09 
Jog2ac  —  0,1131948 
log  c  =  log  sintp  =  9,3897257 

9  =  14»12'1",81, 
ferner 

E    =  320"52'1G",00 

E"  =  327     8  24,18 

31    =  E    —  vsinE    =  320«  52' 16",00  +  31932",01  =  329"  44' 28",Ol 

31"  —  E"  —  csinE"  =  327«    8'24",1S  -^  27454",94  =  334»  45' 59",12. 

liier  ist  31"  —  .1/  =  5«1'31",11.  während  ^'" ^     ~  *'  =  5«1'31",03;  die  Differenz 

a  2 

der    l'rüfuugsgieichung    0,08    deutet   einen    kaum    mcrklicheu   Fehler   der   Rechnimg   an. 
Die  Berechnung  von  v  und  v"  wii-d  uothweudig,  -wenn  mau  die  Lage  des  Perihels 
bestimmen  will;  man  hat  zu  dem  Zwecke  die  Formeln: 


tg\aV^tg(^iöo  +  ^ygViE 
ig  1/2  u"  =  tg  (45«  +  1)  ig  1/2  E'\ 


'J  Dabei  leistet   der  Gauss'sche  Kunstgriff  des  logarithmischeu  lucreinentes ,   welcher  in   der 
4.  Vorlesung  auf  die  Keppler'sche  Gleichung  angewendet  wurde,  die  besten  Dienste. 


uiiJ  ilaiin  tlio   l'rüfuii^j;,   ob  v"  -  -   v  uiit   ilt-ui   Wertlic  ttu»  ili-n    fnilu-reii  Ki'cliiiuugi-n  in 
UcbcM'iiiHtiiiimuiig  int.     IliiT  liiKlvt  iiiaii: 

V    —  310»66'3O",28 
v"  =  318  30  24,06 
in  liinruiolu-nit   iK-fru-tliifcniU-r  UebereniBtinimung  mit   ili-ni  oben  ungcnommcnen   WertliP 
v"  —  V  —  loM'  53",73. 

Für  (I  cos  (p'  oilor  ^i,  iK-n  hnihon  Parameter,  ergiebt  Hioh : 
logp  —  0,3<J5483'J. 

Die  eben  gefundenen  Zahlen  stimmen  bis  auf  äusserst  kleine  Uutersebiede  mit 
ilenjenigen  überein,  welche  vom  Gauss  in  der  Theoria  niotus  aus  denselben  Daten 
abgeleitet  wenlen. 

E«  mag  nid'h  di«'  Henierkung  hier  einen  l'lal/,  tindeu,  dass  die  Bequemlichkeit  des 
N'erfahrens  keine  Kinbusse  dadurch  erleidet,  dass  r  +  r",  welches  in  dem  Nenner  der 
(Jlieder  iler  üleiehung  (5)  und  (6)  der  Vorlesung  vorkommt,  klein  winl.  Wo  dies  etwa 
liei  (»eriodischen  Kometen  in  dem  sichtbaren  Theile  ihrer  Hahn  der  Fall  ist,  nimmt  auch 
die  (Jrösse  |  entsprechend  ab,  denn  die  letztere  ist  nach  den  obigen  Entwickclnngeu 
iler  reciproke  Werlli  der  Geschwindigkeit  des  Körjiei-s,  d.  h.  eine  Grösse,  welche  der 
(.^uadRitwurrel  aus  dem  Radius  veotor  umgekehrt  proportional  ist.  Die  Näherung, 
welche  die  genannten  Gleichungen  gewähren,  wird  demnach  auch  für  solche  Fälle  eine 
üchr   brauchbare  sein. 


^'  i  0  !•  u  n  il  s  i  u  1 )  c  n  z  i  y-  s  t  ( ■    \'  o  r  1  e  s  u  n  g. 

Die  Gauss' sehen   und  die   Kncki''sclien   Fornielii    l'iii"  die 
Verbesseruui?  der  Dreieckstläclien. 

Aus    der    Ke  ppler'schon  Gleichung    folgt,    für  die    erete  und   dritte  Beobachtung 
tngewendet : 


— i-  =:  A    —  esni  A 


woliei  die  Zeiten  vom  Perihel  au  gerechnet  werden,  also  ferner: 

-t;  =  A"  —  E  —  2  c«H ',.,(/•/'  —  E)cos\'j{J"'    f   /•;), 
ixler  unt4.M'  Einführung  des  halben   Parameters  p: 

d' Vp  =  a»\T^^*  \E"  —  E  —  2esin\f\(E"  —  E)cos^li{E"  f   7-;))  •     •     (I) 
Erinnert  man  sich  uuu  der  Förmelu: 

sin  Vj  /-,'  ^«(l  +  e)  =  siM  '  jU  y  r 
-OS  '/ j  E  y«  ( 1  —  e)  =  cos  Vj  w  ^  r 
in  •/,  Jt*'  ^0(1  +  e)  =  sin  «/,  v"  yV" 
»sVjÄ"y/«(l  —  e)  —  o)s>/,v"y/r", 

fiO 
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so  erhält  man  ohne  Mühe: 


.  i/„  (£"  —  E)  f^ 


^liW  —  v)irr" 


ecosV,(JEl'  -\-  E)  =  cos-'liiE'  —  E) 


■.^U{v"  —  •u)Vrr" 


(2) 
(3) 


Substituirt   mau   diese  Werthe   von  sin  1/2  (•£'"  —  E)   und   cos  Vs  {E"  ■\-  E)  in   die 
obige  Gleiehimg  (1),  bo  wird: 

+  2  sm  1/2  {E"  —  E)  [cos  ^/,  (E"  —  E)  —  ecos  Vs  (£"  +  E)\\ 

2  sm  V2  (^"  —  '^)  cos  1/2  (v"  —  v)  )■  r"\ 


a2  yi  _  e2  £"  —  E  —  sin(E"  —  E)  -\- 


a'^]^ 


=  aä  yi  —  e^  jjE"  —  i'  —  sm(£"  —  JS)}  +  rr"sin{v"  —  v). 
Setzt  man  liier  den  aus  (2)  folgenden  Werth  von  a  ein,  so  ergiebt  sich: 


&']lp   = 


^{E"  —  E)  —  sin  {E'  —  E)\     \sin^l^{y"  —  v)^rr"\^ 


sin  1/2  {E'  —  £)3 


).j. 


Vp 


V  i^  +  '■  '■"  sin  iy"  —  u), 


J 


d.  h.,  wenn  wii-,  wie  früher,  unter  ri'  das  zugehörige  Verhältniss  ~ verstehen: 

'  I  I  o  o  Sector 


E'  —  E  —  sin  (E'  —  E) 


d^ 


X 


ri'^  +  9'ri' 


(4) 


sin  V2  (-E"  —  i;)8         y     \2  cos  1/0  {v"  —  v)  yT^i 

Aus   letzterer  Gleichung  wüi'de    sofort   der  Werth   von  ij'  zu  ermitteln  sein,   wenn 
nur  der  Factor: 

E'  —  E  —  sin  (-E"  —  E) 
sin  1/2  {E"  —  Ey 
bekannt  wäre.     Von  der  Bestimmimg  desselben  hängt  also  die  Verbesserung  der  Hypo- 
thesen vorzugsweise  ab.     Zieht  man  noch  die  Gleichungen: 

r    =  o  (1  —  ecosE) 
,"  =  a  (1  —  ecosE") 

zu  Hülfe,  so  erhält  man  zimächst: 

r  +  r"  ^  2a  [1  —  ecosy^{E"  +  E)cos^l^{E'  —  E)] 
und  dann  durch  Einsetzung  des  aus  (3)  folgenden  Wei-thes  für  ecos^j^iE"  -\-  E): 
r  +  >•"  =  2  a  sin  1/2  (£"  —  £)«  +  2  cos  1/2  (v"  —  v)  ^r  r"  cos  Vj  {E"  —  E) 

=  2>->-"s'»V2(^^"  -  ^)-  ^  2  COS  y,  {v"  -  v)  y77  {1  —  2  sin  \\  (E"  -  E)^] 

=  2  ^'2  m'2  (" ?^ r— Y 

\2cosV2(v"  —  v)\r7'J 

+  2cos^k{v"  —  v)-\l77'  (1  —  2siny/^{E"  —  E^}, 

also    eine  Gleichung   zwischen   sin  '  '4  (£"  —  Ey,  rj'-  und   bekannten  Grössen.     Nach  der 
ersteren  der  beiden  Unbekannten  aufgelöst  liefern  sie: 


sin  V,  {E'  -  Ey  =  9'h}'^(- -— i -j==X 

\2  cos  1/2  (v    —  V)  y  r  r  / 

_  r  +  r"  —  2  cos  '/;  (1;"  —  v)  jW' 

4  cos  V,  (v"  —  i))  yTT" 

Jetzt  braucht  mau  nur  noch  den  in  (4)  vorkommenden  Factor: 


(5) 


dx       .,    . 

-  =  i:,s,n!,, 

dX 

dX 

dg         8  —  6  X  cos  n 

dx 

dx                 sing'' 

dg 
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H'  —  K  —  sin  (A*'  —  AQ 
«n  Vt  (^'  —  £)* 
in  uiiu-  iiai-li  l'i>toii/.fii  von  jrfn '/» (A"  —  E)  forUehroilenilc  livilic  sii  vor  wandeln,  um 
in  »li-n  GU-ii-hungun  (-1)  und  (5)  eine  LöHung  der  im«  be»chäftij,'onden  Anf;;ulK',  N'er- 
bcsserunj^  der  Drl•il■ck^l1al.•hen  ohne  Zurüi-kj^ehcn  anf  die  Bahiielenient«  Bclb)<t  zu  luiWn. 
Gau  HS  führt  die  verlauj^le  Heihenentwickehing  in  der  Theuria  motua  etc.  arU  00  in 
folgender   Weise  aus. 

K:«  »ei  zur  Abküraung: 

sing* 

sin  Vj  g*  —  T. 
Differentiirt  man  sowohl  .Y  als  auch  x  nach  g,  so  wird: 

3  X  cos  n  sin  i/^  ■{-  m«  p'  — ^  =  2  —  2  cos  2  o  =  ising^ 
dg 


also: 


und  da : 

cosg  ^^  1    —  2  sin  '/a!?'  =^1  —  - ■'"i  sing-  =^1   —  cosg-  ^  ix  (\   —  i) 
dX  _  4  —  3X  (1  —  2x) 
dx  ~  2x  (1   —  x) 

oder  auch: 

(2x  -  2x0^  =  4  -  (3  -  6.)  X (6) 

Nimmt  man  nun  an,  die  Reiheneutwickelung  von  X  nach  x  habe  die  Form: 

X  =  V,  (1  -i-  ccx  +  ßx^  +  yx'  +  dx*  +  ■■■), 

worin  a,  ß,  y,  ^    con.stante    (."ocfficienlen    sind,   und   substituirt   aus    dieser  Form    in    die 

Gleichuug  (6),  so  erhält  man: 

»A   \ax  +  (2^  -  «)t^  4-  (3y  -  2^)x'  +  (4d  -  Sy)x«  +  ..-l 

=  (8  —  4a)x  +  (8a  —  4/J)x»  +  {» ß  —  ty)/»  +  (8y  —  4d)x*  -f  ■■■), 

und  nach  dem  bekannten  Fundameutalsat/.  für  die  Methode  der  unbeBtimmton  Coefiicienten : 

6^8  10.     j,        12 

a  =  -,    ß  —  ju,    y  =  -g- /J,    d  =  jy y  u.  s.  w. 

AVir  liaben  also  folgende  Reihe: 

•lg  —  sin2g         4     ,    4  .  6    .    .,     ,    ,    4  .  6  .  8    .    ,,     .    ,  ,„ 

stng^  da. 5  3.5.7 

Die  Gleichungen  (4)  und  (.5)  nehmen  durch  Einführung  eiuer  von  der  Sehne  x 
/.wischen  den  beiden  Itadienvectoren  abhängigen  Ilülfsgrösse  eine  noch  etwas  bequemere 
Gestalt  an.     Setzt  man  nämlich: 


— ; =  sin  qp , 

r  •\-  r 

wodurch   zugleiidi: 

(r    i    r")' si»i()p'»  =r  X»  —  r»  +   r"»  —  '2rr"cos{v"  —  v) 
—  (r    1-  r")»  —  ^rt"  cosV^iy"  —  v)', 

50* 
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d.  h.: 


2  cos  V2  W  —  *'^  V '"  '■"  =  ('■  +   '■")  ''"^  'P' 
sich  ergicbt,  so  gehen  die  Gleichungen  (4)  und  (5)  in  die  folgenden  üher: 

sin^uiJ^'  -  1^  =  ^'^rf^ir-—^. ^y_5iü^^     ....     (8) 

'  *  ^  '  \{r  +   r  )  cos  <p  J  cos  <p  ^  ' 


»'  -  »'n'  =  \i  +  —siny.iE"  -  EY 
~  3  .  5  .  7  *^  '     ^        )   \(r  +  »■")  cos  (p' 


(9) 


Was  nun  die  Aiiflösuugen  dieser  Gleichungen  betrifft,  welche  Gauss  durch  Hülfs- 
tafelu  sehr  erleichtert  hat,  so  genügt  hier  folgende  Bemerkixng.  Die  Glieder  der 
Gleichung  (9),  welche  sm  1/4  C-^"  —  ^Y  ^^^  ^^^  höhereu  Potenzen  dieser  Grösse  ent- 
halten, bringen,  da  sie  sämmtlich  mit  dem  sehr  kleinen  Factor  di-itter  Ordnung : 


■<P') 


v(r  4-  >■")  cos  I 

inultipUcirt   sind,    Grössen   der   fünften,   siebenten  u.  s.  w.  Ordnung   hervor.     Man   wii'd 
deshalb  aus  der  cubischen  Gleichung: 

( _^v^y  ^  3^^  (,  ^  ,.)  cos<p'(—^ — ,)  =  -,  *' 

\{r  4-  r  )  cos  fp  J     '         ^      '       ^       ^  \[)-  -)_  ,-")  cos  ff  / 
eine  brauchbare  Annäherung  für  %'  vi  gewinnen,  welche  dann  ihrerseits  in  Gleichung  (8) 
eingesetzt,  einen  Werth   von  sin  1/4  {E"  —  EY   liefert.     Letzterer   kann   dann  wieder   zu 
einer   strengeren   Lösung    der   Gleichung   (9),    indem   man    ihn  in   den    vorher   vernach- 
lässigten   Gliedern   substituii't ,    benutzt   werden.      Dieses   Verfahren   begründet   auch   im 

Wesentlichen   die  Gauss'schen   Entwickelimgen  und  Hülfstafeln   für  log—,  (oder   logy' 

der   Theoria    motus   corji.    coel.),    auf   die   wir   am    Schlüsse    der    77.  Vorlesung   zm-ück- 
kommeu  werden. 


1'  ü  n  f  u  n  il  ö  i  e  b  e  11  z  i  g  ö  t  e    V  o  r  1  e  s  u  11  g. 

Fortsetznng  der  Entwickelimgen  von  Encke  zur  Bestimmung 
der  Dreieeksfläclien. 

Das  am  Schlüsse  der  vorigen  Vorlesung  erwähnte  Gauss'sche  Verfahren  zeichnet 
sich  dadiu-ch  aus,  dass  es  noch  für  sehr  grosse  Zeitintervalle  seine  Convergeuz  bewährt. 
Da  aber  in  den  praktischen  Fällen  diese  Eigenschaft  der  meist  nicht  grossen  Zwischen- 
zeiten wegen  nicht  in  solchem  Grade  verlangt  wii'd,  so  dürfte  die  Encke' sehe  Auf- 
lösimgsart  der  Gleichungen  (8)  imd  (9)  (74.  Vorlesung)  ihi-er  grösseren  Einfachheit 
wegen  in  den  meisten  Fällen  etwas  grössere  Bequemlichkeit  besitzen. 

Encke  substituirt  den  Ausdruck  füi-  sin\!i(E"  —  EY  aus  (8)  in  (9)  (74.  Vor- 
lesung) imd  leitet  dann  vermittelst  der  TJmkehrung  der  Reihen  eine  nach  Potenzen 
der  Grösse: 

('•  +  r"Y' 


—      397      — 

welclio  wir  im   l''olgcii<ioii  mit  v'-  bi-xciclinvii  wullvn,  grordticto  Eiilwickeliing  vun  loy   ~ 
(oder  loijy'  liiT  Klick e'scliüii  liezoiciiuiing)  her.     E*  wird  auf  dii-su  Weise  zuuäclitit: 
14         4  .  G  v** 


3  .  5 


4  ■  6  sin  «/,  y''        4.6.8 
3  .  5      cos  q'  3.5.7 


2 


coa<p 

5.7         cos  (!>'•        cos  9' 

d'i/'-' 


3.0./    '     cos  <f) 
4  .  6  .  8  si»  >/,  9'« 


Setzt  niün  nun: 


3.5.7     co8q>" 
1 


's 


cos  9) ' 


(1) 


Uiij  nat  — ,  =:  av'  -f-  ßv'^  -|-  yv''  +  Üv'*  -j-  •••, 

worin  «,  ß,  y,  d  etc.  die  nach  der  Methode   der  unbestiumitcn  Coefficicnten  zii  suchenden 
Zahlen fnctoren  vorstellen,  so  muss,  wenn  c  die  Basis  des  natürlichen  System«  ist: 


+  yI^  («t^   +   ^V«  +  yr's  +   3  i/'«   +   ...)'  +  ••• 

sein.    Man  erh.Hlt  somit,  nachdem  für  -7  sein  aus  (1)  folgender  Ausdruck  gesetzt  worden 

ist,  zwei  nach  Potenzen  von  v'  foi-tlaufcnde  Reihen,   die  einander  gleich  sein  sollen,   in 
denen    daher   die    Coefticienten    gleicher   Potenzen    übereinstimmen   müssen.     Führt   man 
die  leichte,   nur  etwas   weitläutige  Entwickelnng  wirklich  aus,  wobei   noch   gleich  cos(p' 
^=  l  —  2smV'j9'''  gesetzt  werden  kann,  so  wird: 
«  =  0 

ß  =  ^  +  J-  ^»"^  'P"  +   ^5"  «■«'/,  -P'*   +  •  •  • 
y  =  0 

32     4         736     89    .    ,,     „ 


y 


35      69 


und   überhaupt: 

14  3"'  /  4       \ 

log  nat  -  =  _  v*»  +  y  [sin  '/,  (p'»  -  9  t^-')v" 

,    736  /  .    .,     ,^         89    .    ,       „   „    ,     799     .\    „    , 


Da  .«III '/j  <jp'  eine  kleine  Grösse  der  ersten  Ordnung  ist,  so  sind  die  ein/einen 
Glieder  dieser  Eulwickelung  der  Reihe  nach  von  der  zweiten,  vierten,  sechsten  u.  s.  w. 
Ordnung;  sie  werden  daher  auch  am  zweckmässigsten  in  derselben  Reihenfolge  zur 
Anwendung  gebracht.  Encke  hat  eine  kleine  Tafel  berechnet,  in  welche  mau  mit 
dem  Argumonte  log  cos  <p'  einzugehen  hat,  um  die  CoSfücienten  in  der  Eutwickelung  des 

log  hrigg  —  in  Einheiten  der  siebenten  Decimalstelle  zu  finden.     Der  grösseren  Einfach- 

v'i  H"  A> 

heit    wegen    läuft    die    Reihe    nach    Potenzen    von    -r-    oder    ) ; — ,^   fort  ')• 

k'  {r  -\-  r)*  ' 


')  Siehe  Kncke's  Abhandlung   „Uelicr  die  Bestimmung  einer  elliptischen  Hahn   aua   drei  voll- 
itiuidi(ren  Ueulikchtungen".     Berliner  Astronom.  Jahrbach  für  1Ö64. 
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Sobald  T]'  bekannt  ist,  wird  auch  die  Bestimmung  der  Elemente  a  und  e,  sowie 
der  waliren  Anomalie  v,  welche  von  dem  Ai-gumente  der  Breite  abgezogen  werden 
muss,  \xm  n  —  Q,  zu  finden,  sehr  leicht,  vne  hier  gleich  bemerkt  werden  mag.  Denn 
man  hat  für  den  halben  Parameter  p  die   Gleichung: 

t'r r"  sin  {v"  —  v)\^ 


also,  wenn  (p  den  Excentricitätswinkel  bedeutet: 

/rr" sin  (v"  —  i')\- 

acosr  =  [ ^7^^ j; 


ausserdem  ist  nach  den  vorhergehenden  Entwickelungen : 


Sin  y,  iE"  -  EY^-!—. 


sin  V2 


cos  (p  3  COS  Cp 

und  auch:  

l  sin  V2  (-E"  —  £)  :=^  V  r  r"  sin  1  '„  (u"  —  t^) 

oder: 

sin  V2  (i'"  —  v) 

acostp  =    .   ,,  i-^i dr-. 

^         sin  1/2  {E   —  E) 

Aus  der  Relation: 


1  +  ecosv 
kann  dann  sofort  auch  v  bestimmt  werden,  gleichwie  man  die  Formel: 

r  ^=  a  (1  —  e  cos  E) 
gebrauchen  kann,    um  E  und    dann    die   mittlere  Anomalie  31  zu   bestimmen.     Wendet 
man   dieselbe  Bestimmungsart  auch   noch  für  v",  E"  und  M"  au,    so  hat   man  die  Con- 
trolen    der    Rechnung,    dass    die    Unterschiede    v"  —   v,   E"  —  E   den   vorigen   gleich 
werden  müssen,  und  dass  die  Differenz: 

k  (t"  —  i) 

sich  ergeben  muss. 

Die  Grösse  rj'  bildet  auf  diese  Weise,  wie  man  sieht,  auch  gleichsam  den  Sclilflssel 
zur  Lösung  der  Aufgabe,  aus  den  beiden  Radieuvectoren,  dem  eingeschlossenen  Bogen 
imd  dem  Zeitintervall  die  Elemente  der  Bewegung  in  der  Bahn  zu  finden.  Für  die 
Verbesserung  der  Hypothesen  dagegen  ist  rj'  nicht  nothwendig,  sondern  nur  die  dem 
Intei-vall  t"  —  t'  entsprechende  Grösse  tj",  da  die  den  Hypothesen  zu  Grunde  zu  legen- 
den P  imd   Q  in  folgender  Weise  definirt  werden: 

n 

"-{^ -')'''■ 

Es  crgiebl  sich  nun  aber,  wenn  man  die  Gleichungen: 

P  1     t 

—  =  1  +  ecosv 

r 

^  =  1  +  ecosv' 
r 

^  =  1  +  ecosv 
r 

der  Reihe  nach  mit  Ä»i  (n"  —  u'),  —  sin(y"  —  v),  sin{v'  —  v)  multii^licirt,  addii't  und 

eines  häufig;  ansrewandten  Lemma  sich  erinnnert: 
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sin  (v"  —  v')  —  MW  {v"  —  v)  +  ttn  (1/  —  v) 
p^  _ j . 

—  51«  (u"  —    V*) ;   sin  (u"  —   V)   +    -3  »IM  (l>'  —  l«) 

_  2rf'r"\tinyt(v''—v')cosVt{v"—v')  —  sin^l,{v"—v')eos(*f,  1 "  +  '/,i>'— u)| 

/r"  sin(v"  —  v')  —  rr"  siv{v"  —  v)  -\-  rr'  sin  {v'  —  i) 
_  4  sin  V,  {v"  —  v")  sin  '  ,  (u"  —  t;)  sin  '/,  (u'  —  v)  , 

iiiul  tlc'iiiiiach   ferner  nach  einer  leichten  Koduction  des  Ausdruckes  für   i^: 

I'  =    „      ,  wobei  also:  n  =  — -,  n    =  ~.  ist: 

d  17     0" «"  r*» 


r"        cos  ' ',  (v"  —  v')  cos  y  1  (v"  —  v)  cos  Vt  C*''  —  ^) 
Itihlen  wir  dagegen  die  Hypothese,  wie  iii  Vorlesung  "0,  d.  h.  nach  der  Definition:- 


iL  _  iL  A  +  _«_\ 

n'  »*  V     ^^    2r'i/' 


«o  wird  offenbar: 


»,  +  ^^..»-  <-■"" 


^.   Y    r   ^    r  ^  ^.  ^^j  Y^  ^^.,  _  y»^  ^g  y^  ^^..  _  yj  ^j  y^  ^^^  _  ^^ 

^  "^     »'    .j"  '^         »-  \ri"      y  ^  • 

uii>l  IS  i»i   folglich   auch  hier  Alles  bei  der  Verbesscning   der  Hy})OtbeEen   auf   die  Er- 
mittelung von  »;  und  ij"  zurückgefühlt. 


S  eclis  und  siel)  enzigste  Vuilo3uncr. 
Hanse II 's  Foniieln  zur  Verbesseruiio:. 

Wie  wir  früher  (Vorlesung  65  u.  f.)  Uansen's  Formeln  für  die  Durchrechnung 
der  ein/.elneu  Jljiiothesen  kennen  gelernt  haben,  wollen  wir  jetzt,  im  Anschluss  daran, 
seine  N'erbesserungsart  der  Hypothesen  mit  unwesentlichcu  Moditicationen  in  der  Be- 
zeichnung hier  wiedergeben.  Es  ist  dies  um  so  wüusohenswerther,  als  Hansen  den  auf 
dieses  C'apitel  bezüglichen  Keihenontwickelungen  einen  noch  erheblich  höheren  Grad  von 
CVinvergenz  gegeben  hat. 

Es  sei  der  Kürze  halber: 

J"'  =  '/a  («"  +  v),         r  =  V,  (w"  -  v\ 
G'  =  ' ',  {£"  +  £),       ^  =  >,',  {£"  —  E), 
Bo  geben  die  bekannten  Gleichungen: 

V  r  cos  ', ,  V     =  yo(l  —  e)  .  n>s  ' ,  ^ 
V7 st«  •/,  V      =  y'a(l  +  e)  .  sin  '/,  E 
\7'  cos  '  ,  v"  =  yo(l  —  «)  .  cos  Vä  £" 
\?'  sin  V,  v"  =  YäJX+~e)  .  sin  \,  E", 


oder : 
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sogleich : 

^rr"  cosF'  =  acos  G'  —  aecosg' 
yrr"  cos  /'  =  acos  ff    —  necosG', 

ecosF    =^     .        cos  ff  —  cos  f       (1) 

yrr" 

ecosG'  =  cosfi'  —    '  ^'^    cos  f' (2) 

a 
Ferner  hat  man,  da: 

~  =  1  -\-  ecosv 
r 

—  =  1  +  e  cos  v" 
r 

ist: 

p T. —  =  2  4-  2  e  cos  F  cos  f , 

r  )■ 

und   wenn  für  ecosF  sein  Werth  aus  Gleichung  (1)  gesetzt  ^vird. 

2rr"sm/'ä 

P  =:   ; ; 1=- 

r  -\-  r    —  2  cosg  cos  f    yrr 

Xun  ist  aber: 

■&'»;'  yp  ^=  'Irr"  sinf  cosf'. 
also : 

1  ü'-^ 


V^         2rr" cos  f'^  (r    J-  r"  —  2  cosg'  cos  f  y »■»•") 
Zieht  man  die  Gleichung: 

&' 

—-  =  E"  —  esiuE"  —  (E  —  eshiE) 
all    -  •  ' 

oder: 

■*'  ,  ,  , 

— 5j-  =  '2  g   —  2ecos  G  sin  g  t. 

zu  und  elimiuirt  ecosG'  dm-ch  Einsetzung  seines  Werthes  aus  (2),  so  erhält  man: 

&'  -,    ,  .    .    ,    ,     2  V  }•  )•"  ,  , 

—3-   =  2g  —  sin  2(j    -] sin  q   cos  /  . 

rt'«  '  a  ' 

Da  nun  in  Folge  der  Gleichimgeu: 

/*  1"" 

—  ^  1  —  ecosF,      —  =  1  —  ecosFf', 
a  a 

r  -\-  r" 

^  2  —  2ecos  G   cos  q' 

(i 

wird  und  ferner  durch  Elimination  von  ecosG'  mittelst  (2): 
1    __  2  sin  g''^ 


(3) 


**  r  ■}-  r''  —  2  cos  g'  cos  f  y  r  r" 

so  hat  man  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  (3): 

1    4  rr"  sine/'-  cosf'' 

'ä  ~  &'■'  >/■-' 

a 

chung  eliminii-en ;  wenn  dabei  ziir  Abkürzung: 


(4) 

&' 
Mittelst  dieses  Ausdruckes   kann   man    a    aus   der  oben  für  — r—    gefundenen    Glei- 


(»enftri  wirii,  -io  i-ih.-ilt  man: 

,     2g'  -sin2^  _     1  1 

Rh  rauM  min,  um   rj'  ru  fiiiilen,  .</  zwischen  den  Gleichungen  (3)  und  (5)  oliininirl 

wcrdi-n,   r.u  wt-K-hcin  Zwecke  später  wieder  eine  Kuilieiieiitwickeliint;  von : — ,- — — 

'  BMI  «7» 

auBgefülirt  wird. 

Zunächsi   aber    kann    man    die    Gleichung  (3)    durch    Kinfiihning    von    lliilfHgrösscn 
nuf  i'ine  riiifachore  Form  hringen      Dieselbe  geht  über  in: 

1     4  w'  cos  f  \rr'' m^ 

7»  "  r\r"-1coB^c^riV7'  ~  ~7^r"       _  ' 

Acosf  pt" 
Es  sei  deshalb: 

r  -f  r" 

7'   —  .  ..    1'. 

i      /  '» 

4  COS  /    yrr 
so  hat  man  Gleichung  (3)  Ln  der  einfachen  Form: 
1  ni' 


,     _ '^ (CA 

i;'»         /'  +  sin  ",  <7'ä 

Um  die  Hülfsgrössc  /'  etwas  bequemer  berechtK-n  zu  kiinneii,  setze  man  nocli  iia<-h 

dem  Vorgange  von  Gauss: 

ig  (45«  +  w)  = 


Hierdurch  winl: 


odc 


gesetzt   winl: 


*"  %^  =  2    f  4^<7  2ö' 
pt'' 

j,  ^  sin  ',,  /•'•'         tg2a^ 
cos/'  cosf  ' 

tg  2  a 
tga  = 


V  = 


.-•Ml  V,  /' 

{sec  q  sin  Va  f^)^ 
cos  f' 


S i p  1  > e n  iin  <1  s i e b e n z i p: s t e   V o r  1  o ■< u n  s^. 

Fort -tt /Ulli:-  ilt-r  llansfirscluni  Entwickelnni;»'!!  für  »lio  Vcrliossonniii" 

Her  Hypotliosen. 


Nach  dem  Vorhergehenden  handelt  es  sich  darum,  die  beiden  Gleichungen: 

ij''     "  1'  +  sin  V,/?'«'       I 

J 1^  _  2^  ~  sin  2g'     , 

ij''         t)'*  sing'*  I 


(n 
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in  Beziehung  auf  rj'  aufzulösen.     Hansen  bemerkt  hier,  dass  die  Gausß'sche  Reihe  für 

2  (/'  —  sin  2o'  ,      .  ,  ,         •       .   1  ■       T  -1       , 

— ^ : — TT durch  eine  andere  noch  weit  starker  convergirende  ersetzt  werden  könne. 

Es  sei: 

2  g  —  sin  2  g  =:  S  T  sin  '/j  g^  cos  Vj  g, 

so  erhält  man  durch  Differentiation: 

4  sin  '  '2  g^  cos  V2  9'^  ^  3  Y  sin  '/.j  (7-  cos  \/o  f/^  —  Y  sin  ^'2  g*  -\-  2  -r—  sin  '/j  r/ '  cos  •/2  g- 

ag 


Setzt  man  ferner: 

also: 

y  =  ig  1/2  g^. 

dy          sin^/^g 

und  berücksichtigt,  dass: 

dg          cos  1  2  5'' 

dY 
dY  _   dg 

dy   ~   dy* 

dg 

so  erhält  man  die  Gleichung: 

4  -   Y(3  -y)  =  ^(2^  +  2y^). 

Macht  man  hier  wieder,  wie  früher,  die  Annahme,  dass : 

r  =  |-  (1    +  ocy   +   ßy^  +  yy^  +   8y*   + 

so  bestimmen  sich  die  Coefficienten  «,  /J,  y,  ö  etc.,  ■wie  folgt: 

4  12 

"=      2Ö  ^^-M*^ 


«  —  -  A  A  =  _  ?_ö 

'^  28  "  44  ^ 

u.  s.  w. 
in   der  Weise,    dass    man   jedesmal    den  Zähler   imi   acht   Einheiten    algebraisch    zu   ver- 
mindern, den  Nenner  dieser  negativen  Brüche  um  acht  Einheiten  zu  vergrössern  hat,  um 
den    des   folgenden  Coefficienten   zu    erhalten.     Substituirt  man  die  für   Y  angenommene 
Form,  so  wii'd  jetzt: 

2g-sin2g_  4  f  }_ta^'.<,^ ^ /</ '  W*  ^  - tcj'.fi' 

sing^         —  3cos\^,gU     ^    b^^    '^         5  .  7    •"  - '^         5.7.9    ■"-'' 

Von  dieser  sehr  stark  convergirendeu  Reihe  macht  indessen  Hansen  hier  keine 
Anwendung,  sondern  hält  sich  an  die  Gauss 'sehe  Eutwickehmg.  Setzt  man  in  Glei- 
chung (I)  diese  Entwickeluug  nach  Potenzen  von  sin'^'^g'  ein  und  für  letztere  Grösse 
den  aus  (6)  (76.  Vorlesung)  folgenden  Werth: 

sin  Vj  9'^  =  >»'  '/*  —  ''» 


so  erhält  man: 


1/1  \  4,         8,,  64,, 

r)  -  \r}  )         3  0  '  öo 


8      ,„         128     ,„,    , 
0  35 

,     64        ,,^ 
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I>i«-ic    Ftitwiokoliiiig    i»l    i'in»clilio.s!<lifli    <1»t    (ilii-dcT    sfi-li^lor    Dr'linin-     nclitig,    d^ 
c>ffi'ii)>ar  /  uiul  m  Grö«8Cii  der  zucitrii  Onlnung  nind. 

Niiiiiiit  iiKkii  Jftzt  iiii,  i'M   livstohv  fiue  Eiitwiokolung  von  der  Form: 

-\   =   1    +   um'   +   ßm'*     +   ym''         +  ••• 

-f   ß^m'f  +   Y'm'*r    +  ••• 
+  y"m'J'»  +  •  ••, 

substituirt   in    die   obige  Gleichung   für  — 75  {— ?  —  0   ""^    »e'*''    ^'c    Coi'fficicnUn    der 
i;leioharlig»-ii  PoU-nzeu  und  Prod\tcto  von  m  und  l  einander  gleich,  so  findet  man: 


«» 


u 

-- 

4 
3 

ß 

^ 

I-- 

y 

^ 

G4       it; 
Fö  -  T  "  - 

ß' 

= 

~    5^ 

y' 

^ 

128         .      „ 
-15--''«'^ 

'/' 

^ 

64 
35' 

di'iunach 


1  ,     ,     4      ,         88     .      ,     5312     „ 

7-^^+3'"-    45'"      +  -945-'" 

—  —  III  r    -\-   — —  m  '  l 
0  10a 

+  i  '"■''■• 

Um  die  Glieder  dieser  Reihe  zu  grösserer  Convergenz  zusammenzuziehen,  setze  man 

5 


1Ö5"'"- 


I?'   -   '     ^    a  5103         ^   63       '  105  • 

Da  nun  auch  A  offenbar  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  ist,  so  ist  bis  auf  Glieder 
sechster  Ordnung,  welche  noch  dazu  kleine  numerische  Cogfficienten  haben,  genau: 

M;in  hat  :iber  ferner  nach   dem  Vorhergehenden : 


sie   winl  dann: 

T)'               y 

81          ^     5103 

63 

Es  sei  aber  noch  ferner: 

/,  ^  A  +  ii  A«, 

80  wird: 

'^^ 


also  für  —T  die  Eiitwickelunn;  in  deu  Kettenbrucli 


1 

+ 

1 

11 

9 

h 

+ 

r 

11 

9 

h 

")1 

+ 

etc. 
m 

wobei  li  die  sehr  kleiue  Gröjise  zweiter  Ordnung  — - — j — ~j  vorstellt. 

Um  die  Gleichungen  (6)  der  76.  Vorlesung  und  (1)  dieser  Vorlesung  noch  genauer 
aufzulösen,  als  es  mit  dem  Hansen'schen  Verfahren  möglich  ist,  setzen  wir: 

2  g'  —  sin  g''^  1 


sm  g  ^ 

4 


T  -  !^  (^"'  \  'J"  -  0 

I  ist  dann  eine  Grösse  vierter  Ordnung  und  in  erster  Annäherung  gleich: 

2      .     .'/'* 
35  ''"  T- 

Setzt  man  (2)  in  (1)  ein,  so  folgt: 

J 1^   _      ,  1 


(2) 


3  9    /.     1     ,„  \ 

4  -löV^"   2^'-V 


oder : 

1  —  r/  m' 

Dieser  letzteren  Gleichung  stellen  wir-  die  reciproke  von  (6)  gegenüber: 

M  +  sm  -X-  3'-' 

^^  = r^—  • 

m 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  sin  -r  >i'^: 

""     .    9    '2      4  ^  10 '  +  10  ^  ,. 


l  —  rj'     '     10 
Wii"  setzen  nun : 


/('  =  — 


i  +  i'  +  i 


Die  Gleichung  (3)  schreibt  sich  dann  wie  folgt: 
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n'*      ,     a    ,,        y     i 


1  _  »j»  '    10  '         10   ;•' 

'l>reieck\  /  SectorN 


,            ,     ,,                ,  /DreieckX  .     ,,          ,                 /  SectorN 

Si'l/oii   \\\r  soliliifiitlich    liooli    an   Mollu    vuii   »/    I  -;t- j  iiill  Uiii.olxtr   t):    1  jr — -. — r  1, 

Bo  «lajt»  also  w'  =^  —  ,  »o  folijt: 

1            _9    _  2.  L 

"^  10^»  ""  10  /.' 


oder: 


n'  -  »J'  =  V  (i  +  .?)  ■  (4) 

Zur  Aiiflr>sting  dieser  cubischen  Gleichung  hat  Gauss  eine  Tafel  coiislniirt,  welche 
mit  «lein  Argiimente  h'  die  Grösse  logt]*  giebt.  Wir  haben  dieselbe  als  Tafel  XII  im 
Anhange  aufgenommeu.     Mau  beaclile,  dass: 

''^^ ^'^ 

i.-t.     In  erMler  Annäherung  kann  man  uun  |  =  0  setzen,  erhält  daun: 

und  hieraus: 

»3»  resi«.   -r  mittelst  Tafel  XII. 
•     ^ä 

Nach  Gleichung  (6)  ist  dann: 

st«  -2   (/'>  =  m'f]'^  —  r. 

Mit  diesem  Werthe  von  sin  ^  (/'*  kann  man  sich  nun  nöthigenfalls  einen  ver- 
besserten Werth  von  |  verschaffen  (während  wir  ja  in  ei-ster  Anuähening  f  =  0  gesetzt 
hatten).  Streuge  konnte  man  ^  aus  der  Gleichung  (2)  als  Function  von  ^  finden.  Um 
aber  diese  liechnuug,  welche  übrigens  durch  Entwickeluug  nach  Potenzen  von  g'  wesent- 
lich verkür/.t  werden  könnte,  zu  vermeiden,  haben  wir  im  Anhange  Tafel  XUl  nach 
Gauss  aufgenommeu,  welche  |  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  als  Function  von: 

u)  ^  stn  —  g* 
giebL     Dieselbe  erstreckt  sich  auch  auf  negative  VVeithe  von  w,    da    fiu-    die  Hyperbel 
sin  —  g'  rein   imaginär,  und  w  in  Folge  dessen  negativ  wird. 

Welches  auch  die  Form  der  Hahn  sein   mag,  man  hat  immer: 

If    ^-^    Sm    —    fl  '  =  — -  (     rrr   »M    J)  -   /  . 

2  ^  ij»  ' 

Für  die  Farabcl   i>l   übrigens  ir  immer  identisch  gleich   Null.     Der  Gang   der  Kechnuni.' 
ist  also  einfach  folgender: 

Man  setzt  in  erster  Annäherung  |  =  0  und  berechnet  so: 

!  +  '• 
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Aus  diesem  Werthe  von  h'  fiudet  mau  mittelst  Tafel  W\: 

logr]-     oder     loij  —j:^- 
Hieraus  berechnet  mau: 

w    =    sm    -   gr  2  =  — -    —    ?. 

Mit   diesem  Werthe   von    w  bestimmt    man   mittelst    Tafel  XIÜ  einen   Näherungswerth 
von  I  \ind  hieraus  einen  verbesserten  Werth  von  /;'  nach  der  Formel: 

,                  m' 
h    =  ^ u.  s.  w. 

I   +   ''   +  ^ 


Aclitundwiebenzigste   Vorlesung. 

Anwendung-  der  Reilieuentwickelungen  für     .  ^,    J   für  Ellipsen  und 
Hyperbeln,  deren  Excentricität  nahe  gleich  der  Einheit  wird. 

Nach  Vorlesung  8  habeu  wii-,  wenn: 

•    1    Aj  »■  +  r"  —  X 


sin  '/2  d"2 


4a 

r  -\-  r"  -\-  X 


ia 


d"  —  sind"  —  {d~  sind)  =  t^J)^ 


r  +  r"  +  X 


4  sin 

'/2 

d" 

2    » 

r  -\-  r 

'/ 



X 

4  sin 

1;^ 

i^ 

A'. 

Ö 

— 

-  sin 

d 

also,  wenn  ein  Mal: 


ein  anderes  Mal: 


gesetzt  wird: 

8sim/,ö"s  •('•  +  '-   +'')-- s^^^^ö^  ('•  + '•  -'')-=^-('  -0 

oder: 

3  6"  —  sin  6"     ,      ,      »    ,      s:,  3  5  —  s/w  d   .  „  , ,  „     ,  „        s 

4  • -li^,T"3-  •  ('■  +  '•    +»*)'-   4  -seniT^ÄT  ('•  +  '■    -4^'  =  6A-0-0. 

Da  nun  bei  sehr  gestreckten  Ellipsen  S  und  d"  sehr  klein  werden,  so  lassen  sich 
die  Factoren  von  (r  -\-  r"  -\-  xY't  und  (r  -j-  r"  —  x)'«  sehr  bequem  durch  die  Gauss'sche 
und  Hanseu'sche  Reihenentwickehmg,  welche  wir  in  den  vorhergehenden  Vorlesungen 
kennen  gelernt  habeu,  ausdrücken. 


—     4u7     — 
l)ii-  tiaus(i"iti'lu'  liefert  uiiit: 

,,    ,     6     .     «»     ,    6.8    .     *♦     .    6.8.10    .«>'•,        \, 

r=  6  ik  (<"  —  0- 
Nach   II  an  Heu 's  Reilu'nentwickelung   dagegen    erlialtcii  wir  mit  einem  wegen  des 
/eicheuwechRclit  sowohl  al«  wegen  der  kleineren  Coüftirienten  noch  weit  hiihereni  CJra'le 
von  l'onvergenr: 

/,  1       J"»  1         6"*     ,         3       ,    d""  3.5        ^    d"'   ,        \ 

V  '  7;'"T  -öTt'^t  +  57770 '^t- 57779:11 '"t +  •■■;• 

•^ rr^   -(»  +   l'"4   -577'^4    +57775'^  4 


ca 

*T 

3.5 

'P 

4 

± 

5 

.7.9. 

11 

.)(l+1^r_«r-,e.r-0. 


Den  sogenannten  Uebergang  von  der  Ellipse  zur  l'araliel  und  ebenso  den  von  der 
llyiii-rliel  zur  Parabel  haben  wir  hier  iu  der  Formel: 

H"  (r  J-  r"   f  x)''  —  (i{r  +  r"  —  x)^  =  6k  {t"  —  t), 

worin  ilie  Faoloren  fi  und  f«"  aus  r  -)-  r"  und  x  berechnet  werden  können,    wenn  a  be- 

k:innt  ist.     Zwar  wird   für  die  Hyperbel  a  negativ,   also  sin  -^  und  sin  —  imaginäi-;  da 

jedoch    die   vorstehenden  Reihenentwickelungen   für  ;*  und  fi"  nur  gerade  Potenzen  von 

d  d 

sin  —  und  tg  —  enthalten,  welche  sämmtlich  reell  bleiben,   so  ist  die  für  die  Ellipse  zu 
4  4 

führende  Rechnung  auch  für  die  Hyperbel  anwendbar.  Zur  C'onsd-uction  von  Tafeln,  aus 
denen  sowohl  logfi  als  lofifi"  zu  nehmen,  könnte  man  s//i  j'  unter  Zulassung  von  nega- 
tiven  Wertben  zum  Argimicut  und  den  Logarithmus  der  Reihe: 

rTlTTTT»!*   +    5'^2   -5?7'^2    +  57779'^2   -577797n'^2  *--7 

ur  Function  der  Tafel  zu  wählen. 

Wir  wollen  hier  noch  zeigen,  wie  eine  solche  Tafel  im  Verein  mit  der  Barker'- 
-•■hen  zur  scharfen  Bestimmung  der  wahren  Anomalie  v  bei  grossen  Excentricitäten 
gebraucht  werden  kann. 

Wenden  wir  die  oben  gefundene  Gleichung  auf  zwei  zum  Perihel  symmetrisch 
_'elegte  Punkte  an,  setzen  also: 

r"  =^  r,       i'"  =r  —  V,       X  =  2  r  sin  v, 
>o  erhalten  wir: 

in"  (1  +  stnv)'«  —  (i  {l  —  sinv)'-']   2«  .  r't  =  6Jt  (t"  —  l), 
oder  wenn  für  die  Einheit  cos'/\v^  -\-  sin'/tv',  für  r  sein  Ausdruck  durch  die  Perihel- 
distanz  q,  die  excentrische  Anomalie  E  und  durch  v: 

cos  '  j  A'' 

cos  >/,  f' 
,'i'setrt  winl: 


,«"  (1  +  2///''.  f  +  lg-^',,vi)%  _  |u  (1  _  2fg\'^v  +  tgr^fi 

=  ,""  —  f  +  3  (u"  +  f()  /i/\2i^  +  3  Ol"  —  ;i)  ig\;vi  +  (fi"  +  f.)  Ig\',v3 
—    ^^  2r 

~  ]  Yq^     cos  1/2  -K3 
oder: 

V.  (,«"  -  ,")  +  '/. (('"  +  ,")  1) ■'= "  +  ■'.  (,""  -  ,")  'j ■  1  •'' ] 

wenn    r    das    dem    Bogen    1/2  {v"  —  v)    entsprechende    Zeitiutervall    bedentet,    so    dass 
("  —  <  =  2  T  ist. 

Für  die  strenge  Parabel  ■wird  fi"  =  ji  ^  1  und  die  Gleichung  geht  in  die 
bekannte  über,  welche  der  Barker'schen  Tafel  zu  Grunde  liegt.     Setzt  man: 

ig\2^  =  —  *''*  '/'s  'A  +  cos  V2  ^  '^  ^'2  ^0 

s/n  1  2  ("'  —  ^) 

cos  ^/ä  !«  ' 

so  wird : 

iü^n^c  +  Vs/^  V.H-  =  ^'^,  vTFTTÖ  ■  ^^^  ■  ^^^  "^  "='"  "='''• 

Hiernach  wird  man  iv  aus  der  Barker'schen  Tafel  mit  Leichtigkeit  erhalten.  Man 
berechnet  die  mittlere  Bewegung  M  wie  bei  der  strengen  Parabel,  multiplicirt  dieselbe 
mit  dem  Factor: 

; n    •    SCC  ^,'5  £3    .    scC  \'o  I^'' 

und  addirt  wegen  der  bekannten  Einrichtung  der  Barker'schen  Tafel  noch  die  Grösse: 

75.  V^Uj  i'jj/.'  =  hQtg^!,i: 

Zu  dem  so  corrigirteu  M  schlägt  man  in  der  Barker'schen  Tafel  die  Anomalie 
auf;  der  aufgeschlagene  Winkel  wird  w  sein  und  durch  die  Gleichung: 

die  gesuchte  wahre  Anomalie  ergeben. 

Die  Grössen  E,  ju.  und  ft"  können  als  gegeben  angesehen  werden ,  da  sie  immer 
ganz  leicht  und  hinreichend  scharf  aus  den  gewöhnlichen  Methoden  zu  erhalten  sind. 
Ist  V  annäherungsweise  bekannt,  so  kann  füi'  E  die  Formel: 


ig  V2  E=  ig  V2  i'  •  |/  j 


1  —  e 


zur  Anwendung  gebracht  werden;  im  anderen  Falle  findet  sich  E  hinreichend  genau 
aus  der  Keppl  er 'scheu  Gleichung  und  dann  v  direct  durch  das  obige  Verfahren.  Die 
Grössen  ft  und  fi"  folgen  auf  einfache  Art  aus  E.  Das  Argument  für  die  erstere 
Grösse  wird: 

'■  +  '■'   ~  **         )•  +  »•—  2rsim  . . 

; = ^  7„  (1  —  ecosE)  —  ',-.11  —  e^  .  sni  E 

4»  4a  '■  ^  /  -.   I 

oder,  wenn  der  Excentricitätswinkel  (p  eingeführt  wird: 


—    4oy 
r^  Vt  (1  —  mttpcotK  —  eosipsinE) 
^  sin  [46<>  —  «A  (9  +  *•')]*  =  «■'• '  I  (»0«  —  9  —   f,)'. 
Aimloj;  hnt  tiinn : 

r_-\-  r_-f_>r  _  ^  _  ^       i_   ■     i   l  _  ,..  .  „,„  e 

r=  '/,  (1  —  ain  <p  cos  E  +  cos  g)  «n  £) 

=  «»[46»  —  '  ,(g)  —  £)]«  =  sin  V.  (90"  —  (p    \-  E)*. 

Mii  den  ArgiimonU-ii  sin  [45»  —  *,(9>  +  -fc')]'  ""'^  "'»  [*5«  —  Vi  (?>  —  £)]* 
kJiuiiU'  iiüiii  ilaiiii  log  (i  iiiicl  lug  fi"  au«  dcu  vorgeDchliiveneii  Tafi-Iu  outuehnKüi.  Fuhleu 
dit'M'lben,  co   würden   wir  niK-li   den   Formelu : 

(i    r^  scc^,  [90»  -  {(f  +  E)Y  {l   -l-  V.'i?  '/*  ['JO»  -  (<p  +   /•;)]» 

-  5^  '»  '  4  [90»  -  (9    \-  £)]*  +  •  •  j 
^"  r-  s«'/,  [90»  —  (v  —  £)]»  {l  +  '/»<<;  V.  [90»  —  (<p  -  £)p 

rfcliiK-n. 


Neunund siebe II zigste  Vorlesung. 

Ainveiidiins:  der  allo:emeineii  Lanibert'schen  Gleicliniig  für  die 
Verbesseriiug  der  Hypothesen. 

Wenn  man  einen  Werth  der   halben  grossen  Axe  a  bestimmt  bat,   welcbfr  die  in 
der  vorigen  Vorlesung  entwickelte  Gleichung: 

f"  (»•"  +  »•  +  x)''  —  ^  (r"  +  r  —  x)%  —  6fr  (t"  —  /) 

n  Ji" 

befriedict,   so   kann    daran^f    i,'anz    leicht  die   Verbesserunir   der   Grössen  —y  und  —r  ber- 

"  «  »I 

geleitet  werden.     Denn    bestimmt  man    nach    der   voii>tehenden  Gleichung   das   zwischen 

liem    ersten    und    zweiten    Orte    liegende   Zeitinlervall    l'  —  I,    indem    man    die    Kadien- 

veotoren  r  und  r'  und  die  beide  verbindende  Sehne  einsetzt,  so  muss  man  die  gegebene 

n" 
Zeit  wieder  erhalten,   wenn   die   für  -y    gemachte   Annahme   richtig    wai-;    ein   Gleiches 

n 

findet  in  Beziehung  auf  t"  —  t'  statt,  wenn  —j-   richtig    angenommen   war.     Umgekehrt 

deutet  ein  Unterschied  zwischen  den  nach  der  allgemeineren  Lambert'schen  Gleichung 
berechneten  Intervallen,    welche  wir  mit  [<'  —  t]  und  [t"  —  t']   bezeicliiien  wollen,   von 

den  ireiiebenen  an,  dass  die  Verhältnisse  — r  oder  c",  — r  oder  r,  welche  wir  bei  der  Hypt»- 
&  ö  n'  n'  -"^ 

Klioktrfud,  Thtor«tiKh«  Aitruaomla.  52 
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these  zu  Grunde  legten,   der  Bewegung  in  dem  dui-ch  den    ersten  und    dritten  heliocen- 
trischen  Ort  gelegten  Kegelschnitte  nicht  entsprechen.     Es  ist  einleuchtend,  dass: 

t'  —  t  j     <"  —  t' 

und 


[^  -  t]    """    [f  -  f] 

n"  n         . 

Verbesseruugsfactoren  für  — ^  und  — ;-  beziehungsweise  sein  werden,  mit  welchen  man  die 

angenommenen  Werthe  multiplicü-en  muss,  um  die  verlangte  Uehereiiistimmung  zwischen 
i  —  t  und  \t'  —  t\,  sowie  zwischen  t"  —  if  und  [("  —  <']  zu  en-eichen  oder  wenigstens 
derselben  um  eine  Ordnung  näher  zu  kommen,  da  bis  auf  die  Glieder  höherer  Ordnung 
die  Sectoren  zu  den  Dreiecksflächen  bei  dem  nichtverbesserten  Kegelschnitte  in  dem- 
selben Verhältnisse  stehen  werden,  wie  bei  dem  verbesserten. 

Bei  der  vorstehenden  Art,  die  Hypothesen  zu  verbessern,  hat  mau  nur  einmal 
eine  Grösse  durch  Versuche  zu  bestimmen,  nämlich  a  aus  dem  Intervall  t"  —  t,  aus 
r,  r"  und  x.  Wu-  fanden  früher  eine  brauchbare  Näherungsformel,  von  welcher  wii'  bei 
den  Versuchen  ausgehen  können. 

Bei  Planetenbahnen  sind  die  aus  den  Formeln: 


sin'^Lö'"^  = 


4a 
r  +  r"  +  jc 


4a 

hervorgehenden  Werthe  von  d  und  8"  stets   so   beträchtlich,  dass  der  Berechnung  von: 

8  —  sin  d 


und: 

„  d"  —  sind" 

sin  1/2  ö"3 

mit  den   gewöhiilicheu  HüLfsmitteln    kein  Hiuderniss   im  Wege   steht.      Ferner   ist   nach 
Vorlesung  8  E"  —  E  =  6"  —  ö,  auch: 

e  (cosE"  -\-  cosE)  =  cosS"  -{■  cosd 

e  (cosE"  —  cosE)  = , 

a 

das  heisst: 

'2e  cos^/j  (E"  ■{-  E)  cos\',{E"  —  E)  =  Icos^j^  (ö"  -}-  8)  cos''l^{8"  —  S) 

2  e  sin  i/a  (-E"  +  E)  sin  Va  (-E"  —  £)  =  — 

oder : 

esin  ',2 {E"  +  E)  =  ^  eosec  1/2 {8"  —  8)] 

ecos  \U{E"  +  £)  =  cosy^  {8"  +  8)  j 

Nach  Anwendung  der  Gleichungen  (1)  kann  man  die  obigen  Verbesserungsfactoren 
auch  noch  auf  anderem  Wege  finden.     Da  nämlich  nach  Vorlesung  8: 

h  sin  Va  (E"  —  E)  =  V 7r^  sin  1/2  (v"  —  v) 
b  sin  V2  (£'  —  E)  =  V  r7~  sin  1/2  (v'  —  v) 
b  sinK'i  (£"  —E')  =  i  r' r"  sin  '2  (y"  —  v). 


tu 

sIki)   »lieh: 


(■■i) 


HO  ktiiin  A',  ilic  cxcontrische  Anomalie  der  niiUlcrcn  Beübachtuiiir,  auf  zwei  veifuliiLiJone 
Artfii  liiTcchiu't  wcnluii,  «las  eine  Mal  aim  A",  wilchta  aua  (1)  bikuiint  geworden  ist, 
da«  andere  Mal  aus  dem  ebeufalls   dorther  bekannten  E".     Heide   VVerthc   niOssen  über- 

eiiidtimnien,  wenn  die  llypotlieseii  über  —7    und  — ;-  yenau   richtig   waren.     DaaBclbo   gilt 

von  den  beiden  Werthen  der  mittleren  Anomalie  M'  oder  den  Grössen  E'  —  esinE'. 
Stimmen  sie  nicht  überein,  so  kann  man  aus  beiden  die  entsprechenden  Intervalle 
[t"  —  t'\  und  [t'  —  <J  berechnen  und  mit  den  gegebenen  Zwischenzeiten  t"  —  t'  und 
<'  —   t  vergleichen. 

Es  ist  dann   wieder: 


ein  Verbesserter  Werth    von  — r  oder 


ein   verbe.^serter  Werth   von  —7  oder  c". 
II 

IJei    der   ersteren    der   eben    beschriebenen    Verbesserungsmethoden   hat    man    bloss 

d;iö  Element  a  zu  suchen,  c  und  M  oder  M"   dagegen   werden   nicht   verlangt;   bei   der 

zweiten  Verbesserungsmethode  mfisscn   auch    diese    letzteren  Grössen    abgeleitet  werden, 

weshalb  sie  offenbar  weniger  bequem    ist.     Beide  Methoden   ermöglichen    übrigens   noch 

eine   sehr   einfaehe    Schätzung    des   Fehlers,    welcher    in    der   Darstellung   des   mittleren 

geoeentrischen   Ortes    bleiben    würde,    wenn    man    die   Verbesserung    unterlassen    wollte 

(von  der  bekannten  Aberration  dabei  abgesehen).    Es  würden  diese  Fehler  annäherunge- 

weise  betragen : 

priT^ ^  («"  -  «) 

in   Uectascension  (beziehungsweise  Ijänge),  und: 
in  cler  Declination  (beziehungsweise  Breite). 


Ba* 
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Achtzis-ste    Vorlesunc:. 


Eeclinuiigsbeispiele  für  die  Verbesserung^  der  Hypothesen  bei  einer 

elliptisftlien  Bahu. 

■}}  ff" 

Für  —  oder  c,  —r-  oder  c"  wählten  wir  die  Formen:  * 

n  '11 

^  =  —  A  ^   -i-^ 


welche  von  den  bisher  üblichen  etwas  abweichen.  Wir  haben  früher  bloss  die  Sym- 
metrie als  einen  kleinen  Vortheil  dieser  Formen  geltend  gemacht;  sie  besitzen  aber  den 
viel  grösseren,  dass  sie  die  Berücksichtigung  der  kleinen  Glieder  vierter,  sechster  und 
sogai-  achter  Ordnung  schon  in  der  ersten  Hypothese  ermöglichen.  Indessen  ist  hier 
von  dieser  Möglichkeit  bisher  fast  gar  kein  Gebrauch  gemacht,  mit  Rücksicht  auf  die 
für  Einführung  des  Lesers  in  das  Wesen  dieser  Rechnungen  einmal  gewählte  Darstellung; 
deshalb  haben  wir  tins  auch  meistens  erlaubt,  in  der  ersten  Hypothese: 

Q=  Q"  ^  &&" 
zu  setzen,  welche  Bildung  der  ersten  Hy]30these  bei  ungleichen  Zeitiutervallen  der  in  der 
Theoria  motus  e.  c.  vorgeschlagenen  an  Genauigkeit  nachsteht;  der  Fehler  wird  desto 
erheblicher,  je  grösser  jene  Ungleichheit  wird.  Es  macht  offenbar  in  keiner  Weise  die 
Rechnung  nennenswerth  compliciiler ,  wenn  wir  statt  obiger  Näherung  die  folgende 
anwenden: 

Q  =  V3  &"  (&'  +  ») 

<3"=  Vs'»  {&'  +  »"), 

welche  sieh  aus  den  Reihenentwickelungeu  der  Vorlesung  70  auf  den  ersten  Blick  ergiebt. 
Die  Bildung  der  zweiten  Hypothese  nach  der  Hansen'schen  Methode  soll  an  dem 
früher  gewählten  Beispiele  (Vorlesung  68)  durchgeführt  werden.  In  diesem  Beispiele 
wurde  gefunden : 

logr    =  0,302274 
%,•"  —  0,294696 
f  =  1  ^  {v"  —  v)  =  7»  31'  38",9 
2f"  =  v'  —  V  =  7»  28'  22",8 

2/    =v"—v'  =r  7»  34'  54:",8. 

Die  Bedingung,   dass  2/''  =  2(/  -f  /")  werden  muss,   zeigt  sich  hier  bis  auf  den 
sehr  kleinen  Unterschied  von  0",2  erfüllt. 

Die  Formeln  der  Vorlesung   76  ergeben  dann  weiter: 

logm"  —  7,272549  logni  =  7,281338 

cd"       =  — 0°4'13",8  CO        =— 0'>3'16",2 

log!"    =  7,02986  logl    =  7,04143 

logh"  =7,351172  logh   =7,359946 

logt]"  =  9,998921  logrj   =  9,998899 

hgP    =  0,001353  log  Q  =  9,074430. 

Diese  Werthe  von  log  P  und  log  Q  sind  nun    der   zweiten  Näherung   zu  Grunde  zu 
legen.    In  einer  Anwendung  auf  die  Praxis  wären  hier  nun  auch  die  Beobachtungszeiten 
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wt><,'*n  «1er  AiHTtiition  mi  corrifiin-n;  wir  k()nnen  utm  hier,  wo  en  nur  k''*»  ^^^  ^''"ß 
ili-r  VirlK'wi'ruiif;  «u  coigvii,  von  dii'Hvin  GoKoliifl  dispenairvu.  Diu  sweito  Uypoihcs«.'. 
iiiicL  dm  llauM'u'vcheii  Forinoln  borcchnct,  führt  auf  folgvudo  ZnliU-n: 

hn£  =  0,254  G28 
w  =  —  1 1»  8'  3r>",0  logSl=  9,066 194 

JogM  =  0,869628 
#  =:  11»  54'  49",9  hgr'     =  0,297  730 

logV    —0,596163  Zop  F"  —  0,594 bOO 

IvUQ,    =0,006504  Joj^e/  =  0,064308 

a    =       50»  35'  16",7  o"  =-.       öö"  39'  2I".3 

l.   =  —    1«    5'  32",2  b"  z-  —   0»  45'    2",l 

logr     =•  0,301994  logr"   =  0,294408 

r  =  7°  32'  5",8 
2/"  =  "0  28'  4U",9  2/-   —  7"  35'  21",5 

70-7  1.."  =t  7,273308  logm    =7,282178 

u"  =  —  0«  4'  13",l  w    =  —  0°  3'  17",3 

logl"    —  7,03071  70.7?      =  7,04227 

\ogh"   =  7,352002  \og]k     =  7,360785 

7opij"  =  9,998919  \ogr\     =9,998897 

7o.<;P    =0,001353  UgQ    =9,047467 

\o,jM  —  0,669695  «    =  U»  54'  50",2 

7o<7r    =0,596150  7o.7r' =  0,594797 

Jo^p,    =0,006498  7opp,"=  0,064300 

a     —       50«  35'  16",7  a"    =       65»  39'  22".l 

h     =  —    10     5'  32",2  b"    =  —   0»  45'    2",1 

lonr     =0,0(11991  Jogr"   =0,294404. 

nicrmit  sind  die  hfliocenlrbchcn  Coordiiiaten  des  Plaueteu,  ans  welcben  auf  ver- 
Bohic'dciie  dem  Loser  ecbon  beschriebene  Arten  die  I^lenieiite  zu  liuden  sind,  definitiv 
bekaunt  geworden. 


Kinundachtzigste  Vorlesung. 

Die  Gibl)s's<-lio  Yectoreimictliode')  zur  Bestininning  einer  elliptischen 
J'.alin  aus  drei  vollständitjen  Beobachtungen. 

Während  die  durch  die  Ganss'scbe  Älelhode  erlangten  Käberungsformcln  für  die 
Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  nur  6lrong  sind  bis  auf  Gröseen  /weiter  Ordnung,  hat 
Gibbs  durch  seine  Vectorennicthode  gezeigt,  dass  sich  die  Verbältnisse  der  Drciccksflficben 
genau  bis  auf  Grössen  vierter  Ordnung  inclusive  darstellen  lassen  durch  die  Relationen: 

«1  _  _^ ^  ^ r» r^ 

"»        »"i  +  fj  ,  _  ^  "j        *>  +  ^»  1  _  :?!' 

r'  r} 


')  Man  Tergli-ichc   iIb»   in   licn  VurlouicikuMjjen   zur  3.  Ausgabe   dos   vorliegcndeD  Werkes  nnf 
S    XXII,  X.W  und  X.WI  (Jcsnglo. 
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-Dl  =  12  ^"  '''   +  '■i^s  +  1^3) 

-B3  =  j2  ('^i'  +  '^i  '■3  —  ^!) 

gesetzt  ist.  „Der Versuch  Oppolzer's  hingegen,  —  bemerkt  Prof.  Philipps  treffend  — 
Grössen  dritter  Ordnung  in  die  Näherungsformeln  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecks- 
flächeu  einzuführen,  kann  nicht  als  ein  glücklicher  bezeichnet  werden,  der  Complicirtheit 
der  Formeln  wegen,  zu  denen  Oppolzer  gelangt,  während  dieser  Vorwurf  die  Gibbs'sche 
Methode  nicht  trifft.  Auch  ist  die  Arbeit,  welche  erforderlich  ist,  die  Fundamental- 
gleichung zur  Lösung  vorzubereiten,  bei  Gibbs' Methode  weit  geringer,  als  dies  bei  Gauss 
und  Oppolzer's  Methoden  der  Fall  ist.  Ausserdem  schliessen  die  Formeln  zur  Correction 
der  angenommenen  Werthe  bei  den  successiveu  Näherungen  in  jeder  Hypothese  Glieder 
einer  höheren  Ordnung  ein,  als  sie  bei  Gauss  und  Oppolzer  mitgenommen  werden, 
und  folglich  ist  die  Convergenz  bei  den  Approximationen  bei  Gibbs  eine 
raschere.  Der  hervortretende  Zug  der  Gibbs'schen  Methode  aber  ist  die  grosse  Ein- 
fachheit, welche  die  Eutwickelung  der  Fundamentalgleichung  charakterisii-t ,  indem  die 
bei  der  Lösung  des  Problems  angewandten  eleganten  Kunstgriffe  die  Grundzüge  der 
Theorie  keineswegs  verdunkeln." 

Ehe  wir  die  Gibbs'schen  Entwickelungen  selbst  geben,  mögen  einige  orientirende 
Worte  über  den  Begriff  und  Gebrauch  des  „Vectors"  vorausgehen. 

Denkt  man.  sich  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  Xq,  Vni  ^0  mit  einem  anderen 
Punkte,  dessen  Coordinaten  x-^,  y-^,  z-^  sind,  durch  eine  Strecke  verbunden,  welche  somit  in 
ihrer  Länge  und  Richumg  volikominen  bestimmt  ist  und  deren  drei  Componenten: 

•*-i  —  -'ü  =  I 

Vi  —  I/o  =  n 

sind,  so  existireu  offenbar  zugleich  noch  unendlich  viele  andere  Strecken  mit  denselben 
Coordinaten,  die  aus  der  erstgenannten  sämmtlich  durch  Parallelverschiebung  hervorgehen 
und  alle  in  Länge,  Richtung  und  Sinn  mit  ihr  vollkommen  übereinstimmen.  Für  den 
LibegrifE  aller  dieser  Strecken  hat  bereits  Hamilton  in  seiner  Quaterniouenthcorie  den 
Namen  „Vector"  eingeführt,  dessen  Länge  also  die  positive  Quadratwurzel  aus  der 
Summe  der  Quadrate  seiner  di-ei  Componenten  ist: 

s  =  ]  |2  +  r  +  t'- 

Bei  einer  Parallelverschiebung  des  Coordinatensyslems  ändern  sich  die  Coordinaten  eines 
Vectors  offenbar  gar  nicht,  während  sie  sich  bei  einer  Drehung  des  Coordinatensystemes 
wie  gewöhnliche  Piinktcoordinaten  verhalten. 

Zwei  Vectoren,  deren  Componenten  bezüglich  |i,  >;„  gj  und  §„  jjj,  fj  sind,  kann 
man  nun  auf  verschiedene  Weise  zu  einem  neuen  Vector  zusammensetzen.    Erstens  additiv: 

$^  =  li    +  la 

V  =--  Vi   +  Va 

5  =  5i  +  tu- 

I,  rj,  t  verhalten  sich  dann  bei  Coordinatentransforraationen  wie  die  Coordinaten  eines 
Vectors. 

Man  kann  aber  einen  neuen  Vector  |,  »/,  £;  aus  den  gegebenen,  t^,  »;„  ^^  und  ij,  rj^,  §j 
auch  durch  folgende  Operation  zusammensetzen: 
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V  =  tii,  —  £iCs 

t  =  5i»?a   —  »?.{|- 

DifHoii  N'cctoi-  {,  »/,  f  )>u/.cicliiu-t  iimii  «laiiii  »Ih  thi«  „vfcloricUi'  l'rodiicf  iUt  ln-idt-ii 
iirn|>riiiij;lii-lu'n  N'i'clort'ii  |,,  »;,,  J,  iiml  |j,  >/j,  J,.  Kigciithünilioli  ist  dioHetn  l*i<Hiiict,  iIhhh 
t's  lifi  \'tTtaii(irluing  <k'r  Faclorcii  sein  N'oiT.eiclifii  äiidiTt,  tl.  Ii.  wenn  man  ||,  i;,,  f, 
mit  f„   »;.,  J.j   vcrtaiisolit,  i;«lil  {,   »;,  {;  über  in    — |,  — ij,  — f. 

Kino  tIrilU'  Art  dur  ZuKiinnii-nsi't/.niig  lU'r  Itcidc-n  iirKiirün^^lirlion  N'cctorcn  IhI 
-ilj  i  "Ji '/j  "+-  Ci  £}»  *■'"'•  t^'rössi',  die  man  das  ^scalari'  I'rodncl"')  nennt.  In  der  Tliat 
indert  cicli  diese  (Jnisso  bei  Coonlinateiitransformalion  gar  nieht,  hat  aber  im  (Jegeiisalz 
/.lim  veelorielleii  l'rixlnot  diu  Eigensübaft,  das  N'orzeicben  bei  Vcrtaiisoiuing  der  Facloren 
nicht  7.n  andern. 

Geometrisch  wird  der  /.nsammengese tzte  N'ector  höclist  einfach  dnrch  die 
Diagonale  eines  raraUelogramms  rejiräsentirt,  das  aus  den  ureiirünglichen  Vectoren  1,, 
i;,,  f,  und  |j,  tjj,  (Ij  gebildet  wird.  Das  scalare  Product  ist,  wenn  a  nnd  b  <lie 
;il>sobiten  IJingen  der  ui-si>rünglichen  Vectoren  und  a  den  von  ihnen  eingeschlossenen 
Winkel  bezeichnet: 

L,  =  tih  cos  u. 

l)ie  Dinge  des  dnrch  das  veclorielle  Product  reiiriisentirten  Veclors  hingegen  ist 
„'ogeben  durch: 


■der: 
ilso : 


\  (»?.£.  -  Vit,)'  +  (5,1,  -  £,!,)»  +  {l,V2  -  »j.ls)" 


\a^b^  —  (|,|j  -I-  ,j,,j,  -}-  g,g,)2  =  ab>iiiiu. 


/y,,  =  « ()  sin  «. 
Man   sieht  sogleich ,   dass  dieser  durch  das  vectoriellc  Product  rejiräsentirte  Vector 
>enkrecht  auf  der  durch  die  beiden  gegebeneu  Vectoren  gelegten  Ebene  steht,  da: 

I«.  +  VVi  +  SS.  =  0 

51»  +  VVi  +  Ui  =  0 
isL  Um  den  Sinn  dieser  Normalen  festzulegen,  denke  man  sich  die  xy-Coordinatonebene 
mit  der  Ebene  des  Pajiieres  zusammenfallend  nnd  den  Beschauer  auf  der  Seite  der  posi- 
tiven /-A.\e.  Dann  heisst  das  Coordinatensystem  ein  französisches  (hoj)fenwendigcs) 
oder  englisches  (weinwendiges),  je  nachdem  die  Drehung  von  der  positiven  a;-A.\e 
zur  ]i08itiven  y-Axe  in  demselben  oder  im  entgegengesetzten  Sinne  wie  die  Be- 
wegung des  Uhrzeigers  erfolgt  Beide  Coordinatensysteme  lassen  sich  also  nicht  durch 
Drehung  in  einander  überführen,  sondern  sind  Spiegelliilder.  Wählen  wir,  um  den  Sinu 
des  N'ecltirs  zn  entscheiden,  im  Folgentlen  in  gewöhnlicher  Weise  das  englische 
l'oordin.-itvnsystem  nnd  suchen,  nm  einen  einfachen  Fall  zn  nehmen  das  specielle  vecto- 
riellc Pruduct  aus  di'u  beiden  Vectoren: 

li  =   +    1  i,=         <' 

IJi   =  0      nnd      7].^  :^    4-    1 

c,  =     1»         i,  -     1». 

so   ist  dasselbe  auf  (.irnnd  der  vorstehenden   Hegeln: 


')  GraRsniann  hat  für  das  vpctorielle  I'roiliict  auch  die  Ttczcicbnung  „iiussurcs  Pro- 
iluct",  für  da.1  scalare  diojcnigc  „inncreg  I'roduct"  einffcführt;  Oibbs  bezeichnet  (la.i  emtere 
im  Englischcu  ala  „skcw  Pruduct",  das  zweite  als  „direct  Product". 


—     416     — 

^,=         0 
%  --^         0 

woraus  erhellt,  dass,  wenn  der  erste  Vector  in  die  positive  x-Axe,  der  zweite  in  die 
])ositive  y-Axe  fällt,  das  vectorielle  Product  in  die  Richtung  der  positiven  g-Axe  fällt. 
In  der  folgenden  Darstellung  legen  wir  das  englische  Coordinatensystem  zu 
Grunde  und  bezeichnen  mit  Gibbs  die  Vectorgrössen  vorläufig  allgemein  mit  grossen 
deutschen  Buchstaben.  Für  das  scalare  Product  der  beiden  Grössen  %  imd  58  braucht 
Gibbs  die  Bezeichnung  31  .  S  und  es  ist  also,  wenn  x,  y,  z  und  x',  y\  s'  bezüglich  die 
Componcnten  von  %  und  33  sind: 

9(  .  33  =  ««'  +  yy'  +  ez'. 

Das  vectorielle  Product,  das  also  einen  Vector  darstellt,  der  das  Product  der 
absoluten  Laugen  der  Vectoren  2t  und  33  in  den  Sinus  des  von  ihnen  eingeschlosseneu 
Winkels  ist,  dessen  Richtung  senkrecht  auf  derjenigen  Seite  der  durch  91  und  S  gehen- 
den Ebene  steht,  atif  der  die  Drehung  von  91  nach  ^  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  ent- 
gegengesetzt erscheint,  bezeichnet  Gibbs  mit: 


91  X  33  =  V(y^'  —  ey'Y  +  (^■»''  —  ^ -'')■-  +  {xy'  —  yx'Y 

Die  Bezeichnung  (91  Sß)  gebraucht  Gibbs,  um  das  Volumen  eines  Parallel- 
epipedes  zu  bezeichnen,  dessen  drei  Kauten  erhalten  werden,  indem  man  die  Vectoren 
91,  33,  S  von  einem  bestimmten  Punkte  aus  zusammensetzt;  dies  Volumen  hat  man  also 
als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten,  Je  nachdem  der  Vector  (5  auf  diejenige  Seite  der 
Ebene,  in  der  9t  und  S  liegen,  fällt,  auf  welcher  die  Drehung  von  9t  nach  33  dem 
Sinne  des  Uhrzeigers  entgegengesetzt  erscheint,  oder  auf  die  andere  Seite.  Wenn  also 
die  rechtwinkligen  Componcnten  von  9t ,  93 ,  (£  bezüglich  a;,  y,  g,  x\  y\  z\  x'\  y'\  4r"  sind, 
so  ist: 

X  y  z 

(9t  33  e)  =     x'  y'  z' 
x"y"z" 

Aus    den    festgesetzten   Dotiuitioiien    orgeben    sich    die    folgenden    Beziehungen    für    die 
Vectoren  9t,  93  und  g: 

9t.33^33.9t,  9tX93  =  —  33X91 

(9(  33  e)  =  (33  e  9t)  =  (e  91 93)  =  —  (91 S  33)  =  —  ((5  33  9()  =  —  (93  9t  S) 
oder : 

(91 93  e)  =  91  .  (93  X  15)  =  93  .  (ß  X  91)  =  (5  .  i^i  X  ö), 

so  dass  also  9t  .  93  und  9t  X  93  distributive  Functionen  von  9t  und  93  sind,  während 
(9t  33  (5)  eine  distributive  Function  von  9t,  23  und  (5  ist;  wenn  also  z.  B. : 

9t  =  S  +  9«, 
so  ist: 

91  .  93  =  ?  .  S  +  SDK  33;       9t  X  S  =  ?  X  »  +  9H  x  S; 

(91 33  S)  =  (Ü  58  S)  +  (SOt  33  S) 

und  analog  für  33  und  S. 

Die  Bezeichnung   (9133S)    ist   identisch    mit   der   in    der  Mccanique   Analyticjue 

von    Lag  ränge    gebrauchten,    nur    dass    sich    dort    der    Gebrauch    auf  Vectoreinheiten 

beschränkt. 
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Dil*  ISi'Zvichiiiiiig  H  .\  )!}  »IcliL,  wie  wir  huliuii  wcnlcii,  wvnn  »iu  auch  uicht  völlig 
iilL'iitiitoh  mit  ihr  iitt,  <looli  in  iiulii-r  lU/jehiing  /.u  «Ut  l(c/.iiciiiiuiig  |r'ir,|,  wetuh« 
gvw'ölinlioli  für  diu  il<)|>|iL'ltv  Urcieck.sllitchu  gubraiu-lit  wird,  die  durch  /.wei  Sudhiiiguii 
in  der  lUhn  gt-gubeii  isU 


A  1«  l  e  i  l  II  II  LT    d  f  r    (!  i  1)  b  s  '  8  c  h  c  ll     F  ii  li  d  a  iti  <■  n  l  a  1  l;  l  e  i  c  h  11  n  g. 

Dif  folgt'n«le  eiiifaclii'  lü'lr.ichtiiiiL;  führt  auf  eine  „Vectorglcichung",  die  niclit 
complioirt  und  beipieiu  für  eine  iinalyti»che  Trauäforiniitiou  ist,  welche  die  ]ie/.iehiing 
/.wischen  ilrei  IVsitionen  in  einer  Bahn,  die  nur  durch  kleine  oder  niüsüig  grosso  Intcr- 
Nallü  von  einander  getrennt  sind,  weit  genauer  darstellt,  als  es  die  bisher  von  Gauss 
und  Oj>|>ol/.er  in  der  Theorie  der  Hahnbcstimmiing  gebrauchten  Näherungsfornielu 
thiin.  Wir  wählen  die  Kinheit  der  Zeit  so,  dass  die  Sonnenniasse  einem  Körper  in  der 
Kntfernung  Kins  die  Heschleunigung  Eins  ertheilt,  bezeichnen  weiter  die  von  der  Sonne 
nach  den  drei  Positionen  des  Körpei"«  in  seiner  liahu  gezogenen  Vectoren  mit  9{i,  SJtj,  9t, 
und  die  Liingeii  dieser  Vectoren  (d.  h.  die  heliocentrischen  Distanzen)  mit  r,,  rj,  r,.    Die 

diesen  drei  Positionen  entsiirecheuden  Beschleunigungen    sind  also   durch i, 1, 

r{  r.j 

—  — ^  repräsentii-t.    Dann  kann  die  Bewegung  zwischen  den  betrachteten  Positionen  mit 
einem  hohen  Grade  von  Genauigkeit  dargestellt  werden  durch  eine  Gleichung  der  Form: 

in    der   ^l,  ".ö,  t^,  X,  ß    fünf   Vectorconstantcn    repräsentiren.      Die    wirkliche    Bewegung 
genügt  streng  folgenden  sechs  Bedingungen,  indem  wir  mit  t^  die  Zwischenzeit  zw  ischen 
der  ersten  und  dritten,  mit  tj  aber  diejenige  zwischen  der  zweiten  und  dritten  Position 
bezeichnen  und  für  die  zweite  Position  {  =  0  setzen, 
für  /  =  —  Tj: 

d^  ^  _  %  . 

dl»   " 


9}  =  %,  TF77  —  —  rr; 


für  t 


für  /  ^-  r, : 


9f  =  9f, 


dt' 


dt' 


9t, 


% 


9t  =  9{j, 
Man  kann   daher  mit   einem  hohen  (irade  von  Genauigkeit  setzen: 


9{,  =  «  —  r,>iJ  +  r,'(5  —  t-'3)  + 
9t,  =  Z 


dt' 

d^ 

dn 

fPW. 

dt'   "~       »■ 

Thcorrlisohe  A«tronoinl«. 


6r,1)  +  V2t]Q 


9t, 


—  '2{i    +   tir,  T   4    l'Jr.'vi 


(I) 


IH) 


63 
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Wenn  man  aus  diesen  sechs  Gleichungen  die  fünf  Constanten  9t,  33,  S,  3), 'S 
elimiuirt  —  eine  Elimination,  die  sogleich  durchgeführt  werden  soll,  mit  der  wir  aber 
den  allgemeinen  Gedankengang  im  Augenblicke  nicht  uuterbrechen  wollen  — ,  so  restiltirt 
eine  einfache  Gleichung  der  folgenden  Form: 

A,  (l   +  I)  9f,  -  (l  -  f )  9f.  +  ^3  (l   +  I)  %  =  0  ....     (1) 


wobei  gesetzt  ist : 


A  =  ,      ,'    .  ,  A,  = 


Ti   -|-  r3  ■'^i   "H  ■'-3 

-Bi  =  Vi2(— '^i'-f  ^i^^a +'^l)'  -^2  =^  VnCi^i'  +  Srit, +r.f),  B3  =  '/'is  (^^f  +  TiT;,  —  rf). 
Um  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gibbs'schen  Fundamentalgleichung  (1) 
darzulegen,  setzen  wir: 

a(i  +  !)  =  "„         0-1)  =  "^'  ^3(1   +§)=...     .     .     (2) 

imd  erhalten  kürzer  für  (1): 

H,^Jl\    —   «25^2    +   ";l9is   =   0 (3) 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  der  Vector  «28^2  die  Diagonale  eines  aus  den 
Seiten  Hj  9ii  und  »j  Sij  gebildeten  Parallelogramms  ist.  Multi])liciren  wh-  sie  mit  Ovs 
und  3ii,  und  zwar  in  vectorieller  Multiplication,  so  folgt: 

»i9fi  X  9i;,  —  «2  9^2  X  9^3  =  0,        —  «2  9^1  X  5«2  +  «3  9^1  X  9^3  =  0     .     .     (4) 
also : 

9?2  X  9t.  ^  9i\  +  %   ^  %  X  9?2 .5-. 

»ii  «2  «3 

Die  Gibbs'sche  Fundamentalgleichung  kann  daher  als  Ausdruck  dafür  betrachtet 
werden,  dass  die  drei  Vectoren  9{],  Jto,  9i3  in  einer  Ebene  liegen  und  dass  die  drei,  je 
durch  ein  Paar  dieser  Vectoren  bestimmten  Dreiecke,  die  gewöhnlich  mit  [»^''a],  ['"[''ali 
[''i  »"a]  bezeichnet  werden,  den  Grössen: 

-■O+D-   (■-!)•  ^■(■  +  1) 

proportional  sind.  — 

Da  unsere  Yectorgleichuug  drei  gewöhnlichen  Gleichungen  äquivalent  ist,  so 
genügt  es  augenscheinlich,  die  di'ei  Positionen  des  Körpers  in  Einklang  mit  der  Be- 
dingung zu  bestimmen,  dass  die  Positionen  auf  den  Visü-linien  von  di-ei  Beobachtungen 
liegen.  Um  diese  Bedingung  analytisch  auszudi'ücken ,  wollen  wir  mit  ©j,  (£2,  63  die 
von  der  Sonne  nach  den  drei  Positionen  der  Erde  gezogeneu  Vectoren  bezeichnen  (oder, 
genauer,  nach  den  Observatorien,  auf  denen  die  Beobachtungen  angestellt  sind);  ferner 
mit  §1,  §2)  §3  "Sis  Vectoreinheiten,  welche  in  die  Richtungen,  in  denen  der  Körper 
beobachtet  ist,  fallen;  schliesslich  mit  pi,  q.2-i  Qi  die  drei  Entfermmgen  des  Körpers  von 
den  Orten  der  Beobachtung.     Man  hat  dann: 

9ii  =  öl  +  P.gi,         9^2  =  (§2  +  9,%,,         %  =  Sa  +  Psgs    •     ■     •     •     (6) 
Bei  Substitution  dieser  Werthe  nimmt  unsere  Fundamentalgleichung  folgende  Form  an: 

A, (i  +  ^)(@,  +  Pi5,)-(i  -§)(e2  +  9-2%,)  -^  Ä, (1  +  ^)(e3  +  9,%,)  =  0     (7) 

in  der   (), ,  q^,  q^,  r, ,  ?'2,  r^   (die  geoceutrischeu   und  heliocentrischeu  Entfernungen)    die 
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i<iMr.ii;pii  imbokaniitrii  Gn'iiiiteii  »irul.  Au«  den  Glcichtingcu  (6)  folgen,  in<lom  man  in 
(.'illur  jfiloa  buidu  Glivilur  •|iiai)rirt,  dio  Ucliitionon: 

r.'  =  l£»  +  2(ö,  .ö.)l^.   +  P.'  I 

r/  =  «S/-{-  2(6,  .5.)Pi  +  P/ (6) 

r,'  =  g,'  +  2(6,  .5,)p,  -HP«! 

»IIA  denen  die  Worlhe  von  r, ,  fj,  r,  mittelst  der  W'ortho  von  pj,  p,,  p,  abgeleitet 
werden  kouiien,  und  umgekehrt.  Die  Gluichiuigen  (7)  und  (8),  die  den  iirspriingliobcn 
«ccha  geu'ölinlichen  Gleichnngen  H<|ntv»Unt  8ind,  reichen  hin  zur  Hestinimnng  der  eechs 
(irÖHsen  r„  r„  r,,  p,,  p„  p,.  Snbhlituiren  wir  dio  Werllio  von  r„  r,,  r,,  ausgedrückt  als 
Kunelit)nen  von  p„  p,,  p,  iu  Gleichung  (7),  so  erhalten  wir  eine  einfache  Voctorgleichung, 
au«  der  die  drei  geocentrischen   Kntfornungen   p,,  p,,  pj  bcatimntt  werden  können. 

E»  erübrigt  nur  noch,  r.u  zeigen,  erstens  wie  dio  numerische  Lösung  der  Gleichung 
auszuführen  ist  und  inwiefern  zweitens  eine  solche  genäherte  Lösung  des  wirklichen 
Problems  al.s  Ausgangspunkt  weiterer  Annäherungen  dienen  kann. 

Zuvor  aber  werde  noch  die  soeben  übergangene  Eliminatiun  ausgefülirt,  d.  h.  die 
Gibbs'scho  Fundamentalgleichung  (1)  wirklich  abgeleitet.  Dio  im  Folgenden 
gegebene  Ableitung  der  Fundamentalgleichung  führte  Prof.  Schering  aus,  von  dem  sie 
Prof.  Schur  erhielt,  der  diese  Ableitung  dem  Herausgeber  der  2.  Auflage  des«  vor- 
liegenden Werkes  bei  Bearbeitung  der  Gibbs'schcn  Methode  zur  Verfügung  stellte. 
Kine  andere  Ableitung  findet  sich  auf  S.  1  bis  3  der,  in  den  Vorbemerkungen  zur  dritten 
Ausgabe  des  vorliegenden  Werkes  (cf.  S.  XXV)  crw.ähnten  Frischauf 'sehen  ArVieit.  Zu- 
nächst erhält  man  aus  den  Gleichuugcn  (1)  bis  (6)  unmittelbar,  wenn  mau  \!(  =  9?_,  uixl 

2  6  =  —  '^  setzt: 

3J,  =  «a  —  r3  53  4-  r,-e  —  t?D  -}-  r^g (;») 

iH,-=!Rj  +r,  i^    !^  r^' (5.  —  T^  2    f-r,'tv (Ki^ 

-?f  =  -^-6'3^  +  12r/(v (11) 

r,  r, 

_£l3^_Jf^  j.^  

r,'  ""i 

Durrh  Mul(i|ilication  von  Gleichung  (!•)  mit  r,  ,  von  Gleichung  (10)  mit  r^  und 
Addition  folgt  jetzt: 

(:H,  r,   +  %  T,)  =  "M,  (r,   f  r,)    \-  r,  r,  (r,  +  r,)  6  -f  r^  r,  (r/  -  r,-)  2  +  r.  r3  (t^  +  r/)  g 

tu 
oder,  wenn  man   wieder  2  6  t=  —  '—^  setzt: 

rf 

3J.r,   -f  !H3r,  =  ;H,  (r.   -|-  r,)  -  '  ,  ^  r,r3  (r,    |    r,)  ] 
-1    r,T3(r/  -r^OT  +  r,  r,  (r^'  -f   r;)  6  ) 
\un  ist  aber  nach  Gleichung  (11): 

^  =(- I +  '^ +  '='-'*)  ck "^> 

und  nach  tikicluing  (12): 

.,(+%.,  |_„.,«)1_ 0^, 

63- 
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Setzt    man   jetzt   einmal  Gleichung   (14),    sodann    Gleichung   (15)    in   (13)    ein,    so 
erhält  man  zwei  Gleichungen  mit  S  als  einziger  Unbekannten,  uämlich: 

{%ri  +  %Ts)  =  9J2(ri   +  fs)  —  Vs  ^  '^1^3(^1  +  T^s) 

+  r,r3(r=  -  r,^)(-  ^  +  |  +  12 1^/®)  ~  +  r,T,{zl  +  r  <•)  S 

OS 

(9iit,  +  9^373)  =  iK\(Ti  -f  tj)  —  Va  -ji  1^1 1^3  ('^i  +  '^s) 

+  r,r3(T,^  -  r/)(|  -  |  -  12r,^e)  ±  +  r,r,(rf  +  r|)g 
oder: 

■  1/.  — i r.  r„  (r.  4-  r„  1  4-  r.  r.  (r/  —  t  A  ( ;  J i  1  


(9{.  r,  +  %  T,)  =  m,  (r,  +  z,)  —  1/2  -I  ti  r3  (t:^  +  13)  +  r^  r,  (rf  _  r^O    -  ^'  +  ^  U- 

'2  \         '  2  "  1  /    "  *3 

+  e  [t,  rs  (r/  —  T,,-)  2  T3  +  r,  t,  (rj'  +  t  •')] 

(3^1  Ti  +  %  Tj)  =  5R2  (1^1  +  ^3)  —  V2  :;^  ^1  ^3  (^1  +  '^s)  +  ^1  T^s  (r{  —  r-l)  ( -|  —  -|)  ft— 

"2  \ '  2        '  3 '   "  *  1 

+  @  [—  Ti  T3  (ri^  —  vi)  2  Ti  +  Tj  T3  (r  3  +  T^)] 
oder: 

(«,  r.  +  $»3  ts)  -  9^2  (r,  +  r,)  +  V2  5  r,  Ts  {r,  +  r^)  -  Ve  r,  (r/  -  r|)  (  -  §  +  §) 

'2  \      '2        "1  / 

=  riT3@[(r/-rf)2r3  +  (r,»  +  r|)] 

(9{x  t,  +  %  r,)  -  9t2  (r,  +  t3)  +  1/2  5  r,  r3  (r,  +  r,)  -  Ve  t3  (r/  -  rf)  (§  -  §) 

'2  \ ' 2        ' 3  / 

=  r^  r3  @  [-  (r/  -  r|)  2  r>  +  (r  j'  +  r,f )] . 

Durch  ki-euzweise  ausgeführte  Multiplication  dieser  beiden  letzten  Gleichungen  mit 
den  Coefficieuten  von  ©  und  Division  dm-ch  Tjrj   ergiebt  sich  jetzt: 

[(5Rit,  +  %T,)-%(r,  +  r3)  +  V2|tir3  (r,  +  r,) - 1 (r/ - r|) (-  |  +  |)] 

[-2r,(r/-r|)  +  (rf  +  r|)] 

-  [(9h  r,  +  9{3  T3)  -  5h\  (^1  +  ^3)  +  V2  ^  r,  t,  (r,  +  r,)  - 1  (r/  -  r|)  (|  -  ^)] 

Somit    sind    die    fünf    Coefficienten    %  4?,  S,  ®,  (ä    sämmtlich    eliminü't.      Dividirt 
man  noch  die  ersten  Glieder  beider  Theile  letzterer  Gleichung  durch  z^  -{-  tg  und  setzt: 

tj    4-    tj  '-l    "T    ^3 

so  wii'd: 

[9?! ^,  +  9^3 ^3  -  9^2  +  V2 1  ^1  '^^  - 1  (^.  -  ^3)  (-  f  +  ^)]  [-  »^i'  +  2  r,  r3'  +  r3'] 

-  [%  A,  +  %A,-  9^2  +  V  2 1  ^1  ^3  - 1  (r,  -  T3)  (I  - 1)]  [r,^  +  2  r^3  -  ^3']  =  0, 
oder : 

[9ti  A,  +  9t3  ^3  -  5R2  +  V2  '^  ^1  ^3]  [-  2  T.'  +  2  r,  r3^  -  2  v^-z,  +  2  r^'] 


-       4JI 
wior  nach  9t„  9?„  W,  geordnet: 


(16) 


i  «,|-(-2T,'  +  2T,r/-2r.'r,  +  20+",!ll«(_2r,'+2r.r/-2T,'r,4-2r;) 

f.  9e.  I  ^,  (-  2 1^  +  2  r,  r/  -  2  r,'  r,  +  2 r »)  -  IlTII'  r,  ^ (t,'  +  2  r/r,  -  r/)]  =  0. 

l)iö  Coi'fticienteu  von  ^,,  SR,  und  Sfj  in  dieser  Gleichung  lassen  eich  nun  aber 
bedenund  vereinfachen.  Indem  wir  diese  Coefficienten  der  Kürze  halber  mit  C",  C",  C"" 
bezeichnen,  wird  zunäuhsl  der  CoPfticient  von  3i, : 

C'  =  2A,  (r.  +  r,)  (-  r,'  +  t/)  -  ^^^,(r.  -  t,)  r,  (-  r.'  +  2t, t»  +  r/). 


<,itt  nian  jetzt: 

.ilso: 

Bo  folgt: 

also: 
nüthin: 


Bi  =  Vi,(-t/  +  r.T,  +  r/), 

12  5,  =  -r.'  +  r.T,  +T,', 

12r,B,  =  —  r,'  +  t,^,  +  r,t» 
12r,B,  =-r/t,  +  t,r/  +  t/, 

12  (r,  +  r,)  £j  =  -  r,'  +  at.r/  +  r», 


oder,  da: 

4    _         »•' 

also 

r,  +  r,  =  iL 

iMch: 

C  =  2^,(t,  +  t,)  (-  r,^  +  tf)  -  -L  (r.  -  T3)r,  .  12  5,  (r,   +  r,) 

o  r, 

=  2  ^,  (r,  -f  r,)  (t:,  +  r,)  (r,  _  r,)  —  2^  r,  (r,  -  r,)  (r,  +  r,) 

und         (r,   -f  r,)»  =  II  , 
6'  =  2^  ^,(„  -  r,)  -  2^(,,  _  „)i  =  l(r,  -  r,)(r,'  +  |  r,') 

=  |.(..1„,  .,•(.  +  !). 

Don  CoCfticienten  von  tff,  erhält  man  hieraus  unmittelbar,   wenn  man   —  Tj  anstatt 
r,  und  Bi  =  '/i»(i|^  +  t,T,  —  r,')  setxt,  nämlich: 

c" =!-(.. -„),.(.  +  !•). 

Etwa«  verwickelter  ist  die  Ableitung  des  CoSfficienten  von  Stj.     Es  wird: 
C"  -  2(r,'  -  r,r,,^  +  t.^r,  -  r')  +  ^  (-  i,'  +  r,r?  -  r.^,  +  r,') 
+   67;.  («.  -  's)  [t.  (-  r;   +  2r,*f  +  r/)  +  r,  (r,'  +  2r/r,  -  r,')] 
=  2(t,  +  r,)  (T,   +  r,)  (r,  -  t,)  -  ^-^  (r,  +  t,)  (r,  +  r,)  (r,  -  r,) 
+    67^>  ('.    -  ^.)  K  (-  »;  +  2r,r,'  +  t/)  +  r,  (r,'  +  2t.=t,  -  t,')]. 
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Setzt  mau  nun : 

oder:  „  ,       ., 

12^2  =  Z{   +   otita    +   t.,- 
oder: 

12  2^2  —  ßt^i^s  =  ^1  —  3Tir3  -|-  rj- 
oder: 

12  (^,  -  i/2T,t3)  (r,  +  Tj)  (rj  +  rj)  =  (r/  -  Stir,  +  r|)  (r/  +  2r.r3  +  z^ 

=  t*  -  rfiTg  -  4rfr|  -  r^rl  +  r* 

und  luultiplicii-t  den  Coefficienten  von  ß— 3(^1  —  ^3)  im  Ausdruck  für  den  Coefficienten 

von  9i2  aus,   so  erhält  man  den  soeben    entwickelten  Ausdruck    mit   negativem  Zeichen; 

somit  ergiebt  sich: 

C"  =  2(ri  +  r,)  (ri  +  r3)  (r,  -  rj)  -  '^  (r^  +  r,)  (r,  +  r3)  (r^  -  r,) 

—  g^i  ('^i  —  ^3)  (^1  +  rj)  (ri  +  T3)  .  12(^2  —  1/2 '^1^3') 

=  (^1  +  ^3)  (r,  +  TTg)  (tj  -  T3)  1^2  -  ^^  —  ^{B,  -  i^r^rs)] 

=  2(r,  +  r,)  (r,  +  r,)  (r,  _  r3)  [l  -  ^]  =  2  J  J  (r,  -  t,)  (l  -  f )  ■ 
Die  Gleichung  (16)  wh-ä  daher: 

oder,  mit  A^A^  multipücirt  und  durch  2(r3  —  tj)  dividirt: 

■^3^/(1  +  ^)9^i  -  ^1^3(1  -  ^)5»2  +  A,ri(l  +  ^^%  =  0. 

Setzt  mau  jetzt  wieder: 

Ti  =  ^i(ri  +  Tj),  r3  =  ^3(1:1  +  T3) 

und  dividii-t  durch  A^  A^  {t^  -{-  T^y,  so  folgt: 

A(.  +  f)*.-(l-|>B=  +  ^.(l  +  ^)«,  =  0. 

Und  setzt  man  endlich  hierin  noch  zm-  Abkürzung: 

^  =  ^.(,  +  1),      ..  =  (i-f),      ^^Ä,(i  +  |). 

so  lautet  die  Fundamentalgleichung,   wie  wir  schon  gesehen,  in  einfachster  Gestalt: 

n-^iÜi  —  n,%  +  v^dts  =  0 (17) 

In  dieser  Gleichung  kauu  mau  au  Stelle  der  Vectoren  9ti,  SJj?  3^3  auch  ihre  drei 
Projectionen  auf  die  Coordinatenaxeu  einfühi'en  und  die  Coordiuaten  so  trausformireu, 
dass  die  a;«/- Ebene  mit  der  durch  die  di'ei  Radien  gehenden  Bahnebeue  zusammeu- 
fäUt,  also  e  ^  0  wird;  mau  hat  demnach,  wenn  x^yi,  x^yj,  x^y^  die  Coordiuaten  der 
drei  Oerter  sind: 

ni3\  —  «jXj  -\-  Ti^Xs  =  0 

woraus  durch  MultipUcation  mit  y,  und  x^  und  Subtractiou: 

»iCaä^s  —  «s2/i)  =  «^(«sJ/s  —  Xgy^) 
und  durch  Multiplication  mit  y^  und  x-^ : 

nsix^yi  —  a-i«/3)  =  n.i(x2yi  —  a^y,), 


—     423     — 


folijt,    von    gi'iiii'iiiM-liufilichon    conatantcn  Coi'fticiuntcu  aVi^juiiulien.      l>uruiiH    «rgiubt    iich 
aWtT,  Juiw: 

•  I.  h.  tlio  GrflMon  n,,  »i„  «,  niiid  pro|iortiutial  Juii  Druiccksf ladion  r.wisclicn  ilon 
lioliocLMitriachüii  Orten. 

litlilvl  iiüiii  al8o  imc-h  Uibbs  aus  den  Zwinclienzciten  die  einfauhun   Auadriicke: 


1    _  _I» 


A,= 


r,   +  r.» 

».  =  "..  (-  '.'  +  '.  '5  +  ^n>  Üi  =  V»  (','  +  3  r,T,  +  t/),  ZJ,  =  Vn  (r,'  +  r,r,  -  r/) 
und  ttclzt: 

„,  =  .,(,  +  ^;),       ..,  =  (.-§).       ...  =  .'.(.>§). 

M)  erhält  man  bei  einer  Annahme  über  die  drei  heliocentrischeu  Distanzt-n  sofort  mit 
Kinschliiss  von  Grössen  der  viurleu  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwisohouzoiteu  Werthe, 
ilic  den  drei  Dreiecksfläoheu: 

[rjTs],  [r,r,],  [r,  r,,| 

pro|K)rtional  üind. 

Während,  wie  schon  erwälint,  bei  Ganss  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächeu  nur  bis 
in  (Gliedern  «weiter  Ordnung  entwickelt  cind  und  bei  Oppol/.er  die  Glieder  dritter 
Ordnunj;  nur  duroh  verwickelte  Kecluiungen  erhalten  werden,  ergiebt  die  Anwendung  des 
Gibbs'schen  l'rincipes  sofort  Ausdrücke,  die  bis  auf  Glieder  vierter  Ordnung  richtig 
sind,  weil  bis  dabin  die  Entwickelung  des  Ausdruckes  für  den  Vector  3i  geführt  ist.  — 

Wir  wenden  uns  nun  wieder  im  Anschlnss  an  Gibbs  zur  Weiterentwickelung 
seiner  Methode  und  bescb&ftieeu  uns  zunächst  mit  der: 


Lösung   der   F  u  n  d  .i  in  e  n  t  a  1  g  1  e  i  c  h  u  n  g. 

Die  Relationen,  mit  denen  wir  es  zu  thuu  Laben,  gestalten  sich  etwas  einfacher, 
wenn  wir  an  Stelle  jeder  geocentrischen  Entfernung  bezüglich  die  Entfernung  des  Kör- 
pers vom  Fusspunktc  der  von  der  Soune  auf  die  Visirlinie  gezogenen  Senkrechten  ein- 
führen.    Setzen  wir: 

qi  ^  9x   +  (e.  •  &.X       «•  =  ?>   +   (ßj  .  g,),      8,  =  Ps   +  («3  •  50  (18) 

P.'  ^  ^i'  -  («.  •  50'.    W  =  ßj  -  (ßa  •  50'-     P3  =  Lf/  -  (g,  .  g,)'         (19) 
so  werden  die  Gleichungen  (8): 

ri'  =  a/  +  P/.      ri  =  qi  +  pi,      r^  =  qi  +  p^ (20) 

Setzen  wir  also  der  Kürze  halber: 


^1.  (i  +  ^)(ei  +  p.gO  =  ®. 
-(l--^)((5,  -f  p,g,)-s, 
^3(1  +  |r)(e,  +  P,5,)  -s. 


(21) 


so  können  2i,    2j,    Sj    als  Functionen  bezüglich  von  p, ,    ()j, 

?n  9i»  9i  betrachtet  werden.     Sei  also: 

d£i    _.,         dSt    ~„        dg»    

dg,    ■      ^'        dq,  ^  '       dq^ 


und    d.iher   aiich    von 


(22) 
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und : 


®i    +    ®2    +   Sa  =  ®    •     • 
so  ist: 

Der  Wertb  von  &  folgt  durch  Differentiation: 

3^1    dri 


Da  aber  nach  (20): 


A, 


(..f)., 


Ä, 


d(h 


(e.  +  9,  SO 


so  \vird: 


©'     =   ^: 


dri 
dqi 

1  +  1)8, 


3i?iä. 


®"    =  —     1 


?i]  5.  + 


©'"  =  A, 


/  +  ^)^^-7|ir 


»•l 

(1  4- 

5j 

^2 

rr») 

»-2 

(1- 

3-Bs 

-02 

äs 

ri') 

®s 


(23) 
(24) 

(25) 

(26) 


(27) 


Wenn  nun  ii'gend  welche  Werthe  von  q^,  q2,  äs  (entweder  angenommene  oder 
bereits  durch  eine  frühere  Näherung  erhaltene)  einen  gewissen  Rest  v3  ergeben  (der 
Null  sein  wüi-de,  wenn  die  Werthe  von  gj,  q,,  q^  der  Fundamentalgleichung  genügen 
würden),  imd  wir  die  Correctioneu  ^gj,  z/gj,  z/g^  finden  wollen,  die  zu  g,,  q^,  q^  hin- 
zuzufügen sind,  um  den  Rest  auf  Null  zu  bringen,  so  können  wir  die  Gleichung  (24) 
auch  auf  diese  endlichen  Unterschiede  anwenden,  und  werden  dann,  wenn  diese  Unter- 
schiede nicht  sehr  gross  sind,  genähert  die  Beziehung: 

—  ®  =^  ®'z/g,   +  ©"^gj  +  <B"'^qs (28) 

erhalten. 

Indem  man  nun  die  scalaren  Producte  der  beiden  Glieder  dieser  Gleichung 
in  ®"  X  ©'",  ©'"  X  &,  und  <B'  X  ®"  nimmt,  ergiebt  sich : 


(e  lg"  ©"') 

^'   ~  ~~   (©' ©"©'")' 


^'A.  =  - 


(©'  ®"  3'") ' 

Aus  deu  corrigirteu  Werthen  von  g,,  q^,  q^  kann  man  nun  einen  neuen  Rest  ©  be- 
rechnen, aus  dem  dann  eine  neue  Correctiou  füi-  jede  der  drei  Grössen  gj,  gj,  gs 
bestimmt  werden  kann. 

Bisweilen  wii-d  es  sich  empfehlen,  um  eine  raschere  Annäherung  zu  erzielen,  eine 
weniger  einfache  Form  anzuwenden.  An  Stelle  von  Gleichung  (28)  kann  man  mit 
einem  höheren  Grade  von  Genauigkeit  die  folgende  setzen: 

—  (S  =  (5'z^gi  +  &'/lq2  +  3"'z/g3  -f  ^UZ'{^q,y  +  V2S"(^22)^  +  'U^'^^ii)'  (30) 
wobei  I',  X",  V"  folgende  Bedeutung  haben: 

B, d^TY')  ^ 


%' 

U    Ol 

""   dq{ 

%" 

-    dq^ 

V" 

da®, 
-    dqi 

=  25, 


2A,B,^P^^,  + 


1  —  -Ba  rj 


(31) 


dg,  "'  '  1  +  B,rY' 
Es  ist  klar,  dass  Z"  im  Allgemeinen  um  viele  Mal  grösser  als  X'  und  Z"'  sein  wird,  da 
der  Factor  Sj  im  Falle  gleicher  Intervalle  genau  zehnmal  so  gross  als  Aj  Bi  oder  Äg  JSj 
ist.      Dies    zeigt   zunächst,    dass    die    genaue    Bestimmung   von    z/gi    von    der   grössten 
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Wichti^ki'it    für    «lii-    folgotulv   Niilieruii^  ist.     K»  r.vi^t   fcrmT,   dai»«    wir    f.-ist   ili-iisellicii 
iJra«!  von  (Si-imiii<;kuil   orrfU-hi-ii ,    wenn    wir   an  Stt-lle    der  eben  genannten  Relation  für 
-  5  die  folgende  netzen: 

-©  =  ©'^9,  +  e"Jq,  I  e"'J<Jy  -\-  'UT^qi  ....  (32) 
I  >ft  ji'docil  kann  man  ein  etwas  liesseres  Uosiiitat  erroiclu-n,  ohne  eine  ooinplieirtere 
«ileidning  anwenden  r.ii  niiissen.  Denn  «s  kaini  i'  +  2'"  angenähert  als  gleich  '  5  X" 
.■i-8ohäl/t  werden.  Wenn  daher  d q^  und  Jq-^  ungefähr  so  gross  sind,  wie  ^q^,  wa« 
"ft  der  Fall  ist,  so  wird  es  besser  sein,  den  Coi-fticienten  >^/,j  an  Stelle  von  '/>  '"' 
letzten   «iliedf   zu  geliraiicheii. 

Für  J qi  hat  man  dann  die  (ileiobung: 

—  (®®"'eO  =  (S'ö"5"')<^'ii  +  *io(I"S"'©').J<y3'  ....  (33) 
l>;il>ii   liinlet   mau  (i"©'"©')  aus  <ler  Fonncl: 


yrs"@)  =  i  [l  -  6  «]  l(^■s"^■")  +  (.>,«" 2')l 


(34) 


■  lie  siili   kichl  aus  den  Gleiehungen  ("27)  und  (31)  ableiten  lässt. 

Die  cjuatlratisohe  Gleichung  (;{H)  crgiebt  zwei  Werthe  für  die  Conectiou,  welche 
an  die  Position  iles  Körjiers  anzubringen  ist.  Wenn  sie  nicht  zu  gross  sind,  werden 
sie  zu  zwei  verschiedenen  Lösungen  des  Problems  gehören,  gewöhnlich  zu  den  zwei 
am  wenigsten  von  den  angenommenen  Werthen  entfernten.  Ein  sehr  grosser  Werth 
von  ^q^  muss,  als  Lösung  des  Problems  betrachtet,  als  zweifelhaftes  Resultat  an- 
,'. sehen  werden.  Li  der  Mehrzahl  der  Fälle  kommt  es  nur  darauf  an,  diejenigen 
Wurzeln  der  Gleichung  zu  erhalten,  welche  sich  durch  ihre  Kleinheit  auszeichnen  und  die 
■udi  am  leichtesten  dadurch  berechnen  lassen,  dass  man  an  denjenigen  Werth,  welchen 
i:in  durch  Vernachlässigung  des  «luadratischen  Gliedes  erhält,  eine  kleine  Correction 
abringt. 

Befindet  sich  der  Komet  der  Erde  ziemlich  nahe,  so  kann  man  von  dem  Umstände 
Gebrauch  machen,  dass  die  Erdbahn  die  eine  Lösung  des  ProVdems,  d.  h.  dass  —  pj 
der  eine  Werth  von  ^J q,  ist,  und  man  ist  dann  der  allerdings  nicht  bedeutenden 
Arbeit  der  Berechnung  des  Werthes  von  (I"©"'2')  überhoben.  Aus  der  Theorie  der 
•  ileicliuniren  folgt,  dass  wenn  —  q^  und  e  die  beiden  Wurzeln  sind,  dann: 


_       (2©"'®0__ 


Durch  Elimination  von  (J"S"'(£')  ergiebt  sich: 

(e,  —  e)  (5  3'"  3')  —  —  Q^s  (®'©"o"'). 


und  folglich 


1 


(S'3"©"0 
(SS'"®') 


Nun 


^t  aber    —     ^5,  f  „  ^J 
(3'®"®'") 


derjenige   Werth  von  J'/j,  den   man   bei  N'ernachlässigung 


des  «luadralischen  (iliedea  in  Gleichung  (33)  erhält.     Bezeichnet    man    diesen   Werth  mit 
\^q.,\  so  ist  der  genauere  Werth: 


(35) 


ThenrrtiKli«  Aatronomla. 
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Die    Grösse!)  ^q^  uud  ^q^  können  ans  folgenden  Gleiclumgeu  berechnet  werden: 

—  (S©"(£"')  =  (©'®"®"')  z/g,   +   So(2:"S"S"')  ^>ll\  .ggs 

—  (©e'®")   =  (®'®"®"')  ^3,  +  «io(l"S'e")^ao-  I 

Es  zeigt  sich  min  aber,  dass  die  Coefficienteu  von  ^Jq^  in  letzteren  Gleichungen  ge- 
wöhnlich nicht  sehi-  verschiedene  Werthe  von  den  Coefficicnten  derselben  Grösse  in 
Gleichung  (33)  haben  werden.    Deshalb  können  wir  mit  genügender  Genauigkeit  schreiben : 

^q,    =   [^q,]    +    ^q.2-[^q,]\ 

^q,   =   [^q,]    +    Jq,   —  [z/g,])  '      ^      ^ 

wo  [^/^i],  [z/gj],  [z/yj]  die  Werthe  bezeichnen,  welche  man  aus  den  Gleichungen  (29) 
erhält. 

Bei  den  successiven  Corrcctionen  der  Entfernungen  g,,  g.j,  33  wii'd  es  nicht  nöthig  sein, 
die  Werthe  von  ©',  ®",  S'"  nochmals  zu  berechnen,  wenn  sie  bereits  aus  ziemlich  guten 
Werthen  von  q^,  33,  23  berechnet  waren.  Wenn  jedoch  die  erste  Annahme,  wie  das 
gewöhnlich  der  Fall  ist,  nm-  auf  einem  genäherten  Errathen  baskt,  dann  müssen  die 
Werthe  von  <B',  <2",  &"  nochmals  nach  ein  oder  zwei  CoiTectioneu  von  q^,  g^,  33  von 
Neuem  berechnet  werden.  Wenn  mau  die  besten  Resultate  erhalten  will,  ohne 
<©',  ®",  ©'"  wieder  zu  berechnen,  so  kann  man  wie  folgt  verfahren:  Es  seien  S',  S", 
©'"  die  berechneten  Werthe;  Dq^,  Dq^i  Dq^  bezüglich  die  Summen  der  Corrcctionen 
von  jeder  der  drei  Grössen  ^i,  q,,  q^,  die  seit  der  Berechnung  von  <B',  <B",  ®"'  gemacht 
worden  sind ;  <B  der  Rest  nach  allen  Corrcctionen ,  die  von  gi ,  q^,  q^  gemacht  worden 
sind,  und  z/gj,  z/g.i,  z/g,  die  noch  übrigen  Corrcctionen,  die  wir  suchen.  Dann  ist 
sehr  genähert: 

-©  =  {©'  +  £'  (Dgi  +  Vä^gi))  ^äi  +  {®"  +  £"  Päs  +  Vs^äj)}  ^'h\    ...„x 

+    {&"  +  Z"'il)q,   +    y,Jq,)\  ^q,  J     '^^'*'' 

Dieselben  Betrachtungen,  welche  wir  bei  Gleichung  (30)  angewendet  haben,  befähigen 
uns,  auch  diese  Gleichung  zu  vereinfachen  und  mit  einem  ziemlichen  Grade  von  Genauig- 
keit wie  folgt  zu  schreiben: 

—  (S®'"®')  =  {(®'S"®"')  +  '=,,(S"®"'®')  (Dg,  -f  V2^'i2)|  ^</-2  •     •     (39) 
z/gi  =  [z/g,]   +   ^q.,  —  [^ q^]  ] 
z/gg  =  [z/gj]   +   z/g.,  —  [z/g^]  j 


(40) 


wobei : 

t^«']  =  - (T®'^'"')'  ^^'^-^J^-  (®'®"®"r  t^'^'J  =  -(W®^    (^^> 


Correction    der   Fundamentalgleichung. 

Wenn  man  auf  die  geschilderte  Weise  durch  numerische  Auflösung  der  Fundamental- 
gleichimg  genäherte  Werthe  füi'  die  drei  Positionen  des  Körpers  gewonnen  hat,  so  wii-d  es 
immer  möglich  sein,  eine  kleine  numerische  Correction  an  die  Gleichung  anzubringen, 
um  sie  genau  mit  den  Gesetzen  der  elliptischen  Bewegung  in  einem  fingii-ten  Falle,  der 
sich  nur  wenig  vom  wii'klichen  unterscheidet,  übereinstimmend  zu  machen.  Nach  einer 
solchen  Correction  wii'd  die  Gleichung  augenscheinUch  mit  einem  viel  höheren  Grade  von 
Genauigkeit  auf  den  wii'klichen  Fall  anwendbar  sein. 

Für  vei-schiedcne  Methoden  bei  Anwendung  dieses  Principes  bleibt  ein  grosser 
Spielraum.     Die  Methode,  welche  nach  Gibbs'  Ansicht  am  dii'cctesten  zum  Ziele  führt, 


l-'7 

iitt  ilif  fulfjfiiilis  lifi  iltT  «lif  ('«UTi'olioii  tlor  InU-rviiUo  für  AbiTralioii  verliiiiideii  int  mit 
diT  (.'orrt'otioii,  «lit>  an^eHicIitM  »lavon  iiOthi^  int,  dngs  die  Gleiohiing  nur  eine  gciiUhertv 
Gültigkeit  In-Hiut. 

Die  Lötiiing  diT  Kiiiiilaiiiciitjklglfichiing  orgiulit  drei  l'iiiikte,  dii'  mitliwoiidig  in 
filier  Kliviii-  mit  di-r  Suiiiie  und  auf  den  (ivHichtMliiiieii  di-r  verscliicdeni'ii  ISuitlmchtuiigcn 
liogi-n  iiiUmoii.  Durch  diusc  ilrei  l'unkto  kunii  inuii  eine-  Kllipsu  legen  und  diu  Zeit- 
intervallf  liereelineu,  welche  uiicli  den  slrengen  Gesetzen  der  elliptisühen  Ik-wegiing  für 
den  Dun-hgang  de»  Kt'irpers  /.witteheil  diesen  Punkten  erfurderlieli  ist.  Wilren  diese 
lierefliiieteii  Intervalle  identisch  mit  den  gegebenen,  für  Ahernition  corrigirteii,  so  wäre 
die  wirkliche  Lösung  des  l'rolilems  gefunden,  (tibbs  nimmt  nun  /.unilchst  an,  dass  die 
berechneten  Intervalle  etwas  /.ii  lang  seien.  Dann  ist  klar,  dass,  wenn  man  die  lierecL- 
iiung  wiederhidt  und  in  der  FundamenUdgleichuiig  Intervalle  gebraucht,  die  im  selben 
\'erhältniss  zu  kurz,  wie  die  berechneten  zu  laug  gewählt  sind,  dass  dann  die  auf  Grund 
der  zweiten  Aufliisung  der  Fundamentalgleichung  berechneten  Intervalle  fast  genau  mit 
den  gewünschten  Werlhen  übereinstimineii  müssen.  Wenn  nötliig,  kann  dieser  Process 
wiederholt  und  auf  diese  Weise  jeder  beliebige  (4rad  von  Genauigkeit  erhalten  werden, 
sobald  die  Lösung  der  iincorrigirteii  (ileichung  nur  eine  Annälieriing  an  die  wahren 
Positionen  giebt.  Hierbei  ist  es  indess  nöthig,  dass  die  Intervalle  nicht  zu  gross  sind. 
Aus  den  HesulUiten  des  Hechenbeispieles  der  Ceres,  die  später  mitgetheilt  werden  sollen, 
l>ei  der  die  heliocentrische  Bewegung  62"  übersteigt,  die  berechneten  Werthe  der  Iiiter- 
\  alle  der  Zeit  aber  von  den  gegebenen  Werthen  um  wenig  mehr  als  einen  Theil  von 
Zweilausend  abweichen,  geht  zur  Genüge  hervor,  dass  hier  die  Grenze  der  Anwendbarkeit 
der  vorstehenden  Formeln  noch  nicht  en-eicht  ist. 

Wenn  wir  auf  das  Problem  die  herkömmliche  Bezeichnungsweise  anwenden,  so 
reiinisentirt  die  Fundamentalgleichung  bei  für  Aberration  nicht  corrigirtcn  Intervallen 
die  erete  Hypothese;  dieselbe  Gleichung  für  Intervalle,  die  gewisse  numerische  Coefti- 
cienten,  welche  nur  wenig  von  der  Einheit  abweichen,  enthalten,  die  zweite  Hypothese; 
die  dritte  Ilyjx-ithese,  falls  eine  solche  nöthig  sein  sollte,  wird  durch  eine  ähnliche 
(ileichung  mit  corrigirtcn  Intervallen  repräsentirt  u.  s.  f. 

Das  angeführte  Verfahren  bringt  gewisse  Ersparnisse  an  Arbeit  mit  sich,  erfordert 
aber  auch  gewisse  zu  beobachtende  Vorsichtsmaassregelu ,  die  nicht  unerwähnt  bleiben 
dürfen,  damit  die  bei  den  Rechnungen  veniachlässigten  Zahlen  das  Kesult^it  nicht  über 
Gebühr  beeiiitlussen. 

Es  ist  klar,  dass  man  sich  zunächst  bei  der  Correction  der  Fundamentalgleichung 
nicht  um  die  Lage  der  Bahn  im  äonuensystcm  zu  kümmern  braucht  Die  Zeitint«rvalle, 
Welche  diese  Correctioueu  bestimmen,  hängen  nur  ab  von  den  drei  heliocentrischen  Ent- 
feniungen  r, ,  r,,  rj  und  den  zwei  heliocentrischen  Winkeln,  die  durch  fj  —  Vi  und 
'■.  —  r,  dargestellt  werden,  wenn  man  mit  «i,  v^,  Vj  die  drei  wahren  Anomalien  be- 
zeichnet. Diese  Winkel  Vj  —  Vi  und  fj  —  Vj  können  aber  durch  r, ,  r»,  fj  und  »i, ,  Wj, 
iij,  und  darum  auch  durch  ri ,  r^,  r,  und  die  gegebenen  Intervalle  bestimmt  werden. 
Denn  die  Fundamentalgleichung,  die  sich  auch  wie  folgt  schreiben  lässt: 

»i.Stt,   —  »3%   +  fh%  =  d (42) 

.  eigt  an,  da.ss  man  ein  Dreieck  bilden  kann,  dessen  Seiten  bezüglich  »i,  r, ,  ii.jt:^  und 
/ij  r,  (zur  Kürze  setzen  wir  tf,,  s^,  s,)  sind,  deren  Richtungen  den  drei  heliocentrischen 
Kichtiingen  des  Körpers  parallel  sind.  Es  sind  also  t;  —  v.^  und  r.^  —  t'i  die  den 
Seiten  .s,  und  .x^  gegenüberliegenden  Winkel.  Man  hat  mithin  nach  der  bekannten 
Torniel : 

04* 
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i  +  S3)  (si  +  Sa  —  S3) 
+  Sa  +  S3)  (—  s,  +  Sa  +  S3) 


.     ^'a  —  f  1    _   1 /(—  Si   +  Sa  +  S3)  (Si  —  Sa  +  S3) 
2  f      (si  +  Sa  +  S3)  (si   +  s,  —  S3) 


(43) 


Weuu  daher  die  Lösung  der  Fuudamentalgleicliiing  eine  genügende  Näherung  für 
die  Werthe  von  Vi,  r.2,  »"3  ergeben  hat  (etwa  fünf-  oder  sechsstellige  Werthe,  wenn  das 
Endresultat  so  genau  sein  soU,  wie  es  siebenstellige  Logarithmen  ergeben),  so  sind  Wj, 
«2,  »i-j  mittelst  siebenstelliger  Logarithmen  durch  die  Gleichungen  (2)  und  die  heliocen- 
trischeu  Winkel  durch  die  Gleichungen  (43)  zu  berechnen. 

Der  diesen  Werthen  der  heUoceutrischen  Entfernungen  und  Winkel  correspondirende 
Semiparameter  ist  gegeben  durch  die  Gleichung: 

^  »1  '-1  —  «2  >-a  +  ^h  '-3 (44) 

«1  —  «2  +  «3 
Die  in  diesem  Werthe  für  den  Semiparameter  vorkommenden  Ausdi-ücke  «^  —  iio  -\-  «3 
und  «1  »"i  —  «2  »"2  -|-  »%  »'s  oder  Sj  —  Sa  +  S3,  die  sowohl  im  Semiparameterwerth,  wie 
auch  in  den  Formeln  für  die  Bestimmung  der  heliocenti'ischeu  Winkel  auftreten,  sind 
als  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  zu  betrachten,  wofern  man  nämlich  die  heliocen- 
trischen  Winkel  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  ansieht;  dieselben  können  jedoch 
aus  den  genäherten  numerischen  Werthen  üu'er  einzelnen  Glieder  nicht  sehr  genau  be- 
stimmt werden.  Die  erste  dieser  zwei  Grössen  kann  indess  genau  bestimmt  werden 
mittelst  der  Formel: 

A,Bi     .     B,     ,    ^3^3  .... 

«1  —  «2  +  «3  =  — TF-  +  TT  +  —pr- (45) 

'1  '2  '3 

Li  Bezug  auf  die  Grösse  Sj  —  s.,  -\-  S3  zeigt  eine  kleine  Ueberleguug,  dass,  wenn 
man  nur  genau  denselben  Werth  für  sie  anwendet,  mag  sie  nun  in  den  heliocentrischen 
Winkeln  oder  im  Semiparameter  auftreten,  die  Ungenauigkeit  bei  der  Bestimmung  dieses 
Werthes,  deren  Ursache  bereits  erwähnt  worden  ist,  ohne  Belang  für  den  Process  der 
CoiTectiou  der  Fundamentalgleichung  ist.  Denn  wiewohl  der  Logarithmus  von  s^  —  So 
-)-  S3,  auf  Grund  siebenstelliger  Logarithmen  aus  »'j ,  r^,  r^  berechnet,  nur  als  auf  vier 
oder  fünf  Stellen  genau  angesehen  werden  kann,  so  kann  man  ihn  doch  als  absolut 
streng  betrachten,  falls  man  den  Werth  einer  der  heliocentrischen  Entfernungen,  etwa 
von  r2,  um  ein  Geringes  ändert.  Indess  braucht  man  sich  gai-  nicht  weiter  um  diese 
Veränderung  zu  bekümmern,  da  sie  eine  Grösse  ist,  die  bei  Rechnung  mit  siebenstelligen 
Logarithmen  zu  vernachlässigen  ist.  Dass  dabei  die  in  dieser  Weise  bestimmten  helio- 
centrischen Winkel  nicht  so  genau,  als  sie  es  könnten,  mit  den  dm-ch  die  erste  Lösimg 
der  Fundamentalgleichung  ergebenen  Positionen  auf  den  Visii'Unien  übereinstimmen,  ist 
ohne  weiteren  Belang  für  die  Correction  der  Fundamentalgleichung,  welche  nur  die  zwei 
Bedingungen  vollständig  erfüllen  muss,  dass  erstens  die  Werthe  der  heliocentiischen 
Entfernungen  und  Winkel  die  durch  die  Fundamentalgleichung  geforderten  Beziehungen 
für  die  gegebenen  Zeitintervalle  erfüllen,  und  dass  zweitens  die  durch  die  strengen 
Gesetze  der  elliptischen  Bewegung  geforderten  Beziehungen  für  die  berechneten  Zeit- 
intervalle gelten.  Die  dritte  Bedingung,  dass  keiner  dieser  Werthe  zu  weit  von  den 
wh'klichen  abweicht,  ist  weniger  wesentlich. 

Nach  Bestimmung  der  heliocentiischen  Winkel  und  des  Semiparameters  können  zu- 
nächst die  Excentricität  und  die  wahren  Anomalien  der  drei  Positionen  bestimmt  werden, 
und  aus  diesen  die  Zeitintervalle.  Diese  Processe  bedürfen  keiner  besonderen  Er- 
klärung. Die  iu  Betracht  kommenden  Formeln  werden  in  der  Formelübersicht  mit- 
getheUt  werden. 


429     — 


l>i'>(  i  rii  III II  iit;    tliT    Italiii    :ius    drei   I'ot«iti<>iii'ii    iiml    ileii   /citintiTviillfii. 

I)ir  im  VorhtTjji'lieinli'ii  für  lii-ii  Sfiiii|iar:mu-UT  iiinl  diu  lieliocüulriüchc-n  Winkel 
;^ejjel>eneii  Werthü  liUngfii  von  der  (irösse  s^  —  Sj  -f  Sj  al»,  tiereii  niitiieriitelie  lieHtiiu- 
iiuiiig  aus  s, ,  »-^  und  $3  lii.s  uiif  (ilieilei*  zweiten  Grade»  incl.  scharf  ist,  wenn  die  helio- 
«•eiitrischeii  Winkel  klein  sind.  Das  ist  indess  ohne  Ikdany  für  den  Procetts,  den  wir 
als  die  torri'ftion  der  Kundanieiit;ilt;leiehun<^  bezeichneten.  Für  die  genaue  Uestiinniunjj; 
der  Halm  aus  den  durch  die  corriirirle  Gleichung  gegebeoeu  Positionen  —  oder  auch, 
falls  man  das  für  genügend  erachtet,  aus  den  durch  die  uncorrigirte  Gleichung 
gegebenen  —  wird  jedoch  gewöhnlich  eine  genauere  Bestimmung  der  Grösse  Sj — s^ -(- Sj 
nothwendig  sein.  Dabei  kann  man  auf  verschiedene  Art  verfahren,  /..  B.  wie  folgt. 
Man   setzt: 

e,  --  ®3  -  S, (46) 

und  bezeichnet  mit  s,  die  Länge  des  Vectors  ®„  die  mau  erhält,  indem  man  die  Wurzel 
aus  der  Summe  der  Quadrate  der  Vectorconijionenteu  nimmt.  Dann  ist  klar,  dass  s.j  die 
längere,  s,  die  küiv.ere  Diagonale  des  aus  den  Seiten  «i  und  S3  gebildeten  Parallelo- 
grammes  ist.  Es  hat  daher  das  Dreieck  mit  den  Seiten  s, ,  Sj,  Sj  denselben  Flächeu- 
inhalt,  wie  das  Dreieck  mit  den  Seiten  s,,  S3  und  s^,  da  jedes  die  Hälfte  eines  Parallelo- 
./iMiiniHs  ist.     Daraus  ergiebt  sich: 

(»•,  +  Sj  -f  Sa)  (—  s,  -I-  Sj  +  Sj)  (s,  —  Sj  +  S3)  (s,  +  Sa  —  S3)    I 
=  (»'l  +  S«  +  Sj)  (—  S,  +  Si  4-  S3)  (—  S,  —  S4  +  S3)  (S,  +  S«  —  S3)  I 

und : 

_     ,     _  (Si  +  S4  +  Sj)   (—  Si  +  S4  +  S3)  (Si  —  S«  +  S3)   (S|  +  S4  —  S:0    .   . 
*'     *^  +  *^  -         (s.  +  S,  +  S,)  (-  S.  +  S,    +   S,)  (S,  +  S,  -  S3)  ^^"^ 

Die  numerische  Bestimmung  dieses  Werthes  von  Sj  —  Sj  +  S3  ist  nur  scharf  bis  auf 
(tlieder  ersten  Grades  iucl. 

Die  Excenti'icität  und  die  wahren  Anomalien  können  iu  derselben  Weise  wie  bei 
der  Correction  der  Formel  bestimmt  werden.  Die  Lage  der  Bahn  im  Räume  aber  kann 
durch  folgende  Beti-achtung  gewonnen  werden.  Der  Vector  —  ^Z-i  ist  von  der  Sonne 
nach  der  zweiten  Position,  der  Vector  S«  von  der  ersten  nach  der  dritten  Position  des 
Körpers  gerichtet.     Setzt  man: 

®:,  =  3,  -  ^i#  e, (49) 

so  wird  der  Vector  (3s  in  der  Ebene  der  Bahn,  seuki'echt  auf  —  ®j  und  auf  der  Seite, 
wo  die  Anomalien  zunehmen,  liegen.     Bezeichnen  wii-  die  Länge  von  @5  mit  s^,  so  sind: 

-  ®^    und    ^ 
Sä  Ss 

die  Vectoreinheiten.  Seien  3  und  3'  die  Vectoreinheiten,  welche  die  Lage  der  Bahn 
bestimmen,  3  von  der  Sonne  nach  dem  Perihel  gezogen,  0'  rechtwinklig  auf  3  iu  der 
Hahnebeiie  und  auf  der  Seite,  wo  die  Anomalien  wachsen,  dann  hat  man: 

3    =_cosrj®^  — smr,  ®' (.^0) 

Sj                               Sj 
3     =^  SIHTj  -^ 1-    cos  l'a  {•>l) 

Die  Zeil  des  Periheldurchganges,  T,  kann  aus  irgend  einer  der  Beobachtungen  mittelst 
der  Kepler' sehen  Gleichung: 
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JL(j  ^  T)  =  E—  esinE (52) 

bestimmt  werden,  indem  die  exceutriscbe  Anomalie  E  aus  der  wahi-eu  berechnet  wird. 
Das  Intervall  t  —  T  in  dieser  Gleichung  wii-d  in  Tagen  gemessen.  Einen  besseren  Wertb 
von  T  kann  mau  erlangen,  indem  man  das  Mittel  aiis  den  drei  durch  die  einzelnen 
Beobachtungen  gegebenen  Werthen  nimmt,  deren  Gewichte  man  den  Umständen  gemäss 
nehmen  muss.  Irgend  welche  bemerkenswerthe  Unterschiede  in  den  drei  Werthen  von 
T  würden  die  Noth wendigkeit  einer  zweiten  Correctiou  der  Formel  anzeigen  und  zugleich 
die  Basis  für  dieselbe  liefern. 

Zur  Berechnung  einer  Ephemeride  hat  man  in  Verbindimg  mit  der  vorstehenden 
Gleicliung : 

9i  =  —  ac  3  -f  cosEaQ  -j-  sin  Eh  i' (53) 

Bisweilen  wii-d  es  der  Mühe  lohnen ,  die  Rechnungen  für-  die  Correction  der 
Formel  in  der  etwas  längeren  Form,  die  für  die  Bestimmung  der  Bahn  gegeben  ist, 
vorzimehmen.  Das  wh-d  der  Fall  sein,  wenn  man  gleichzeitig  die  Formel  auf  ihre 
theoretische  Unvollkommenheit  hin  und  die  Beobachtungen  dm-ch  Yergleichimg  mit 
anderen,  nicht  zu  eutf ernten,  zu  corrigiren  wünscht.  Die  rohe,  durch  die  »mcorrigirte 
Formel  gegebene  Annäherung  an  die  Bahn  wird  füi'  diesen  Zweck  genügen.  In  der 
That  wird,  wenn  die  Beobachtungen  durch  sehi-  kleine  Intervalle  getrennt  sind,  die 
Unvollkommenheit  der  uucorriguteu  Formel  die  Bahn  wahrscheinüch  weniger  beeinflussen, 
als  die  Fehler  bei  den  Beobachtungen. 

Der  Rechner  wii'd  es  vorziehen,  die  Bahn  aus  dem  ersten  und  dritten  heüocen- 
trischen  Orte  mit  ihren  Zeiten  zu  bestimmen.  Dieser  Process,  der  gewisse  Vortheile 
bietet,  ist  vielleicht  etwas  langwieriger,  als  der  hier  gegebene,  und  eignet  sich  auch 
nicht  so  für  die  successiveu  Verbesserungen  der  Hypothese.  Wünscht  man  eine  ver- 
besserte Hypothese  aus  einer  so  bestimmten  Bahn  abzuleiten,  so  muss  man  die  Formeln 
aus  XH.  der  folgenden  Zusammenstellung  anwenden. 


Zusammeustelluug  der  Foriuelu  mit  Gebrauclisaiiweisang. 

[Für-  den  Fall,  dass  eine  genäherte  Bahn  schon  bekannt  ist,  s.  XH.] 

I.     Vorläufige    Rechnungen,    die    sich    auf    die    Zeitintervalle    beziehen. 
<j,  /j,  ';i  ==  Zeiten  der  Beobachtungen  in  Tagen,  logk  =  8,2355814  (nach  Gauss): 

t,    =    k   {t,   —   U\  Ts    =    h   (t,   —   t,), 

h  —  tu  .        u_  —  u 


Ä,  = 


h  —  h'  '       h  —  h- 


—  Tj  +  Ti  T3  +  r|  x'l  +  3  Ti  r,  +  tI  vf  +  r^  r,  —  t| 

^'  -  12 '    ^-^  ==  12 '    ^'  =  12 

Ziu-  Coutrole: 

n.     Vorläufige  Rechnungen,    die    sich  auf  die    erste   Beobachtung   beziehen. 

Xj,   Y-i-  Zi   (Compouenten   von    @i)   =   die   heUocentrischeu    Coordiuaten    der   Erde    \er- 
mehi-t  um  die  geoceutrischen  Coordiuaten  des  Observatoriums. 


4.U       - 

»i<    1i<   li    (C'oipponenten   von   9,)   =   die   Riobtangscoeiniu   <Ut   ticohachteten   Position 
corri^rt  für  die  Fixsteniabcrrattoo. 

ßf  =  X,'  +  17  +  z,',    (c. .  8.)  =  X. I,  +  r,  ij,  -I-  z, f..    Pf  =  e,'  -  (e, .  5.)»- 

Vorläufige    Rechnaugen,    die  sich    auf    die  zweite    und    dritt«-   II •->.)•- 
achtang   beliehen. 

Die  Fonneln  sind  ganz  aualoi^  denen,  die  sich  auf  die  erste  ISeobachtung  IiczicIkii; 
die  GrotMen  sind  bloss  durch  die  zugehörigen  Indices  unterschieden. 


III.     Gleichungen  für  die  erste  Hypothese. 

Wenn  die  vorhergehenden  Grössen  berechnet  sind,  so  werden  ihre  numerischen 
Werthe  (oder,  wenn  dies  für  die  Rechnung  betjuemer  ist,  ihre  Logarithmen)  in  die 
folgenden  Gleichungen  substituirt: 

Componenten  von  <Si: 

'ix  =  Pi  +  (öl  •  S.)  ff,  =  ^.1,  (1  +  iJ.)  (</i  ^  1^  —  CS.  •  5i)) 


"f    =  li  -T  Pi 

Zur  Controle: 


ßx  =  -ii  1,  (l  +  -Ri)  («zi 


i'i 


i^i  ■  50) 


i    ^ 


E,  .i, 


(l   ~  Ä,)  r- 


Y,  =  A,  %,  (1  +  äO  («1  +  -|-  -  (>f.  .  gl)) 


s,-  =  «f  +  ^,^  ^  y,-  =  ^f  (1  ^  i?,)'  r,'. 
Componenten  von  2': 


7.    =  P.  ^  (»Ss  •  gj) 


Zur  Controle: 


Componenten  von  ä^: 
«,   =   -  I,  (1  -  B,)  (^g,    ^   ^  -  (ß,  .  g,)) 

^,  =  -  »/ai  -  Ä.)  (</.  -  ^  -  (e, .  ^S) 
Y,  =  -  Si  (1  -  Ä.)  (<L,  -  ^  -  (e. .  öl)) 


/"'  = 


3  B,  .yj 


(1  -  i?,)  r,^ 


S,'    =    «,'    +    ^/    +    y^i    =    (1    _  i},Vi  r^. 

Componenten  von  <S"- 

«"=  —  li  -  laiJ-i  -  -P"«a  I 
/J"=  —  ij,  -  ijjBj  -  P"ß.i 


4j    =  Pj  -r  (63  •  5j) 

•-,'  = «;  +  W 

->  =  § 


Componenten  von  S,: 
oc,  =  A,  S,  (1  +  ü,)  (^3,  +  ^  _  (63  .  i^,)) 

/i,  =  A,  n,  (i  +  ij,)  ^a,  ^  li  —  (g, .  g,)) 

Y,  =  .4,S,  (1   ^  if,)  ^3,  ^  A  _  (g,  .  i^3)) 


(III.) 


(uiO 


(UI,) 


(UI") 


a"3) 
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Zur  Controle: 


s|  =  «1  +  /3|  +  y|  =  Ai  (1  +  B,)ä  rl 

Compoiienten  von  ©"': 

«'"  =  ^3  §3  +  A-,  fa  i?3  —  P'"  «3 1 
>1     I     B  X  ,.  /3"'  =  A,ri,  +  A, ri,  B,  -  P'"  ß, 

^    +  ^'^  '»  r"'  =  ^3  ?3  +  ^3  ?3  i?3  -  P'" y.  I 


-p"'  =  ?T4^y^  r  =  ^t?3  +  ^3'?3-R3-p"'^3[ (iin 


Der  Rechner  kann  min  ii'gend  welche  plausible  Werthe  der  geoceutrischen  Ent- 
fernungen pj,  P21  P3  oder  der  heliocentrisohen  Entfernungen  rj,  »'2,  r3  annehmen  (erstere 
im  Falle  eines  Kometen,  letztere  im  Falle  eines  Asteroiden)  und  aus  diesen  angenom- 
menen Werthen  die  folgenden  Grössen  berechnen: 


Durch  die  Gleichungen 

Durch  die  Gleichungen 

Durch  die  Gleichungen 

(in,)  (III'): 

(III,)  (in"): 

(III3)  (III'"): 

äl 

22 

33 

\ogr^ 

^ogr^ 

log  »-3 

logBi 

logB^ 

logBi 

%(1+-B.) 

log{l-B.^ 

log{l  +  B,) 

log  P' 

logP" 

logP'" 

«1 

Co 

«3 

ß. 

ßl 

Ä 

71 

Y2 

73 

w' 

a" 

oc'" 

ß' 

ß" 

ß'" 

7' 

Y" 

7"' 

IV.     Kcchuungeii,  die  sich  ;iuf  diu  Diff erentialcoeff icienteu  beziehen. 
Compoiienten  von  ®"  X  ®'":  Compoiienten  von  ®"'  x  5': 

«1  =  ß"  7"'  —  y"  ß'"  ai  =  ß'"  7'  —  7'"  ß' 

hl  =  y" «'"  —  k"  y'"  1)2  =  y'"  Ol!  —  es"'  y' 

Ci   =r  a"/3"'  —  ß"a"'  C2  =  a'"  ß'  —  ß'"  a' 

•  Componeuten  von  ®'  x  ©": 

«3  =  ß'7"  -  7'ß" 
63  =  y' «"  —  «'  y" 
C3   =  «'  j3"  —  ß'  a". 

Cr  =  (S'  ®"  ©'")  =  «1  a'  -\-  \ß'  -\-  Ci  y'  =  a. «"  +  (>2  /3"  -f  Cj  y" 
=  «3 «'"  -)-  !) ,  /?'"  4-  f.i  7'"- 

Diese    Rechnungen    werden    durch    die    Uebereiustimmung    der    drei    Werthe    von 
G    controlüt ,    die    folgenden    sind    nur    uöthig,    wenn    die    zu    machenden    Con-ectionen 

gross  sind : 

u  =■-  (So®'"©')  =  «2^.  +  h,n,  +  c,u 
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V.     (.'orrfi'tiiMii'ii  ili-r  ycoceiilrinchfii  Kiilf eniiiiigoii. 


C'oiiipuiiviitc-u   vuii   3  : 

«  ^  et,   +  «,  +   «1  o,  — — 

(i^  fi     '    ß:    *    li-  r..  =  -  "»«  +  M  +  C,Y 

y  -  y.   ^.   y.  \  y.  c,  =  -  "•'"  +  ^  +  '^^ 

(Diose  Gleichung  wird  gewöhnlich  sehr  leicht  diirdi  wiederholte  Subatitutioiien 
gelöst,) 

\'l.     Siiccfssive   Correctioneii. 

J qi,  -1  q-ii  -Jiji  wt-rik'U  als  L'orreclioiicii  /u  g,,  «y^,  q^  adiürl.  Mit  den  so  erhaltenen 
Werlhen  wird  die  Berechnung  mittelst  der  Gleichungen  (IIIj),  (IH.^),  (III3)  von  Neuem 
begonnen.     Dabei  stehen  zwei  Wege  offen: 

a)  Entweder  kann  die  Arbeit  genau  wie  zuvor  bei  der  Bestimmung  der  neuen 
Correctionen  für  5,,  (/j,  g,  durchgeführt  werden. 

b)  Oder  es  können  die  Kechnungen  mittelst  der  Gleichtmgcn  (III'),  (III"),  (III'") 
unter  Weglassung  von  IV.  durchgeführt  werden,  indem  man  die  alten  Werthe  für  a,, 
6,,  f,,  a.j  etc.,  G  und  L  mit  den  neuen  Resten  «,  /J,  y  benutzt,  um  neue  Correctionen 
für  (/,,  g,,  q^  durch  die  Gleichungen: 

.       _  Cj 

'^'        1  4-  '-ULiOq,  +  V,C,)' 

■^»h  =  C,    +   Jqt  —   Cj,  Jq^  =   C,    +   d  q^  —   Cj 

zu  bekommen,  wobei  Dg^,  die  frühere  Con-ection  von  i/j  bezeichnet.  (Allgemeiner  wird 
in  irgend  einem  Stadiiuu  der  Arbeit  D(/]  die  Summe  aller  Correctionen  von  g,  reprü- 
sentiren,  die  seit  der  letzten  Berechnung  von  a,,  b,  etc.  gemacht  worden  sind.) 

Soweit  eine  allgemeine  Regel  gegeben  werden  kann,  ist  es,  ausser  in  dem  Falle, 
dass  die  angenommeneu  Werthe  eine  gute  Näherung  repräsentiren ,  rathsam,  a,,  6|  etc. 
nochmals  zu  berechnen,  G  aber  bloss  einmal,  etwa  nach  den  zweiten  Correctionen  von 
1\i  1ii  9f  Ob  L  auch  von  Neuem  zu  berechnen  ist,  hängt  von  seiner  eigenen  Grösse 
und  derjenigen  der  Correction  von  g,  ab,  die  noch  zu  machen  ist.  Wenn  im  späteren 
Stadium  der  Arbeit  die  Correctionen  klein  sind,  so  können  die  Glieder,  welche  L  ent- 
halten, ganz  vernachlässigt  werden. 

I)ie  Correctionen  von  g,,  g^,  g,   müssen  wie>lerholt  werden,  bis  die  Gleichungen: 

«  =r  0,  /3  =  0,  y  =  0 

frfülll  .siml.  Für  die  folgenden  Rechnungen,  ilie  indess  mit  der  grösstmöglichen  Genauig- 
keit durchzuführen  sind,  werden  genäherte  Werthe  von  r„  i„  rj  genügen. 

Kltiikarfuat.    Tb*or«U*cb«  AilroDomi«.  gr 
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VII.     Probe    auf    die    erste    Hypothese. 

l(><ji\,  logr^,  lofffs  (genäherte  Wcrthe  aus  den  vorhergehenden  Rechnungen): 
N  =  A,B,r-^  +  B^r-'  +  Ä,B,rj^ 
s,  =  Ai  Vi  +  Ai  Bi  i'Y^ 
«2  =  Vi  —  B^r~^ 
«3  =  A^Vi  -\-  A^^B-if-^ 

S     —    1/2  (Sl    +   »2    +   S3) 

S       —    Sj^        S     —    S21        S  S;^. 

Der  Werth  von  s  —  $-2  kann  sehr  klein  und  in  Folge  dessen  sein  Logarithmus  sehr 
schlecht  bestimmt  sein.  Das  schadet  indess  nichts,  wofern  nur  der  Rechner  sorgfältig 
denselben  Werth,  natürlich  so  genau  berechnet  wie  möglich,  gebraucht,  wo  immer  der- 
selbe in  den  folgenden  Formeln  vorkommt: 


B 


1/(S  -  S,)    (S  -  S,)    {S  -  S3)  ,/^  ^^,^   _  ^   _  _^_ 

tg  '/o  (^3  —  rO  =  '  ~  " 


B 


Zur  Auffindung  von  Fehlern : 

1/2  CtJä    —   Vi)    =    \l'2  («-'2   —   «'l)     +     V2  («'3    —   Vi) 
P_    _    P_ 

ecos^Uiv-i  4-  Vi)  =  ^ — rr~r \ 

/2V   3    T-      1/  2  COS  V2K  —  M 

'5'   V2("3    +    <'l)  C- 

Zur  Controle : 


ecosv2  ^=  —  —  1 


-fr 


P 


+  e  1  —  «2 

/(/ 1/2  E,  =  Etg  1/2 «1 ,         <^  1/2 -E2  =  £ '.9  V2 ^2 ,         ?5  V2 Es  =  etg  ''s  r';, 

riMic.  =  d'li{Ei  —  jBa)  +  eo'^^sinE^  —  ea''/^sinE3 

T^scaJc.  =  d''''(E2  —  El)  -\-  €0"'^  sin  El  —  ea'^shiE2. 

VIU.     Zur    zweiten    Hypothese. 

8ti  =  0,005  701  3  fc  (p2  —  P:i)  (Aberrationscoustante  nach  Struve) 

ötä  =  0,005  761  3  A;  (pi  —  pa)  /o(/ (0,005  761  3  Ä-)  =  5,99610. 

^logxi  =  %r,  —  log{xicaU:—Sti)  ^j^^  I1  =  jjogti  —  zllogx-, 

^logti  =  logx^  —  log  (ts  cah:—  ^ '^s)  ^^  ^ 

z/  log  (ti  T3)  =  zt  log  Ti  +  zJ  log  T3  ^  ^og  Ai  =  —  A^J  log  -^  ■ 
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^ luij  Ai  —     -  AiJ  hilf  — 
.llogB,  =  ^/ü<;(T,r3)  -  ^\l^'    ^ log  f| 
^logB,  =  J  log  (T.T,)  +  ^-^^~-  ^%  f^ 
^/o<,7?,  ==  Jlog(x,x,)  +  ^'i^^J''  ^%  f|- 

Difsi'  (.'oiTt'otioiit'ii  wt.'r<U'ii  zu  den  Logarithmen  von  Ai,  A^,  /f  i ,  //j,  7/j  in  «leii 
liicicliiingt'n  (Illi),  (lllj),  (III,)  n<l<lirt  und  die  so  corrigirten  (ileichuiiguii  zur  Corrcclion 
der  Worthc  von  </i,  1/3,  »/j  guhraucht,  bis  die  Reste  «,  fi,  y  veiftchwimk-n.  Die  neuen 
Werthe  von  ,4|   und   .1,   niÜKSeu  die  Bedingung: 

-■«i  4-  ^5  =  1 

erfüllen  und  die  t  imtcciikiicii  J log  A^  ^logA^  müssen,  winii  niithig,  zu  diesem  Zwecke 
berichtigt  werden. 

Dritte    Hypothese. 

Eine  zweite  C'orrection  der  Gleichungen  (Uli),  (IHo),  (IH3)  winl  auf  dieselbe  Weise 
erhalten,  wie  die  erste,  doch  wird  sie  selten  uüthig  sein. 


IX.     Bestimmung    der   E  1 1  i  p  s  e. 

Voraussetzung  ist,  dass  die  Werthe  von: 

«i>    ßx-,    7i  «ai    ßi-,    Vi  «3,    ft,    Yi 

r,,     r,,     rj  i?,,  H^,  R^  s,,     s.^,     s, 

aus  den  Gleichungen  (III|),  (1112)1  (III:i)  "li'  <!<'•■  grössten  Genauigkeit  berechnet  sind,  um 
die  Hestc  u,  ß,  y  zum  Verechwindcn  zu  bringen  und  dass  die  beiden  Formehi  für  jede 
der  Grössen  s,,  Sj,  S3  sichtlich  denselben  Werth  ergeben. 

Componeuteu  von  ©4 :  Componentcn   von  ©5  : 

«    —  «-         «  «    —  «  «« «a  +  /^<  ^3  +  Yi  Y2  „ 

Yi  =  Yi  —  Yi  Yi  =  Yi -^ Ji  Yi 

*/  =  «4'  +  ßi  +  Yi'  si  =  a,'  +  ß,'  +  y-^    ' 

s     =  V»  (si  +  Sj  +  s,)  S    =  V,  (s,  +  Sg  +  Ss). 
Zur  (.'outrole  hat  man: 

3_,    ^  S  (S  -  s.)  (S  -  S4)  (S  -  s,) 
*  s  (s  —  s,)  (s  —  s,) 

A'«  -  S  (S  -  3.)  (S  -  S4)  (s  -  %)  .  , ,  ,„  ^  _     -ß 

''    —  -5 ig  Vj  (fj  —  V,)  =  . 

Sj  5   65 


.V    -    .4,  /.',    +    if,    +    ^,  li,  tg  1  ,  (f,   —  f,)    = 


Ä 


'^  =  iyr(«-s.)(.-s,)  '^ '/,(f3  -  f.)  =  (,_,,)  (,_,^) 

65* 
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Der  Rechner  muss  darauf  achten,  die  corrigirten  Werthe  von  Ai  und  A3  an- 
zuwenden (siehe  VIII).  Störende  Fehler  in  den  Winkeln  müssen  auf  dieselben  zweck- 
mässig vertheilt  werden : 

P_  _  P_ 
esin  '/2(«';i  4-  Vi)  = 


2  sin  '/a  {V3  —  i'i) 
7   +   7-2 


Zur  Coutrole : 


e  cos  t'a  =  ■ 

^-1 
»■2 

P 

b 

'  =  F 

ll-c 

=  V(«i')- 

l  +  e                "         1 

—   C2 

Kichtuugscosinus 

der  grossen  Halbaxe: 

cos  V2 

l  = «., 

S2 

«5 

«5 

cos  Vi       r, 

m  =                  ß, 

«2 

sin  V2 

/?. 

COSVo 
*2 

sinv^ 

yä- 

Kichtungscosinus 

tler  kleinen  Halbaxe: 

sin  Vo 
X  ^ «„ 

So 

cos  V.2 

«5 

«6 

sin  r.,    , 

COS  tu 

ft 

S2 

sin  Vo 
V  = ^   V-i 

COS  V2 

S3 

ys- 

Compoueutuu  der 

llalbaxeu : 

«x 

=  a?                 a,j  ^^  am 

«I 

=  «Jl 

bx 

=  hX               h  =  '^ 

ft 

!*r 

=  bv. 

X.     Zeit   des    P  e  r  i  h  e  1  d  u  r  c  h  g  a  n  g  e  s. 

Correctionen  für  Aberration: 

tg  1/2  El  =  etg  1/2  Wi  ö  fi  =  —  0,005  761 3  Qi 

tg  1/2  E2  =  £tg  1/2  ^2  ö  #2  =  —  0,005  761 3  pa 

fg  i/j  Ei  =  Etg  '/ä  t>3  d  fs  =  —  0,005  76 1  3  93 

%  0,005  7613    =    7,76052. 

ti  +  dti  —  T  =  h-^  a%  (E^  —  esf»  i^O 

«3  +  Äfj  —  T  =  /fc-i  a%(j;2  —  esmiJ,) 

<3  +  0(3  —  r  =  /c-i  a%  (i;,  —  csinEs). 

Die   dreifache    Bestimmung   von  T  bietet    eine  Controle   für-   die   Genauigkeit  der 
Lösung  des  Problems  dar.     Wenn  die  Unterschiede  von   T  derartig  sind,    dass  sie  eine 


Wfilori'   (  urrfolioii   ilcr   Kuriuulii   erforilfrii    ('liilLc    ll\|>ollio.so).    »u   hat    man    »ich   auf   «lic 
UIciühiiiiguii : 


^%r,  =  M  ^ ^  Jlogty  =  M 


/.u  Htütr.on,  in  donoii    7*,!),   7(1),   Tm  diu  LczQglich  nuH  der  ersten,  /.weiten,  dritt4.'n   Beob- 
achtung crhulteneu  Werthe  bozeichnou  und  J/  den  Mudul  der  gewöhnliclieu  Ix>garilliiuen. 

XI.     Kür    f  i  n  e    E  p  h  e  m  e  r  id  o. 

-T-  (<  —  2)  =  t:  —  esin  E. 

lIcIiocentriHfhf  Coordinatou  (Componenten  von  9i): 

X  =  —  e  a^   +  a^cosE  -\-  h^  sin  E 

jf  =  —  eoy  -\-  ayCosE  ■\-  h^ainE 

e  =^  —  ea,  +  a.cosE  +  b,sinE. 

Diese  Gleichungen    werden    vollbtändjg  conti'ulirt  durch    die  Uebereiustininmug   der 

berechneten   und   beobachteten  Positionen   und    die   folgenden    Relationen    zwischen   den 

Constanteu: 

»tK  +  a^K  +  a.i.  =  0,         al  +  al  +  a\  =  a»,         ^'i  +  h-  +  b\  =  (1  —  e»)  a*. 

XIT. 

Ist  eine  geii.nhertc  Bahn  im  Voraus  bekannt,  so  kann  man  sie  zur  Verbesserung 
der  Fundamentalirlcichung  benutzen.  Die  folgende  Jlethode  dürfte  dabei  die  einfachste 
sein.  Man  suche  die  exceuU'ischen  Anomalien  1,',,  J^j,  Eg  und  die  heliocentrischen  Ent- 
fernungen r,,  rj,  rj,  welohe  zu  der  genäherten  Bahn  gehören,  füi-  die  Zeiten  der  Beol> 
achtung,  conngirt  fiii-  Aberration. 

Dann  berechne  man  5,  und  J?j,  wie  in  L  gezeigt,  unter  Anwendung  der  corri- 
Lfirten  Zeiten. 

Hierauf  bestimme  man  Ai  und  A^  durch  die  Gleichung: 


sin  (£,  —  £,)  —  e  sin  El  +  e  sinE^         sin  (£,  —  25,)  —  esin  E^  +  e  sin  Ei ' 
in  VerbinduDg  mit  der  Gleichung  Ai  -\-  A^  =^  1. 
Dann  bestimme  man  Bf  so,  dass: 

■^1  IT  +   IT  ^~  -^s  "IT 


4  sin  >  ,  (/?,  —  Et)  sin  '  j  (JE,  —  E,)  sin  '/j  (£,  —  ^,) 
jedem  der  beiden  Glieder  der  letzten  Gleichung  gleich  wird. 

Es  ist  nicht  nöthig,   dass  die  Zeiten,   für  welche  JE,,  £,,  £j,  r, ,  rj,  r,    berechnet 
sind,    genau    mit    den    für   Aberration    conigirten    Beobachtungszeiten    übereinstimmen. 
Seien  die  ersteren  durch  t\,  t'.^,  t\,  die  letzteren  durch  t'[,  /',',  (,  repräsenlirl  und  sei: 
^logx,=:  log  («;  -  Q  —  log  (<',  —  t\) 
J  Icgxy  =  log  (<;  —  t',')  —  %  C's  —  'i)- 
Dann    findet   man  i?,,  B„  Ai,  yl,,  J5,   wie    oben,   indem    man  t\,   <j,  (',    gebraucht   und 
Jiogtx,  Jloijx^,  um  ihre  Werthe  wie  in  VIU.  zu  corrigiren. 


438 


Numerisches  Beispiel:    Die  Ceres. 

Zur  Illustration  seiner  Methode  hat  Gibbs  selbst  als  Beispiel  den  Planeten  Ceres 
gewählt  (vergl.  auch  die  Vorbemerkungen  zur  vorliegenden  3.  Ausgabe,  S.  XXVI,  An- 
merkung 1),  welcher  eine  grosse  heUocentrische  Bewegung  besitzt  imd  von  Gauss 
sowohl  wie  von  Oppolzer  vordem  nach  anderen,  von  einander  verschiedenen  Priucipien, 
weniger  glücklich  später  von  Harzer  mit  einer  practisch  minderwertigen  Methode 
behandelt  worden  ist.  (Man  vergleiche  die  Vorbemerkungen  zur  3.  Ausgabe  des  vor- 
liegenden AYerkes,  S.  XXII,  XXIII  und  XXV  bis  XXVII.) 

Die  folgenden  Daten  sind  der  Theoria  motus  §.159  entnommen: 


Zeiten,  1SU5,  September 

5,51336 

139,42711 

265,39813 

Längen  der  Ceres 

1      95»  32'  18",yG 

99«  49'     5",67 

118»     5'  28",85 

Breiten  der  Ceres 

—  0°  59'  34",06 

+  7'  16'  36",80 

-f  7»  38'  49",39 

Längen  der  Erde  ..... 

'     342°  54'  56",C»0 

117°   12'  43",25 

241°  58'  50",71 

Logarithmen  der  Entfernung 

[ 

von  der  Sonne  

0,0031514 

9,9929861 

0,0056974 

Die  Positionen  der  Ceres  sind  dabei  von  der  Euiwü-kung  der  Parallaxe  und  Aber- 
ration befi-eit. 


Man  erhält  zunächst  aus  den  gegebeneu  Zeiten  die  folgenden  Werthe: 


Couti-ole : 


Zahlen 

Logarithmen 

t,  —  i, 

133,91375 

2,1268252 

h-t. 

125,97102 

2,1002706 

*8    —    *1 

259,88477 

2,4147809 

A,     .  . 

0,4847187 

9,6854897 

^3 

0,5152812 

9,7120443 

^1     • 

0,3358520 

Tj     • 

0,3624066 

-«I 

9,6692113 

-B. 

0,3183722 

B, 

9,5623916 

A,B,   +  B, 


'  A3B,  =  2,495  908  6 
i/jTjTj  =  2,495  9081. 
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'"9  ^t 


!t,471  J7-I8 

I) 
8,9845270 


II., i-»;  411«.  I 


/.-./  J-, .  .  . 

1»,'J4l'(MI  4 

/, 

0 

Hi,     .    .    . 

9^2282738 

1..,,'.,    .    . 

9,!KI()l  )««)<) 

/.,,c.   .  .  . 

!M«tJti'i4'J 

t% .  I-^, .  . . 

O.StS  1422  a 

1'." 

(MnoßTKSi 

(•"/   A       .      .     . 

■11., ,  ,.~i  11 

hi,  y,  .   .   . 

;Vjr.iri.'hi7 

z, 

0 

logi,    .    .    . 

!»,ß«K)021U 

loan,   ■  ■  • 

9,9416855 

log:,    .  .  . 

9,1240813 

(f,.5.  .  .  . 

0,5599304 

Pi 

0,7130<i24 

III. 

Die  vorsU'hi'iuli'u  Rechiiimgcii  lirforii  ilio  iiiimi.Ti>clifii  Wertlie  für  ilie  (;ificlitiii"i'ii 
(ill,),  (IM'),  (III,).  (III").  (IIIj),  dir"),  ilif  anlui  fol-in.  Dii-  Kl.immeiii  Jie.kiitoii,  .fass 
an  SuUf  ilir  Ziililin  ihre  Loji^arithmiii  ixesutzt  sind. 

Jetzt    haben    wir    für    ilie    helioceutrischeu    Entfernungen    r, ,  r^,    Tj  Werthe    anzu- 
nehmen.      Als     naturgeiunsäo    Annahme    bietet    sich    hier    die     mittlere    Proportionale 
uisehcn    den    mittleren    Entfernungen    von   Mars    und    Jupiter    zur   Sonne    dar.       Um 
•  loch  die  Convergeuz  der  Kechuungeu  zu  prüfen,  wenn  die  Annahmen  nicht  glücklich 
•  wählt   sind,    soll  die   viel   weniger   wahrscheinliche  Annahme  gemacht   werden  —  die 
-■■•h    in    der  That  viel  weiter    von   der  Wahi'heit   entfernt   — ,   dass   die    heliocentrischen 
Kiilfernungen     das    arithmetische     Mittel     zwischen    den    Entfernungen     von   Mars    imd 
.lupiter  zur  Sonne    sind.      Das    ergiebt  0,526    für    den  Logarithmus  jeder    der   drei  Ent- 
fernungen r, ,  Tj,  fj.     Aus    diesen   angenommenen    Wertheu   berechnet    mau   die    ersten 
Z:khlencolumuen  in  den  drei  folgenden  Tabellen: 


.,,  =  p,  —  0,3874081 
r-  =  q{  -f-  0,864  533  f. 
/.-,  =  [9,6692113]  r^^ 

[0,477 12Ji?..^, 
(1  +ii.)r,» 


«,  =  —  [8,6700167]  («,  —  9,5901555)  (1  -f  7?,)  I 

/J,  =        [9,6833924]  (</,  +  0,0900552)  (1   -(-  7?,)     ■  •  (ni,) 

/,  r-  —  [7,9242047]  {(/,  +  0,3874081)  (1   -f  /?,)  | 

«'  ^  —   0,046775  —  [8,67002]  i?,  —  P*«,  | 

f}'  t=         0,482383  -{-  [9,68339]  i?,  —  P*/?,       (III') 

■/  —  ~    0,008399  —  [7,92420]  iZ,  —  P ri\ 


/  7i',  .   .   . 


—  0,66731 

—  0,0455« 

—  o,oiiiiii ;  1 

o,22tJUi; 

2,5.5875 

2,51317 

2,5142134 

2,5142140 

0,52600 

0,434960 

0,4280791 

0,4282376 

0,4282377 

8,09121 

8,364  3;il 

8,:«49740 

8,3844985 

1- 

0,00533 

0,009934 

0,0104122 

0,0104010 

4- 

8,01967 

8,369 1)26 

8,3957468 

8,3951457 

-1- 

0,30136 

0,33650« 

0,3300605 

0,3390018 

1,01938 

1,307W)4 

1,2.S»;223 

1,2867056 

- 

0,03072 

n,(r2531(; 

0,0249518 

0,0249601 

0,050505 
0,47139 

0,1)563438 
0,4620942 
0,0079821 
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gj  =  Pa  +  0,9314223 

r|  =  gl  +  0,1006681 
i?,  =  [0,3183722]  »--ä 


P"  = 


[0,47712]  i?ag.. 


«2  =  +  [9,2282738]  (32  +  1,7286820)  (1  —  E^)  ] 

ß.2  =—  [9,9900800]  (ää  —  0,0361309)  (1  —  bJ)    ■  ■  (lU.,) 

7-2  =  —  [9,1026549]  (q.,  —  0,9314223)  (1  —  i?,)  j 

«"  =         0,169151  —  [9,22827]  i?^  +  i"' «,  1 

ß"  r=  —    0,977417   i-  [9,99008]  E,  +  I"'  ßJ.    ■  ■  ■  ■  (III") 

/'=  —   0,126664  4-   [9,10265]  E,  +  P"  ^2  J 


J  9= 

3ä 

log'i 

Zojfi?. 

7of,  (1-  n.J.   .   . 
JogP" 

«o 

ß2 

n 

((" 

ß"  

y" 


+ 


^3    =  Q3  —  0,5599304 

»■.?   =  33^  -(-  0,7130624 
E,  =  [9,5623916]  r^^ 

[0,47712]  J?3g, 
(1- J?3)'-| 


3,34235 
0,52600 
8,74037 
9,97543 
8,71411 
0,81059 
3,05379 
0,28858 
0,20182 
1,08177 
0,13464 


Ys    = 


+  0,0013222    i  +0,0000021 


-0,77826         +0,005042 
2,56409  2,569132  2,5704542  2,5704563 

0,412233  0,4130733  0,4132934  0,4132937 

9,081673  9,0791524  9,0784920 

9,944142  9,9444866  '       9,9445766 

9,199120  9,1954270  9,1944598 

0,638489  0,6397466  0,6400760 

2,172660  2,1787230  2,1803116    . 

0,181843  0,1825846  |       0,1827338 

0,2491854  '  ,     ! 

1,2018221 

0,1400944 


]! 


—  [9,3810737]  (33  +  1,5798163)  (1  + -R,) 
[9,6537308]  (q^  —  0,4630521)  (1  +  iZj 
[8,8361256]  (q^  +  0,5599304)  (1  +  JJj) 

—  0,240477  —  [9,38107]  E^  —  P"'«3  ] 

+    0,450537   +  [9,65373]  E^  —  P"' ß^     ■  ■ 
+    0,068569  +  [8,83613]  E,  —  JP"' y^  J 


(ni:0 


(III'") 


^'1. 

Qi 

loyi-s  .  .  .  . 
log  E^  ...  . 
log  (1  +  R,)  . 
logP'".   .   .   . 

«3 

ß. 

ya 

«'" 

ß'" 

y'" 


+ 
+ 

+ 
+ 


3,24945 
0,52600 
7,98439 
0,00417 
7,91715 
1,17253 
1,26749 
0,26373 
0,22847 
0,44441 
0,06690 


-0,80780 
2,44165 
0,412217 
8,325742 
0,009099 
8,357016 
0,987590 
0,910305 
0.210171 


-0,04055 
2,401 10 
0,4057319 
8,3451948 
0,0095108 
8,3817516 
0,9785152 
0,8924956 
0,2075292 
0,2222335 
0,4390163 
0,0650888 


+  0,0025316 
2,4036316 
0,4061394 
8,3439733 
0,0094843 
8,3801993 
0,9790776 
0,8936069 
0.2076940 


+  0,0000031 
2,41136347 
0,4061399 
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IV. 

Die   Werthe    von  «',  ß'  etc.    liefern    die    Gnmdlage  für   die  Bereelmuug   folgender 
Grössen : 

«1=—  0,01254  02  =  — 0,03517  öj  =  — 0,07232 

61  =  +  0,017  26  h.2  =  —  0,00525  b^  =  —  0,00845 

Ci  =  —  0,15746  f2  =  —  0,08526  c^  =  —  0,04050. 
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Kür  (r    truolii-n    «iili   ili«i   niiffiillend   inKTi-iiistimiminl«    Wirihf.     NVluiii  r.   uii    ;i,r 

.Miit«'l,'Mi   winl : 

G  =  0,01006. 
So  i'i'luiltcii    wir  : 

II  —  —  (»,001)  iiS  L  =  0,02322. 

(Will  iliT  l>iTci-liiiiiiii,'  \oii  7/  Hill]  I,  liiitt»'  iiiüii  ilalic'i  ;,'aii/.  :i))Nolifii  köiuu'ii,  wi-iiii  iiiiiii 
ilirr  klciiifii  Wurtlii.'  liattc  vor.iiiNselieii  k<">iiiit'ii.  In  der  Tliat  iTgiolit  »ich,  ilass  ilic  (ilieilcr, 
Wfli'iii' A  i'iitli:ilU;ii,  ilit- L"«>iiviTj;eii/.  kaum  vorlii-NSiTii,  ila  sio  kloiia-r  als  ilic  vcriiacliläHsigtcii 
(irÖÄSfii  •.iinl.  NiciiUitU'stoweiiijifr  illiistrirt  ili-r  (ii-liram-ii  iliuser  (iliuilor  in  iiiist'rciii  Hoi- 
^|li^•l  i'iiii'ii  rrucess,  dessi-n  Amwi'IhIiiiilj  s-icli   in  aiidcrun  Fälk-n  als   vortliciliiaft  erweist.) 

V. 

Kiiliiiliiiieii   wir  die  Wertlie   Von  «,,  «j  .  .  .  den  C'olumiieii  iiiiler  (lll|),  (HL),  (lllj, 
so   folgen   die   liesU!: 

«  =  —  0,OG(t58  ß  =  —  <»,lß6<J-.>  y  =  —  0,05557, 

ans  denen  sich  mittelst  iler  /.iilet/t  berechneten  Zahlen  die  Wertlie  ergehen: 

C,  =  —  0,65b  88  C,  =  —  0,76983  C3  =  —  0,7'J'J3ii 

die  als  Correctionen  für  die  Wertlie  von  (/, ,  q^,  gj  verwendet  werden  köiiiieii.  Um 
für  diese  Corrcctioneu  genauere  Werthe  zu  erhalten,  setzen  wu-: 

Jq.^  —  C,  —  (^  iaL(Jqjy     oder     ^t q^  =  —  0,76983  —  0,01393(^<7.)^ 
w  as : 

^q-i  =  —  0,77826 

ergieht.  Die  «luadiaUsciieii  (Glieder  vermhiderii  den  Werlh  von  ^ q.^  um  (1,00843. 
Uurcli  Snhtractiou  der  gleichen  Grösse  von   Cj   und   C-,  folgt: 

Jq^  =  —  0,66731,  ^53  =  —  0,80780. 

VI. 

Indem   man  diese  C'orrectioneii  an  die   Werthe  von  q,,  q.j,  q^  aiiliriiigl,   erhält    man 

die  zweiten  Zaiileiicolumnen   unter  den   (ileichiiiigeii   (IHi),  (IIT.),  ('Hi)-     ■'^"f  "'''•'   l^«?*?!»- 

niiug    mittelst   iler  (Jleichungen  (111')  etc.    gehen    wir   nicht  ein,    sondern  begnügen    uns 

mit  den  letzten  Werthen  von  «,,  hi   etc.,   G  und  L,  die  mit  den  neuen  Resten: 

a  =  —  0,012595  ß  =  0,044949  y  =  0,003012 

die  Werthe: 

C,  =  —  0,04567  Ca  =  0,004952  C3  =  —  0,04064 

J<l^  =  C,  —  L  (Dg,  +  Vs  Cs)  -^'li  —  0,004952  —  0,02322  (—0,77826  -|-  0,00247)  Jgj 

ergeben. 

Daraus  fol^t:  ,  ,  „ ^ . , 

*'  ^>h  =  0,005042. 

D:i  das  (tlied,  welches  L  enthält,  den  Werth  von  ^d q.^  um  0,00009  vergrö.ssert  iiat,   so 

addiren   wir  diese  Grösse  zu   Ci   und   t'j   und  erhalten  so: 

^g,  =  —  0,04558  z/g,  =  —  0,04055. 

-Mittelst  dieser  Coitectioneu  berechnet  mau    die   dritten   Zahlencohimneu    unter  den 

tileichiiiigfn('III,)etc.   Dabei  berechnet  mau  die  Grössen  a'  etc.  von  Neuem,  und  wiederholt 

mit  ihnen  dann  die  hau|it.sächlichsten  Ilcchiiungcn  von  IV.,  wodurch  sich  die  neuen  Werthe: 

,1,  —  —  0,0167215  lt.,  —  —  0,033.5815  O3  =  —  0,074  3299 

bt  =  +  0,014  9145  6,  =  —  0,0054413  b,  =  —  0,0098825 

c,  =  —  0,15768S6  c,  =  —  0,077  9570  Cj  =  —  0,047  4318 

G  =        0,009092  9. 


orgelieii. 

Klinkf  r(-  ■■  •      1' rhf  A>lf<iiioniir 
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Die  Grössen  II  uiul  L  köuneu  vrir  ohüe  Bedenken  in  diesem  Stadium  der  An- 
näherung vernachlässigen. 

Mit  letzteren  Werthen  ergeben  die  neuen  Reste: 
«  =  +  0,0002919  ß  =  —  0,0000044  7  =  +  0,0000288 

die  Werthe : 

z/3i  =  Ci  =   -f  0,0010434  ^32  =  Ca  =  +   0,0013222 

z/(23  =  Cs  =  +   0,002  5316. 

Diese  Correctioneu  liefern  die  Grundlage  für  die  vierten  Zahleucolonnen  unter  den 
Gleichungen  (IIIi)  etc.     Als  Reste  folgen: 

«  =  0,0000002  ß  =  +  0,0000009  Y  =  +  0,0000001 

und  als  neue  Correctioneu : 

^,j,  =  +  0,0000006  z/(/,,  =  +  0,0000021  z/^j  =  +  0,0000031. 

Die  corrigirten  Werthe  von  (ji,  (j.,,  äs  ergaben: 

log)\  =  0,4282377  Jog  r.,  =  0,4132937  log  fs  =  0,4061399. 

Wir  haben  die  Annäherung  weiter,  als  füi-  die  folgende  Correction  nöthig  ist, 
getrieben,  um  genau  zu  sehen,  zu  welchen  Resultaten  die  luicorrigiite  Formel  führt  mid 
um  der  Controle  willen,  welche  durch  die  vierten  Reste  geboten  wird. 

vn. 

Die  Rechnungen  zur  Prüfung  der  uncorrigirten  Formel  (erste  Hypothese)  sind 
folgende : 


Hier  Bopvu 


Loffarithmus 


AB.rT^    .    .    . 

B,r^^ 

A,B,r^^  .  .  . 
N 

«1 

Sj 

$3 

.s 

s  —  s,  .... 
S    —   Sj       .... 

S    «3  ... 

R 

P 

t(j\'A'\-  'i)  ■ 
tg'A(.t-^-  '•,)  . 
tg 'A (Cä  —  '■)  ■ 

csmVs(c3  +  Ci) 
ecos'/^(i:,  -\-  (-,) 


+ 

0,01174865 

+ 

0,11980944 

+ 

0,01137670 

+ 

0,14293479 

+ 

1,3808476 

+ 

2,2796616 

+ 

1,3417404 

+ 

2,4761248 

+ 

1,1452772 

+ 

0,1964632 

+ 

1,1343844 

+ 

+ 

+ 

15»  48'  10",82 

+ 

15"  39'  36",38 

+ 

81»  27'  47",20 

+ 

— 

—  39»  55'  32' ,31 

+ 

+ 

+ 

0,4282377 
0,4132937 
0,4061899 
8,0699879 
9,078491 1 
8,0560162 
9,1551380 
0,1241283 
0,3578704 
0,1276685 
0,3987725 
0,0589106 
9,2932812 
0,0547602 
9,5065898 
0,4391732 
9,4518296 
9,4476792 
9,7806915 
8,7099387 
8,7872701 
9,9226686 
8,9025438 
9,9652259 
0,4419546 


Zahl  Oller  Bngoii 


Ix>)^ritbmtu 


'»'/,'••   . 

/,,'/.  A-,    .    .   . 

»I«  /.', 

»in  K,  .... 
«•  n%  sin  A'i  .  . 
f  0%  «i'w  /•.',  .  . 
m'/rginK,  .    . 

«•.(£,  -  /•;,) 
o%(A'.  —  >;,) 

rjniJc 

'lOnic.     .    .    .    • 


ii.-."  II'  :i:i".7-. 
1!»°  r.:i'  j.v',;)^ 
4'  13'  5L»",r>ö 

:w  h:i'   o",I7 

IK«  2H'     (i",3ö 
-   3*  M'  •_M",2l 

—  )i7'    <;'    0",34 

—  *;•  öl!'  12","0 

—  r  48'  ■l«",42 
0,33870t;  l 
(),220!15-J5 
0,049984)1 
2,422  G30  7 
2,3391145 
2.3048791 
2,liWMt;i 


8,8(>9I380 
9,82HM^n;8 
9,523724» 
8,834  3(i3  9 
9,JKM3473 
9,778.8272 
9,1333734 
9,5298230 
9,3443<^»29 
8,6988-19  1 
0,3842872 
0,3ß9r)515 
0,.S(i2(>-l82 
0,3300885 


vin. 

Dil-  I.oi;aritliinen  der  l>tieiliiRti.ii  \Vcilln>  iler  Ztiliiitirvalk'  iibersUigiii  die  für 
dii'.s<ll)fn  1,'eyebeiic'ii  Wertlie  um  0,0tX)241G  beim  ersten  Intervall  (r,)  und  um  0,0002365 
heim  zweiten  Intervall  (r,).  Daher  setzen  wir,  indem  die  Coirection  für  Aberration  in 
unseren  Daten  enthalten  ist,  als  Correctiou  der  Formel  (bei  der  zweiten  Hypothese): 

Jlog  r,    =  —  0,0002365  J lofj  r,   =  —  0,0002410; 

ila.s  cruiebt: 

JloffA,  =         0,000002  (i  JlogAi  =  —  0,0000025 

JloffBi  =  —  0,0004872  JJogBi  =  —  0,000  47ö  2 

JlogBi  =  —  0,0004665. 
Dir   iD'iii'ii    WiTtlie  der  Lo!.;arilhmen   von  Ax   und  ^4^   sind: 

h,,,A^  —  9,6854923  log  A^  =  9,7120418. 

Indem  man  «liese  Correctionen  an  die  Gleichungen  (III,),  (III.,),  (III,)  aiilirinjjt, 
ergiebt  sich : 

«,  =  —  [8,6700193]  (,^,  —  9,5901555)  (1  -|-7f,)| 
fi,  =  +  [9,6833950]  (<,,  -\-  0,0900552)  (1  +  iJ,) 


r,'=7  ,y/    f   0,864  5:t:!  6 

Ji,^  I0.n(;>^7-2ni,.  ■ 


•  (HI,) 
^  —  [7,9242073]  ((/,  -f  0,3874081)  (1  +  i?')  |     corrigirt. 


'/■  •   • 

/<)<;  r,  ... 

/.«;/;,  .    .    . 

/m/(l  1      /.'.l 


2,5142140 
0,4282377 
8,3838110 
0.0103847 
■  ;:189910 
i.j.86r,<;54 
0,0249593 


r./  —  ./,     .    (i.ldOr.C.sl 
Itt—  lÜ,:il7894  0|r,  ^ 


+  0,0002887 
2,5145027 
0,4282816 
8.3838793 
0.0103863 
0,3389784 
1,2868124 
i»,024!Hil9 


a,  =  -I-  [9,2282738]  {q,  +  1,7286820)  (1 
f{.,  =T  —  [9,9900800]  (./,  -  0,03()1309)  (1 
j'.,  =  —  [9,1026549]  (a,  —  0,9314223)  (1 


-0,IKW()217 
2,514  181  (» 
0,42827.s2 

8,.'J.s3,ss>(4 

0,010:^8»;. ■) 

0,3389796 
1,286  81  »2  4 
IM»24!>6I7 
0,124  l.".71 

y.',)   ■■  •  •  (III,) 

-li,) )      i-orrigirt. 
56* 
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^9. 

9s 

'0(7 'ä 

logE^ 

log  (1  -  i?J  .    . 


log  Sä 


—  0,0000955 

+  0,0000187 

+ 

2,5704563 

2,5703608 

2,5703795 

+ 

0,4132937 

0,4132778 

0,4132809 

+ 

9,0780129 

9,0780605 

9,0780513 

+ 

9,9446418 

9,9446353 

9,9446365 

+ 

0,6401725 

0.6401487 

0,6401532 

— 

2,1806412 

2,1805261 

2,1805482 

— 

0,1827615 

0,1827481 

0,1827507 

+ 

0,3579174 

»•3^  =  33-^  +  0,7130624 
It,=  [9,5619201]  r-3 


«3  =  —  [9,3810712]  (33  +  1,5798163)  (1  +  B3) ) 

ßi  =  +  [9,6537283]  (33  —  0,4630521)  (1  +  ISj)  i  •  •  •  •  (m.) 

y.,  =  +  [8.8361231]  (33  +  0,5599304)  (1  -j- B/)]     corrigirt. 


^23  • 
?3    •      • 

log  r.^ 
log  i?3 
log(.l 


A3). 


Ya  ■ 
logs^ 


+  0,0003302 

+  0,0000424 

+ 

2,4036347 

2,4039649 

2,4040073 

+ 

0,4061399 

0,4061929 

0,4061998 

+ 

8,3435055 

8,3433463 

8,3433257 

+ 

0,0094742 

0,0094708 

0,0094704 

— 

0,9790500 

0,9791236 

0,9791329 

+ 

0,8935824 

0,8937277 

0,8937461 

+ 

0,2076882 

0,2077097 

0,2077124 

+ 

0,1277120 

Mit    diesen    corrigii-teu  Gleichungen    ergeben   unsere    letzten  Werthe   von    i/i,  g-ji  Qs 
die  Reste: 

«  =  0,0001135  ß  =  —  0,0003934 

diese  liefern  die  Correctionen : 

z^ä,  =  0,0002887  z/g.  =  —  0,0000955 

Die  nächsten  Reste  sind: 

«  =  0,0000035  ß  =  0,0000140 

und  sie  ergeben  die  Correctionen: 

z/g,  =  —  0,0000217  z/</2  =  0,0000187 

Die  nächsten  Reste  sind: 

u  =  —  0,0000001  ß  =  0,0000003 

die  als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  können. 


y=  —  0,0000326; 
z/(23  =  0,0003302. 
Y  =  —  0,0000003 
z/23   =  0,0000424. 

y  =  0,0000000, 


IX.,    X. 

Es  bleibt  nur  noch  die  Bestimmung  der  Ellipse  übrig,  welche  durch  die  Punkte 
geht,  auf  die  sich  die  Zahlen  in  den  letzten  Columnen  nuter  den  corrigii-teu  Gleichuno-eu 
(IIIj),  (III2),  (lüg)  beziehen,  sowie  die  Bestimmung  der  Zeit  des  Periheldurchgauges. 
Die  Rechuuusien  sind  folgende : 


Zahl  (hIit  I{uf;<-ii 


I.Mt'i.lill, 


,  ^, 

) 

,e. 

ü' 

.  «t 

'T' 

n, 

.£ 

«r» 

.« 

.  •«, 

«?' 

Vf    

ir. 

u  . 

iV  . 


'.«/'/.C.  -  r.)   • 
?»iw  V,(r,  -f  r,) 

reo» '/«('■»  +  '"l* 


'<; '/.  r. . 


Oy. 


i,:!i.-<iijr. 

«•.aatiir^;;! 

0,^32074  1 

i,'J4ii(ir.i!f 

I  + 

1,!W5010(» 

+ 

l,3a)9358 

+ 

1,34187.»!) 

+ 

2,2799084 

+ 

2,47(>3:v.n; 

+ 

1,1 4:.  4  23« 

+ 

1,134484  7 

+ 

2,0339104 

1  + 

0,7029746 

0,(i389i)04 

(M;9203r)r. 

0,0292373 

0,003  («WÜlHi 

+ 

0,012205017 

+ 

0,(X)102792G 

— 

1,3145118 

— 

0,4053213 

+ 

0,231  C4(J  2 

+ 

1,9458866 

4- 

1  + 

+ 

0,14278017 

1   + 

2,7517987 

+ 

15°  48'    7",Ü7 

+ 

15°  39»  31  ",14 

+ 

31»  27'  38",81 

|l   + 

(1   — 

39°  25'  12",94 

+ 

0,080  7(;i  04 

— 

—  35°  26'  25",87 

— 

—  19°  3S'  18",20 

— 

—    3°  5fi'  47",06 

+ 

i   + 

i  + 

1   - 

0,8139130 

1   + 

0,5564152 

+ 

0,1671768 

+ 


0,551  7065 
0,«!0401  (i 
0,077  si  »21 5 


:i,.V.iH.V17 
9,366748  1 
0,28!»  1543 
0,1445772 


0,3579174 
0,3938137 
o,o.5,s;m;(;u' 

0,054  7986 
0,3083318 
9,8469397 

9,8054032 
'.•,840128  1 

H,4r.59;!7:i 

7,75<»1025 
7,556  38(>4 
8,0886682 
7,0119616 
0,118764  5 
9,6077994 
9,3648252 
0,2891176 
9,0132057 
9,5<t66028 
9,1546679 
0,4396167 
9,451804  2 
9,447  (i366 
9,786651 7 
8,7099782 
8,7951055 
9,9148727 
8,9072019 
9,8523140 
9,5524725 
8,8424313 
9,9648493 
0,4424586 
0,4410376 
9,9105780 
9,7453990 
9,2231760 
9,7417ftSl 
9,9192881 
8,8909916 
0,3530366 
0,187&576 
9,665634  (! 
0,1827457 
0,3603257 
9,3.320292 


•>  5, .  e,  =  «.  n,  +  ß,P,  +  Yt  y,. 
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Zahl  oder  Bogen 


Logarithmus 


>y'AE^  ... 

tgV.E,  .  .  . 
/;— 1  d\esinE, 
7c— 1  aViesin  E^ 
k—i  a^esinE^ 
1-1(1%  7?,  .  . 
h--id%E^  .  . 
k-^d%E,  .    . 

Tm 

7(2) 

7'(31 

T 


•33»   16'  50",08 

-18»   12'  58",10 

-   3°  40'  1G",33 

19,85671 

12,85291 

2,76589 

311,31839 

170,40027 

34,34174 

296,97504 

296,97447 

296,97398 

296,97450 


9,8171033 
9,517.3218 
8,8072806 
1,2979074 
1,1090014 
0,4418347 
2,4932048 
2,2314703 
1,5358223 


XI. 

Das  ergiebt  folgende  Gleich migeu  für  eine  Ephemeride: 

T  =  1806,  Juni,  23,97450,  Paris  M.  Zt. 

[2,8863186]  {f.  —  T)  =  i;in  secmden  —  [4,2216270]  sin  E. 

Ilc'lioceutrische  Coordinateu  in  Bezug  auf  die  Ekliptik. 

.r  =   -I-   0,1820700  —  [0,3530366]  cosE  —  [0,1827457]  shiE 
y  =  —  0,1244685  +  [0,1878576]  cosE  —  [0,3603257]  sbiE 
z  =  —  0,0373970  -f  [9,6656346]  cosE  +  [9,3320292]  sinE. 
Die  Unterscliiede  der  Werthe  von   r(i),   7(2),   T^z)  von  ihrem  Mittehverthe   T  geben 
die  Fehlerreste  dieser  Hjijothese  an.    Dieselben  zeigen  Unterschiede  in  den  berechneten 
und    beobachteten    geoceutrischen   Positionen,   welche    durch    die   geoceutrischen   Winkel 
repräseutirt    sind ,    die    den    Wegstrecken    gegenüber    liegen ,    welche    vom    Planeten    in 
folgenden  Tagesbruchth eilen    beschrieben   werden:  0,00054,   0,00003,   0,00052.     Da    die 
heliocentrische  Bewegung   des  Planeten  circa  ^|^ "  pro  Tag  beträgt   und  er  zur  Zeit  der 
ersten  und  dritten  Beobachtung  bedeutend  weiter  von  der  Erde  als  von  der  Sonne  ent- 
fernt ist,  so  werden  die  Fehler  weniger  als  eine  halbe  Bogensecunde  betragen. 

Wenn  wir  eine  Genauigkeit,  wie  sie  durch  siebenstellige  Logarithmen  erreicht 
wird,  anstreben,  können  wk  eine  dritte  Hypothese  bilden,  die  auf  folgenden  Correctionen 
beruht: 


^  log  Tg  =  M 


T(3)  —  T(. 

^(2)    ^(1 


=  —  0,0000017, 


=  _  0,0000018. 


h        ^1 
Die  Gleichungen  für  eine  Ephemeride  werden  dann: 

T  =  1806,  Juni,  23,96378,  Paris  M.  Zt. 
[2,8863140]  {t  —  T)  =  J^m  secmden  —  [4,2216530]  sbiE. 

Heliocentrische  Coordinaten  bezüglich  der  Ekliptik. 

:r  =  ^-  0,1820765  —  [0,3530261]  cqsE  —  [0,1827783]  shiE 
y  =  —  0,1244853  -f  [0,1878904]  cos  7^;  —  [0,3603153]  sin  E 
z  =  —  0,0373987   +  [9,6656285]  cosE  +   [9,3320758]  sin  E. 
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Diu  U«!livrciii«liiuiiuuig  der  bereoliiieUju    gooconlriiioken  Ponttionen    uit  den  Daten 
wigi  folj^ende  TabvUo  au: 

/fiifii.   I*J6,  St-pti-ml..  .'■'-:. 


/w.  ilc  lIyi.otl..'M 

l^DgfU 'J5*  32'  lö",ö.3 

Köhler 0",32 

Breiten k  —(f  öö*  34",01 

FoUer 1  Vfl6 

Dritte  tl.vpothe»e:  1 

Lingen "     95«  32*  1S",05 

Fehler i  0",09 

Breiten I  —0*  69"  34",04 

Fehler I  0",02 


49*     5",ö7 

113*     t/  2b"fi2 

0",00 

—  ()",33 

IC'  36",82 

7«  38'  49",34 

0",02 

—  0",05 

'.»9'  iV    5",82  118»    6'  28",79 

—  0",05  —  0",0G 
7'  16'  30",78  7*  38'  49"38 

—  0",02  ;                 —  0",01 


Das  dirocte  Resultat  von  jeder  Hypothese  gicht  drei  Positionen  des  Planeten,  aus 
deueu  zusanuuen  mit  den  ZwischeuKciteu  die  Hahn  auf  versL-hiedeuc  Weise  berecbnel 
wenlen  kann,  wobei  uian  insofern  verschiedene  Kesultatc  erhält,  als  die  gegebeueu 
Posiüoueu  vou  der  Wirklichkeit  iu  Folge  der  Unsicherheit  der  Hypothesen  abweichen. 
Dalier  zeigt  sich  In  mancher  Beziehung  die  Richtigkeit  einer  Hypothese  am  besten 
durch  die  Werthe  der  geoceutrischen  oder  heliocentrischen  Entfernungen,  die  aus  ihr 
direct  abgeleitet  sind.  In  beifolgender  Tafel  sind  die  Logarithmen  der  heliocentrischen 
Enifernungeu  zusammengestellt  und  die  von  Gauss  und  Oppolzer  nach  ihren  Methoden 
für  dasselbe  Beispiel  gefundenen  Werthe  zum  Vergleich  beigefügt.  Es  mag  noch  her- 
vorgehoben werden,  dass  die  durch  die  zweite  Hypothese  gegebenen  Positionen  im 
Wesentlichen  schon  correct  sind  und  dass,  wenn  die  Bahn  aus  der  ersten  und  dritten 
Position  mit  den  Zwischenzeiten  berechaet  worden  wäi'e,  nui-  wenig  zu  wünschen  übiig 
geblieben  wäre : 


^        logr, 

logr. 

logr. 

t.ibl.s: 
Ente  lljjiuthtsc   .    • 
Zweite         „           ... 
Dritte          ,           ... 

U,423.;o7  7 
.    '      (i,42-!2782 
.    i      0,428  27b  G 

'j,aj2'ja7 

0,4132809 
0,4132808 

0,4001399 
0,400 199b 
0,4062003 

Ganii: 

Ente  Ilypothe«-   .   .    . 
Zweite         ,           ... 
Dritte          „           ... 
Vierte         ,          ... 

.    ,       0,4323934 

0,4291773 

.   1       0,4284841 

.   1      0,4282792 

0,4114720 
0,4129371 
0,4132107 
0,4132817 

0,409471 2 
0,4071976 
0,4004697 
0,4062033 

Oppolzer: 
Erat«  Hypotbeae  .    .    . 
Zweite         „           .    .    . 
Dritte          „           .    .    . 

r 

0,4281340 
0,4282794 

0,42827«  7 

0,4133300 
0,4132801 

0,4061699 
0,4061976 
0,4002009 

Bezüglich  der  drei  verschiedenen  Methoden  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die 
Be&limmung  der  Positionen  bei  einer  Hypothese  nach  Gauss'  Methode  die  successiven 
Correctioneu    einer   einzigen    unabhängigen    Variabein,   die    entsprechende    Bestiiunnmg 
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bei  Oppolzer's  Methode  die  successiveu  Correctionen  von  zwei  iiidepeudenteu  Variablen 
veilaugt,  während  dieselbe  Bestimmung  nach  Gibbs' Methode  die  successiven  Correctionen 
von  drei  unabhängisren  Variablen  erfordert.  — 


Zweiundaclitzigste  Vorlesung. 
Die  Leuscliiier'scheu  Methoden. 

Laplace  hat  bereits  in  der  Mecauique  Celeste,  T.  I.,  premiere  partie  livre  II, 
chap.  IV,  eine  Methode  der  Bahubestimmuug  augegeben,  welche  vom  theoretischen  Stand- 
punkte die  idealste  Lösung  des  Problems  enthält.  Das  Grundpriucip  dieser  Methode  ist, 
dass  zunächst  aus  den  gegebenen  Beobachtungen  zur  Zeil  einer  innerhalb  der  Beobachtungs- 
zeiteu  gewählten  Epoche  <o  die  sphärischen  Coordinaten  des  Körpers,  dessen  Bahn  zu 
bestimmen  ist,  sowie  deren  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  ermittelt  werden, 
wobei  diese  Grössen  selbstverständlich  auf  die  Erde  bezogen  sind.  Sodann  wird  die 
o-eocentrische  Distanz  und  ihre  Geschwindigkeit  etc.  aus  den  eben  genannten  Coordinaten, 
Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen,  mit  Heranziehung  der  bekannten  Souuen- 
coordinaten  etc.,  aus  den  Bewegungsgleichungen  abgeleitet. 

Die  bisher  gegen  die  praktische  Bedeutung  dieses  Verfahrens  erhobeneu  Einwände 
werden,  wie  noch  weiter  unten  klargestellt  werden  wird,  durch  die  in  dieser  Vorlesung 
zur  Darstellung  kommenden  Leuschner'schen  Methoden,  welche  auf  der  Laplace'scheu 
Methode  zwar  basireu,  von  dei'en  Mängeln  jedoch  frei  sind,  vollständig  beseitigt  i). 

Das  Laplace'sche  Verfahren  ist  im  neunzehnten  Jahrhundert  verschiedentlich  be- 
arbeitet worden,  aber  lange  nicht  in  so  ausgiebigem  Maasse  wie  die  Gauss'sche  Methode. 
Sonst  wären  die  praktischen  Vorzüge  desselben  wohl  längst  erkannt  worden.  Unter  den 
neueren  Bearbeitungen  sind  die  von  Bruus^),  von  Poiucareä)  und,  wie  bereits  in  den 
„Vorbemerkungen  zur  dritten  Ausgabe"  dieses  Werkes  erwähnt  ist,  von  Harzer*)  zu 
nennen.  Die  folgenden  Bedenken  gegen  die  praktische  Verwendbarkeit  der  Harzer'- 
schen  Methode  gaben  den  ersten  Anlass  zu  den  Arbeiten  Leuschuer's  auf  diesem 
Gebiete: 

A.  Es  muss  ein  System  von  fünf  Gleichungen,  vor  und  nachdem  die  Correctionen 
für  Parallaxe  und  Aberration  angebracht  worden  sind,  füi-  jede  der  beiden  beobachteten 
Coordinaten  gelöst  werden.  Im  Ganzen  sind  also  im  Allgemeinen  mindestens  vier  der- 
artige Systeme  zu  lösen.  Weitere  Lösungen  können  nothwendig  werden,  wenn  die  aus 
der  Lösung  der  beiden  ersten  Systeme  resultirendeu  geocentrischen  Distanzen  zur  defini- 
tiven Bestimmung  der  genannten  Correctionen  nicht  genügend  genau  sind. 

B.  Es  fehlen  etwaige  Anweisungen  zur  Erleichterung  der  Lösung  der  Gleichung 
siebenten  Grades,  aus  welcher  die  geocentrische  Distanz  zur  Zeit  der  Epoche  fo  ge- 
wonnen wii'd.  Diese  Gleichung  muss  mit  viel  Mühe  mindestens  zweimal  durch  Versuche 
gelöst  werden. 

C.  Nachdem  die  Unterschiede,  Beobachtung  minus  Rechnung,  für  die  fünf  gegebenen 
Beobachtungen  auf  Grund  der  letzten  Annäherung  der  geocentrischen  Distanzen  bestimmt 


')  „Short  Methoda  of  Determining  Orbits"  by  A.  0.  Leuschner;  Publications  of  the  Lick 
Observatory,  Vol.  VII.  Bisher  sind  nur  dieTheile  1,  2,  3  dieses  Bandes  und  zwar  als  Separatabdruok 
erschienen,  während  die  übrigen  Theile  erst  gedruckt  werden. 

=)  A.  K.  2824. 

")  Bulletin  Astronoraique,  t.  XXIII,  p.  161. 

*)  A.  N.  3371. 


worden  Miiul,  inuHtioii  liie  Coitiiiuuicii  ilir  .scchit  zu  criiiiiu-liulvii  Ai-ndcriiuf^eii  der  reolil- 
wiiikli^eii  lielioceiitriituhcli  l'ourdi nuten  und  duren  UeHcliwindi^'keiten  zur  Zeit  der  K|)UOhu 
für  /.elin  iieoltiichtiiiif^M^deioliiinj^en  bereclinel  werden.  Die  (icMtinint/jthl  dieiter  Cuefticienteu 
ist  deninac-li  heeli/.i^.  Will  niun  aber  nur  dreien  der  ^e^ehenen  Heobachtungen  Uenügc 
leiHten,  ho  bniuehl  niiin  immerhin  nocli  Boclisunddreiüsi^  Coefticienten.  Obwohl  erleich- 
ternde Winke  zur  Berechnuni;  der  sechs  Unbekannten  aus  tien  zehn  Gleichungen  gegeben 
sind,  Ki>  scheint  iler  erforderlieiie  Arbeitsaufwand  nur  dann  gerechtfertigt  zu  sein,  wenn 
die   Hahnbcstinunung  auf   Normalurtern   beruht. 

Diese  praktisciien  Kinwäuile  hat  Leuschuer.  wie  folgt,  bereits  in  seiner  ersten 
.Vrbeil')  beseitigt: 

1.  Durch  lü'schränkung  der  Anz:ihl  der  iieubachtungeu  auf  drei,  das  Minimum, 
Welches  zur  Huhnlie.stimmung  nothwendig  ist.  Hierdurch  wird  eine  bedeutende  Ab- 
kürzung <ler   Uechnung  erzielt,  ohne  dass  man   viel  an   Genauigkeit  einbüsst. 

2.  Durch  Verminderung  der  bei  der  Lösung  des  Problems  zu  bestimmenden  Funda- 
mentalgrossen von  sechs  auf  vier.  Diese  Grössen  bestehen  a)  einerseits  in  den  oben 
genannten  IJeobachtungsgrössen  zur  Zeit  der  Epoche,  nämlich  den  geocentrischeu  t'oordi- 
natcn,  deren  Geschwindigkeiten  und  Heschleunigungen,  b)  andererseits  in  den  ent- 
sprechenden   heliocentrischen    rechtwinkligen    Coordinateu    und    deren    Geschwindigkeiten. 

3.  Durch  eine  kurze  Methode  der  Heslimmung  einer  ei-sten  Annäherung  der  Funda- 
nientalgrössen  a),  wodurch  die  Lösung  von   Gleichungssystemeu   vermieden   wird. 

4.  Durch  eine  kurze  Methode  der  Lösung  dci-  in  B)  genannten  Gleichung 
siebenten  Grades. 

5.  Durch  eine  kurze  Methode  der  Bestimmung  der  definitiven  Werthe  der  Funda- 
nientalgrössen  b),  aus  denen  die   Elemente  abgeleitet  werden. 

Die  diesen  Verbesserungen  zu  Grunde  liegenden  Principien  werden  im  L;uife  der 
Darstellung  noch  zum  Vorschein  kommen. 

Weim  nun  trotzdem  Bauschinger^),  gestützt  auf  die  von  ihm  angeführte  La- 
grange'schc  Kritik >)  der  Laplace'schen  Methode  —  wonach  diese  letztere  analytisch  die 
einfachste  Lösung  des  Problems  sei,  in  der  Anwendung  aber  keinen  entsprechenden 
Nutzen  gewähre,  da  es  nicht  gelinge,  die  DifEereulialquotienten  der  Coordinaten  mit  der 
nöthigen  Sicherheit  zu  bestimmen  —  behauptet,  dass  jede  Anwendung  von  Bearbeitungen 
des  Problems  auf  Grund  der  Laplace'schen  Methode  „von  der  Mühseligkeit  der  Rechnung 
und  von  der  geringen  Sicherheit  des  Ucsultnts  den  Beweis  erliringt",  so  muss  darauf 
hingewiesen  werden,  dass  diese  Beurtheilung  der  beiden  einzigen  bisher  ausführlich  ver- 
öffentlichten Beispiele*)  des  Leuschner'schen  Verfahrens  durchaus  unzutreffend  ist. 
Hierbei  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  Lagrange  seine  Kritik  durchaus  nicht  erläutert 
hat,  sondern  nur  als  Ansicht  in  einem  an  Laplace  gerichteten  Briefe  aus- 
spricht. — 

Was  nun  den  Eiufluss  der  aus  drei  Beobachtungen  berechneten  Differentialquotienten 
der  Coordinaten  auf  die  Genauigkeit  der  Bahnbestimmung  anbetrifft,  so  zeigt  Bruns 
und  beweist  Poincare  ausführlich,  dass  die  Genauigkeit  der  auf  dem  Laplace'schen 
Princip  beruhenden  Methoden  um  eine  Grössenordnung  höher  ist,  als  die  Genauigkeit 
der  Gauss'schen  Methode,  wenn  die  Epoche  mit  dem  Mittel  der  Beobachtungszeiten 
zusammenfallend  gewählt  wird;  und  dass  die  Genauigkeit  der  Methoden  die  gleiche 
ist,  wenn   man  das  Datum  der  mittleren   Bcoljachtung  als  Epoche  wählt. 

')  Publications  of  the  Lick  Obecrvatory,  Vol.  VII,  part.  1. 

')  nie  babobestimmuDg  der  llimmeUkörpcr.  Loipzifj^  l!i(»6.    cfr.  S.  H'Xi. 

')  Oeurre»,  Vol.  XIV,  p.  108. 

*)  I'ubbcAtioDi  of  the  Lick  Ubicrratory,  Vol.  VII,  pnrts  2  nn>1  '^. 
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Nuu  hat  zwar  die  Lenschner'sche  Methode  für  den  Kometen  o  1904,  dessen 
Bahn  sich  später  als  parabolisch  herausstellte,  aus  kurzen  Zwischenzeiten  elliptische 
Elemente  ergeben '),  aber  der  Grund  dieses  scheinbaren  Fehlschlages  bestand  nicht  in 
der  Ungenauigkeit  der  Differentialquotienten  der  Coordiuaten,  sondern  darin,  dass  gemäss 
der  ursprünglichen  Fassung  der  Leuschner'schen  Methoden  die  Lösung  eine  allgemeine 
war,  und  dass  die  Bahn  in  dem  gegebenen  Falle  mittelst  irgend  welcher  allgemeiner 
Methoden  überhaupt  unbestimmbar  war  2).  Es  ist  naturgeraäss  auch  nicht  zulässig, 
Resultate,  die  sich  einerseits  ohne  und  andererseits  mit  Voraussetzung  über  die  Excen- 
tricität  ergeben,  mit  einander  zu  vergleichen  und  danach  die  Methoden  zu  beurtheUen. 
Vergleichbar  sind  nur  entsprechende  Methoden,  also  entweder  nur  parabolische  oder 
nur  allgemeine  etc. 

Bedeutete  nun  das  Verfahren  Leuschner's  schon  in  seiner  ursprünglichen 
Fassung,  wie  auch  Poincareä)  bestätigt,  einen  bedeutenden  Fortschritt  in  der  Bahn- 
bestimmung, so  lassen  seine  neuesten  Verbesserungen  und  die  Formulirung*),  welche 
hier  zur  Darstellung  kommt,  wohl  kaum  etwas  zu   wünschen  übrig  ^). 

Die  hauptsächlichsten  dieser  Verbesserungen  sind: 

1.  Die  Bahn  kann  mit  oder  ohne  Voraussetzung  über  die  Excentricität  berechnet  werden. 

2.  Der  Einfluss  der  Aberration  und  der  Parallaxe  kann  vollständig  in  der  ersten 
Annäherung  eliminirt  werden. 

3.  Es  sind  Kriterien  gegeben,  nach  denen  die  Richtigkeit  der  Annahme  einer  Parabel 
oder  einer  Kreisbahn  bereits  im  Laufe  der  Rechnung  entschieden  werden  kann. 

4.  Man  kann  im  Laufe  der  Rechnung  l)e(|uem  von  der  Parabel  oder  Ki'eisbahn  auf 
eine  allgemeine  Bahn  übergehen. 

5.  Diuxh  Einführung  geschlossener  Ausdrücke  kann  die  Bahnverbesserung  auf 
Zwischenzeiten  von  beliebiger  Länge  ausgedehnt  werden. 

6.  Mau  kann  bequem  die  Grenzen  der  möglichen  Umlaufszeit  bestimmen  und  somit 
die  Sicherheit  der  Bahnbestimraung  beurtheileu. 

7.  Für  stark  gestörte  Körper  kann  man  die  Störungen  in  der  ersten  Annäherung 
berücksichtigen  und  erhält  somit  osculirende  Elemente. 

8.  Die  Allgemeinheit  der  Methoden  gestattet  deren  Anwendung  ohne  Unterschied 
auf  Kometen,  Planeten  oder  Trabanten. 

Ehe  zui-  Ableitung  der  Formeln  geschritten  wh-d,  mag  noch  daran  erinnert  werden, 
dass  naturgemäss  erste  Bahnbestimmungen  nur  für  kurze  Zwischenzeiten  in  Betracht 
kommen.  Hierzu  dienen  die  im  Folgenden  im  L  Abschnitte  gegebenen  directen 
Methoden.  Die  im  U.  Abschnitte  entwickelten  Methoden  der  Bahuverbesserung 
sind  auf  Zwischenzeiten  beliebiger  Länge  angepasst. 


')  Lick  Observatory  Bulletins,  No.  54  and  55. 

')  Populär  Astronomy,  On  the  General  Applicability  of  the  Short  Method  etc.,  Vol.  XIII,  p.  302. 

')  Bulletin  Astronomique,  t.  XXIII,  p.  184. 

')  Pubhcations  of  the  Lick  Observatory,  Vol.  VII,  part  7. 

')  Die  bisher  auf  dem  Student's- Observatory  in  Berkeley  gemachten  Anwendungen,  deren 
Resultate  in  den  Bulletins  of  the  Lick  Observatory,  Xo.  73  et  sequ.  veröffentlicht  sind,  haben 
für  dieselben  Zwischenzeiten  genauere  Elemente  ergeben  als  andere  Methoden.  Man  vergleiche 
auch  die  Arbeit  von  Prof.  R.  T.  Crawford:  „Applications  of  Leuschner's  Short  Methods  of 
Determining  Orbits,  Publications  of  the  Lick  Observatory,  Vol.  VII,  part  8". 


I.   Directe  Methoden. 

AUgomoinos. 

Aliloitiiiij;  iliT  l)iffi.Tiiili;ili|iiotii'iitiii  ilcr  hfoliachtt-ten  t'oordiiiiitfii. 

E«  seien  «o  und  Ö^  die  lieoltachteto  licctasccnHion  und  Dcclinatiun  in  Bezug  auf  den 
Erdort  7.ur  Zeit  der  Au(t>;ang«epoche  <oi  welche  mit  der  Heobachtuugszeit  de«  nütllcren 
der  drei  gegebenen  Oerler  zimanunenfalleiid  gewählt  werden  noii,  bo  daß  also  <,  =  f,; 
«0  =  «i;  ^0  =^  *i  i»t.  Ferner  seien  u',  d'  und  «",  d"  die  entsprechenden  Geschwindigkeiu-n 
und  Beschleunigungen,  und  »war  soll  als  Zeiteinheit  dieser  und  der  höheren  Differentiiii- 
quotienten  durchweg  der  niitllere  Sonnentag,  ilividirt  durch  die  Gauss'sche  C'onstante  k; 
eingeführt  werden.  Der  Einlluss  der  Correctiouen  für  Paralhi.\e  und  Aberration  kann 
im  I^aufe  der  Bahnbestininiung  vollständig  eliininirt  werden  und  braucht  daher  vorläufii; 
nicht  birücksichtigt  zu  werden.  Jedoch  sind  die  beol»achteten  (.'oordinaten  auf  den 
jeweiligen  Jahresanfang  und  /war  mit  Einschluss  der  I''i.\sternaberralion  reducirt  gedacht. 
Dann  hat  mau  nach  dem  Taylor'schen  Lehi-satze  für  die  /.ur  Beobachtungszeit  /  gehörige 
Uectascension  a: 

«-«„  =  ±r«'  +  y«"±^«"'+|^a'^ (1) 

und  eine  ähnliche  Reihe  für  d.  wobei  gemäss  der  angenommenen  Zeiteinheit  +_x  die  mit 
der  Gauss'schen  Constante  multiplicirte  Zwischenzeit  daretellL  Die  Zwischenzeit  wird 
immer  positiv  angesetzt,  so  dass  in  der  Gleichung  (1)  für  Beobachuingszeilen,  welche 
der  Ausgangsepoche  t^  =^  t^  folgen  oder  vorausgehen,  bezüglich  da.-*  obere  oder  untere 
Zeichen  gilt. 

Wendet  man  die  Gleichung  (1)  einmal  auf  <lie  Hectascensioneii  und  dann  auf  die 
Declinationen  der  Beobachtungszeilen  (,   und  t^  an  und  setzt: 

^  =  *('j  — 'a).  ^3  =  '^('a  — <i). 
so  kann  man  daraus  mit  N'ernachlässigung  der  dritten  und  höheren  Differential<iuotienten 
a"',  d"'  etc..  angenäherte  Werthe  einerseits  von  u',  a",  andererseits  von  d',  ö"  berechnen. 
Um  jedoch  den  dabei  begangenen  Fehler  beurlheilen  zu  können,  soll  zunächst  in  «  sowie  d 
das  mit  «'",  d"'  multiplicirte  Glied  beibehalten  und  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Dividirt  man  dann  noch  jede  Gleichung  durch  den  zugehörigen  Werlh  von  r,  so 
erhält  man  z.  B.  für  die  Rectascensionen: 


wobei  gesetzt  worden   ist: 


(2) 


_    «0  — «i  _   «3— «0 

«3  —  — ■      «1  —  (3a) 


Hierbei   soll   noch   die  Bestimmung   getroffen    werden,    dass   die  Differenzen   der   Kectas- 
censioncn  in  Bogensecundeii  anzusetzen  sind. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  a'  und  a",  etwa  mit  Anwendung  von  Deter- 
minanten, ergiebt  dtiri-h   Kiiifiilirung  von: 

r,  =  k  U,  —  ^  I,      «0  =  -i— ^-! — ^-^,      «0  =  2 (4a) 

T,  Tj 

die  folgenden  Ausdrücke  für  die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigung  in  Kectascension 
«ur  Zeit  der  Ausgangsepoche  /,  =r  ^, : 

57* 
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TlT. 


a' =  tt'o ^«"''        «"  =  «ö  +  (^3  —  t]) -y- (5a) 

lu  ähnlicher  Weise  erhält  mau  aus  den  Decliuationen : 

^,  _  8,-d,^  ^,  _  63 -ÖQ ^3^^ 

Tg  tj 

.,         Ti  63  +  T3  dj  d[  —  63 

Oo  =  ,       Oo  =  2 (4bj 

d'  =d;-'-^d"'.     Ö"  =  d^'  +  (r3  -T,)^ (5b) 

Diese  Differentialcoefticienten  lassen  sich  auch  bequem  mit  Anwendung  verschiedeuer 
Formeln  der  Interpolation  und  der  numerischen  Differentiation  ableiten. 

Angenäherte  Werthe  der  später  zur  Bahubestimmung  nothwendigeu  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen  in  den  geocentrischen  Coordinaten  lassen  sich  aus  drei 
Beobachtungen  aus  den  Gleichungen  (4  a,  b)  mit  Heranziehung  der  Gleichungen  (3  a,  b) 
berechnen.  Vergleicht  man  nun  die  Gleichungen  (4a,  b)  und  (5  a,  b)  mit  einander,  so 
ergiebt  sich,  dass  der  dabei  in  den  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  begangene 
Fehler  der  Hauptsache  nach  von  der  zweiten,  beziehungsweise  ersten  Ordnung,  in  Bezug 
auf  die  Zwischenzeiten,  multiplicirt  mit  dem  dritten  Differeutialquotienten,  ist.  Für 
gleiche  Zwischenzeiten  verschwindet  das  mit  (tj  —  Tj)  raultiplicirte  Glied  in  den  Be- 
schleunigungen (Gleichung  5  a,  b),  und  der  Fehler  ist  dann  überhaupt  nur  von  der  zweiten 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  Zwischenzeiten.  Wenn  man  die  Epoche  mit  dem  Mittel  der 
Beobachtungszeiteu  zusammenfallend  wählt,  so  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  gezeigt 
werden,  dass  der  Fehler  überhaupt  immer  nur  von  der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf 
die  Zwischenzeiten  ist.  Für  gleiche  Zwischenzeiten  werden  diese  Resultate  natürlich  für 
die  beiden  Arten  der  Wahl  der  Epoche  identisch.  Wie  wir  später  sehen  werden,  wird 
schliesslich  der  Fehler  in  der  geocentrischen  Distanz,  und  also  in  der  Bahnbestimmung 
von  derselben  Ordnung  sein,  wie  der  Fehler  in  den  zu  Grunde  gelegten  Geschwindig- 
keiten und  Beschleunigungen. 

Ausser  den  Zwischenzeiten  hängt  aber  der  Fehler,  wie  schon  erwähnt,  auch  noch 
von  den  dritten  (und  höheren)  Differeutialquotienten  ab.  Wie  diese  Differentialquotienten 
von  der  geocentrischen  Bewegung  abhängen,  lässt  sich  bequem  mit  Hülfe  der  Formeln 
der  numerischen  Differentiation,  wie  sie  zum  Theil  in  der  fünfundueunzigsten  Vorlesung, 
S.  533,  zur  Behandlung  kommen,  beurtheilen.  Da  nun  aber  specielle  Formeln  der  numeri- 
schen Differentiation  zur  Berechnung  der  später  zur  Bahnbestimmung  heranzuziehenden 
Geschwindigkeiten  der  rechtwinkligen  Sounencoordinaten  erforderlich  sein  werden,  so 
sollen  diese  Formeln  hier  zunächst  kurz  abgeleitet  werden. 

Nimmt  man  das  Mittel  der  Formeln  (3)  und  (4)  der  elften  Vorlesung,  so  bekommt  man: 

1)2  *j3  jj  «4  «2 

fia  +  n)  =  t\a)  +  »/'(«)  +  y  /"(o)  -f  — g—  /"'(a)  +  -^^  r  {a)      .    .      (6) 

Setzt  man  gemäss  der  ersten  Columue,  Fig.  15,  für  das  Intervall  statt  eins  seinen 
Werth  w  ein,  so  lässt  sich  das  Argument  (a -[- ?»)  allgemein  schreiben: 

1  =  a^[i-\-ii]w (7) 

wobei  i  eine  ganze  und  n  eine  gebrochene  positive  oder  negative  Zahl  darstellt.     Somit 

ist  auch:  j-,  ,  /q\ 

dl  =  waii (o) 

wenn  mau  von  einem  bestimmten  Anfangswerthe  (a  -\-  iw)  ausgeht.  DLffereutiirt  man 
nun  die  Formel  (6)  nach  Z,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7)  und  (8): 


4.'>3 


Anntatt  iK'H   AiiHdniokes  (7)  k:itiii   iiiiiii  ila«  Arf,'umoiit  l  tiuch  »clircilifii: 


(a  +  iu>)  +  ^~  r(a  +  iw)  +  -.j  .   (9) 


J  =  a  +  [.+  i 


-f  m    ir 


(7') 


«  =  "'  +  Y 

gesetzt   iKt.     l-'ührl    iiüiii   diesoii  Wc-rlh    von  >i   in   die  Gleichung  (6)  ein,    so    crgiebt   sich 
mit  Uückisieht  auf 

,-'„.., ■„.,  =  ,-(,.+[,  +1|«.)-^/-  -(«+[.•  +1].). 

wobei  geniiiss  der  üblichen  Bezeichnungsweisi;  /~' ("  +    '  +  Tj"   "')  ^^^  Mittel  zweier  auf 
einander  folgenden  geraden  Differenzen  ist: 


/■(/)  -=  /|«  +    '  + 
mim'' 


i].r) . „.r(a  +  \i  +  ^\«>)  +  "'    y^  r("  ^ [i-^^'c] 


(iii) 


Du  nun  nach  Gleichung  (7'): 


dl  =  mdw, 


so  ergiebt  die  Differentiation  der  Gleichung  (10)  nach  /: 


8  mä r 


(11) 


/••  {a  +  [i  +  !]„■)  +   -^  /-  («  +  I  .  +  ^]  .r) . 

5 
■2iii-  —  — 

4  m|/"(«  +  [.•  +  l|.r)  +  -Y2-^r  («  +  ['  +  \y)  +  ■■ 

Wendet  man  die  Gleichung  (9)  bezw.  (11)  auf  Falle  an,  wo  das  Argument  des  Diffe- 
renlialquotienten  in  der  Nähe  eines  Argiimentwerthes  der  Tafel  bezw.  in  der  Nähe  der 
Mitte  zweier  Argumentwerthe  liegt,  so  kann  man  für  m  und  m  immer  positive  oder  nega- 
tive Werthe,  welche  numerisch  kleiner  als  0,25  sind,  wählen.  Damit  erzielt  man  aber 
auch  ein  rasches  Fallen  der  Coefficienten.  Nach  Berechnungen  von  Professor  F.  K.  Ginzel 
hat  V.  Ojipolzer  dem  zweiten  Bande  seines  Lehrbuches  der  Bahubestimmung  Tafeln 
einverleibt,  welche  die  Zahlenwerthe  der  Coefficienten  in  den  Reihen  für  den  ersten  und 
«weiten  Differentiali|uotieiiten  in  grosser  Ausdehnung  —  bis  zu  den  Coefficienten  der 
zehnten  Differenzen  —  mit  den  Argumenten  n  und  im  enthalten.  Die  Coefficientenlafeln, 
welche  für  den  ersten  Differeutialquotienten  gelten,  sind  im  vorliegenden  Werke  als 
Tafel  XIV  (A'  Tafel)  und  Tafel  XV  (J/  Tafel)  rej.roducirt  worden.  Die  in  den  Tafeln 
gewählte  Bezeichnung  der  Coefficienten  erklärt  sich  aus  der  folgenden  Schreibweise  der 
Formeln  (9)  und  (11),  wobei  auf  der  linken  Seite  gleich    die  Gauss'sche  Coustante  als 

Factor  eingeführt  ist,   um  die  Differentialquotienten  auf  die  gewählte  Zeiteinheit  von  — 

mittleren  Sonncntiigcu  zu  reduciren : 
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kw  -j^  =  t\a  +  iio)  -f  i\7(«) /■'"(«  +  iiv)  +  •  •  ■  » [/•" (a  +  iiv)  +  N*{n)r(a  +  itv)  ■  ■  ■] 
1  ^=  a  -\-  [i  -\-  n]w  =  ta 


w  [/■"  (^« + [/ + ij«-) + itf/(»o/'^  (« + ['■ + ~y)  ■  ■  ■] 


(12) 


Man  benutzt  die  n-  oder  »«-Formel  zur  Berechnung  der  Geschwindigkeiten  der 
rechtwinkligen  Sounencoordinaten  aus  den  Differenzwerthen  einer  Sonnenephenieride,  je 
nachdem  Z  =  <o  einem  tabulirten  Argumente  oder  der  Mitte  zweier  Argumente  am 
nächsten  liegt;  m  oder  n  sind  dann  immer  numerisch  <^  0,25.  Die  N(ti)-  und  M(my 
Coefficienten  sind  den  Tafeln  XIV  und  XV  zu  entnehmen.  Man  kann  die  Differenzen 
für  ein  halb-,  ein-,  zwei-,  oder  mehi-tägige  Intervalle  entnehmen.  Für  eiuhalbtägige  Inter- 
valle ist    IV  =  ----  und  loa  - —  =  2,065  449.    Da  für  die  Sonnencoordinaten  f(I)  =  X,  Y,  Z, 

so  hat  mau  X',   1'',  Z'  =      „    ,  wobei  sich   der  Werth   von       ,,      aus    einer  der  Glei- 
ßt dl 

chungen  (12)  ergiebt.    Diese  Geschwindigkeiten  in  den  Sonuencoordiiuxten  könnten  leicht 

bei    der  Herstellung   der   astronomischen    Jahrbücher    mitbereohnet  werden.      Geschähe 

dies  in  Zukunft,  so  würde  dies  zur  weitereu  Bequemlichkeit  dieser  Methoden 

beitragen. 

Aus  den  Gleichuugen  (9)   und  (11)  geht  hervor,  dass  der  erste  Differentialquotient 

einer   tabulirteu    Function    der   Hauptsache    nach    von   der    Grösse   der   ersten   Differenz, 

dividirt  durch  das  Litervall,  ist.    Durch  weitere  Differentiationen  nach  1  findet  sich  leicht, 

dPl 
dass  der  ^te  Differentialquotient,  -ry-,  von  der  Grösse  der pten  Differe]iz,p(a -|-[/ -|-»}]w)  etc., 

dividirt  durch  w>'  ist.  Hieraus  kann  man  zunächst  schliessen,  dass  die  in  (4a,  b)  ver- 
nachlässigten Differeutialquotienten  «'",  6'"  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages  der 
Hauptsache  nach  gleich  den  dritten  Differenzen  f'"  der  beobachteten  Coordiuaten,  di\'i- 
dirt   duroll    die   dritte   Potenz  der   Durchschnittszwischenzeit   w   ist.     Weil    uun   aber  die 

Differeutialquotienten  in  Einheiten  von  —    mittleren    Sonnentagen    ausgedrückt   sind,    so 

sind  «'",  ö'"  vou  der  Grösse  der  dritten  Differenz,  dividirt  durch  (ktv)^  =  r^.    Da  fenier, 

wie  oben  gezeigt  worden  ist,   der  Fehler  in    den    Geschwindigkeiten   «ö,  S'o  und  in   den 

«"'  d'"  «'" 

Beschleunigungen  «ö,  ö'ö  der  Hauptsache  nach  von  der  Grösse  t^  —^i  ■^^— ?r->  bezw.  t--—, 

d'" 

t  —7—  ist,   so  ist  also    der  Fehler   der   aus   drei  Beobachtungeu    berechneten  Werthe  von 
3  "^ 

/""■'  /"'.' 

«ö-    öö;    «0,    öo    der    Hauptsache    nach    numerisch    gleich    -^ ,  bezw.   ^^.     Für   gleiche 

Zwischenzeiten    aber   wird    der  Fehler  in    u'ä,  öö,  wie    oben  gezeigt   wurde,    vou   den  /'!'.' 

unabhängig  und  wird,  wie  leicht  ersichtlich  ist'),  von  der  Grösse--^,  also  im  Allgemeinen 

um  eine  Diff erenzeuorduung  niedriger  als  bei  ungleichen  Zwischenzeiten.  Bedenkt 
man  nun,  dass  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  in  der  angenommenen  Zeit- 


')  Indem  man  die  «"',  rf'"  in  der  Ableitung  der  Formeln  (5  a,  b)  einschliesst.     cf.  S.  458. 
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iMiihi-it  von    — -  iiiiltlt'ruii  Soniieiitji>'fn  voii  der  (iriiÄsu — ,    lic/.w.  —    siml,    iiml    \  erirleiclil 
k  r  t'  ° 

man   ilit-^e   NViTt«-   iiiil  lU-ii    eiiUl)ri-clicii<li-n    Fi-liK-rii   -— ,   bczw.  -r—^ —    oder  sUilt  ili-s  k-t/- 
'  bt  3r' 

Utcii    ,''      für  {ili'icl"'  Zwischenieilon  —  so  eroicht  man  sofort,  da«»  im  Falle  von  drei 
12  t*  " 

Beo))aclituii^en    die  (ienaiiigkeit    dor  Geschwimligkeiten  desto  grösser  ist,  je  kleiner  die 

f."  .        .  .  ..... 

-r  ini  \  erirleich  zu  den  f. .  sind.     Kbenso  ist  die  Geiianiirkeit  der  Boschleiinit'un^ien  desto 

grösser ,  je  kleiner  die  -^ oder  hei  gleichen  Zwischenzeiten  die  -^  —  im  Ver- 
gleich MX  den  f"  sind.  Bei  gegebeneu  Zwischenzeiten  hängt  also  die  Genauigkeit  der 
iialinbestimmung,  abgesehen  von  den  Heobiichlnugsfehleni,  aiisach  licsslich  von  dem 
Fallen  iler  Differenzen  ab.  Welchen  KinHuss  die  Länge  der  Zwischenzeit  und 
die  Beobachtuiigsfehler  ausüben,  winl  auf  S.  456  bezw.  S.  457  erörtert  werden.  Da  drei 
Beobachtungen  die  erste  und  zweite  Differenz  direct  ergeben,  so  kann  man  nach  dem 
(lange  dieser  beiden  ersten  (auch  bei  ungleichen  Zwischenzeiten)  den  Gang,  d.  h.  die 
relative  Grösse  der  vernachlässigten  Differenzen,  und  somit  die  etwaige  numerische 
Grösse  der  Fehler  von  vornherein  beurtheilen.  Im  Allgemeinen  steht  ein  rasches  Fallen 
der  Differenzen  nicht  zu  erwarten,  wenn  schon  die  f".  mit  den  /'..  an  Grösse  vergleichbar 
sind.  Man  wählt  dann,  «eiiu  möglich,  kleinere  Zwischenzeiten  (s.  unten)  oder  man  be- 
rechnet die  Bahn  aus  mehr  als  drei  Beobachtungen.     (Siehe  Anmerkung   I,  S.  450.) 

Fallen  also  die  Differenzen  verhältnissmässig  rasch,  so  hat  die  Vernachlässigung 
der  dritten  und-  höheren  Differenzen  oder  Dlfferentialquotienten  durchaus  keinen  schädi- 
genden Hinduss  auf  die  Genauigkeit  der  Bahn,  und  diese  ergiebt  sich  direct  in  der  ersten 
Annäherung  aus  den  im  Folgenden  abgeleiteten  Formeln.  Fallen  die  Differenzen  nur 
langsam,  so  gestatten  die  im  II.  Abschnitt  (s.  S. 477)  gegebeneu  Methoden  die  Bahn- 
verbesserung auf  ganz  bequeme  Weise.  Nur  wenn  die  höheren  Differenzen  mit  den 
/"!.  und  /"'.'.  an  Grösse  vergleichbar  sind,  was  man  etwa  schliessen  kann,  wenn  schon  die 
f".  die  Grösse  der  /".'.  erreichen,  ist  selbst  eine  angenäherte  Bahnbestimmung  auf  directem 
Wege  aus  den  gegebenen  Beobachtungen  nicht  möglich.  Dann  aber  kommt  Folgeniles 
in  Betracht.  Unter  Annahme  des  mittleren  Sonnentages  als  Zeiteinheit  sei  ic,  die  Durch- 
Bchnittszwischenzeit  für  <lrei  gegebene  Beobachtungen,  tc^  dieselbe  Grösse  für  drei  andere 
Beobachtungen.     Dann  ist  nach  dem  Vorhergehenden  in  derselben  Zeiteinheit: 

^VF^  =  h^'^"  +  f''  +  "'"■■'  +  "■  =  i"/"""  "^  ■'  ^  "^"■■•'  ^  ■  •■ 
Nun  sei  iTi  <  ir.,.     Danu   kann  man  schreiben: 

f»{a  4-  [•  -f  n],c,)  =  Qjfia  +  [•  +  n]w,)  +  ■  • 
Diese  Gleichung  bedeutet,  dass  für  die  Zwischenzeit  ir,  die  dritten  Differenzen  (— )  mal 

kleiner  sind  als  die  dritten  Differenzen  für  «r,,  während  die  ersten  Differenzen   nur  — mal 

kleiner  »iinl  als  die  ersten  Differenzen  für  tCj.  Daraus  folgt  aber,  dass,  wenn  es  für  ge- 
wälilte  Zwischenzeitoll  ir,  wirklich  voi kommen  sollte,  dass  die  Differenzen  nicht  genügend 
rasch  fallen,  in  jedem  Falle,  zunächst  wenigstens  theoretisch,  Beobachtungen  mit  kleineren 
Zwischenzeiten  tr,  gewählt  werden  können,  für  welche  der  durch  Vernachlässigung  der 
dritten  Differenzen   begangene  Fehler  uimierklich   ist,  oder  wenigstens  eine  Grösse  nicht 
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erreicht,  welche,  wie  bei  den  ursprünglicheu  Zwischenzeiten,  eine  Bahnbestiuimung  un- 
möglich macht.  Aehnliche  Betrachtungen  könnte  man  für  die  vernachlässigten  vierten 
und  höheren  Differenzen  anstellen.  Hier  ist  nun  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  die  in  den 
Gleichimgen  (oa,  b),  (4a,  b)  auftretenden  Differenzen  directen  Aufschluss  darüber  geben, 
zu  wie  viel  Stellen  die  Werthe  «J,,  d'o,  k'ö,  d'ö  und  daher  auch  die  Bahn  auf  Grund  der 
gegebenen  Beobachtungen  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  bestimmbar  ist.  Da  nun 
aber  für  w^  auch  die  numerischen  Werthe  der  ersten  und  zweiten  Differenzen  im  Ver- 
gleich zu  Wj  kleiner  werden,  so  ist  die  Bahn  für  tv^  zu  weniger  Stellen  genau  bestimmbar 
als  für  w^-  Die  Beobachtungen  werden  jedoch  genau  repr.äsentirt.  Die  Bahn  kann 
dann,  wenn  nöthig,  nach  den  Formeln  des  11.  Abschnittes  leicht  auf  Grund  längerer 
Zwischenzeiten  verbessert  werden.  In  der  Praxis  wird  mau  kleinere  Zwischenzeiten  nur 
dann  nicht  wählen  können ,  wenn  dei'artige  Beobachtungen  nicht  erhältlich  sind.  In 
diesem  Falle,  der  wohl  theoretisch  denkbar  ist,  aber  in  der  Praxis  kaum  zu  erwarten 
steht,  bestimme  man  «',  d',  «",  ö"  aus  mehr  als  drei  Beobachtungen '). 


')  Die  Berechnung  von  «',  cf',  «",  rf"  aus  mehr  als  drei  Beobachtungen  kommt  nur  dann  in 
Betracht,  wenn  in  dem  oben  erörterten  Falle  Beobachtungen  mit  kleineren  Zwischenzeiten  nicht  er- 
hältlich sind,  oder  wenn  man  eine  directe  Bahnbestimmung  auf  Grund  derartiger  langer  Zwischen- 
zeiten zwischen  der  ersten  und  mittleren,  sowie  der  mittleren  und  letzten  Beobachtung  machen  will, 
dass  der  durch  die  Vernachlässigung  der  höheren  Differenzen  entstehende  Fehler  von  der  Ordnung 
der  entsprechenden  Werthe  der  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  ist.  Für  eine  ungerade 
Zahl  von  Beobachtungen  berechnet  man  dann  «',  d',  u",  ()",  indem  man  zunächst  den  mittleren 
Sonnentag  als  Zeiteinheit  wählt,  wie  folgt:  Man  hat  z.  B.  für  die  Rectascensionen,  ähnlich  der  Glei- 
chung (1),  S.  451, 

«,:  =  «0  + 

wobei  das  Datum  der  mittleren  Beobachtung  als  Epoche  gewählt  ist.  Aus  (2  >t  -]-  1)  Beobachtungen 
können  dann  2n  Differentialquotienten  bestimmt  werden.  Zunächst  bestimme  mau  «'a,  «ö  aus  der 
ersten,  mittleren  und  letzten  Beobachtung  nach  den  Formeln  (3a),  (4a).  Seien  dann  (c'g  -\-  5,«'o, 
«Q  -|-  i),k'|J  die  aus  fünf  Beobachtungen,  «q  -|-  ö,«q  -)-  i>j«o,  «ö  +  ö,«o  +  ^j«!!,  die  aus  sieben  Beob- 
achtungen erhaltenen  Werthe  von  «',  «",  dann  ist : 

"'    =  «1.  +  ö,«ö  +  ^t'<'o  +  ■••  1 

,    „        .  ""  =  "ö  +  '\«ö  +  ^«ö  H I ^"' 

und  allgemeni : 

«*"  =  «"'  +  ^i"S'  +  \"'o   +  •  ■  • 
Dabei  werden  folgende  Differeutialquotienten  vernachlässigt:   höher  als  der  zweite  bei  Benutzung  von 
drei,    höher   als   der  vierte   bei   Benutzung  von   fünf   Beobachtungen  u.  s.  w.     Es   ist   also    für  drei 
Beobachtungen : 

«o"  =  «V  =  al  =  eil'  =  ■  ■  ■  =  0, 
und  für  fünf  Beobachtungen : 

J,«5    ^    iif'o'    =    •  •  •    =    0,    U.S.W. 

Für  fünf  Beobachtungen  kann  man  also  gemäss  den  Formeln  (1)  und  (2)  schreiben: 

(t,  —  h)^  (.ti-t,y  («,  —  <„)' 

«,■  =  «0  +  (<,-UK  -f  ö,«o]  H 2 f"»  +  ^'""^  "' 6 ^'""'  "^ 24 —  ^'"°''  •    •      ^^'> 

wobei,  nach  der  Zeit  geordnet,  ?'  ^  1,  2,  4,  5  und  «„  :=  «j  ist.     Setzt  mau  nun  : 


"■:  —  I  «0 


+  (<,-0«'o  + 


('.-'0)='  (',- 

"<  =  -^r-'  ''••  =  — 6 

ergeben  sich  aus  Gleichung  (3)  die  folgenden  Gleichungen: 


(li  =  1, 


(4) 


"s"a    +    *s-^«   +    Ca'Ja    4-    -"u   =    "an  •     •     •     ■      ^''^    I 

«."•„  +  6,x„  +  e,y„  +  z„  =  v,'„  .    .    .    .     (c)  ( (^^ 

aj"'„  +  6ja;„  +  c^ij^  -f  ^-„  =  0 (d) 
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Jfi/.l  .s.ili  nun  noch  ilir  in  «i,  d|,.  «,',',  d'ä  durch  Vcrnachlasiiij^ung  dur  hüheroii  Diffo- 
ri-nzen  vcrursachlo  l'Vhlcr  niil  «lun  in  duntiellu-ii  GrosBon  ilurcli  die  Ik'ühaclitunjL^HfL-lilLT 
vcruisachli-n  Fi-hlcrn  Mrj^iiihtii  wirden.  Zn  dic-Huni  Zwecki-  kann  /.  15.  folgtnde»  iJiffcrunz- 
«chuuia,  in  «clchuni  lU-r  Kinfailiht-it  halhir  das  Intoivall  w  constant  guwähll  ist,  für  5 
geychcne  UicUvsconsioncii  a,  -\-  f,_  «,  -(-  f ,  clc,  wo  e,,  r,  etc.  diu  Buobuchtungsfehlcr  dar- 
xU-llun   und  diu  a  durch  Fiinctioiiswi-rthc  ausgedrückt  sind,  dienen: 

liestiiumt   man   nun  w^  durch   Differentiation  der  tiloichuug  (9)  und  setzt   dann    in 

Da  nur  die  Uubukaiinteu  i/  und  ,-  schliesahcb  erforderlich  sind,  so  braucht  man  x  und  ir  nicht 
(u  berechnen.  Aehnlich  wie  bei  der  Gauss'scheu  Metbude  der  Elimination  erhält  man  mit  Weg- 
lasiung  des  Subscriptes  n  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (5): 

b,  c,  l 

10  = -X '-y ,- (6) 

n,  Ot  a,  ^  ' 

Ehmiiiirt  man  mit  Hülfe  von  Gleichung  (6)  ir  aus  den  drei  letzten  der  Gleichungen  (5)  und  setzt: 

P,--'p.  =  [/'.IJ;    Pi  =  l>i,  c-,  1;    I  =  2,  4,  r. (7) 

so  ergiebt  sich: 

[*.-l]'+  [C..1]//  +  11..  1]--  =  »....    (e)  1 

[l;.l]r+  [c,.l]y  -f  [1..1].-  =  «,    .    .    .     (f)       (8) 

[l',.l]T+  [e,.l].v+  [l,.!].-  =  0     .    .    .    (g)  i 

Elimiuirt  man  weiter  die  unbekannte  x  aus  den  ersten  beiden  dieser  Gleicbuugeu  mit  Hülfe 
der  letzten  und  setzt : 

f/'.-lJ--[y][f.lJ  =  [7',-2];    /',  =  c,.  1;    .■  =  2.  4 (9) 

SU  erhält  mau  die  folgenden  Gleichungen  für  y  und  .' : 

[c..2]y  +  [l,.2]i  =  ..,;     [c,.2]y  ^-  [l,.2]i  =  „, (10) 

und  aus  diesen: 

_         w,[1..2]  — n,ri,.2]                    _          ».[c,.  2]— >!,[(■,.  2] 
■"-  [c..2)[1..2J-ic;.2J[l..2]'        -■  -  [c-,.2J[l,.2]-[c..iJ[1..2J '"> 

In  der  .\uwenduug  ist  diese  Art  der  Lösung  ausserordentlich  einfach.  Ganz  ähnlich  vollzieht 
sieh  die  l/isuiig  für  die  Declinationen.  Der  llauptvorziig  dieser  Lösung  besteht  darin,  dass  alle 
Coi'fficienten  dvr  Gleichungen  (5)  etc.,  für  die  liectascensiouen  numerisch  identisch  sind  mit  den  ent- 
sprechenden für  die  Declinationen.  Nach  Berechnung  der  [p,-.2]  Coefficieuten  aus  dem  Forniel- 
system  ('.))  ergeben  die  Gleichungen  (11)  und  (4)  die  Correctionen  J,«i,  J,nö,  S,<Ji,  J>ii'ö  und  die  Glei- 
chungen (2)  die  Werthe  von  «',  «",  tf',  tf"  wie  folgt: 

«'  =  «•„  +  r„;     «"  =  aö  -f  ;/„;    «T'  =  d'«  +  ."j;     d"  =  «fj  -f  ./j (12) 

wiibci  in  Gleichung  (11)  für  »,,  n,  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (4),  n,  „,  n^„,  bezw.  iij^i,  «^  j 
einzusetzen  ist.  Für  fünf  Beobachtungen  stellt  sich  die  ganze  Rechnung  wie  folgt:  Man  rechne  zu- 
nächst «;,,  «Ö,  «fj,  (T,;  aus  den  Formeln  (3a.  b)  und  (4a,  b),  S.  451  u.  462;  dann  die  a^,  ft,,  f,-Coöffioienten, 
sowie  iij^„,  »tj,,,  rij,),  ri,  j  aus  (4);  clann  die  f/i,.  1]  aus  (7);  dann  die  (p,-.2]  aus  (9);  dann  y„,  .■„,  i/j,  c^ 
aus  (11)  und  <•',   a",  J'.V'  aus  (12). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  mit  7  oder  einer  gr^isseren  ungeraden  Zahl,  oder  auch  mit  einer 
geraden  Zahl  von  Beobachtungen  verfahren.  Es  erübrigt  noch,  die  oben  berechneten  Werthe  der 
Geschwindigkeiten  unil  Beschleunigungen  durch  Division  von  k;  bezw.  A',  auf  die  gewählte  Zeiteinheit 

von  -j-  mittleren  Sonnentagen  zu  reduciren. 

Kliiikar  tiiot,  Tlioontiiclio  Aatrunomie.  ^ 
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der  Gleichung  (9)  und  in   dem  soeben  erhaltenen  zweiten  Differentialqnotieuten  n  gleich 
Null,  so  dass  1  =  a  -\-  iw,    so  erhält  man  für  die,   der   Rectascension   «3    entsprechende 

Epoche  (a-\-iw),  wenn  man  noch  —mittlere  Sonnentage  als  Zeiteinheit  einführt: 

df(a  -\-iw)  I         ^i  /      I    •    X        1  ,.ni ,     1    •    s 

d(a  -\-  tiv)  o 

„d^f(a  +  iw)         ,   „        ^.„,     ,    .    ,        1   ,,v,     ,    .    , 
''     1    \J-    ^2    =  '^  «   =/'■«  +  ttv)  -  j^   '  (a  -f  tw)  .  .  . 
«  (a  -f-  iwY  12 

Wendet  man  diese  Formeln  der  numerischen  Differentiation  auf  die  im  obigen  Differenz- 
schema enthaltenen  fehlerhaften  Differenzen  an,  so  ergiebt  sich: 


1      ,,  2  1 

=  /•(«  +  /(«;)  —  -?rf    (a  +  «■  w)  •••  +  ^ (64  —  «2)  —  t:^ (('5  —  «i)  ■ 


(13) 


6   '     '     '      ^       ,3  v--*       -./       p2 

1  4  5  1 

r2«"  =  /"' (rt  +  i«o)  —  —  f  {a  +  iw) •  •  •  +  -ö" («4  +  ^2)  —  -^ ej  —  —  (%  +  «1) •  •  ■• 

wo  die  Summe  der  Glieder,  welche  die  e  enthalten,  die  durch  die  Beobachtungsfehler 
in  ra',  z'-cx,"  verursachten  Fehler  darstellen.  Es  ist  offenbar,  dass,  wenn  diese  Fehler- 
summen an  Grösse  mit  den  /!!.'  oder  /,"  vergleichbar  sind,  dann  der  Einschluss  dieser 
Differenzen  durch  Heranziehung  von  4  oder  5  Beobachtungen  durchaus  nutzlos  sein 
würde.  Im  günstigsten  Falle,  w'eun  die  Fehler  constant  sind,  verschwinden  die  Fehler- 
suranien ,  und  dann  gelten  einfach  die  weiter  oben  angestellten  Betrachtungen  über  die 
Genauigkeit  der  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten.  Um  den  ungünstigsten  Fall 
zu  beurtheilen ,  sei  angenommen,  dass  die  e  numerisch  einander  gleich,  ihre  Vorzeichen 
aber  derartig  sind ,  dass  jeder  Fehler  in  der  einen  oder  anderen  Summe  vollauf  ziihlt. 
Dann   sind    die  Maximalfehler  in   r«'  und  r'^«",   die   jedoch,  wie  aus  den  Fehlersummen 
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in  Gleichung  (13)  ersichtlich  ist,  nicht  gleichzeitig  bestehen  können,  —e  und  —re.  Be- 
nutzt  man    aber   nur  3  Beobachtungen,   so  dass   man  gj  ^  e^  =  0  setzen  kann,    so  sind 
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die   Maximalfehler    —-e  und -r- e.     Für  oleiche  Zwischenzeiten  sind  diese  Fehler  nun  mit 
06  ° 

den  durch  Vernachlässigung  der  höheren  Differenzen  verursachten  Fehlern  zu  vergleichen. 

Vergleicht  man  also : 

in  tk':  —/'"(«  +  ' «')  mit  —e;         in  x-a":  77;/'^  ("  +  iw)  mit  -x- e, 
0  o  12  D 

so  folgt,  dass  die  Heranziehung  von  mehr  als  3  Beobachtimgen  nutzlos  ist,  wenn : 

/""  (rt  +  /  (ü)  <  8  e;  f"  (a  +  iw)<62e 

ist.  Wie  zu  erwarten  stand,  wird  die  Genauigkeit  der  Beschleunigungen  am  meisten 
durch  die  Beobachtungsfehler  geschädigt,  und  kann  die  weitere  Discussion  der  Ge- 
schwindigkeiten daher  unterlassen  werden.  Um  die  Genauigkeit  der  Bahubestimmung 
durch  Einschluss  von  5  Beobachtungen  erhöhen  zu  können,  müsste  also  für  jede  Bogen- 
secuude  in  e  die  Differenz  f"  beträchtlich  grösser  als  62",  also  beträchtlich  grösser  als 
1'  sein.  Bei  Kometen  vorzüglich  sind  iudess  die  Beobachtungsfehler  bedeutend  grösser 
als  1".  Für  e  =  5"  müsste  /"l.^!  beträchtlich  grösser  als  5'  sein.  Daher  ist  die  Benutzung 
von  5  (oder  mehr)  Beobachtungen  für  directe  Bahnbestimmungen  nur  bei  längereu  Inter- 
vallen, für  welche  die  Differenzwerthe  grösser  sind,  vouVortheil.  Für  ungleiche  Zwischen- 
zeiten wurde  oben  (S.  455)  -^^^  als  Grösse    des  Fehlers    in    den  Beschleunigungen  u'ö,  ö'ö 

gefunden.     Also  ist  der  Fehler  in  T^a'd,  r-ÖÖ   etwa  — ^  .      Vergleicht   man    diesen    Fehler 
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31 
mit  iloiii  iltirch  »lio   Ik'obaohluiigiifohli>r    verunuioliton  Miixiinalfehler  -^  e,  so  ergiobt  »idi, 

ihm»  /"'"  iH'lrilohtlich  grösser  als  15. 5 1?  stnn  nuisH,  um  iiii«  dem  Eiiitichliis»  der  dritten 
Differenzen  Vortheil  /.iehen  r.u  kennen.  Man  kiuinle  iilito  iu  diesem  Falle  Kcliun  eher 
Nutzen  aiiH  dem  Gehrauch  von  vier  Beobachtungen  ziehen;  allein  es  ist  vortheilliafter, 
auch  bei  ungleichen  Zwischenzeiten,  «ich  mit  iler  aus  der  directen  Lösung  aus  drei  IJeo)»- 
achlungen  ergebenden  Hahn  zu  begnügen,  und  dieselbe,  wenn  nölhig,  nach  den  Formeln 
des   II.   .-Vliscbnittes   zu   verbessern. 

Fa.ist  man  die  vorangehenden  Hetnichtungen  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass  ge- 
nügend genaue  Werthe  der  Geschwindigkeiten  und  Heschleunigungen  für  eine  directe 
Hahnbestinimnng  aus  drei  Beobachtungen  sich  aus  dun  Formeln  (4a,  b)  gewinnen  lassen, 

/■'"  /"'" 

solange  für  ungleiche   Zwischenzeiten  -^  nicht  die  Grösse  von  f'..   uiicl  -:— ,    oder  für  uu- 

gleiche  Zwischenzeiten  -r^,  nicht  die  Grösse  von  /'!!  erreichen,  was  man  aus  der  relativen 

Grösse  der  /"!.  und  f"  benrtheilen  kann.  Anderenfalls  lassen  sich  aber  genügend  genaue 
.Xnfangswerthe  aus  kleineren  Zwischenzeilen  bestimmen.  Tritt  aber  eine  .Ausnahme  für  die 
kleinsten  erhältlichen  Zwischenzeiten  ein, so  zieht  man  am  besten  mehr  als  drei  Beobachtungen 
zur  l^hnb  Stimmung  heran  ').  Ausserdem  ist  die  Benutzung  von  fünf  Beobachtungen  zur 
directen  Hahnbestimmung  nur  für  längere  Zwischenzeite-n  von  Vortheil.  Die  ganze  Ten- 
denz dieser  Methoden  ist  aber,  die  Zwischenzeiten,  wenn  möglich  gleiche,  so 
zu  wählen,  dass  die  Bahn  direct  bestimmt  werden  kann  und  dieselbe  dann  mit 
Benutzung  der  im   II.  Abschnitt  gegebenen  Methoden  zu   verbessern. 

Bestimmung  der  geocentrisohen  Distanz  und  ihrer  Geschwindigkeit. 

Die  Bestimmung  der  geoceiitrisehen  Distanz  und  ihrer  Geschwindigkeit  soll  in  der 
Weise  vorgenommen  werden,  dass  die  Aberration  und  Parallaxe  im  Laufe  der  Rechnung 
eliminirt  werden  kann.  Die  eretere  kann  ohne  weiteres  berücksichtigt  werden,  die  letz- 
tere durch  Berechnung  von  Correctionsgliedern.  Will  man  aber  die  Parallaxe  vernaeh- 
l.nssigen,  so  fallen  die  von  ihr  abhängigen  Glieder  fort.  Das  Princij»  der  Elimination 
ist,  dass  die  hier  für  die  reducirte  Epochenzeit  abzuleitenden  heliocentrischen  recht- 
winkligen Coordinalen  j,  y,  z  und  deren  Geschwindigkeiten  x*.  y\  i',  aus  denen  die  Ele- 
mente abzuleiten  sind,  von  dem  Einfluss  der  Aberration  und  ParalLixe  vollständig  be- 
freit sein  sollen. 

Zunächst  seien  die  beobachteten  Kectascensiouen  und  Declinatioiu-n  in  der  üblichen 
Weise  mit  Einschluss  der  Aberrationsglieder  auf  den  Jahresanfang  reducirt.  Seien  ferner 
A',  y,  /  und  X',  y, /T  die  für  den  Jahresanfang  intorpolirten  Sonnencoordinaten  und  deren 
Geschwindigkeiten  zur  Zeit  der  Epoche  t^,  d.  h.  zur  Zeit  i^  der  mittleren  Beobachtung, 
dann  hat  n)an  nach  den  in  der  dreizehnten  Vorlesung  aus  einander  gesetzten  Prineipien 
der  Aberration: 

^  z=  Q  cosd  COSK  r=  X  -\-  X (14) 

wobei  die  heliocentrische  Coordinate  x  der  rcducirten  Epoche  angehört.  Dies  Verfahren, 
die  Aberration  vollständig  zu  berücksichtigen,  ist  also  da.«selbe,  welches  gewöhnlich  bei 
ersten  B.ihnbestimmungen  angewandt  wird.  Nach  Ermittelung  der  geocentriseheu  Distanz 
ist  dann  noch  die  beobachtete  Epoche  von  der  Aberrationszeit  zu  befreien. 

Damit  die  Gleichung  (14)  streng  richtig  sei,  müssen  die  darin  enthaltenen  Coordi- 
Daten  des  Körpers  und  der  Sonne  auf  «leiiselben  Punkt  der  Erde  bezogen  sein,  also  z.  li. 

')  Vergleiche  hierzu  die  Aomcrkuiig  I,  S. 456. 
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entwedei-    auf   den    Beobachtungsort    oder   auf  den   Mittelpunkt   der  Erde.     Differentiirt 

k 


man  nun  aber  die  Gleichung  (14)  zwei  Mal  nach  der  in  Einheiten  von  —  mittleren  Sonnen- 


tagen ausgedrückten  Zeit,  so  dass: 

^"  =  {Qcosdcosu)"  =  x" +  X" (15) 

und  eliminirt  dann  X"  auf  Grund  der  Bewegungsgleichung  der  Sonne  um  die  Erde,  nämlich: 

'^'"  =  -1 (16) 

wobei,  da  eine  erste  Bahubestimmung  höchstens  sechsstellig  ausgeführt  wird,  die  (Erd 
-|- Mond) -Masse  der  Null  gleichgesetzt  worden  ist,  so  ist,  wie  Bruns  besonders  in  seiner 
oben  citirten  Abhandlung  betont  hat,  zu  bedenken,  daß  die  Gleichung  (16)  sich  auf  die 
scheinbare  Bewegung  der  Sonne  um  den  Schwerpunkt  des  Erde-Mond-Systems  bezieht. 
Daher  müssen  auch  die  auf  die  Erde  bezogenen  Coordinaten  des  Körpers  in  der 
Gleichung  (15)  auf  denselben  Schwerpunkt  bezogen  werden.  Die  in  Betracht  kommende 
Parallaxe  ist  also  der  Winkel,  welchen  die  vom  Körper  nach  dem  Beobachtungsort  und 
dem  Schwerpunkt  gezogenen  Linien  mit  einander  bilden.  Alle  auf  den  Schwei-punkt 
bezogeneu  Coordinaten  sollen  durchweg  durch  das  Subscript  m  unteischieden  werden. 
Die  an  die  beobachteten  Coordinaten  «  und  d  anzubringenden  Parallaxencorrectionen 
können  dann  als  die  Summe  der  Componenteu  zweier  Verschiebungen  aufgefasst  werden, 
von  denen  die  eine  die  gewöhnliche  Parallaxe,  die  hier  mit  geocentrischer  Parallaxe 
bezeichnet  werden  soll,  ist,  und  von  denen  die  andere  durch  den  Winkel,  welchen  die 
vom  Körper  nach  dem  Erdcentrum  und  nach  dem  Schwerpunkt  gezogenen  Linien  mit 
einander  bilden,  bestimmt  ist.  Bruns  bezeichnet  die  auf  den  Schwerpunkt  bezogenen 
Coordinaten  als  barycentrische  Coordinaten,  und  danach  soll  die  zweite  der  eben 
definirten  Verschiebungen  als  barycentrische  Parallaxe  bezeichnet  werden.  Die 
Parallaxen  in  u  und  d  werden  gewöhnlich  mit  pa  und  p^  bezeichnet  i).  Zur  Unterschei- 
dung der  in  Betracht  kommenden  Parallaxen  sollen  hier  die  Bezeichnungen  p^,  pZ;  p'^,  pij 
für  die  geocentrische,  beziehungsweise  barycentrische  Parallaxe  gewählt  werden; 
Q  Stellt,  wie  in  der  Gleichving  (15),  die  geocentrische  Distanz  des  Körpers  dar.  PaQ,  PiQ 
nennt  man  gewöhnlich  die  ParaUaxenfactoren. 

Sind  also  «  und  8  die  auf  den  Jahresanfang  bezogeneu  Coordinaten  in  Bezug  auf 
den  Beobachtungsort  und  denkt  man  sich  die  Coordinaten  des  Körpers  und  der  Sonne 
auf  den  Schwerpunkt  bezogen,  so  hat  man  gemäss  der  Gleichungen  (15)  und  (16)  zu  setzen: 

?„.   =    Pm''^»(^+i''d+Py)'^''«(«+i'a+K')   =   »+i',„ (1'7) 

Es  sollen  nun  vorerst  die  Formeln  zur  Berechnung  von  p"^,  pj'  abgeleitet  werden.  Seien 
dazu  «(j  und  8^  die  einer  Mondephemeride  zu  entnehmenden  geocentrischen  Coordinaten 
des  Mondes  und  d-y  die  Distanz  dos  Schwerpunktes  vom  Erdceutrum,  dann  sind  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Erdcentrums  in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt : 

z/j  X  =  — diCos8(icosU(i,  ^^T  = — d-^  cos  8^  sin  k^,  ^1jZ=  — rfiSmög  .  .  (18) 
und  folglich: 

X„=  X  +  ^iX,     Ym=  Y-\-JyY,     Z„,  =  Z4-^i^ (19) 

wobei  X,  Y,  Z  wieder  die  geocentrischen  Coordinaten  der  Sonne  sind.  Weiter  erhält 
man  für  den  Körper,  ganz  in  derselben  Weise  wie  die  Gleichungen  (8)  der  zwölften 
Vorlesung  abgeleitet  worden  sind,  wenn  man  die  auf  das  Erdcentrum  bezogenen  Coordi- 
naten durch  das  Subscript  g  imterscheidet: 


')  Die  Formeln  für  p^  und  pg,   die  geocentrische  Parallaxe  in  «  und  (f  darstellend,  finden  sich 
in  der  zwölften  Vorlesung,  S.  107,  Formeln  II  Ab. 
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(f^road^  ^  pJ)eos(a^  -i-  p")  r=-  q  rrtad  mau    ^  J^X  \ 

>,«•(«,  +  P7)  ain  ( a^  +  p; )  =  ^^  eo$  «^  sin  a]  +  z/,  y  (20) 

\tiih(  1  _/,  .V,  J^  Y,  J,  Z  durch  die  Gleichungen  HS)  betttimmt  «ind.  Au«  diesen  (tleichungen 
leitet  man  p^  ■=  «^  — «  .  pj"  =  b^  —  Ä  in  der  Qblichen  Weise,  wie  folgt,  ab:  Addirt 
man  die  beiden  entten  GIeicbun<;en,  einerseits  nachdem  die  erate  mit  — sina^,  die  /weite 
mit  -|-«Mat,,  anderseibt  nachdem  die  erste  mit  -\- eoattg,  die  zweite  mit  -(- sin  a,  mulli- 
plioirt  wcjrilin  ist,  so  ergiebt  sich: 

o    coiid    -  i,7)..ji»p"' = — sinct  J.X-\-coaei  ^.  Y  =:  J,  rosdir  sin(u  — a^r  i  | 

•  'j        *  J  *m  9       '  9        *  *  U  ^    y  *v  /Ol  \ 

P,''<m(*,  +  P7)«W|>7  =  9^  eosd^-i-eosa^^,X+sinu^^t  Y=Q^eoa8^—d^coa8,lcos(ot^—a,l)y- 
oler  auch,  mit  Vernachlässigung  von  Grössen  zweiter  Ordnung  in  Beziij;  auf  die  Parallaxen: 

P-Pr  =  — ^ j' »»«(«„-  «,t) (22) 

"   "         stn  l '  cos  6^  7         'i  / 

g»  eos{dg-{-p*)  =  Qg  cosdg  —  d^  cosd(^  eus(Uy  —  a(i)  (26) 

Ana  dieser  letzteren  Gleichung  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  der  letzten  der  Gleichungen 
(20)  in  ähnlicher  Weise  wie  oben: 

9^pJ  =        '■  „  I — sindf^cosdg  ^  cosd(isindgCos(cig  —  «(j)|    ■    •    •        (24) 

Zur  HtT-timrauni'  der  Constante  Vrr  hat  man  zunächst,  wenn  d  die  Distanz  des  Mondes 

"  sinl" 

vom   Erdcentnim   in   Einheiten  der  mittleren  Entfernung  der  Sonne,  7t  und  t,  die  Aequa- 

lurialhorizontalparallaxen  der  Sonne  und  des  Mondes,  m  und  »ij  die  Massen  der  Erde  und 

cl.-«  >f..n.ifs  darstellen: 


d,—  d 


m  ■\-  m^        ;ri   1  -;-  I 


wobei  fi  das  Verhältniss  der  Mondmasse  zur  Erdmasse  ist.    Setzt  man   mit  Newcomb') 
1 
5*1.45' 


«,  =  57' 2". 68,  ^k  =  — — — ,  und  mit  Hinks^)  a  =  8". 807,  so  findet  man: 


=  6".  4372. 


sin  1" 

Man  he.rtht  natürlich  keinen  merklichen  Fehler,  wenu  man  bei  der  Berechnung  der  bary- 
i-entri.*chen  Paralla.ienfactoren  in  den  Gleichungen  (22j  und  (24)  die  beobachteten  Coordi- 
naten  «  und  i  anstatt  der  unbekannten  geocentrischen  «j,  8g  einsetzt. 

Bildet  man  jetzt  folgende  Summen  der  Parallaxenfactoren   und   bezeichnet  die  all- 
t^emeine  Parallaxe  mit  p,  so  dass 

P-P«  =  P«P;-(- P-Pr-      P- Pj  =  P«  P';« -^  P-.  P7 (25) 

so  kann  man  ohne  merklichen  Fehler  setzen: 

P-  Pi  =  P,  K-      P»  P'.  =  P,  P'j  (26) 

Somit  sind  also  die  allgemeinen  Parallaxenfactoren,  welche  die  geocentriscbe,  sowie  die 
Karrcentrische  Parallaxe  einschliessen.  ermittelt. 


')  Tbe  EleneDts  of  tbe  Foar  Toner  Planet«  and  tbe  Fandamental  Constants  of  Astronomy. 
Sapplrrnent  to  fhe  .American  Epbemeri^  aml  Naatical  Almanac  fnr  Xf-^i.  —  ')  Monthlr  Notices  of 
ik»  Roval  AatroDomical  Aociety,  Tolame  L\IX,  p.  .'67. 


(30) 


—     462     — 
Die  Gleichung  (17)  lässt  sich  jetzt  schreibeu: 

pm  cos  (Ö  -\-  pj)  cos  («  +  Pa)  =^  X  -\-  X„ 

und  ebenso :  , 

Qm  cos  {ö  -\-  pi)  si7)  (a  -\-  Pa)  =^  y  -\-  Y,„   j (^ ' ) 

Qm  sin  (d  -\-  pd)  =  ^  +  Z„,   J 

oder  auch,  nach  Auflösung  der  Sinus  und  Cosinus  der  Wiukelsummen  und  mit  Vernach- 
lässigung von  Gliedera  höherer  Ordnung  als  der  ersten  iu  Bezug  auf  die  Parallaxen: 
Q,„  cos  d  costt  —  Qm  cos  S  si)i «  pu  —  Qm  sin  d  cos  ups  ^  x  -\-  Xm, 
Qm  cos  8  sin  a.  -\-  Qm  cos  d  cos  ccpa  —  Qm  sin  d  sin  ups  =  y  -\-Ym, 
Qm  sin  d  -\-  Qm  cosd  PS  ^=  Z  -\-  Zm- 

Setzt  man  nun: 
^^X  ^=  cos ö sin  upa  Qm  -\- sin  d  cos « ps  Qm',  ^2  i=  —  cos 8  cos up^  Qm  +  sin  8  sin  ups  Qm;\  ,na\ 

/i^Z^=  C0s8piQm  S 

und  weiter: 

z/A'=  z/iX  +  z/jX,     z/r  =  z/jr+z/jY,     z/Z  =  z/jZ+z^aZ.  .    .    .    (29) 
so  ergiebt  sich: 

(I)  ^=  QmCosb  cosu  ^=  x-\-  X-\-  zl X,  (jj)  =  QmCOsS  sinu  =  7/  -)-  r+  z/  r,  1 

(?)=r  Q,„sin8  =  .-  +  Z  +  Z/Z  J 
wo   (I)  etc.  zur  Unterscheidung  von  |,„  etc.  gesetzt  ist.     Differentiirt  man  jetzt  die  Glei- 
chung (30)  und  bedenkt,  dass 

ist,    so  erhält    man    zunächst,    wenn  vorläutig  die  Resultate  in  nur  einer  Coordinate  aus- 
geschrieben werden : 

(I)'   =  (p„,cos3cos«)'  =  x'-L  2'  +  (z/X)' (32) 

(f)"  =  (p,„cosöcos«)"=  —  ^  +  (X  +  z/Z)" (33) 

In  der  Gleichung  (33)  soll  nun  nach  (31)  angenommen  werden: 

<^+^«"  =  -|t^. <»*' 

wobei : 

(if  +  zyi?)2  =  (x  +  z/x)2  +  (r+z/r)2-|_(z-f  z/z)2 (35) 

Die  Gleichung  (33)  lässt  sich  aber   mit  Rücksicht   auf   die  Gleichungen  (29),  (19) 
und  (31)  genau  schreiben: 

ii)"  =  {Q,nCos8cosu)"  =  -^-^^{J,Xr      (36) 

Führt   man    daher  den  Ausdruck  (34)  in  die  Gleichung  (33)  ein,    begnügt   sich  iu  Glei- 
chung (34)  mit  Gliedern  erster  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Parallaxe,  so  dass: 

X  +  ^X       _      Xm+^,X      _    Xm  „X„.  ^,X 

{B  ^JBr~~  {Em  +  ^iBy  ~  Bfn  i?^      '      ■•"   Bl 

und  vergleicht  dann  die  Gleichung  (33)  mit  der  sti-engen  Gleichung  (36),  so  findet  sich 
für  die  au  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (33)  anzubringende  Correction: 

(z/,A)"-3f^'z^,i?  +  ^ (37) 

Führt   man    also   jetzt  den  Werth  von  (A  -\-  z/A)"  aus  der  Gleichung  (34)  in  die  Glei- 
chung (33)  ein  und  addirt  den  Ausdruck  (37)  als  Correction  zur  rechten  Seite,  so  ist  genau: 


-    4f.:i 


{{)"  =  (Q^cosdeosa)  =  -  ^ 


Kliiiiiiiirt  iiiuii  weiter  diu  heliouoiitriscliu  L'uoriliimtu  x  ans  iliuHcr  Gieiuhuug  mit  Hülfe 
von  (ilciuhuug  (30)  uud  setzt  vorläufig  diu  rechtwinkligen  Coordiualun  au,  ho  orgiebt  «ich; 

Y 

(3y) 


(.V..,(l)=3(X  +  ^X)(l--^_)-3|^.^  +  (^.X,"  +  ^ 


Sol/.t  Miaii  nun   in  «li-n  mit  J^R  und  ^jA'  multi|ilicirteu  Ulicdern: 

X^  ^  (X+JX ),  A'„  —  {li  +  J /.' I, 

8o  ist  der  dadurch  verursachte  Fehler  von    der  zweiten  Ordnung  in   Bezug  auf  die   l'ar- 
allaveu  und  kann  also  veruachläsaigt  werdeu.     Man  erhält  dann: 

wobei  noch  gesetzt  worden  ist: 

(X)  =  X+-iX=  X-f  z/,X-f  JjX,  (li)=  li  +  Jli  =  R-\-^iIi  +  ^iJl  .  .  .  (41) 
Nun  lassen  sich  bequeme  Fornielu  zur  Berechnung  der  Summe  der  beiden  letzten 
(ilieder  rechter  Hand  der  Gleichung  (40)  aufstellen.  Der  zweite  Differential(|uotient  (z/jX/' 
irgicbt  sich  zunächst  aus  den  drei  Wertlicn  von  -J^X,  welche  den  drei  Beobachtungen 
inU.iirechen,  in  derselben  Weise  aus  den  Formeln  (4a,  b),  wie  «JJ,  d|,'  sich  aus  den  drei 
Werlhen  von  «,  d  ergeben.  Man  erhält  also  für  die  Summe  der  beiden  Glieder,  weuu 
man  noch,  wegen  t^  ^=  tg,  das  Subscript  2  mit  dem  Subscript  0  identificirt : 

^/,  X3  -  Jt  Xq       Jj  Xq  —  z/3  X, 
2  ^,  -  f, /»-<!  ,    ^jXo 

Setzt  man  jetzt: 


(42) 

(43) 


so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  anstatt  (42): 


(44) 


In  ganz  durscllicn  Weise  ergeben  sich  aus  der  Formel  (43)  i/j,  und  d.  aus  den  Cor- 
rectionsgrössen   d^Y  und  z/,Z  für  die  drei  Beobachtungsdateu. 

Setzt  man,  wie  in  Gleichung  (3H),  statt  (|),  {i}),  (J),  die  polaren  Coorilinaten  in  die 
(ileichung  (40)  und  in  den  entsprechenden  Gleichungen  für  die  beiden  anderen  Coordi- 
naten  bezw.  ein,  und  führt  dann  die  angedeutete  zweifache  Üifferentiation  durch,  so  erhält 
man,  wenn  alle  sich  auf  ilie  hier  allein  geltende  Epoche  ^j  =  t^  beziehenden  Subscripte 
0  oder  2  fortgelassen  werden,  nach  Einsetzung  von : 

S  —  (H)cosD,      ö    =  Q„cosd, 


(X)  =  ScosA, 
(Y)=  SshiA. 
(Z)  =  SIgJi, 


(|)    =  <J  COSOC, 

(rj)  =  a  iinu, 
(J)  =  atf)d, 


(4h) 


(wobei     noch     zu    beachten    ist,    dass    ■/..   B.    J,X     sich    auf    die    zweite    Correction 
(Gleichungen    (28))    zur    Zeit   der    Epoche    bezieht],    die    folgenden    Fundamental- 
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gleichungen,  in  denen  der  Eiufluss  der  Parallaxe  und  der  Aberration  einschliesslich 
Grössen  erster  Ordnung  dieser  Correctionen  vollständig  berücksichtigt  ist: 

a"cos u  —  2  o'sin  ««'  —  6 sin ««"  —  ö cosal  a'-  —  "Ti"  ^  ScosÄ   — —  ( 1  +  3  — ^  H  +  jcos a  (a) 

6"siH  «  -(-  2  a'cot'  Ku'  -\-  6  cos  ««"  —  ö  sin  «    a'  ^ —  ^  S si«  J.   —  —  --—  (  1  -|-  3  -r^—  )    +  i S'*^ «  (b) 

a"tg8  +  2  6'(tgdy  +  6^(tgd)"+'^'j  =  StgD^l-^^(l+3^^'^+jtgd   (c) 

Verfährt  man  jetzt  nach  dem  Vorgange  Harzer's  und  addirt  die  Gleichungen  (46a) 
und  (46  b),  einerseits  nachdem  die  erste  mit  cosu,  die  zweite  mit  sina,  andererseits  nach- 
dem die  erste  mit  —  sina,  die  zweite  mit  cos«  multiplicirt  worden  ist,  und  behält  die 
Gleichung  (46c)  unverändert  bei,  so  erhält  man: 

2  6'u'  -\-  au"  =  Ss>n(A—  «)   — TT^A^  +  ^     tT  j    +i*'"(o  — «) 

a"fgd  +  2ö'(tgSy  +  ö\^-^  +  (fgöy']=.SfgD  [-1  _ -i- ^1  +  3  ^)]  +  J  <,  ,/ 

Da  man  die  DifEerentialquotienten  {tgöy  und  (tgö)"  aus: 

{tgdy  =  sec^öd';    {tgdy  =  sec'^dlitgdd'-^  +  8"] (48) 

berechnen  kann,  so  sind  in  den  Gleichungen  (47)  alle  Grössen  bis  auf  ö,  ö',  6"  und  r 
bekannt.  Zur  Lösung  des  Problems  ist  daher  noch  eine  vierte  Gleichung  nolhwendig. 
Diese  Gleichung  erhält  man  aus  dem  von  der  Sonne,  dem  Beziehungspunkt')  im 
Erde -Mond -System  und  dem  Körper  gebildeten  Dreieck.     Denn  es  ist: 

r^  =  qI-\-{E)^-~2q„,{R)cosxI> (49) 

wo  cos  i/'  bestimmt  ist  durch: 

cos  ip  ^=  sind  sin D  ^  cos d  cos D  cos  {A  —  «) (50) 

In  den  Gleichungen  (47)  und  (49)  ist  also  nach  dem  Vorhergehenden  der  Aberration 
dadurch  Rechnung  getragen  worden,  dass  der  scheinbare  Ort  zur  Zeit  der  Beobachtung 
mit  dem  wahren  Ort  der  reducirten  Beobachlungszeit  identificirt  worden  ist.  Die  Elimi- 
nation der  allgemeinen  (geoceutrischen  und  barycentrischen)  Parallaxe  vollzieht  sich  durch 
die  Anbringung  der  Correctionen  z/i  =  ^iX -|- .^2^  ^tc.  an  die  geocentrischen  Sonnen- 
coordinaten.  Vernacllässigt  man,  was  bei  ganz  kleinen  Zwischenzeiten  gewöhnlich  der 
Fall  ist,  die  Parallaxe,  so  sind  auch  alle  Correctionsglieder  fortzulassen,  d.h.  ^X=<i/1' 
=  z/Z  ^=  0  für  alle  drei  Beobachtungen,  und  für  die  Epoche  werden  (X),  (T),  (Z)  gleich 
den  direct  aus  einer  Sonneuephemeride  iuterpolirteu  Werthen  X,  Y,  Z  und  (i?)  wird  R. 
In  den  Gleichungen  (47)  sind  dann  die  von  j,  a,  d  abhängigen  Glieder  fortzulassen,  ebenso 
in  den  nun  folgenden  Entwickelungen  alle  Glieder,  die  diese  Grössen  enthalten. 

Dui'cli  Auflösung  der  Gleichungen  (47)  lassen  sich  6,  ö'  und  6"  als  Functionen  der 
Unbekannten  r  und  bekannter  Grössen  darstellen.  In  der  ersten  und  dritten  der  Glei- 
chungen (47)  enthalten  die  Coefficienten  von  ö  zwar  die  Unbekannte  r,  aber  die  Deter- 
minante der  Coefficienten  von  6,  ö'  und  6"  ist  von  derselben  unabhängig.  Diese 
Determinante,  die  also  nur  bekannte  Grössen  enthält,  soll  mit  2  .N"  bezeichnet  werden. 
Substituirt   man   nun    die  Ausdrücke    rechter   Hand    der  Gleichungen  (47)   an  Stelle   der 

')  Der  Punkt,  auf  den  sich  (i),  (ij),  (f),  (X),  ()'),  (Z)  beziehen.  Dieser  Punkt  liegt  auf  der 
Gesichtslinie  und  hat  die  Distanz  q^^^  vom  Körper. 
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l'oi-flioiviiU'ii  von  0   iu  2  y,  bo  crkuiiiit  man  Hofort,  iIukh  die  ho  viitHtvIiciulv  ticiiu   Deler- 
iiiiiiikiit«'  hielt  nU  iliu  Siiiiiiiio  von  /.woi  Di-toriniiiuiilen  Hcliruibuii  hitst,  von  iluncn  diu  erat« 

dfu  Factor  .S r-:(l  +3 — ? — 1     """«l  J'«  /-weite  dun  Fiictor  j  vntliult. 


Setzt  man  al.to,  weil: 


IKH-Il 


A'  =  tt'^lpd  —  u"(tfid)'  +  «'(<</*)" 


C,  =  /jf  d  foi  (^  —  a)  —  <j;  />,  C,  =  s/ii  (yl  —  «),     Cj  =:  S cos  (A  —  a) 

r,  =  Jpiaw(a  — «)  —  (gd,  Cj  =^  sin(a  — «),       Cj  ^^  j  C08(a  — o) 

X  =  -  I lC,a'+  C,(<<,a)'J:  A  =  2^[C,«"  +  C,«] 

^x  =  -  1  [c, «'  +  c, (</7Än;  ^A  =  2^ [c.  «"  +  f»  " I 


CD 


(52) 


so  ergieUt  die  Lösung  der  Gleichungen  (47): 

»=Hi^-.-^.('+4;o)] 


+  ^x 


^-,-ir.('+^1^')]+- 


(53) 


Die  erste  dieser  beiden  (ileiclinngeu  ist  der  sogenannte  Lambert'sche  Satz  über 
die  Krümmung  des  geocent  rischen  Laufes').  Die  weitere  Bestimmung  der  Bahn 
kann  nun  in  verschiedener  Weise  vorgenommen  werden,  je  nachdem  man  dieselbe  mit 
oder  ohne  Voraussetzung  über  die  ExcentriciUit  durchführen  will.  Will  man  eine  all- 
gemeine Hahn  bestimmen,  so  leitet  mau  0  und  r  aus  der  Gleichung  (49)  und  aus  der 
ersten  der  Gleichungen  (53)  ab.  Will  man  aber  eine  Parabel  berechnen,  so  dass  der 
Gleichung:  9 

a:'»  +  j/»  +  /a  =  y  (54) 

genügt  werden  muss,  so  leitet  man  die  Hahn  am   bequemsten  ans  dieser  Gleichimg  und 
dem    Verhiiltniss   von     —    ab.      In   ähnlicher   Weise   wird   man   im  Falle   einer  Kieisbahn 

0 

1  2 

verfahren,  nur  dass  dann  das  «ilied  rechter  Hand  der  (Tleichunj^  (.'i4)  —  anst:klt  —  ist.    Es 

^         »•  r 

sollen  nun  zunächst  Formeln  für   —    und    für    die    iu    Gleichung   (54)    auftretenden    Ge- 
schwindigkeiten der  heliocentrischen  Coordinaten  aufgestellt  werden. 

Die  Klimination  von -; —  (1-1-3      '     )     aus  den   beiden  Gleichungen  (53) 

Lr^         (/;p  \     ^       (in/i  ^       ^     ' 

6'  k        ß 


ergicV)t  leicht: 

wo  gesetzt  worilen   ist : 


(i  =  —Jx  —  Jk 


(55) 
(56) 


E«  liisst  sich  aber  auch  direct    ein  beciuemer  Ausdruck  für   —  aufstellen,  wenn  mau 


[;^-^(-^^')J 


')  Siehe  die  iweiunddrcissif^ate  Vorleaang. 

Klink*rf  ii«t ,  TbtonU«che  Aatronoml«. 
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aus  der  zweiten  der  Gleichungeu  (47)  vermittelst  der  ersten  der  GHeichuugeu  (53)  elimi- 
nirt.     Mau  erhält  dann : 

e  2«        2a'  2  «ff  2  m  x6 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (52) : 

ö^ 1 NC2 «^   ,     jCj   _  jCj    C]«'+  Cijtgäy 

ff"       2«'  Cik'+ C2(/(/ö)'       2«''^2k'6       2k'6  Ciu'  +  C^itgd)" 
oder  auch : 

ö  2    C^a'  +  C2{tgöy~^  2  6  C,m'  +  Giitg^y 

Definirt  man  nun  noch  folgende  Hülfsgrössen : 

r= -^-.y^ -^-.0  ^a' ^r{fgdy asd) 

'  1  '1 

und  dividirt  Zähler  und  Nenner  der  beiden  Glieder  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (58) 
durch  Gl ,  so  ergiebt  sich : 

i-L 

Y 


(60) 


(61) 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  (55),  so  ersieht  man ,  dass  das  erste 

Glied  rechter  Hand  der  Ausdruck  für  —  ist   und   dass    die   beiden  Ausdrücke    (56)   und 

(60)  für  ß  identisch  sind.  Die  Gleichung  (61)  hätte  auch  aus  den  Gleichungen  (55) 
und  (56)  abgeleitet  werden  können,  allein  für  die  Rechnung  sind  die  Formeln  (59)  und 
(60)  bequemer,    weil  dadurch  die  Berechnung  von  x  und  ^x   bei   der  Bestimmung  von 

6' 

—  ganz  umgangen  werden  kann. 

Die  Ausdrücke   für   die  Geschwindigkeiten    der  heliocentrischen  Coordiuaten    sollen 
aus  der  Gleichung  (32)  abgeleitet  werden.     Danach  ist  für  die  erste  Coordinate: 

x' =  i^y  —  X' —  (zJxy  =  ö'cosu  —  ösinaa' —  X'  —  (^X)'    ....    (62) 

Wenn  man  nun  den  Factor  ö  aus  den  beiden  ersten  Gliedern  rechts  heraushebt  imd  — 

6 

mit  Hülfe  der  Gleichung  (55)  eliminii-t,  wobei  natürlich  —  gemäß    der  Formel   (61)   zu 

berechnen  ist,  so  ergiebt  sich,  indem  man  in  derselben  Weise  mit  den  beiden  anderen 
Coordinateu  verfährt: 

,        PA  ,n     »  ,  , 

X  =ö  — cosK  —  shiMOi  — pcosK — X — (z/X), 
i/'  =  ö  —  shi  oi  -\-  cosKu'  —  ß  sin  «  —  1"  —  (^  T)', 
z'  =  o\--tgd    +(tgdy  ]  —  ßfgd    —Z'  —  (JZ)'. 
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Si't/I   man   jetzt : 

|X]'  =  X'-\-(JX)'  +  ßcotu  I 

[Y]'=  Y'+(JYy+ßsina  (63) 

[z]'  =  z'  +  (^zy  ^-ßl,,^  j 

uMil  »fitt-r: 

(I,  =:  -  f o>  «  —  siuaa';     tiy  =  -sinu  ^   cos  au' \     a,  ■=  -  tqd  ^  {tii^  t    .    .    (64) 
X  X  X    ■  ■  ' 

bo  i-rli:ilt   iiKiii  M-hlic88lich  fulgundi-  Aimdrückt-  für  iliu  Gcschwiiuligkuiten : 

J-' =  0,0— [X]';    y'  =  a»«— ir]';     e' =  a.a  —  {Z]' (65) 

Am  »liT  llaiul  der  hisher  eiitwiokelten  Formeln  soll  nun  die  weitere  Bestimmung 
der  geocentrisdien  DiHtan/  verschiedi'ntlicli  vorgenommen  werden,  und  zwar  zuerst  für 
die  l*araliel.  dann  für  den   Kreis,  und  scldiesslich  für  eine  allgemeine  Bahn. 

Parabel. 

Für  die  l'aratiel  sollen  die  Gleichungen  (411)  und  (54)  in  Verbindung  mit  (65) 
herangezogen  werden.  Man  ersieht  also  sofort,  dass  das  Princiii  dieser  Methode  einer 
parabolischen  Bahnbestimmung  darin  besieht,  dass  einerseits  dem  für  die  Parabel  gel- 
tenden Geschwindigkeitsgesetz  (54)  von  vornherein  genügt  werden  soll,  und  andererseits, 

dass  das  Verhältnis  — ,  gemäss  seiner  Ableitung   aus  den  allgemeinen  Gleichungen  (47), 

denselben  Werth  haben  soll,  als  ob  die  Lösung  ohne  Voraussetzimg  über  die  Exceu- 
tricität  vorgenommen  würde. 

Damit  ist  aber  gleich,  wie  später  noch  ausführlich  gezeigt  werden  wird,  ein  Mittel 
gegeben,  ohne  Schwierigkeit  von  der  Parabel   auf   eine  allgemeine  Bahn  überzugehen. 

Der  Larabert'schen  Gleichung  (erste  Gleichung  53)  wird  also  nicht  von  vorn- 
herein Genüge  geleistet.  Dieselbe  wird  daher  nur  dann  für  die  parabolische  Lösung 
gelten,  wenn  die  letztere  auch  mit  der  allgemeinen  übereinstimmt.  Dadurch  ist  aber 
bereits  während  der  Rechnung  ein  C'riierium  gegeben,  die  Richtigkeit  der  Annahme 
einer  Parabel  zu  prüfen,  sowie  im  Falle  von  mehr  als  einer  parabolischen  Lösung  die 
physisch  richtige  zu  bestimmen. 

Elimiuirt  man  also  r  aus  den  Gleichungen  (49)  und  (54),  nachdem  die  Geschwindig- 
keiten in  der  letzteren  durch  ihre  Werthe  aus  (65)  ersetzt  worden  sind,  so  ergiebt  sich: 

[pi-2e„(/0cos*  L  (B)i]'(.  {,„,ö_(X]V  ^{riyö-ll7)'  +  (''.ö-[^]')»)=  2     (66) 

oder,  wenn  man  schreibt: 

rt«  =  (a«4-««  +  a?)cos«d;  J;  =  (aaX]'+«vir]'  +  a,[Z]')co»d;  (xä  =  lXT»+[l7'  +  t^P    (ß7) 

und  6  durch  p„cosd  ersetzt: 

Dividirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  a^{RY  tmd  Zähler  und  Nenner 
der  rechten  Seite  durch  (/?),  und  schreibt: 


dann   ist; 


(69) 


h  G* (i'(A')' 

rt»(/0       rt'(Ä)»  ~  («>  — 2rcos^'  +  !]■'• 


oder  auch: 
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bl^     a2G2_(,2_  a2(jR)3 


L        a'{R)i  aHBY  [(g  —  cos  ip)"^  +  sin^  tp 

Das  zweite  Glied  linker  llaud  ist  immer  positiv,  wovon  mau  sich  leicht  überzeugen 
kann,  wenn  man  für  «^  und  b^  ihre  Werthe  aus  (67)  substituirt  und  die  Quadratsummeu 
auflöst.     Setzt  mau  daher: 

^'  =  ^y  ''"  =  ^l^M^"  =  «W'"^'"  ''  =  '^»'  '  =  ""'^"'  '  = ''" ^  ^'"^ 

BD  erhält  man  z  aus  der  Lösung  der  folgenden  Gleichung: 

f(^)  =  (^-pr  +  a'^~^^^^  =  o (71) 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  können  als  die  Schnittpunkte  einer  Parabel  und  einer 
asymptotischen  Curve  aufgefasst  werden,  deren  Gleichungen  sind : 

y  =  (.-pr;  y  =  ^^.Yu-^''- (-2) 

Leuschner  hat  gezeigt '),  dass  diese  Curven  entweder  einen  oder  drei  Schnitt- 
punkte haben  können,  für  welche  z  reell  und  positiv  ist,  und  danach  Ciiterien  für  die 
Anzahl  der  Lösungen  aufgestellt '). 

Dass   immer   wenigstens    eine  Lösung   auf  Grund    der    ursprünglichen  Werthe  von 

«,  ö,  «',  ö',  a",  ö"  besteht,  ist  leicht  zu  beweisen,  indem  man  die  Gleichung  (68)  quadrirt 

uud  nach  abnehmenden  Potenzen  von  q,,,  ordnet.     Betrachtet  man  dann  nur  das  von  p^ 

unabhängige  Glied  G*{H)''  —  4,   so  erkennt  mau,  dass   dasselbe   stets  negativ   ist,   denu 

2 
bis  auf  die  Parallaxenglieder  ist  G^  =  —  —  1 ,   und   weiter,    mit   Vernachlässigung   der 

Exceutricität  der  Erdbahn,  sind  B  =  l  uud  G^  =  1,  so  dass  augenähert  G*{Ey  —  4 
:=  — 3  ist.  Hieraus  folgt  aber  nach  der  Theorie  der  Gleichungen,  dass  immer  minde- 
stens eine  Wm-zel  p„„  und  daher  z  positiv  und  reell  ist.  Dies  bedeutet  aber  natürlich 
nicht,  dass  nach  vollendeter  Bahubestimmung  die  erste  uud  letzte  Beobachtung  dar- 
gestellt sein  werden,  denn  das  hängt,  wie  weiter  oben  aus  einander  gesetzt  wurde,  davon 
ab,  ob  die  in  «',  ö',  «",  ö"  vernachlässigten  höheren  Differenzen  in  Wirklichkeit  inner- 
halb der  Sicherheit  der  Rechnung  und  der  Beobachtungsfehler  unmerklich  waren. 

Die  Bestimmung  von  g  aus  der  Gleichung  (71),  welche  Gleichung  vom  sechsten 
Grade  ist,  erfolgt  am  bequemsten  auf  graphischem  Wege,  mit  Benutzung  der  Eigen- 
schaften der  Parabel  und  der  Curve  (72).  Die  Gleichungen  der  Achsen  der  Parabel 
uud  der  symmetrisch  verlaufenden  Curve  sind  beziehungsweise  ^  =  ^'  uud  z  ^  c.    Die 


')  Cfr.  Publications  of  tlie  Lick  Observatory,  Vol.  VII,  part  7.    (Aber  noch   nicht   erschienen.) 
Drei  Schnittpunkte  sind  möglich,  wenn  entweder: 

p'>0;     c>0; 
oder:  p'>0;     c<0;     90»  <  V  <  125»  16';  oder:;/<Oi     c>0;     0°  <  <i' <  54»  44', 

und  wenn  zugleich:  (IL\'±.  (JL^^Q 

wo  gesetzt  ist: 

f=|,[9(2.»-fO-7e',;        |  =  ^^' [|  +  ^  („.  -  ^  ,',] 

wi"  =  c"-|-s';       c'  =:  e  —  j)'. 
Von  diesen  drei  parabolischen  Lösungen  ist   aber   nur   eine  gültig:,  nämlich  die- 
jenige,  welche   dem  Lambert'schen    Satz,   Gleichung   (53),   genügt.     Cfr.   auch  S.  471,  wo 
höchstens  eine  parabolische  mit  der  allgemeinen  Lösung  übereinstimmen  kann.   (Den 
ausführlichen  Beweis  vergl.  Publ.  of  the  Lick  Observatory,  Vol.  VII,  part.  7.)  — 
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l':ii';il>('l  lii-^'t  tiunr  niif  ilur  |io(iitivcii  Ilälftv  iU<r  durch  <liu  lluii|itacliitL-  y  =  0  gcthoilton 
y.-Klii'iie,  ttähreiiil  «Uo  (.'iirve  \<m  «It-r  I I:iu|iUkclisc-  y  r-r  O  duri-|iitc)iiiittoii  »ird,  und  die 
unter  der  Ilnii|il;u'liHu  lii-yi-iuk'  Linie  y  ■=  — </'•  eine  Asyinjitoto  zur  Curve  ist.  Für  die 
Sehnittiiunkte  der  l'sinibel  und  ("iirve  konunt  also  nur  der  Theil  der  Curve  in  Helraclit, 
welcher  in  der  elien  beschriebenen  positiven  Ilillfte  der  y. --Ebene  liefft.  Ausserdem  ist 
aber  n(K;h  zu  bedenken,  diiss,  da  für  die  ^'esuchten  Lösungen  js  immer  {lositiv  sein 
muss,  nur  diejenigen  Tlieilc  der  Parabel  und  der  Curve  in  Betracht  kommen,  welche 
recht«  von  r  rr-  0  liegen.  Des  Weileren  sollen  nun  die  von  der  Achse  der  l'arabel 
und  die  von  der  Achse  der  Curve  ab  gezahlten  Aliscissen  beziehungsweise  mit  /'  und 
5   bezeichnet   werden,  so  dasB 

£'  =  z—p';       S  — r— c (73) 

isL     Oder,  wenn  man  noch 

c'  =  c  —  p (74) 

setzte  auch: 

t  =  z'-c (75) 

Die  Grosse  c'  ist  dann  die  Distanz  zwischen  den  beiden  Achsen  von  der  Achse  der 
l'arabel  ab  gerechnet.  Zählt  man  vorläufig  noch  die  Ordinalen  der  Curve  von  der 
Linie  y  =  —  </''  und   bezeichnet  diese  Ordinalen  mit   >;,  so  dass 

t)=  y^  q'\ (76) 

so  kann  man  die  Gleichung  der  Curve  schreiben: 

"  =  whf^ ^''^ 

oder.  Wenn  man  setzt: 

<<?^=  y (78) 

auch : 

ij  =  —vos^ (79) 

Der  für  //  =  0  oder  >;  =  </'  in  Betracht  kommende  Maximalwerth  von  f  soll  nun  mit 
f„  und  der  nach  Gleichung  (78)  dem  Werthe  f,„  entsprechende  Werlli  von  9  soll  mit 
&„  bezeichnet  werden.  Dann  ist  nach  Gleichung  (79),  wenn  man  noch  nach  Gleichung  (70) 
in  h  für  {]{)  den  angenäherten  Werth   von  {li)  =  1   setzt: 

eo,.^„  =  2!^     .    .  (80) 

P2benso  findet  man  aus  den  Gleichungen  (7h)  und  (73)  für  den  dem  Wertlie  r  =  0  ent- 
sprechenden Werth  5o  von  f: 

—  = =  —  coigi'  =  lg»o, 

und  ilaher: 

»,  =  4'-  900 (81) 

Man  kann  also  zunächst  die  Grenzen  #„  und  Oj  bestimmen,  um  den  Theil  der  Curve 
zu  finden,  auf  dem  die  Schnittpunkte  liegen  müssen.  Man  konnte  also  diesen  Theil  der 
Ciirve  gr.t]diisch  darstellen  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  für  alle  Jiahnen  conslanten 
Panibel  //  =  r'^  dadurch  aufsuchen,  dass  man  diese  letztere  in  der  Weise  in  die  5y- 
Kbcnc  legt,  dass  r'  gleich  der  Distanz  zwischen  den  Achsen  der  l'arabel  \md  der  Curve 
wird.  Man  kann  aber  diese  Art  iler  graphischen  Lösung  noch  sehr  vercinfadien  und 
die  graphische  Dai-stellung  der  Curve  und  l'arabel  selbst  vermeiden.    Zu  diesem  Zwecke 


•iTO     — 


soll  zunächst  die  Gleichung  (72)  der  Parabel  auf  das  AchseDsystem  rj  =  0,  g  =  0 
bezogen  werden.     Es  wird  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (T6),  (73)  und  (74): 

y  —  n  —  g.''^  =  it  +  c'y-, 

wobei  r]  und  5  nach  den  Formeln  (78)  und  (79)  als  Functionen  von  9-  durch  die 
Gleichungen  der  Curve  bestimmt  sind.     Schreibt  man  daher 

>)'  =f{»)  =  a  +  cr--(r,~g'^)  =  0 (82) 

so  ergiebt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (78)  und  (79)  die  den 
Schnittpunkten  entsprechenden  Werthe  von  '9'.  Xach  den  Gleichungen  (73)  und  (78) 
ergeben  sich  dann  die  gesuchten  Abscissen  z  der  Schnittpunkte  aus: 

g^^  +  c  =  sUi&  +  c (83) 

In  der  Praxis  bestimmt  man  zuerst  nach  den  Formeln  (80)  und  (81)  die  Grenzen  &q 
und  &„,,  zwischen  denen  die  den  Schnittpunkten  der  Parabel  und  der  Curve  ent- 
sprechenden Werthe  von  •9'  liegen  müssen.  Sodann  entnimmt  man  einer  Tafel  von 
natürlichen  trigonometrischen  Functionen  angenäherte  Werthe  (etwa  auf  drei  Stelleu) 
der  Cosinus  und  der  Tangenten  von  9-  etwa  von  10  zu  10°  oder  .5  zu  5°  zwischen 
&o  <i^<i^m,    multiplicirt    sodann    die    Cosinus    und    Tangenten,    z.  B.    mit   Hülfe    von 

h 
Crelle's  Kechentaf ein ,    mit   den    auf   ein  Blatt    geschriebenen  Constanten  —  und  s  und 

^  s 

bildet  somit  zu  einander  gehörige  Werthe  von  rj  und  ?.  Ehe  man  diese  hinschreibt, 
addirt  man  noch  die  auf  ein  Blatt  geschriebenen  Constanten  —  q'^  und  c'  beziehungs- 
weise zu  Yj  und  ?.  Auf  diese  Weise  erhält  man  Werthe  von  y  =^  r]  —  q'^  und  s'  =  t,  -\-  c' 
für  einige  äquidistante  Werthe  von  %  zwischen  den  Grenzen  ■^o  "ud  O',».  Die  Subtrac- 
tion  z'^ — y  ergiebt  dann  die  entsprechenden  Werthe  von  ^' =  /"(■ö').  Mau  bildet  nun 
eine  kleine  Tafel,  etwa  wie  folgt: 


/(»)  =  ..«-2 


10° 
20 
40 


und  entnimmt  derselben  den  (oder  im  Falle  von  drei  Lösungen)  die,  einem  Zcichen- 
wechsel  von  /(■&■)  enisprechenden  Werthe  von  %.  Nun  berechuet  man  ganz  wie  vorher 
und  zwar  genau  bis  zu  derjenigen  Anzahl  von  Stellen,  bis  zu  denen  man  /  (9")  graphisch 
darstellen  will ,  zwei  oder  drei  Werthe  von  _y'  r=  /  (%^  für  möglichst  enge  und  äqui- 
distante Werthe  von  ■9'  in  der  Nähe  des  Zeichenwechsels  und  zeichnet  sodann  die  Curve 
y'  =  fip)  mit  y  als  Ordinate  und  -9"  als  Abscisse.  Der  Schnittpunkt  der  Abscisse  und 
der  Curve  ergiebt  den  gesuchten  Werth  von  9-,  welchen  man  auf  diese  Weise  dii-ect 
und  mit  wenig  Mühe  genügend  genau  bestimmen  kann,  um  z  aus  der  Gleichung  (83) 
l)is  auf  \  ier  oder  fünf  Stellen  genau  zu  erhalten.  Es  sei  z-^  der  so  erhaltene  Werth 
von  z.  Substituirt  man  nun  den  Werth  z^  in  das  Glied  f{z)  der  Gleichung  (71)  und 
bezeichnet  fiz^)  mit  M-^ ,  dann  ist  eine  Correction  z/^j  so  zu  bestimmen ,  dass  f{zi 
-f-z/^j)  =  0  wird.  Um  eine  Fonnel  für  ^ Zi  zu  gewinnen,  differentiiren  wir  die 
Formel  (71)  und  erhalten  so: 

df(z)  __  ^^  ,^    ,  h(z  —  c} 

dz 


2  (-•-/)  + 


[(z-c)^  +  s^V' 
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l>:i   null    .lr^    Hii    lif-iliiiiiiit    wiTiIcii    liiiisit,  dttüM : 


•^'".'-I'ttJ^---''. 


iitl,  «o   winl : 


,        _    ,     j h (*|  —  c)  ' 

"  ''■        ^  ^    ^  [(',  -  C)«  +  »»]•'•    [(*,  -  C)«  -H  8«] 

liti-8u  l''i>i'iiu'l  iMt  .SO  :ingi>ML'lzt ,  dass  ^;,  svhr  bequem  mit  Bciuitziiug  der  I»garithmen 
voll  lauter  bekannten  Ausdrücken  berechnet  werden  kann.  Ans  /j  r=  r,  -f"  ^'i  be- 
reclinet  man  dann  üf,  geinÜBS  der  Gleiubiing  (71)  in  derselben  Weise  wie  Jl/,  aus  r, 
gefunden  wurde  und  setzt  die  Annäherungen  fort,  bis  man  einen  Werth  von  e  erhält, 
für  welchen  f\i)  =  0  wird.  Eine  einmalige  Anwendung  der  Uiffereutialforiiu-l  ist  aber 
gewöhnlich  genügend,  um,  wenn  das  nöthig  sein  sollte,  den  auf  graphischem  Wege 
erhaltenen   Werth  ^,   endgültig  zu  corrigiren. 

Aus  e  berechnet  man  nun  g^  =  (^O'^  '""^  **  =^  Q„cosd.  Dann  ergeben  die 
Gleichungen  (30)  luul  (05),  nachdem  in  der  ersteren  wegen  ö  =  p„  cosd  geschrieben 
worden   ist : 

(|)  =  (Jcosa,     (»/)  =  ö»-<»ia,     (^)  =  at,id (85) 

die   Werthe  x.  j/,  s,  x',  y',  c'  der  heliocentriscbeii  Coordinateu  und  Geschwindigkeiten. 

AU  Coiitrule  der  |>arab<ilischeii  Lösung  iiiuss  die  Gleichung  (54)  genau  (innerhalii 
der  Unsicherheit  der  liechnuiig)  stimmen,  nachdem  noch  r  aus  der  Gleichung: 

r^  =  jä  4-  //»  +  i» (B6) 

berechnet  worden  ist. 

Um  nun  die  Richtigkeit  der  Annahme  einer  Parabel  zu  prüfen,  berechnet  man  tf^ 
mit  dem    eben    erhaltenen  Werthe    /•   aus  der  Lambert'scheu  Gleichung  (53)  und  dann 

't  ^^  „   ^    »•    Stimmt  dann  dieser  Werth  z^  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Lösung 

(/flfOSO 

mit  dem  aus  der  parabolischen  Lösung  erhaltenen  Werth  von  z  nicht  überein,  so  kann 
man  sofort  schliessen,  dass  eine  Parabel  unmöglich  ist,  wenn  nicht  etwa  eine  sehr  uii- 
regelmässige  geocentrische  Bewegung  l'rsache  giebt,  die  Genauigkeit  der  aiifäuglich 
bestimmten  Werthe  von  «',  d',  u'\d"  zu  bezweifeln.  Da  man  aber  stets,  wie  weiter  oben 
ausführlich  auseinander  gesetzt  worden  ist,  die  Genauigkeit  dieser  Grössen  beiirtheilen 
kann,  so  kann  mau  leicht  entscheiden,  ob  die  jiarabolische  Lösung  fortgesetzt  werden 
soll  oder  ob  man  zu  einer  allgemeinen  Lösung  übergehen  will.  Die  Zulässigkeit  der 
parabolischen  Lösung  lä.sst  sich  nun  aber  unter  der  Annahme,  dass  die  Werthe  von 
a\d\  u'\d"  genügend  genau  waren,  sehr  leicht  aus  Tafel  Wl  bostimuien.  Aus  dieser 
Tafel  entnimmt  man    nämlich    bei  der  allgemeinen  Lösung  den  Werth  von  r  mit  den 

Argumenten   i'  und  — ,  wie  sich  sogleich  weiter  unten  zeigen   wird,    wo —  eine    von    a', 

d\  «'',  d"  abhängige  Grösse  ist.  Aus  der  Anzahl  von  Stellen,  mit  denen  «',  d',  a",  d" 
aus  den   Differenzen  der  geocentrischen  Bewegung    bestiiumt  wenleii    kann,   ergiebt  sich 

nun  sofort  bei  einem  Ueberblick  über  die  Uechnung   die  Anzahl    von  Stellen,   die  in  — 

"  wi 

genau  bekannt  sind.     Die  übrigen  Stellen  repräsentireu  eine  Region  von  Lösungen  von 

/,   deren  Grenzt  i   man    sofort    a'is    der   Tafel    ersehen   kann.     Fällt    der    unter   Annahme 

einer  Parabel  gefundene  Werth  von  z  weit  ausserhalb  dieser  Grenzen,  so  kann  man  mit 

Sicherheit  auf  eine  allgemeine  Bahiibestiininung  übergehen.    Im  Falle  von  drei  lAisiingen 

kann  nur  einer  der  entsprechenden   Werthe  von  c  innerhalb  dieser  Grenzen  fallen. 
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Die  weitere  Behandlung  der  Parabel  vollzieht  sich  fast  ganz  so,  wie  bei  anderen 
Hahnen  und  wird  später  mit  diesen  durchgeführt  werden. 

Exeisbahn. 

Die  Lösung  der  Kreisbahn   kann   ganz   in  dereelben  Weise  vorgenommen  werden, 

wie  diejenige  der  Parabel.     Nur  ist  in  der  Ableitung  der  Formeln  zu  beachten,  daes  in 

1  2 

der  Gleichung  (54)  das  Glied  rechter  Hand  —  anstatt  —  ist.    Dadurch  werden  aber  nur, 

wie  man  leicht  übersehen  kann,  einige  der  constanteu  Hülfsgrössen  geändert.  Die 
Werthe  der  geänderten  Constanten  für  die  Kreisbahn  sind: 

'^^aW^'     ^os^,„^sa^,'^ (87) 

Die  Formeln  für  die  Kreisbahn  sind  sonst  ganz  dieselben  wie  für  die  Parabel.  Diese 
Methode,  eine  Kreisbahn  zu  bestimmen,  ist  in  der  Anwendung  vielleicht  nicht  ganz  so 
bequem  wie  die  üblichen  Methoden.  Da  sie  aber  auf  drei  Beobachtungen,  anstatt  der 
nur  nothwendigen  Anzahl  von  zwei  Beobachtungen,  gegründet  ist,  so  hat  sie,  ebenso 
wie  die  vorangehende  parabolische  Methode,  den  Yortheil,  dass  man  bequem,  ohne  Neu- 
rechnung, auf  eine  allgemeine  Bahn  übergehen  kann,  wenn  die  Lambert'sche  Gleichung 
die  Unzulänglichkeit  der  Annahme  einer  Kreisbahn  zu  Tage  fördert. 

Was  die  Anzahl  der  Lösungen  anbetrifft,  so  ist  hervorzuheben,  dass  entweder  nur 
eine  oder  keine  Lösung  möglich  ist,  und  dass  sich  gleich  am  Anfang  der  Rechnung 
die  Existenz  der   einen  Lösung  aus  den  Hülfsgrössen  entscheiden  lässt  i). 

Ist  aber  keine  Lösung  möglich,  so  geht  man  sofort  mit  denselben  Hülfsgrössen 
auf  eine  allgemeine  Bahn  über. 

Allgemeine  Bahnbestimmung. 

Die  Bestimmung  der  geoceutrischeu  Distanz  ohne  Voraussetzung  über  die  Excen- 
tricität  vollzieht  sich,  wie  schon  weiter  oben  angedeutet  wurde,  durch  die  Elimination 
von  r  aus  der  Lambert'schen  Gleichung  [erste  Gleichung  (53)]  und  der  Gleichung  (49). 


')  Leitet  man  die  Gleichung  (68)  für  den  Kreis  ab,  vernachlässigt  dann,  der  Einfachheit  halber, 
die  auf  die  Parallaxenelimination  bezüglichen  Bezeichnungen,  setzt  wieder  G-  =  R  ^  1  und  ordnet 
die  Glieder  wieder  nach  abnehmenden  Potenzen  von  q,  so  fällt  das  von  g  unabhängige  Glied  fort, 
und  die  Gleichung  wird  fünften  (Jrades.  Sind  dann  c  sowie  p',  oder  h,  (cfr.  Gleichungen  70) 
negativ,  so  existirt  kein  Zeichenwechsel  und  daher  auch  keine  positive  Wurzel  q.  Da  weiter  kleine 
Planeten  meist  in  der  Nähe  der  Opposition  entdeckt  werden,  so  wird  c  =  cos  \p  immer  negativ  sein. 
Die  einzige  Möglichkeit  einer  dreifachen  Lösung  bestände  dann  gemäss  der  Anmerkung  1),  S.  468, 
darin,  dass 


(I")  +  ("l)  <  0>  P'  >  0'  «  <  0.   90«  <  ./^  <  125»  16'. 

läher  als  55° 
lein.  Ist  abe 
)  dass  selbsl 


Im  Allgemeinen  wird  aber  ein  kleiner  Planet  näher  als  55°  von  der  Opposition  entdeckt  werden  und 
daher  werden  drei  Lösungen  kaum  möglich  sein.  Ist  aber  c  <  0,  p'  >  0,  dann  werden  alle  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  fünften  Grades  positiv,  so  dass  selbst  eine  Lösung  unmöglich  ist,  wenn  noch: 


c<—2p'a-; 


:^+^^- 


c> ^-^;      c> ^—, —  0-;      wo   7.-  =  2p'-+  — , 

Sp'  8  p  (r 

das   heisst,  wenn  c  kleiner  als  der  kleinste   der  Ausdrücke   der   ersten  und  grösser  als   der  grösste 
der  Ausdrücke  der  zweiten  Zeile  ist,  was  sich  leicht  aus  den  Hülfsgrössen  entscheiden  lässt. 
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9m 


Sul/.t  iiiuii  wie  liei  der  I'aniliel  in  Itfi.ItMi  (iluichiiii^oii  /  =  -^  iinil  ilaiiii  noch  in  iluiu 
Laiiiliurt'schon  SaU: 

HO  können  <Ucsolben  geschrieben   werden: 

f  —  (hi)  =  (v)  — i—^ 

r» 

«11  die  iK-iU'iitung  M>ii  (r)  und  f»   otinv  Weiteres  erKichtlich   iht.      Dit-  l';iiiniM:ilion  ergielil: 

uder  auch  : 

(i'(r)>  =  »1» (89) 

nud   endlich,  wenn   man  die  Ansdrücke  für  fi  nnd  (v)  wieder  einsetzt: 

(r>  — 2  r  cos  it» +!)'[;  — («i)]ä  —  m«  =  0 (90) 

Löütit  man  die  durcli  die  Parallaxcnelimination  bedingten  Bexeichnnngeu  fori,  so 
schreibt  sich  diese  (Tleichnng: 

(.-«  — 2^cosi^+ 1)3[2  — wi]»  — »»a  =  0 (91) 

Die   Wertlie    von  *-,   welche   diese    Gleichung   befriedigen,   können    aus   der   Tafel    XVI 

mit  den  Ar^uinenlen  (/•   und  —    im   Allgemeinen    zu    sechs    Stellen    interpoliert    werden  ')• 

Die  Tafel  ist  eine  Erweiterung  der  Tafel  Xllla  im  I.  Bande  des  v.  Oppolzer'schon 
Lehrbuches  zur  Hahnbestimninug.  und  ist  von  Stmlenten  der  Universität  von  Kalifornien 
nach  Vorschriften  Leuschner's  berechnet  worden.  Die  Tafel  ist  siebenstellig  berechnet, 
jedoch  em|itiehll  Leuschuer  den  interpolirten  Werlii  von  z  durch  Substitution  in  die 
Gleichung  (90),  bezw.  (91),  zu  conlroUiren.  Durch  die  Tafel  ist  die  bisher  in  der 
ifahnbcstimmung  nothwendige  versuchsweise  Bestimmung  der  geocentri- 
scheu    Distanz   abgeschafft. 

Unter  Umständen  kann  es  vorkommen,  dass  sich  kein  Wertli  von  s  in  der  Tafel  für 

berechnete  Argumente  t  und  —  tindet.      Dies   deutet   entweder   auf   einen    llechenfehler 
m 

oder  darauf  hin,   speciell  wenn  die  Lösung  der  Tafel    nach  nicht  weit  verfehlt  ist,  dass 

die  Anfangswcrtho  «',  d',  «",  d"  durch  Vernachlässigung  der  höheren   Differenzen  gelitten 

halten.     In    solchen  Fällen    interpoliert   man    aus    der  Tafel    mit   dem  Argumente  <^  und 

einem,  dem  berechneten  Wertlie  von  —  so  nahe  als  möglich  liegenden  Tafelwerthe  —  den 

in  ^  "  m 

zugehörigen  Werth  von  i.  Diese  Bahn  wird  dann  freilich  naturgemäss  die  erste  und 
dritte  Beobachtung  nicht  genau  repräsentiren  und  eine  Verbesserung  erfordern,  die  indess 
be<|uem   nach  ilen  Methoden  des   II.  Abschnittes  auszuführen  ist. 

Liegt  der  Bahnbcslimmung  ilie  mit  vollständiger  Elimination  der  I':irallaxe  abge- 
leitete (ili'ichung  (90)  zu  Grunde,  wo  der  Unterschied  von  (»i)  und  m  von  der  Ordnung 
der    I'aralhkxe    ist,    oder  zeigt  die  oben   angedeutete  (.'ontrolle,    dass    der  aus  Tafel  XVI 

')  Die  Anzahl  der  l/ösungeo  ergicht  sich  sofort  aua  der  Tufel.  Ks  existiren  entweder  eine 
oder  zwei  l/>suiigoii.  Die  Criterien  für  die  Anzahl  der  liösaogen  einer  Uleicbung  von  der  .\rt  der 
liiiT  in  Hetnicht  knnimenden  sind  eingebend  von  Mrs.  Young  (Grace  Cbiakolm)  in  den  Monfhiy 
N'otici'8  of  thu  Koyal  Astronuniical  Society,  V«l.  LVII,  ji.  :179,  erörtert  worden. 

KUnkrrdir«,  ThrortUachr  Aitronomi«.  qq 
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entnommene  Werth  von  e^  noch  einer  kleinen  Verbesserung,  ^e^  bedarf,  so  erhält  man 
diese  z.  B.  im  ei'steren  Falle  durch  Differentiation  von  (90),  aus  der  sich,  wenn  man 
diese  Gleichung  in  der  Form  /"(^)  =  0  schreibt,  uüd  genau  so  verfährt  wie  bei  der 
Ableitung  der  Gleichung  (84),  der  Werth  ergiebt: 

jlf 

^^»  =  2(i-i[v),[^i\~+S{v),{0,-cosf)] ^^^^ 

wo  ft,  und  (v)i  dieselben  Ausdrücke  wie  in  (89)  darstellen  und  Mi  der  Werth  von  f{ei) 
ist,  den  man  erhält,  indem  man  den  Tafehverth  z^   in  f{z)  einsetzt. 

Im  Weileren  verläuft  die  Berechnung  der  heliocentrischen  Coordinateu  und  Ge- 
schwindigkeiten genau  wie  im  Falle  der  Parabel  oder  der  Kreisbahn. 

Die  Darstellung  der  beiden  äusseren  Oerter  und  die  Berechnung 
der  Elemente. 

Aus  X,  i/i  e,  x\  y',  z'  kann  man  die  Elemente  der  Bahn  mittelst  der  Formeln  (33) 
und  (36)  der  vierten  Vorlesung  berechnen.  Indess  ist  es  rathsam,  vorher  die  äusseren 
Oerter  zu  berechnen,  und  die  Berechnung  der  Elemente  aufzuschieben,  bis  man  sich 
vergewissert  hat,  dass  die  heliocentrischen  Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  keiner 
weiteren  Verbesserung  bedürftig  sind.  Man  berechnet  daher  zuerst  die  auf  den  Aequator 
bezogenen  Gauss'schen  Constanteu  und  nachher  die  Oerter  in  der  üblichen  Weise, 
oder  man  bedient  sich  der  Harzer'schen ')  Reihen,  welche  die  heliocentrischen  Coordi- 
naten zur  Zeit  t  als  Functionen  von  .r,  y,  z^  x',  y',  z'  darstellen,  die  in  ähnlicher  Weise, 
wie  die  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  der  neunundsechzigsten  Vorlesung  abgeleitet 
werden.     Differentiirt  man  die  Gleichung  (86)  verschiedene  Male,  so  ergiebt  sich  leicht: 

1  ,  >■' 

r r' ^  X x' -\- y y' -\- z z' ;    rr"  = ~ -{- x'^ -\- y''' -\- z'^  —  r''^;    rr'"  =  —  —  —  3r'r"  .  (93) 

Differentiirt  mau   weiter  die   Gleichung   x"  = fortgesetzt,    indem   man   jedes 

Mal  r'",  wo  es  auftritt,  durch  die  letzte  Gleichuug  elimiuirt,  so  erhält  man : 

— ^-i -x^»)  =  f{H)x  +  g{n)x' (94) 

wobei  die  f{»),  giji)  allein  von  r,  c',  ;■"  abhängige  Functionen  bedeuten,  die  den  recm-- 
rirenden  Gleichungen : 

/■(" + '^  =  ;7Ti  [~  ^"S"^  + '" ^"^]'  ^ ^"  + 1)  =  ;7TT  "^^("^  +  ■"' ^"^^ 

genügen.     Aus  den  evidenten  Formeln  /"(O)  ^=  1,  g{Q)  =  0  ergiebt  sich  dadurch: 
^1)  ^  0,    /■(2)  =  -  ±,,     aS)  =  +  J^,     /■(4)  =+^-^  +  ^ 

'^^^       8r-~^'2»-«:        Sr5  '     '^  ^  l'IOr^^  riOr"       30r'       2r'  "^    4>-«         16>-6 

</(!)  =  !,     p(2)  =  0,     ,,(3)  =  -gi^,     g(i)  =  +jL-^, 

,..  .        1  3i-'2    ,     3»-"  )•'  »-'3         r'r" 

'"(">= +l2Ö7e-TÖ7^4ü7^'    ^(^)  = -217^+ 37^-47^ 

Multiplicirt  man  die  Gleichung  (94)  beiderseits  mit  t",  so  repräsentirt  die  linke  Seite 
das  allgemeine  Glied    der  Taylor'schen  Reihe   für  Xt,  d.  h.  für  x  zur  Zeit  t-,   da  x  und 

')  A.  N.  3371. 


-      4  7. 


i'  der  AiiRKaiigucpoülie  i^  niinohoron.  Führt  tiiitii  ilalicr  <lio  AiiHtlrückt-  für  f(ii)  iiikI 
g(n)  in  (94)  fin,  ko  orliillt  man  für  iliu  Tayloi 'hcho  Kiilic,  wenn  man  ilie  CocfJicienten 
von  X  uml  z'  naoli  roU'n/.i'n  «kr  Z\vii.cliiiiz«it  r  onlnul  und  *ugleicli  die  Ausdrücke  für 
y  und   :  auseUt: 


'•  ar»^       2r«^      \24r«       2r»^8H>'  \%ri       1r*  ^    ^r^  ) 

•''  6r'"^       4r«  "*"  '  \r20r«      10r»''"40r«/      *^  V24r'       3  r«  "*■  4  r^^  J ' 


D.'k  uuu  aber: 
rr"  = +.7 


'=-r''  + J/''  +  ^'«=  -  — -,     rr"  =  1 


(06) 


(97) 


MO  kann  man  zunächst  die  halbe  grosse  A\e  <i   berechnen    und  erhält  dann  au  Stelle  der 
1 1  a  r/.e  r'scheu  t'oefficienU.'ii : 

/■,=l+r'/(i)  +  TY(3)  +  'V(4)  +  »Y(5)+--;  «/.  =  t  +  r\<;(3)  +  TV(4)  +  t^p(5)  +  t«j7(6)+-. 

Für  die  l'arabc'l   fallen   dann   die  durch  a  dividirtcn  Glieder  fort     Für  den  Kreis  ist. 
r  =^  «,  und  r'  =  0,  wodurch  die  Coefticienten  eine  sehr  einfache  Form  annehmen. 

Uiese  Ueihen  sind  bei  kleinen  Zwischenzeiten  äusserst  be<|uem  zur  Berechnunt;  der 
äusseren  (Jerter  sowohl,  als  der  gewöhnlichen  rjtägigen  Ephemeride.  Da  alle  Grössen 
bekannt  sind,  kann  man  gleich  zu  Anfang  abschätzen,  wo  die  Keiheu  innerhalb  der  Ge- 
nauigkeit der  Hechuuug  abgebrochen  werden  können.  Wenn  die  Glieder  /'(5)  und  (/(6) 
sehr  merklich  sind,  dann  ist  es  vortheilbafter,  anstatt  der  Reihen  geschlossene  Ausdrücke 
lur  Ik-rechnung  der  Oerter  zu  benutzen.  Man  kann  dazu  entweder  die  weiter  unten 
folgenden  geschlossenen  Ausdrücke  für  /",  und  ;//  benutzen,  oder  man  bedient  sich 
der  Gauss'schen  Constitiiten  für  den  Ae<|uator,  welche  aus  x,  y,  g,  x',  y\  ^  mit  Be- 
nutzung der  Fornjeln  der  vierten  und  zehnten  Vorlesung  abgeleitet  werden  können. 

Es  ist  überhau]it  immer  vortheilhaft,  diese  Constanteu  zuerst  zu  berechnen,  um  die 
Umrechnung  der  Elemente  auf  die  Ekliptik  zu  vcrnicideu,  da  die  ekliptikalen  Elemente 
leirht  aus  den  Constanteu  für  den  Aequator  hervorgehen. 

Auf  S.  40  der  vierten  Vorlesung  linden  sich  folgende  Gleichungen: 
T  =  t\cosu  cos il  —  sin  u  niti  Sl cus  i J ;     y  ^  »"  \fos u  sin  Si  -f  siii  u  cos £1  cos  i\  \ 

r  :=  r  sin  u  sin  i  / 
wo  -r,  y,  e,  Sl  und  /  auf  den  Ae<|uatbr  bezogen  sind  und  wo  ii  =  ca  -\-  v  ist  Setzt  man 
nun  in  den  Gleichungen  (4)  der  zehnten  Vorlesung  £  =  0,  so  gelten  diese  letzteren 
Gleichungen  auch  für  den  Aequator.  F'ührt  man  diese  Constanten  füi-  den  Aequator 
also  in  die  Gleichung  (98)  ein  und  setzt,  wie  gewöhnlich:  A' -\- i- =  A -\- u,  dann  er- 
hält man:  ■  .i  ,  ■.  .  <„ 
sin  a  cos  (A  ■]- v)  =:  sin  a  cos  A  cus  u  —  stn  a  sin  A  sin  ii (99) 

oder,  mit  Benutzung  der  Gleichung  (4)  der  zehnten  Vorlesung: 

sin  a  cos  (yl '  4-  f)  =  —  *•'•  H  cos  i  cos  m  —  cos  Sl  sin  m. 
Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  siuSlcosu  mit  Hülfe  der  zweiten,  und  dann  siinisini 
mit  lliilff  der  ilritli'U  der  Gleichungen  (98).  so  ergiebt  sich  nach  einigen  leichten  Traus- 
formationen: 

60* 
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sin  a  cos  (A  -{-  v)  =: shi  i  cos  H  —  —  cos ;, 


oder,    wenn    mau  shricosSl  und  cosi   nach    den  Gleichungen  (33)  der  vierten  Vorlesung 

1 

li 


durch  die  Coordinaten  und  die  iu  —  mittleren  Sonneutagen  ausgedrückten  Geschwindig- 


keiten ersetzt: 

sinacos{Ä'  -\-  v)  =  — =[x'{>/'^ -\- £'^  —  x(yi/' +ge')] (lUU) 

ryp 
Da  aber: 

x^ -\- y'^ -\- s'^  =  r'^,     xx' -\- yy' -^  zz' =  rr' (101) 

ist,  so  erhält  mau  endlich,  nach  einigen  weiteren  leichten  Reductionen,  wenn  man  zugleich 
die  entsprechenden  Gleichungen  iu  den  beiden  anderen  Coordinaten  ansetzt: 

s;»acos(^'+«0  ='"'^  l-^'*',  sinbcos{B'+r)  =  ^''  ~^'",  shi  ccos(C'+ r)  =  ^'^  ~J''  (102) 

Aus  diesen  Gleicliungeu  und  den  Gleichungen  (10)  der  zehnten  Vorlesung  (wobei  jetzt 
jedoch  X  anstatt  a"  gesetzt  ist),  kann  mau  die  Gauss'schen  Constanten  für  den  Aequator 
aus  den  heliocentrischen  Coordiuateu  und  Geschwindigkeiten  r,  r',  p  iiiid  v  bestimmen, 
wobei  die  letzteren  Grössen,  wie  auf  S.  40  der  vierten  Vorlesung  berechnet  werden 
können.  Durch  Differentiation  der  Gleichung  p  =  r  ( 1 -f- e  cos  f)  erhält  man  aber  auch 
noch  esinv  =  r' |j),  und  hat  somit  zur  Berechnung  von  e  imd  v: 

ecosv  =  —  —  1,     esinv  =  r'yp (103) 

r 

Für  die  Parabel  ist  esinv  =  2es?«^eos—  =  r'\p  =  ''VSi/,  oder,  wenn  mau  cos  — 

V      .    .   .  2   . 

mit  Hülfe  von  q  =  r  cos-  ^  eliminirt  und  bedenkt,  dass  g-  -^  —  ist. 


(104) 


Es  sollen  nun  auch  gleich  die  Formeln  abgeleitet  werden,  uach  welcheu  man  die 
ekliptikalen  Elemente  aus  den  Constanten  für  den  Aequator  berechnen  kann. 
Analog  den  Gleichungen  (99)  kann  mau  schreiben: 

sin  h  cos  (B'  +  r)  =  sin  h  cos  B  cos  «  —  sin  h  sin  B  sin  u  \ 

sin  c  cos  ( ("  +  r )  =  s in  c  cos  C cos  u  —  s in  c  sin  C sin  u  \  (\(\-\ 

sin  h  sin (B'  +  t)  =  *'w !» sin  Bcosu  -\-  sin  h  cos  B  sin  u  ' 


sincsin{C'  +  ^')  =  sincsin  Ccosu  -\-  sine  cos  Csinu 
Die  Gleichungen  (4)  der  zehnten  Voi-lesung  enthalten  aber  die  Relationen,  welche 
zwischen  den  ekliptikalen  Elementen  i  und  Sl  und  den  Constanten  für  den  Aequator 
bestehen.  Führt  man  daher  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (105)  die  ekliptikalen 
Elemente  und  die  Schiefe  der  Ekliptik  t  nach  den  Formeln  (4)  der  zehnten  Vorlesung 
ein,  so  erhält  man  die  gewünschten  Formeln.  Multiplicirt  mau  also  die  erste  und  die 
dritte  der  Formeln  (105)  mit  ig  e  und  subtrahirt  die  Producte  bezw.  von  der  zweiten 
und  vierten,  so  folgt  bei  Einführung  von  ü,  /,  £  nach  einigen  leichten  Reductionen: 


cus  u  =  sin  c  cos  (C  -\-  v)  —  sin  b  cos  (B  +  v)  tg  s 

coss 

sin  u  =  sin  c sin  (C  -\-  v)  —  sin  h  sin  (B'  -\-  v)  tg  s 

cos  e 


(106) 
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Sl  i-rhalt    man    aiii»   der   crBten    und    dritten   od»T   fünften    der  Gleichungen  (4)  der 
Kehnlcn  Vurlesuiig,  und  cos  i  ans  der  «weiten. 
AuKtierdeni  ist: 


«a  =;  II  —  p;     A  =  A'  —  «o;     li  =^  li'  —  oj;     C  =  C  —  a 


(107) 


AI»  (.'«inlrolle  benutzt  niuii  die  Icl/.to  der  Gleichungen  (11)  der  zehnten  VorlcBung.     Die 
übrigen   Kleuicnte  werden  wie  im   Vorhergehemlen  beistimmt. 

Die  oben  erwilhnteu  geBchlossenen  Ausdrücke  für  (]  uml  //,  tiiidcn  haupt^tächlich 
bei  der  Bahnverbesserung  auf  Grund  längerer  Zwischenzeiten  N'erweiiduiig  und  werilen 
im  II.  Abschnitte  abgeleitet  werden. 


II.    Methoden  der  Bahnverbesserung. 

Die  hier  zur  Eutwickelung  gelaiigi'iideii  .Mi'lliodfn  .Itr  Hahiiverbesscrung  haben 
entweder  die  Heilicn  für /'und  g,  oder  geschlossene  Ausdrücke  für  dieselben  zur  Grundlage. 
Dieselben  sind  auf  Verbesserung  von  Hahnen  beliebiger  Excentricität  eingerichtet 
un<l  gestatten  beiiuem,  von  einer  Bahn  auf  die  andere,  wie  z.  B.  von  der  Parabel  auf 
die  Ellipse,  überzugehen.  Die  atif  die  Reihen  gegründete  Bahnverbesserung  kommt 
han]>tsächliuh  bei  massigen  Zwischenzeiten  in  Bctr.icht,  wie  z.  B.,  wenn  man  eine  nach 
den  Formeln  des  I.  Abschnittes  gerechnete  Bahn  verbessern  will,  um  die  Beobachtungen 
genauer  <iarzustellcu.  In  den  Variationen  der  Reihen  für  f  und  g  können  mit  Bequem- 
lichkeit nur  Producte  von  der  Ordnung  der  dritten  Potenz  der  Zwischenzeiten,  multi- 
|>licirt  mit  einer  Variation  l)erücksichtigt  werden.  Man  kann  von  vornherein  sich  ver- 
gewissern, ob  die  Reiben  ausreichen  werden,  indem  man  in  den  f  und  g  Reihen  (S.  475) 
die  höheren  Glieder  abschätzt.  Sind  die  mit  höheren  Potenzen  von  t  als  t^  mullipli- 
cirteu  Glieder  unmerklich,  dann  geben  die  Reihen  im  Allgemeinen  befriedigende  Resul- 
tate. Anderenfalls  ist  es  geratheu,  von  vornherein  die  aus  den  geschlossenen  Ausdrücken 
für  f  und  g  abgeleiteten  Formeln  anzuwenden.  Es  ist,  wenn  man  sich  mit  linearen 
Variationen  begnügt: 

Qcosdi^u  ■=:  — sinudx  -\-  cosudy,     gdö  =:  — sind{cosadx -\- sinudg)  +  cosöce  .    (108) 

Variirt  man  mm  die  Formeln  (96),  indem  man  die  Producte  etc.  der  Variationen, 
und  die  Glieder,  welche  mit  höheren  Potenzen  von  T  als  r'  multiplicirt  sind,  übergeht, 
ila  sie  nicht  in  einfacher  Weise  berücksichtigt  werden  können  und  nur  für  längere 
Zwischenzeiten  oder  für  sehr  kleine  Werthe  von  r  merklich  sind,  so  erhält  man  für 
Daten,  welche  der  Epoche  folgen: 

da»!  =  f'ica  -f  (odfi  -\-  g,d(o'  -j-  a'dgi 


3      ?r  ,        dr'      2r«r'„ 
8/i    =     X»       +.S ,r.. 


dgi  = 


2  "    r« 

1  i^cr 


(lO'.t) 


Wobei    10  ^r  X,  If,  e  gCBCtzt   ist. 

l):i  «  =  Oj,  d  =  3,  Constanten  sind,  so  ist  ferner: 


Cx  — 
und: 


i-ofucosddg  =  -8p,     f«  =  sinucosödo  ^=  — Sp, 


di  =  sinöcg  =  -?Q    (110) 


r  \r  Q^  r  Q       r  p) 


(111) 


478 


Der  Coefticieut  vou  dQ  iu  (111)  ist  der  Cosinus  des  Wiukels  am  Himmelskörper 
zwischen  den  nach  der  Sonne  und  der  Erde  gezogenen  Linien.  Wird  dieser  Winkel 
mit  ß  l)ezeichuet,  so  ist  auch: 

cosß  =  P--^^»^^,     dr^cosßd& (112) 

Aus  den  Formclu  (109)  erhält  mau  mit  Kücksicht  auf  (110)  und  (112)  (|,  »;,  £  =  tv), 

wonu    man   noch    iu    d  f  das    meist    kleine ,    nicht    bequem    mitzunehmende    Glied   t^  -r — 

2r* 

fortlässt: 

^G}^=:  fwtdQ -^  gidco' (113) 


wobei  sresetzt  ist: 


w       cosß/      ,  r   ,       4)-' Mix 


(IU) 


oder  auch,  für  alle  drei  Coordinaten  ausgeschrieben: 

^'"'  ^p^+^7^r        ^      L    ~  ~    \r     ^^t  =  fH^Q+l'tCA 

Man  kann  zunächst  durch  Abschätzung  der  mit  r^  mnltiplicirten  Glieder  ent- 
sclieiden,  ob  dieselben  vernachlässigt  werden  können.  Aus  den  Gleichungen  (108)  und 
(115)  erhält  mau,  wenn  man  0, a  =  cosö8«  setzt: 

^1  ^  —  [cos  «,  fy^  —  sin  «]  /;,,],    Bi  =^ [sin  8^  {sin  «j  /'^^  -f  cos  «i  /Vi)  —  cos  öj  /l-J,   d  =  — 

Pi  Pi  9i 

A3  =  —  [cos  «3  /;,.,  —  sin  «3  /V3],  -83  = [i>/)(  Ö3  (s/h  «3  fy^  -f  cos  «3  f^^)  —  cos  63  f,^],   03=  — 


(116) 


c,«,  =^  AiCQ  —  Ci  sinoc^dx'  -\-  Cj  cosuidy'  \ 
8,«3  ^  ^3?p  —  C3  sin  1X30 x'  -\-  C3  cos «3 82/'  J 

8öj  =  ^jOp —  CiSind^cosKidx' —  CiSinS^sinoc^d/  -{-  CiCosdiCs'  ^ 


(117) 


8  ^3  =  i?3  8  p  —  C3  sin  Sg  cos  «380;'  —  C3  s? h  ^3  s; »i  «3  c  ^'  +  C3  cos  dj  8  «'  / 
Eliniinirt  man  nun  aus  den  Gleichungen  (117)  einmal  i/,  das  andere  Mal  x,  so  folgt 


(118) 


Cssmajß,«!  —  Cj  sm«i8,K3  ^  (^iC3sf««3  —  .i4gCiSm«j)8p  -(-  CiC3S!n(«3  —  oc^)^il'  \  /,  iq\ 
C3Cos«3d,ai  —  Ci  cosaif,«3  =  (^1  CsCoswg  —  A3  C\cosk^)cq  +  C,  C3S/h(«3  —  «i)f  j;'  j 

Ai  C3  cos  «3  —  A3  Gl  cos  otj 


Setzt  man  jetzt: 

C3  cos  «3  d,  «1  —  C,  cos  «,  8,  «3 

C,  C3Sf«(«3— «1) 

C3  sin  K3  8,  «1  —  Gl  sin  a,  8.  «3 


Px  = 
dann   ist : 


Q. 


C]  C3S?H  («3 «i) 


Ci  C3  Sf*(  («3  —  «j) 

Ai  C3  sin  «3  —  A3  C,  sj«  «1 

CiC3SfH(a3  —  «i) 


(120) 


dx'      =     P^—Q^CQ,  d/      =      Py—Qy?Q 


(121) 

Führt   mau    diese  Ausdrücke    für    ex'    und    d/    in    die    Gleichuugeu    (118)    ein,  so 
ergiebt  sich: 
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83,  -f  C,  »IM  d,  (cos  «I P,  -\-  sin  «,  Py)         B,  -}-  fi  »i">i  i,  (cos  u,  Q.  -f  »in  «,  ^,,) 

,,    _  8J,  -f  C,  g»i  J, (wa  «3  P,  +  ww  et,  l\)        -B,  +  C»  »iw  8t(coa  o»  V.  4-  «in  et,  Q^) 

' >i—  /.  ...... \  '  V».  — 


(122) 


?e'  z=  P,^-<^,^dQ,     fe'  =  P,^-Q,^d,f  (123) 

Die  Koriiiolii  (12(1)  bis  (12.'t)  gelten  für  alle  Arten  von  Halmen.  Will  man 
in  iler  MiihiiverUessoriiiiL;  keine  Annalinie  über  die  KxceiitriuiUit  iniicheu,  so  erliiilt  man 
Sofort  aii.s  den  (Gleichungen  (123): 

/•          /'., 
dQ   '  (12») 

Die  Gleichungen  (121)  uiul  (123)  ergeben  dann  noch  ?r',  ?y,  dz'. 

Will  man  aber  versuchen,  die  IJeobachtungen  durch  eine  Parallel  "der  Kreis- 
bahn dar/ustelleti ,  ko  musst  natürlich  wieder  die  betreffende  Ge8chwin<ligkeits>.rleichnng 
befriedigt  wenlen.  Dabei  ist  es  natürlich  ganz  einerlei,  von  welcher  Art  von  Hahn  man 
ausgeht,  flacht  man  aber  eine  Vornnsset/.ung  über  die  E.vccutricitiit,  so  sind  fünf 
liedingungHgleichungcn  zur  liestinimung  der  vier  UnV>ckannten  f  Q,  f'i-',  di/,  de'  gegeben. 
K<"ninen  dieselben  nicht  gleichzeitig  befriedigt  werden,  so  ist  natürlich  nur  eine  allgemeine 
liahnbestimmung   möglich.      Um    die  Zahl  der  Bcdingiingsgleichungen   auf  vier  zu  redu- 

iren.  ist  es  am  bei|uemsten,  entweder  oiuc  der  Gleichimgen  (123)  fortzulassen,  oder 
liesc  beiden  Gleichungen  in  der  Weise  in  eine  einzige  zusammenzuziehen,  dass  die 
ii'sultirende  Hahn  gleiche  Fehler  in  den  beiden  äusseren  Declinalionen  übrig  lässt.  Um 
das  Letztere  zu  erreichen,  ertheilt  man  den  Cocfficienteu  1',  und  Q,  Gewichte,  die  sich 
direct  aus  den  Zwischenzeiten  und  dem  Gange  der  Function  sin  d  ergeben,  und  führt 
dann  das  Mittel  der  beiden  Gleichungen  (123)  in  die  Rechnung  ein.  Wie  mau  aber 
auch  verfahren  mag,  jedenfalls  orgiebt  der,  durch  die  nicht  benutzten,  oder  die 
tlieilweise  benutzten  (ileichungen,  in  der  betreffenden  Coordinate  zum  Vorschein  kom- 
nii'nde    Fehler    ein    Kriterium    über    die    Zul.-issigkeit    der    gemachten    Excentri- 

ilätsan nähme.      Ist    der    Fehler    bedeutend    grösser    als    die    Unsicherheit    der   Beol)- 

■  '•htnngen,    so    kann    mau    ohne   Mühe    während    der    Rechnung   vermittelst    der    Formel 
I J4 1  etc.  auf  eine  allgemeine  Bahn  übergehen. 

Will  man  nun  eine  Parabel  berechnen,  so  luüssen  die  Correctiouen  8p,  dx',  dy', 
'  y,  so  bestimmt  werden,  dass: 

i"ler,  da: 

x'-'-\-i,'^-\-z''  =  --- 
r        II 

ist,  wo    die  allgemeine  Geschwindigkeitsgleichung    bedeutet,   dass    man    von    einer   be- 
liebigen  Mahn  ausgehen  kann,  auch: 

1       2dr      "KdrY"      2<ör)* 
2/dx'4-2y,y+2^'e/+(?xV-|-(8yV-f(8*r=7;--^  +  =^--^+--(125) 

Die  Gleichung  (112)  giebt  nur  einen  genäherten  Werlh  von  irr  als  Function  von 
'  {f.      tierade    hier    könnten    die    so    oft    angewandten    Differenlialbeziehiingen    zwischen 

■  Icn  zu  corrigirenden  Fnndamentalgriissen ,  wie  z.  H.  den  Elementen,  und  den  Unter- 
-chieden    Beobachtung    minus    Rechnung   für    kleine  Wertho    von    r   oder   Q   zu   grossen 
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Ungenauigkeiteu  führeu.     Um  dies  zu  vermeiden,   soll  zunächst  dr  genau  als  Function 
von  CQ  ausgedrückt  werden.     Es  ist  genau: 

{r  -I-  dry-  =  (.r  +  dxY  +  (^  +  dyY  +  (^  +  dz)\ 

oder  nach  den  Formeln  (llOj,  (111),  (112)  ebenfalls  genau: 

•2rdr-\-(iry-  =  1  r cos ßd Q  ■\' {d qY. 


Setzt  man  nun 

dr         2rcosß-\-dQ 


=  r. 


CQ  '2r-\-dr 

so  erhält  mau,  nachdem  dr  im  Nenner  durch  jTdp  ersetzt  worden  ist: 

2rcosß  4-  ap  =  r(2r  +  rgp). 

Multiplicirt  mau   jetzt   beide  Seiten    mit  8  p,   so    ei-giebt   sich   die   folgende   quadratische 
Gleichung : 

{rdQy^2rrdQ  =  {2rcosß  +  dQ)dQ, 
und  daher  auch : 

rdQ  =  dr  =  —r  ±  [(-2  -t-  (2  rcosß  +  d  p)8p]''^. 

Entwickelt  man  die  Quadratwurzel  uud  bedenkt,  dass  nach  Formel  (11'2)  das  untere 
Zeichen  keine  Bedeutung  hat,  so  wird : 

„  ,„       .    siii'ß  cosßsin~ß 

dr  =  cosßdg  +^^(dQy ~ (cp)^ (126) 

und  daher  auch : 

rcry  =  cos^ßid,y  +  '^^^^(d,r...\ ^^.^.^ 

(dr)^  =  cos^ßiÖQy...  j 

Elimiuut  man  nun  dr,  (ö)")^,  (dr)^  aus  der  Gleichung  (125)  vermittelst  der  For- 
meln (126)  und  (127)  und  ersetzt  ex',  dy,  dz'  nach  den  Formeln  (121)  und  (123), 
wobei,  da  nur  eine  Gleichung  dz'  einzuführen  ist,  das  Subscript  1  oder  3  fortgelassen 
ist,  so  erhält  man,  wenn  man  noch  nach  Potenzen  von  ?p  ordnet,  nach  einigen  leicht 
ersichtlichen  Reductionen : 

1  1_-         ■'/?  ^MißU-^-COS-^ß) 

QdQ  =  P_-[(g,r')^  +  0/)2-f  (8/)2] l^(ap)^  + ^^-j -^(9p)3...(128) 

wo  gesetzt  worden  ist: 

Q  =  '-^-l-^'Qr  +  i/'Qy  +  ^'Q^l^    P=^^-[x'P.  +  y'Py+z'P,].    .    (128') 

Glieder  mit  höheren  Potenzen  von  cq  können  leicht  dieser  Gleichung  hinzugefügt 
werden,  aber  man  wird  kaum,  selbst  bei  kleineu  Werthen  von  r,  Ursache  haben,  die 
dritten  Potenzen  beizubehalten.  In  der  Praxis  bestimmt  mau  zunächst  die  lineare  Varia- 
tion vou  dg  aus  Qdg  =  P.  Dann  berechnet  man  dx',  dy',  dz'  nach  (121)  und  (123). 
und  aus  diesen  die  übrigen  Glieder  rechter  Hand  der  Gleichung  (128),  deren  Summe 
mit  dP  bezeichnet  werden  mag.  Ein  genauerer  Werth  von  dQ  ergiebt  sich  dann  aus 
QdQ  ■=  P -\- ^  P  n.s.vi.  Somit  ergeben  sich  gleichzeitig  die  endgültigen  Werthe  der 
gesuchten  Correctionen  8p,  dx',  dy,  dz'. 

Zur  Verbesserung  einer  Kreisbahn,  entweder  mit  oder  ohne  Annahme  über  die 
Excentricität,  verfährt  mau  ganz  ähnlich  wie  oben  im  Falle  der  Parabel.  Da  aber  für 
den  Kreis  die  geschlossenen  Ausdrücke  für  f  uud  g  ebenso  bequem  sind,  wie  die  ent- 
sprechenden Reihen,    so    kann  man  die  Verbesserung  einer  Kreisbahn   stets  auf   die  ge- 
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NfhloHsi-iu'ii  AiiHilrücku  für  /'  iiiul  7  grüiidi-ii.  Ks  soIIl'Ii  thtlier  /.iiiiäuliHt  iiuch  Küliiiurt') 
iiimI  V.  0|i|iiil/.fr  ^)  <liu  nllj^eiiiuiiiuii  güHchlosücueii  AiiHilrilcke  für  f  und  g  uiul  ihre 
liiiearcii  Vut'ialioiu'ii  abgeleitet" wiTtlfii. 

|)!»   in  diT  H:ilinel>LMiu,  wenn  die  positive  x-Axe   in  d:ia   l'eriliel  gelegt  wird: 

X  =:  rcosv  =  a{cosE —e),     y  =  rsin  v  ■=  aeostpsin  E  ....      (129) 
ist;  d:i   ferner: 

dM=nJl,    dE=-ilM  ■    (I30a) 

lind   siiniil   :nieli: 

^'  =  ^  =  4= (nob) 

i>i,  .Sil  eririelit  die  DiffeicMiMiion  der  (."oordiii:iteii  X  nml  y,  gcmäas  der  üleichnngen  (12!)): 

I         ''-r  ■     ..V"  /         f'y  ,.V"  /i... 

X  ■:=-;-■=:  —  sin  E  - — ,     u  =r  -—  T=  cos  w  cos  E  - —       •    •    ■    •       (lall 

dt  r  dr  r  ^ 

Wendet  man   nun   die  Gleichung  a,  ■=  l\a  -j-f/iw'  auf  x  und  y  (cfr.  Gleichung  9fi) 
an,  so  erhält  man  mit  Uücksicht  auf  die  Gleichungen  (129)  und  (131): 


cos  Et  —  cos  E  ■=  (ft  —  1)  (COS  E  —  e)  —  gt  — =^ 

r\a 

cos  E 
sin  El  —  sin  E  =  (/l  —  1 )  sin  E  -\-  gt  — j=- 

r  \a 


(132) 


Multi|)licirt   man    die    erste  Gleichung    mit  cos  E,    die  zweite   mit  sin  E  und  addiert, 
80   ergiebt  sich  nach  einer  leichten  Reduction,   wenn  noch  'ig  "=  Et  —  E  gesetzt  wird: 

/i=  l-ySiVp  =  l+-^(cos2^-l) (133) 

Multiplicirt   man   aber   die   erete  der  Gleichungen  (132)  mit  sinE,    und  die  zweite 
mit  cosE  und  siibtrabirt.,  dann  kann  man  ableiten: 

g,  =  r\^lsin2'^  —  (f,—  l)esinE\ (134) 

oder,  wenn  man  /", —  1  mit  Hülfe  der  Gleichimg  (133)  eliminirl  und  einige  leicht  ersicht- 
liche Kediictionen  vornimmt : 

Pf  =:  a*'^  sin  2  g — 2  ea^'singcos-^[Ei  ■\- E] (135) 

wofür  auch  geschrieben   werden   kaim: 

g,  z=  «*.  |mh  2;,  —  esin  E,  +  esin  E]  —  a"«  \sin  2^  +  (M,  —  E,)  —  (.1/  —  E)], 

z 
oder  endlich,  da  J/,  —  J/  =  -r-  ist: 

a  ' 

g,  =  T—a'"(2'ii—sin2'^)    ...  (136) 

Setzt    man  dagegen   im  ersten  Glieds  der  rechten  Seile  der  uieicinuig  (l-<->)  für  n 
■einen  W erth  r -\- a e cos  E,  so  kann  man  auch  schreiben: 

g,  ■=  a^'i  r  sin  2  g  -\-  2  a*'  c sin  g  ( cos  E cosg  —  cos-^[Ei  -|-  E]  1, 

')  Folgernn|{on   au»  v.  Oppolzer's   neuer  Melhoilo  für  die  Henrbeituujj  spütcror  Oppositionen. 
.\itroDomitche  Nachrichten,  Bd.  O.'i.  Nr.  'J2Cti. 

*)  Lehrbuch  zur  Bahobeatiinmung,  Bit.  I,  8.  %. 

KIlDkrrditi.  ThvaratiMhr  AltroDonilr.  C,| 
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oder,  da  —[Et-{-E]  ^  E -\- g    ist,    und    die  Differentiation  von   r  =  a(l  —  ecosE)    mit 

Rücksicht  auf  (130a): 

rr'  =  a^'^esinE (1-^'^) 

ergiebt,  auch: 

g(^=a'^irsin2g-^2arr'siH^g (13^) 

Wendet  mau  wiederum  die  Gleichung  «<  =:  ftco -\- gta'  auf  x  und  i/  au  und  be- 
stimmt dann  gt  aus  den  beiden  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (4) 
der  achten  Vorlesung: 

xyt  —  yxt        rrtsin(vi  —  v)  / —    ,     .  -       1 

gt  =  -^ — ^  =  1= =  2  I  r  n  d  ^sing  cos  —  (f,  —  v). 

xy'—yx'  yip  2 

Erhebt  man  schliesslich  diesen  Werth  von  gt  ins  Quadrat  und  bestimmt  sin^g  aus 
der  Gleichung  (133),  so  kann  man  folgende  Gleichung  ableiten,  durch  welche  ft  als 
Function  von  gt  gegeben  ist: 

^'  "^  ^~2rtr^cos^\),{vt  —  v) ^^^^^ 

Die  von  Kühnert  aufgestellten  Ausdrücke  für  ft  und  gt  werden  für  die  Parabel 
unbestimmt,  da  sie  die  halbe  grosse  Axe  und  die  exceutrische  Anomalie  enthalten.  Es 
soll  daher  eine  Hülfsgrösse  eingeführt  werden,  welche  auch  für  die  Parabel  bestimmt 
ist.     Setzt  mau: 

y<=yr(l-/-,) (140) 

so  ist  yt  nach  der  Gleichung  (133)  im  Allgemeinen  bestimmt  durch: 

y,  =  f2äsm"^ (141) 

Für  die  Parabel  kann  dann  yt  dii-ect  bestimmt  werden,  doch  soll  zunächst  gt  als  Func- 
tion von  yt  ausgedrückt  werden.  EliminLrt  man  dazu  mit  Hülfe  der  Gleichung  (141) 
sing  aus  der  vierten  Gleichung  der  achten  Vorlesung,  so  ist: 

\V7tsin^iv-Vt)=y^yt (142) 

Die  Gleichungen  (139)  und  (140)  aber  ergeben: 

rrtCos^\U{v-Vt)=  ^^, (143) 

Addirt   man   diese  Gleichung   zum  Quadrate  der  Gleichung  (142),    so  ergiebt  sich: 

g!  =  'inry}-pyt (144) 

Wird  also  yt  zuerst  berechnet,  so  erhält  man  ft  uud  gt  aus  den  Formeln  (140) 
imd  (144).  Aus  den  vorhergehenden  Relationen  ist  leicht  ersichtlich,  dass  yt,  sing  uud 
gt  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Diese  Grössen  sind  also  negativ  für  Daten,  welche  der 
Epoche  vorangehen.  Es  erübrigt  noch,  einen  Ausdruck  für  yt  in  der  Parabel  abzu- 
leiten.    Da  oben  gezeigt  worden  ist,  dass: 

r  rt  sin  {v  —  Vt)  rrt  2  sin  ^/a  (v  —  Vt)  cos  ^  2  («'  —  ^t) 

ist,  und  da: 

r  ^  3  sec"  Va^'i  ft  ^=  q  sec^  Vs*'« (1^^) 

ist,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (139)  und  (140): 

rt=iJ{iff^/iVi-tg\.,v) (146) 
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oiliT,  <iti :  ./—  ,     p  ■ .  — ,     V,  ,; 

Uf!fj=^r-qi  \qt9-^  =  \rt-q     .  (147) 

ist,  aiioli : 

y.  =  \r,-q-fr-\i  .    (14H) 

Fiir  ilir  KriMsliahii  ist  «  =:  r  und  r'  --  0.  Somit  ergebi-ii  die  (ileichiingun  (133) 
und  (i;{t*): 

2g  =  -^;  /i  =  cos  2  p;  g,  -^  a'*^  sin  2  g;  f,  =  )/2  a  sin  i/  .    .    (WJ) 

Für  diu  Kreisbnliii  :kli<i>  kann  man  /',  und  r;,  diri'ct  )i('i'(.'i.-hni'n,  wiilirund  für  aniicro  Halmen 
zunaoli8l  Yi  '"  )>eütimmeii  ist.  Für  die  Kllipsu  und  die  llyperliel  i^t  yi  als  Function  von  a 
und  g  gegeben  |efr.  üleiohung  (141)]  und  für  die  Parabel  entweder  als  Functien  von  q,r,rt 
oder  als  Function  von  </,  r,  t;  jcfr.  (Gleichung  (14N)  und  (14ü)].  Die  in  y,  vorkommenden 
heliocentrischen  Coordinaten  berechnet  man  in  der  üblichen  Weise.  Die  hier  abgeleiteten 
geschlossenen  Ausdrücke  für  f',  und  gi  können  be<|Ueni  zur  Herechuung  der  rechtwinkligen 
helioceiilrischen  Coordinaten  zur  Zeit  /  verwandt  werden,  wenn  die  Reihen  für  /|  und 
g,  nicht  ausreichen  und  wenn  man  die  Berechnung  der  Constanten  für  <len  Ae<|uator 
vermeiden   will. 

Es  Sollen  nun  weiter  die  zur  Bahn  Verbesserung  auf  Grund  von  Zwischeu- 
/.eiten  beliebiger  Länge  nothwendigon  Differentialbeziehungen  zwischen 
/",,  g,  und  den  in  diesen  Methoden  gewählten  Fundanicntalgrössen  p,  x',  y\  z 
abgeleitet  werden.  Mit  Kücksichl  auf  die  in  der  allgemeinen  Bahn  geltenden  be- 
kannten  Relationen,  sjiecicil  die  theiiweise  schon  benutzten: 

X                                                                                   2        11 
-TT  =  E  —  t  sinE,    r  =^  u  (l— e  cos E),    «^  = •  — ,    rr'=:a'itesin E.E' = — r  (150) 

erhält  man  mit  Kühnort  durch  Differentiation  der  Gleichung 

r 
— j7-  ^  (Ei  —  E)  —  e  (sin  Et  —  sin  E): 
a  ■« 

a(2,)  =  ^{iro,)e(,.,-f[^F(,)-*i^']8r-2-^^8(rr')}.    ■     (IM) 

wobei  gesetzt  worden  ist: 

3     r 

F(p)  =  —  —  -1^  +  r  s)«2  <7 -|- u't(,-r')  smä(/ (152) 

DifFerentiirt  mau  jetzt  noch  die  Ausdrücke  (133)  und  (136)  oder  (13s)  für  /i  und  */, 
und  setzt: 


(2a^  r|3  I 

Mt=  -\  —  sin'^g  +  —  sin  2  ,/  F  („) 
\    r  rrt  1 

A-,  =  _  a^.  j  -{2g-  s,n  2  g)  +  —^  ¥  (,/>  | 


(l.Vi) 


so  ergiebt   sich: 

sxn' g  siu  zg  r  (r  r  )  i 

154) 
,  dr  +  N,d{g*)  +  '^    .:.....;»/...'.  I 

Diese    Ausdrücke    sollen    nun   durch    die   Einführung    der  Ilülfsgrüsse    j',   nach    der 
Formel    (141)    umgeformt    werden,    so    dass   dieselben    für    alle    Arten    von    Bahnen 

61» 


d  f,  =  , — sin'2r/H sin'' <f -\- ^Mi)dr -\- Mtd  (g*) -\-  sm^  g  sin  2  o  r  (rr'}\ 

\  rri  r'  r*       )  r  n  ( 

f  2            '2  a^                        I                                 4  a»  I    ' 

0  <7i  =  I  -  JNT,  +  -y-  sin»  g  sin  2  ;/  J  dr  +  N,  ^  (</>)  -\ sin*  g  d  {r  r') 
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bcstiiiirat    sind.      Bedenkt   man,   dass   sin  2g  =  ( — )  yt\i'  1  — ^  gesetzt  werden,  und 

dass  in  Nt  nach  der  Gleichung  (136)  2g  — sin2g  als  Function  von  g,  ausgedrückt  werden 
kann,  so  erhält  man : 


(155) 


'r(rr') 


(156) 


Es  ist  zu   beachten,   dass   1/1 =  cosg  ist  und    deshalb,    ebenso  wie  Vi,    direct  be- 

f  2a 

rechnet  werden  kann. 

2  2 

Für  die  Parabel  ist  g-  ^=  —  und  d  (i;^)  =  ■ -r,  r.     Daher   fallen  in  d  ft  und  g  (h 

r  r^ 

alle  Glieder,  welche  Mi  und  iV(  enthalten,  fort.  Setzt   man    dann    noch   für  die  Parabel 

rt  ^  '»  ,  so  wird : 


(167) 


(158) 


In  der  Kreisbahn  ist  o''  ^  —  =  —  und  3(0^)  ^= s-g»"-    Daher  ist  die  Summe  der 

r  a  r^ 

Mt  und  Nt  enthaltenden  Glieder  beziehungsweise  —^dr  und  —rdr.  Setzt  man  dann  noch 
ft  =  a  und  Bubstituirt  die  Ausdi-ücke  (155)  für  Mt  und  Nt  in  die  Formeln  (156),  so  folgt: 

ßS    f  2  a  12  -i  a  \    L  « J 

oder,  wenn  man  yt  eliniinirt  und  gt  nach  den  Formeln  (149)  einführt: 

8/,  =  |-lf  ^"'  0<7,  =  —2^  (r /;  —  ..;,)  8a (1.59) 

Die  Ausdrücke  für  c  ft  und  d  gt  in  der  Parabel  und  in  der  Kreisbalin  lassen  sich 
aber  auch  in  einfacherer  Weise  direct  ableiten. 

Um  ferner  eine  allgemeine  Bahn  durch  die  Bahnverbesserung  zu  bestimmen, 
sind  die  Ausdrücke  (156),  (157)  oder  (159)  zu  benutzen,  je  nachdem  die  zu  vei-bessernde 
Bahn  eine  allgemeine  Bahn,  eine  Parabel  oder  eine  Kreisbahn  war.  Macht  man 
aber  eine  Annahme  über  die  Ex'centricität,  so  niuss  offenbar  wieder  der  betreffenden 
Geschwindigkeitsgleichung  genügt  werden.  Im  Uebrigen  verfährt  man  ganz  in  der- 
selben Weise  wie  bei  der  Anwendung  der  Reihen  für  ft  und  gt- 

Besonders  zu  betonen  ist,  dass  in  diesen  Methoden  der  Bahnverbesse- 
rung eine  neue  Hypothese  nicht  in  dem  gewöhnlichen  Sinne  gebildet  wird, 
dass  mau  aus  der  ersten  Hypothese  (directen  Lösung)  sich  genauere  Werthe 
für    die    eingeführten    !Näherungswerthe    (wie    z.B.   für    die  Verhältnisse    der 
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Dnuok»)  \  1  lüiliufft,  »oiiili-ni  iUmh  man  inii  lliilfc  von  Differcntialbc/.iu- 
hiiiigon  dolclit'  Correolioncn  /u  dun  KunilanuMilulgrüKHon  p,  jr,  y,  z  /.nr  Zeil 
lU'i-  Kpoflu-  boruuhnut,  d:isn  liif  FiIiUt  /.wiHchen  lU-ohinh tung  und  lU-ch- 
niinjj  xiini  Virsehwindon  ychnnlil  wcrdon.  OU-h  Vorfiihicn  hat  dcnm-lbon  Vorauf 
drr  »clini'lli-riii  AnnühtTun-;  j,'fytnülicT  ilir  (;iw«'(linliiliL'n  Ilypollifsciirfchnung,  wie  ihn 
in  der  vurnuclmwuihi'n  Aiiftinduii«;  dt-r  iJiHliin/.un  dii-  fortgi'M'l/tc  diffi-rL-ntiollu  Verbeiwe- 
rnng  ilor  erelen  Annulmu-  liiit  j^cgi-nübcr  dum  Vurfalirun,  als  Anfanf,'8wuitli  uiiiu«  nuuun 
Vurfiuchu»  dun   Kndwurlb  den  Vürun;{uhundun  uinzusut/un. 

Hui  dur  IJahnvurbuhHurnng  auf  (iriind  ilur  geHcl)los.sunun  Ausdrücku  für  /,  und  g 
wird  nun  ganz  in  duroulbcMi  Wuiöo  vurfalirun,  wiu  bui  dur  Ableitung  der  Formehi  (108) 
l>i»  (118);  nur  hat  man  anstatt  der  beiden  lut/.luu  Foniiulii  (IdO)  für  h/j,  dg.  an  Stolle 
dur  Keihun  diu  obigen  guschlossenun  Ausdrücke  einzuführen.  Zunächst  koII  der  all- 
guniuinstu  Fall  behandelt  wurden,  nändich,  dass  mau  eine  allgemeine  Huhn  durch 
Hesliinmung  einer  neuen  allgemeinen  Hahn  verbcBsern  will.  Setzt  man  der  Kürze 
halber: 


V'-i^ 


Yt  1 


(160) 


wobei  j'J  natürlich  das  Vorzeichen  von  cos  g  bekommt,  so  erhält  man  durch  Anwendung 
dur  F''ormeln  (l-')'>)  und  (156),  anstatt  der  Formeln  (113)  und  (114)  die  folgende 
lileichung: 


\^   w       2cosß        ,,    ,       ,,.>   ,    cosßy? 


;A^^(«[^  +  2nJ  +  v7.Vv/;)jap 


\]^ 


ayi 


+  g,da'+{(oJI,+  (ö'N,)  d  dn  +    - 
Da  nun:    g^  =  x'*  +  V  -\-  z'*  =  Ea''^  und  rr'  =  x x'  -\-  y y'  -\-  z e'  =^  Ecato',  tu 


n-\-~-]c(rr') 


8(p»)  —  -lEto'dio'. 
Setzt  mau  also: 


C(rr')  =  Ecada>'-\-Eco'd(o  ^=  2."  oj  g  w'  -)-  (Z  a'  w) 


ap 


Ea'ic 


«'1  +  ^5  +e't 
Q 


(ItJl) 


(162) 


(163) 


«o  erhält  man   an    Stelle    der  Gleichung   (161)    nach   einigen    leichten   Umformungen  mit 
Uücksicht  auf  die  Ausdrücke  (162)  die  folgende: 


".  =  {^7 


971 


+  -^  [2  (Gl 3/,  +  (o'N,)  +  CO j',']  +  V2  cosßr,^  K  r  y,  +  \>co  yp 
r  rr. 


-{-^[a'rr,  +  \'2(oy',yidQ+g,do)'+^lo)'ry,  +  \'2c3y'^]i:ad(o'+2(aM^  +  o>'y)2:m'da- 


•  >der,  wenn  mau: 


(164) 


'■'•, 

Beizt,  auch : 


y„=^[(D'ry,+  V2ciyJi; 


:djJ/,  +  m'A',:  /„, 


'■7  + 


-— i-l  2  «!„.,  + wy»] -f- 


„.„^[...V^cos^l 


+  - 


r, 


du),  ^  foifd  Q  ■}- gtd  a' -}^  g^i  E  ada' -\- 2ma,  E  a'dca' (1^6) 

So  hat  man  zum  Beispiel  für  die  Variation  dur  x-Coordinate  zur  Zeit  der  ersten  Beobachtung: 

-  ^[xVy.+  iTxnl  «...  =x3/.  +  x'i..,  /•„=/,  l  +  £^t2.,  +  xr?l  +  ,..[<p  +  ^H^^]] 

-^fx,  8p  +  [<7,  +  P«,x  +  2»i,,x']  2x'+[5^,y  +  2»H,,i/']  8^+ [?^,*- +  2»"x,^']  ?''•  ) 

In    ganz    analoger  Weise    kiinnen    die  Ausdrücke    für  8i/,,  Sr,,  8xj,  8ji/s,  de^  und  die  in 
deuBelben    vorkommenden    llülfsgrössun    hingeschrieben    werden.       Setzt  man   dann    diese 
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Variationen  der  helioceutrischen  Coordinateu  für  den  ersten,  bezw.  dritten  Ort  in  die 
Gleichungen  (108)  ein,  so  erhält  mau  wieder  die  Beziehungen  zwischen  den  Unterschieden 
„Beobachtung  minus  Rechnung"  und  den  gesuchten  Correctionen  zu  den  Fimdamental- 
grössen  Q.  .r',  y',  z' ,  wodm-ch  die  letzteren  bestimmt  werden  können.  So  ist  für  den  ersten 
und  dritten  Ort,  wenn  man  wieder  einige  Hülfsgrösseu  einführt  und  dieselben  vollständig 
hinschreibt : 


/■,  =  —  \cos  «j  /y,  —  sin  «j  /■:rj , 


Af^  ==  —  \cos  «3  fy^  —  sin  «3  /"^J 


—  [''OS«!  9vc 

1 


■  sin  «j  »?(.tJ  , 


An..     


Am,    — 


\cos  «3  (/y,  —  sin  «3  _7jJ 
\cos  «3  Wy^  —  sin  «j  »H^  J 


Vi  = [«'"  ^1  (*'"  «1  /'ui  +  «^"S  «1  /:rj)  —  cos  dl  /;j ,    JS/^^    := 

■ji  =  —  —  [«'■"  ö j  (sin  «1  .?j,j  +  cos «1  (?j,)  —  cos öj  g,^ .  Bg^  = 
«1= [s(ndi(sm«iH)yj+cos«i)»a,) — cosöiW^J,  Bm== 

1    _       •  <^3        


1 


[sin  Ö3  (s/h  «3  /y^  +  cos  «3  U)  —  cos  öj/'^J 


—  [sin  Ö3  (s/x  «3  (/y^+cos  «3  ffi^)  —  cos  Ö3  </ J 

93 

[sin  Ö3  (s»i  «3  »!yj-|-cos«3  »(ij  —  C0SÖ3  (« J 


(168) 


f.= 


Af^CQ  —  [sina^  Cj  — .r^j,— 2  /  J,„Jca;'+  [cosOj  Ci+ ?/.4p,+ 2  /  J„,J  r/+ [«  Jj,+ 2/4^,]  g^' 
-S/-,8p-[s'«öiCos«iCi-a-£j,-2x'5„Joa;'-[siMÖism«iCi-i/5j,-2»/'5„,J82/'+[eosdiCj+^Bj,,+2yj5„,J8«' 
-4/-3  ^  P  —  [«'»  «3  Cs  —  a;  Jp^—  2  x'Am^  c  x'-\-  [cos  cc^d+y  Ag.^+  2  i/'A„^  cy'+[z  Ag^  +  2  ^^, J  cä' 
^fßQ-  [si»  Ö3  cösosj  C3-a;£<,3-2a;'£,  J  8a;'-[s»i  53s»!  «3  Cg-yBg-2y'Bm^  dy^+[cos8i  Ci+zBg^^2z'Bm^  dz'j 

Der  symmetrische  Bau  der  Hülfsgrösseu  Af^,  Ag^,  A,,^  einerseits  und  der  Bf^,  Bg^,  B„,^ 
anderseits  ist  sofort  ersichtlich.  Die  Af^  imd  Bf^  sind  ganz  dieselben  Hülfsgrössen,  welche 
bei  der  Anwendung  der  Reihen  für  dft  und  85ft  in  den  Formeln  (116)  mit  At  und  Bt 
bezeichnet  worden  sind.  Fernerhin  sind  die  Ag^,  Bg^  imd  A„i^,  B„t^  dieselben  Functionen 
der  ga,^  und  nia^,  wie  die  Af^,  Bf^  der  fo,^. 

Die  Gleichungen  (169)  können  auch  wie  folgt  geschrieben  werden: 

aidQ-\-bidx'+Cidy'+didz' =  )ii (169') 

wobei  i  =  1,  2,  3,  4  zur  Bezeichnung  der  Coefficienten  der  vier  Gleichungen  gewählt 
werden  kann.  Für  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  gelten  ungefähr  dieselben  Regeln 
wie  für  die  Auflösung  der  Xormalgleiehuugen  in  der  Methode  der  kleinsten  Qiuidrate. 
Im  Allgemeinen  wird  daher  die  Anwendung  der  Gauss' sehen  Methode  der  Elimination 
von  Vortheil  sein.  Doch  kann  die  Auflösung  unter  Umständen,  je  nach  dem  Character 
der  Coüfficienten,  ausserordentlich  vereinfacht  werden.  Der  Rechner  wird  stets  den  Weg 
einschlagen,  welcher  den  geringsten  Ai-beitsaufwand  erfordert.  Es  sollen  daher  weiter 
keine  Vorschriften  über  die  Art  der  Auflösung  gemacht  werden.  Auch  kann  unterlassen 
werden,  diese  Formeln  auf  die  Bahuverbesserimg  mit  Voraussetzung  über  die 
Excentricität  einzurichten;  denn  es  wird  kaum  in  der  Praxis  vorkommen,  dass  man 
von  einer  gegebenen  allgemeinen  Bahn  auf  eine  Parabel  oder  Kreisbahn  übergehen 
will.  Anders  liegen  die  Verhältnisse,  wenn  man  in  der  Bahnverbesserung  von  einer 
Parabel  oder  Kreisbahn  ausgeht,  denn  dann  kann  die  verbesserte  Bahn  entweder 
von  derselben  Alt  sein,  oder,  im  ersten  Falle,  in  eine  Elliiise  bezw.  Hyperbel,  und 
im  letzteren  Falle  in  eine  Ellipse  übergehen. 


(169) 
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K»  boIUmi    nun    die  Formeln  di-r  MalinvcrhcHBcrunf;  für  den  Fall  aiif^oHtcllt  worden, 

ilasii  niiin   \<>n  einer  l'arabel  iiuH{;elit.    Imleni  niiin   wieder  j;aii/.  wie  Ihm  der  Altleitung 

dir  Formeln  (lOM)  l>i.H  (IIH)  verführt,  Irilt  jetzt  die  Formel  (157)  an  Stelle  der  Formel  (109). 

I)ie  Fndresiiltatu  können  aber  sofort  anx  den  (ileiehtingeii  (169)  liingeHchrieWn  werden, 

wenn  man  liedenkt,  da.iH  in  der  l'arnltel  M,  und  Ni,  und  Hoinit  auch  alle  \on  dio8en  beiden 

(trOttsen  iibliHiij^^igen  IIülfM^'roM.sen  fortfallen.     Es  fallen  also  die  in  den  Formeln  (167)  und 

(  I6b)   detiuirten   llülfsgni.ssen  «i„|,  A„i.  if„,  fort.     Ausserdem  werden,  da  n  r^  »  ist,  die 

in  der  Formel  (I6U)  detiuirten  llülfsgrüHsen  Y\    und  j*^  gleich  eins.      Man    kann  also  die 

vereinfachten  lliilfnj;ros«en  <;„j,  /'„j,  Af,,  Bf,   für  die  l'anibel  dircct  au»  den  Formeln  (167) 

und  (ll>H)    hinschreiben    und   erhält   dann  die  folgenden  Formeln,    .jic  :il^o  nur  "iilti" 

■<ind,  wenn  man  vou  einer  Parabel  ausgeht: 

, .. »    <),«,  =  Af,dQ  —  [sin «,  C,  —  ivl„]  dx'+  [cos a,  C,  +  yAg^]  di/'-r  -  A^^  •  .  1 

(b)    8  i,  =  Bf,^(f  —  [sindiCosa^Ci  —  xBg^]öx'—[sinöiSinu^Ct—!/Bg,]dif'-\-[cosötCi+eBg,]de'\ 

(o)    d.Oj  =  Af,dQ  —  [sin «j d  —  xA,J  dx'+  [cos «3 Cj  +  yAg^]  <" y' ■\-  eA,, d e'  j 

(d)    8  dj  ^=  Bf,  dg  —  [sin SyCos(t,Ct — x JS^J  ? x* —  [sin d,  sin «j  Cj  — y ß,J  ^y'+  [cos dj  C3 -\-  e 5,J d i'  J 

Damit  man  jetzt  wieder  bequem  von  einer  Art  Bahn  auf  eine  andere  übergehen 

kann,    sollen    ganz  nach  Art  der  Gleichungen  (121)  und  (123)  die  da'  =  dx',  Zy',  t ^ 

wieder    auf    die    Form  d  ut'  -^  l'^  —  ^m  8  p    gebracht    werden.      Eliminirt    man    aus   der 

ersten  uiiil  dritten  der  Gleichungen  (170)  das  eine  Mal  ? /,  das  andere  Mal  89  und  setzt: 

A  =  Af,Ag-A,,Ag, (171) 

so  erhält  man : 

Ag,l.a^-Ag^d,tt^  =  Ai  g-[sintt..^C^Ag-sintt^CiAg^ix'  ■\-[cosu.^G^Ag-cosa^CiAg^'dy'  \ 

i4^.  (',a,-j4^,8,a3^-|sMi«,  C^Af-s'n\a^CiAf^■\■AI'\'tlx'-\^[cosa^C^Af-costt.iCiAf^-Ay\'by'-A:'bz'\ 
Diese    beiden    Gleichungen    sollen    jetzt   an    die  Stelle    der   ersten    und   dritten    der 
Gleichungen  (170)  treten,  und  die  vier  in  Betracht  kommenden  Gleichungen  mögen  wie 
folgt  geschrieben  werden,  wo  die  Gleichungen  (170b)  und  (170 <1)  zuletzt  stehen: 
u,  8  x'-f-  b,  8  y  =  rf,  ?  p  -f  c, 

o,8x'-f  6, 8}/+ CjSy  ^  Cj 

a,  8 x'4-  bj  8  y-f  cj  8 /  =  dj  8  p  -r  Cj 
(I,  8  a:'+  b«  8  y-t-  C4  8  **  =  d«  8  p  -|-  64 
Löst  man    die   erste   dieser  Gleichungen  nach  8p  und  die  zweite  nach  c z  auf  und 
substituirt    die   so   erhalteneu  Werthe  von  8p  und  8/  in  die  dritte,   so  ergiebt  sich  die 

'•'«'''■''"">?=  aZx'^hdy'  =  c (173) 

wobei  gesetzt  worden  ist: 


(172) 


«^3, 


<•  =  <•, e,  —  ■ 


.\u8  dieser  und  der  ersten  der  Gleichungen  (172)  erhält  man  dann: 

bd, 


8^'^Ü^LZ:^«  + 


8y'  = 


Ojt  —  aö, 


a,  6  —  ah^ 


8  p  =  I\  —  Qv^Q 


(174) 


(17.-.) 


a,  6  —  ab,       a,ö  —  06, 

Substituirt    man    diese   Ausdrücke    für    dx'   und    dy'    in    di 
Gleichungen  (172),  so  ist: 

g^,  ^  ..-a3P.-b.Jv ^ ^!s±Mx+M^ap  =  p,_  _  ,^,_ , ,, 

C4  C4 


Iritte    und    vierte    der 


,176) 


Mit  diesen  Formeln  verfährt  man  nun  ganz  in  derselben  Weise,  wie  in  dem  Falle, 
in  welchem  die  Bahnvorbesserung  auf  die  Reihen  für  dft  und  dgt  gegründet  wurde.  Es 
kommen  also  zur  versuchsweisen  Bestimmung  einer  Parabel  oder  zur  Bestimmung  einer 
allgemeinen  Bahn  die  Formeln  (128')  und  (128),  oder  die  Formel  (124)  in  Betracht. 
Dabei  gelten  jetzt  dieselben  Kriterien  und  Regeln ,  welche  in  Verbindung  mit  diesen 
letzteren  Gleichungen  gegeben  worden  sind. 

Zur  Verbesserung  einer  Kreisbahn  endlich  kommen  die  geschlosseneu  Ausdrücke 
(159)  zur  Anwendung.  Da  die  Anwendung  der  entsprechenden  Reihen  kaum  eine  Zeit- 
ersparuiss  in  sich  schliesst,  so  wird  dieselbe  hier  überhaupt  übergangen.  Die  Formeln  (159) 
treten  also  jetzt  an  die  Stelle  der  beiden  letzten  Formeln  (109),  und  die  erste  Formel 
ergiebt : 

eb3fr=     /-,—  4-       ^^^        03—  —  03' (r /(  —  _>/()       9p  4-fft8c3      ....     (177) 

d.  li.  man  erhält,  wenn  man  den  Coefficienten  von  dQ  wieder  mit  fm,  bezeichnet,  die 
Form  des  Ausdruckes  (113).  Schreibt  man  also  die  fa^  für  alle  drei  Coordinaten  des 
ersten  und  dritten  Ortes  aus,  so  kann  die  Rechnung,  wie  folgt,  angelegt  werden : 

SCOsß  T,(Ji  ,  „       ,  ^Wa,  ,  /.  ,,r-a\ 

ä  =  -Y^,     c,  =  -  -^,     Ci  =  T3/1  +  g„      c,  =  -—'     C3  =  t,f^-g-i     .    (178) 

£  t 

fxi    =    /i  -^  +  d  [Ci  X  +   Ci  x']  ,        /:,3   =r  /-g  -^  -t-  ri  [C3  X  —  C's  x'] 


(179) 


Q 

Sodann  wird  berechnet:  Ai,  A^;  B^,  B^\  C'i ,  C^  nach  den  Formeln  (116)  und  Px,  Py, 
-P^i.  P^s'y  Qx,  Qy,  Qüj,  özj  uach  den  Formeln  (120)  und  (122).  Die  weitere  Anlage  der 
Rechnung  hängt  davon  ab,  ob  die  Bahuverbesserung  mit  oder  ohne  Voraussetzung 
über  die  Excentricität  gemacht  werden  soll.  Man  verfährt  also  genau  so,  wie  in  dem 
Falle,  dass  die  Ausgangsbahn  eine  Parabel  ist.  Soll  aber  die  verbesserte  Bahn  ein 
Kreis  sein,  so  muss  der  Gleichung: 

(a;'  +  a*')2+(y  +  8y)2  +  (/  +  8/)2  =  _i^=  -^ (180) 

genügt  werden.  Für  den  Fall,  dass  die  Ausgaugsbahu  nicht  genau  kreisförmig  war, 
kann  man  schreiben: 

,x'2  +  /2+^'.=  2_J__2.  +  (l_l\  =  l_z^ (181) 

)■        a  >■        \r        n  /  r 

Des    weiteren    verfährt   man    mit   den    Gleichungen    (180)    und    (181)    wie    bei   der 

Parabel  mit  der  Gleichung  (125),  nur  dass  ietzt  z/  au  Stelle  von  —  tritt,    und  dass  der 

Factor  2  in  den  mit  Potenzen  von  dr  multiplicirten  Gliedern  der  rechten  Seite  fortfällt. 
Man  erhält  dann  an  Stelle  der  Gleichungen  (128)  und  (129)  die  folgenden: 

i_S       2/?  Scosßfl  —  ^cos^ß) 

(38p=i>-l[0.r')2  +  0/)2+0/)2] __^P(ep)2+   ^___^ l((^p)3..(lS2) 

indem : 

«  =  ??l  -  [^'  Q^  +  y'  Qy  +^'Q^^'  P==4-  l^'P^  +  y'Py  +  ^'^J     •    •    (183) 


DtvHe  (ileichun^oii  ergeben  in  \'orliiii<luiig  mit  den  Gluiohiiii^cn  (l'Jl)  und  (123) 
die  ),'u«ucliti'n  WiTlhu  von  f^p,  Cx,  »'y',  dt',  inde88  uordt-n  diu  Glieder  /.weiter  und 
driller  Ordnung  bei  l'laneten  we-^un  der  lietrHchlliüliun  Wurllie  vi>n  r  kuiini  je  in  I5e- 
trucht  küHimen. 

Vja  iHt  nun  gti/.ei(rt  worden,  wie  man  uuf  Grund  irj^end  einer  gegebenen  Hiilin  die 
Correolionen  Cg,  cx,  Öjf',  Ce'  aus  den  UnU'rxcIiieden:  „Ik-oliachtung  minuH  Keehnung" 
bureolinen  kann.  Nuohdem  diese  Correclionen  an  die  urtiprünglichcn  Wcrtliu  von  p,  i', 
y',  t'  angoi)rachl  worden  sind,  MchlieHat  die  lieittimmung  der  verbesBerlcn  Halm  mit  der 
Uunttellung  der  beidun  ;ui»seren  Oerter  und  <ler  Berechnung  der  Elemente  nach  dou 
betreffenden  Formeln  dett  I.  AliKehuitteM.  Die  dabei  etwa  in  Betracht  kommenden  ge- 
BchloKäenen  Ausdrücke  für  /", ,  /j,  <;, ,  i/j  ündeu  sich  bezw.  in  den  Formeln  (141),  (146) 
oder  (147),  (14U),  (144).  (149),  je  nach  der  Art  der  zu  verbessernden  Hahn.  Soll  die 
verbesserte  Bahn  aus  denselben  Beoltachliiugen  wie  die  ursprüngliche  Bahn  abgeleitet 
werden,  wie  es  z.  B.  oft  der  Fall  ist,  wenn  die  Darstellung  der  Beobachtungen  durch 
die  im  I.  Abschnitte  entwickelten  directen  Methoden  nicht  genügend  war,  so  stellt  sich 
die  Rechnung  sehr  einfach,  da  viele  Grossen  aus  der  directen  Lösung  bekannt  sind. 
Wie  viele  Grössen  man  zur  Erleichterung  der  Bahnvorbesseruug  benutzen  kann,  hängt 
natürlich  ganz  von  ilem  gegebenen  Kechnuugsmaterial  ab,  und  muss  dem  liechuer  über- 
lassen bleiben.  Sehr  oft  kann  man  aus  einer  Ephemeride  (ohne  dass  dabei  die  Elemente 
bekannt  zu  sein  brauchen)  genäherte  Werlhe  der  Anfangsgrössen  p,  p',  «',  6'  oder  p,  x', 
y',  /'  durch  Interpolation  und  numerische  Differentiation  ableiten.  Im  allgemeinsten 
Falle  werden  nur  die  Elemente  der  Ausgangsbahn  und  die  Coustanten  für  den  Aequator 
gegeben  und  die  Bahn  aus  drei  neuen,  willkürlich  gewählten  Oerteru  für  lauge  Zwischen- 
zeiten, am  besten  Normalörlern,  zu  berechnen  sein.  In  diesem  Falle  verschafft  man  sich 
die  Ausgangswerlhe  x',  y',  e'  durch  Differentiation  der  als  Functionen  der  Const^tuteu 
für   den   Aequator   ausgedrückten    helioceutrischen  Coordiuatcn    wie  folgt      Es  ist  z.  B. : 

jt"  —  y  —  =  j^^  [rsin  a  iin  {A'  -  v)]  =  r  sin  a  cos  {A'  +  v)  ^^^^  -f-  sin  a  sin  {A'  +  ")  ^^  j, > 

oder  da: 

pesinv      dv        kesinv 


dv  _  k\p  _  ifc(l  -t-ecost))'      [[r  _  .1  /        jj         \ 
(77  ~     r^     ~~  p»i  '     li  ~  dt\l  -\-ecosv) 


(1  -f  ccosv)'^  dl  y/p 

ist,  auch: 

1  -|-  e  cos  V  e  sin  v 

X  =^ = sin  a cos (A  -\-  v)  -\-     -—    sm a  sin {A  -f  v). 

Vp  Sp 

Daher    ergiebl    sich    nach    einigen    leichten  Transformationen    für   alle  drei  Geschwindig- 
keiten : 

i/-=^^[cos{A' -{■  v)-\- ecosA'l  y  =z^^{cos{ff-\-v)->f-ecosB'],  r'  =  ^[cos(C  +  t;)-|-ccosC'| .   (184) 

Sp  Sv  Sp 

Kür  die  Parabel  ist  p  =:  '2q  und  e  ^  1;  folglich: 
«'^l/  — si«afos(  A'+-jcos— ,  y'=  1/— smfccosf  B'-f -jcos-Tj-,  ^'=^  1/  — snicrosf  C-f  -  jcos-x*  (185) 

11       ..      .     .      dv  k  dr        ,.,,,., 

lur  den   Kreis  ist  -—  =  u  =  -5-,  r  =  a,  -—  =  0:  folglich: 
dt        '^        a*!»  dt  ^ 

x'  =^  -rsinaeos{A'-{-  v),    y'  =  -^  sinba)s(li'  -f  v),    e'  =  -jj- sin  c  cos  ( C  -f  1)     (186) 

wobei   A'  -^  V  =  A  -\-  u  ist,  u.  s.  w. 

Kllnkarfuat,  Tb«>iTl»rli«  A^lrouamlr.  1^1 
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lu  alleu  Fällen  muss  ganz  besonders  darauf  geachtet  werden,  dass  die  Unterschiede 
„Beobachtung  minus  Keohuung"  den  Ausgangswerthen  Q,  x',  y' ,  e'  und  dem  mittleren 
Orte  genau  entsprechen.  Eventuell  sind  dieselben  nach  den  betreffenden  Formeln  des 
I.  Abschnittes  zu  berechnen. 

Es  kann  vorkommen,  dass  die  auf  Grund  der  Ausgangsbahn  an  die  erste  und  dritte 
Beobachtung  angebrachten  Parallaxen  verbesserungsbedürftig  sind.  Um  dann  eine  Neu- 
rechuung  zu  vermeiden,  verfährt  man  wie  folgt.  Es  seien  «,  ö;  «j,  bg\  «„  b„  bezw.  die 
beobachteten,  die  genauen  geocentrischen ,  und  die  berechneten  geocentrischeu 
Coordinaten.     Dann  ist  genau: 

g,«  =  cos5o«  =  cos5(«j  — «c)  =  cosd(w-|--^^^^^ «cV  Ö*  =  ö"<,  — ö,  =  ö-|-— — -^  — 5„ 

und  dies  sind  die  Unterschiede,   welche  durch  die  ßahnverbesserung  zum  Verschwinden 

"■ebracht  werden  sollen.     Da  nun  aber  8  p  noch  nicht  bekannt  i.st,  so  kann  man 


p  +  ap 

-  setzen  und  erhält: 


= —  setzen  und  erhält 


8,«  =  cosd[(«+^-^)-«.]-rosö^ep,     ?ö  =  [(d  +  ^)-d.]-^8p. 

Hier  sind  die  in  eckige  Klammern  gesetzten  Unterschiede  die,  welche  mau  erhält,  wenn 
man  die  Beobachtungen  mit  den  Anfangs  wertheu  p  auf  das  Erdcentrum  reduch-t; 
während  die  vollständigen  Ausdrücke  für  8,k  und  "bb  auf  der  linken  Seite  der  Funda- 
mentalgleichungen (117)  und  (118)  oder  (169)  oder  (170)  erscheinen  sollten,  wenn  man 
eine  Neurechnuug  wegen  der  Ungenauigkeit  der  Werthe  von  p  vermeiden  will.  Denkt 
man  sich  also  die  vollständigen  Ausdrücke  für  8,«  und  8d  in  die  linken  Seiten  der 
genannten  Gleichungen  eingeführt  und  bringt  dann  die  mit  ep  multiplicirten  Corrections- 
glieder  auf  die  rechten  Seiten,  so  können  diese  Glieder  sofort  berücksichtigt  werden, 
wenn  man  setzt: 

AuAf^^cosb^^^^iv.,  Ai,A{-,    Bi,Bf_  +  '^-^im-B,,Br.    .    .    (187) 

Qi  Qi 

je  nachdem  es  sich  um  Aj,  A^j  -Bi,  -B3  oder  um  Af^,  A^,  Bf^,  B^  liandelt. 


Berechnung  einer  elliptischen  Bahn  aus  vier  Beob- 
achtungen, von  denen  nur  zwei  vollständig  sind. 


1)  r  e  i  11  n  il  a  (•  li  t  /.  i  LT  s  t  e    V  n  v  1  p  s  u  n  g. 
Eiiili'itciKlc  llt'mcrkuiij^eii. 

Die  Nutliwc-iuHi;kt'it ,  zur  eratcn  licreclinung  der  ulliptischen  Hahn  ziiwciU-n  vier 
Be<>l>.'u-)itiiM;t^i'ii,  von  iK'iieii  nur  zwei  vollständig;  sind,  anzuwenden,  lialien  wir  subon 
früher  erwilhiit  Man  erkennt  sie  leicht  aus  der  schon  in  der  47.  Vorlesung  angestellten 
Bctrachlung.  Von  derselben  Xothwendigkcit  können  wir  uns  noch  aus  einem  andei'en 
Gesichtniiunkte  überzeugen;  wir  haben  in  der  vierten  Abtheilung  gesehen,  dass  die  Bahn- 
be!<tininiung  aus  drei  lieobachtiingeu  unsicher  wird  bei  solcher  Beschaffenheit  des  Materials, 
dass  iler  mittlere  Sonnenort  selir  nahe  in  dem  durch  den  ersten  und  dritten  geoceutri- 
schen  Ort  gelegten  grössten  Kreise  liegt;  es  wurde  in  solchem  Falle  gerathen,  IJeobach- 
tnngen  von  anderer  I>age  zu  wählen.  Wenn  nun  i  =r  0  wird,  ist  es  offeubai-  nnraöglich, 
günstigeres  Material  in  drei  Beobachtungen  zu  linden;  man  wird  also  dann  jene  Methoden 
nicht  anweiiilen  <lürfen.  Auch  bei  den  Methoilen  der  dritten  Abtheilung  für  die  para- 
bolischen Bahnen  haben  wir  einen  ganz  analogen  Fall,  den  Ausnahmefall  der  (Jlbers'- 
schen  Methode,  kennen  gelernt;  der  Nothwendigkeit,  eine  vierte  Länge  zu  Hülfe  zu 
nehmen,  wurden  wir  dadurch  enthoben,  dass  bei  der  Parabel  e  gegeben  ist,  das  zu  Hülfe 
zu  ziehende  weitere  Datum  also  in  den  drei  gegebenen  Längen  schon  enthalten  ist. 
Wenn  wir  diese  nahe  Verwandtschaft  zwischen  dem  Ausnahmefalle  der  Ol bers 'sehen 
Methode  für  die  Parabel  und  dem  der  Ganss'schen  für  die  Ellipse  uns  nicht  entgehen 
lassen,  so  zeigt  sich  uns  zugleich  ein  Verfahren,  welches  die  uns  hier  vorliegende  Auf- 
gal)e  loht,  sowohl  für  den  Fall,  dass  die  vollständigen  Beobachtungen  die  äusseren,  als 
für  den  Fall,  dass  sie  die  mittleren  sind.  Eine  dem  ersteren  Falle  entsprechende  Aus- 
wahl der  Beobachtungen  wird  in  Betreff  der  Bestimmung  von  i  und  Sh  etwas  grössere 
Uenauigkeit  versprechen,  für  die  übrigen  Elemente  indessen  ohne  Eintluss  sein;  in  der 
Theoria  motu»  c.  c  hat  Gauss  deshalb  nur  den  zweiten  Fall  behandelt,  weil  er  etwas 
angenehmere  Itcchnungsformen  gestattet. 

Die  Auswahl  der  Beobachtungen  für  die  Bestimmung  der  Bahn  aus  vier  Oerteru 
muBs  mit  einer  ganz  besonderen  Sorgfalt  geschehen,  wenigstens  mit  einer  viel  grösseren, 
als  man  für  gewöhnlich  bei  drei  Oertern  nTithig  hat,  wenn  der  Erfolg  der  gansen  Ilech- 
nnng  nicht  in  hohem  Grade  gefährdet  werden  soll.  Man  mus.s  nämlich  ebenso  sehr  zu 
Vermeiden  suchen,  dass  die  drei  ZeitinttTvalle  sehr  ungleich,  als  auch,  dass  zwei  der 
geocentrischen  Längen  einander  nahezu  gleich  werden,  weil  sonst,  wie  wir  später  deutlich 

C2» 
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erkeunen  werden,  schon  ein  kleiner  und  unvermeidlicher  Beobachtungsfehlor  einen  ausser- 
ordentlich bedeutenden  Einfluss  auf  alle  bei  der  Rechnung  zum  Vorschein  kommenden 
Zahlen  ausüben  wird.  Ein  kleiner  Planet  wii-d  selten  lange  vor  seiner  Opposition  ent- 
deckt, und  es  wird  demnach  zwischen  der  Epoche  der  Entdeckung  und  dem  zweiten 
StationäiTverden,  wo  die  Abnahme  der  Längen  in  eine  Zunahme  übergeht  und  der  Planet 
auf  die  diu'chlaufenen  Längen  und  sehr  nahe  auf  die  schon  vorher  von  ihm  eingenom- 
menen Oerter  zurückkommt,  kein  grosses  Intervall  liegen;  wenn  man  ohne  besondere 
Aufmerksamkeit  die  Beobachtungen  aussucht,  etwa  bloss  mit  der  Rücksicht  auf  die 
Zwischenzeiten,  so  wu-d  man  beinahe  immer  auf  Beobachtungen  treffen,  deren  Längen 
zu  wenig  verschieden  sind.  Für  so  kleine  Zeiträume,  wie  sie  bei  hinreichend  grosser 
Neigung  der  Bahn  statthaft  sind,  darf  man  sich  hier  bei  der  Methode  aus  vier  Beob- 
achtungen keinen  Erfolg  versprechen ,  da  für  solche  eine  genügende  Läugenbewegung 
nicht  zu  erwarten  ist. 


V  i  e  r  u  n  d  a  c  h  t  z  i  g  s  t  e    V  o  r  1  e  s  n  n  g. 

Gri'imdformeln  füi'  die  Bestimmuuo-  der  Distanzen  ans  vier  Eeobacli- 
tungen,  von  denen  nur  die  äusseren  vollständig  sind. 

Setzen  wii-  der  Kürze  halber: 

r'  r"'  sin  (y'"  —  v')  n,    

r  r'"  sin  (y'"  —  v)  n'  ' 

rr'  sin  {v'    —  v)  w,"    „ 

r  r'"  sin  {v"'  —  v)  n' 

r"  »•'"  sin  iy'"  —  v")  n„  


'  sin  (v'"  —  v) 


r  r"  sin  (y'    —  v)     ti",    „ 


r  r'"  sin  {v'"  —  v) 

80  bestehep  für  die  heliocentrischen  Coordinaten  aller  vier  Oerter  die  Gleichungen : 
x'   =z  c,  X  -\-  c,  af"  I 
y'   =  c,y  +  c/y'" „    .    .     .     (i) 

s'   ■:=  c,  z  ■\-  c!  e"'  \ 

x"  =  c,,x  -\-  c'„x"'  I 

y"  —  c„y  -f  dyf" (2) 

4-"  =  c„e  +  c>"'  J 
Wie  schon  in  der  vierten  Abtheilung  bemerkt  wurde,  kann  man  für-  jedes  dieser 
beiden  Systeme  die  ^^ - Coordinate  auf  drei  verschiedene,  beliebig  zu  wählende  Fuuda- 
mentalebenen  bezogen  denken,  wodurch  in  die  Grundformeln  die  Wiukelabsiäude  der 
geocentrischen  Oerter  und  der  Sonnenörter  von  den  jenen  Fundamentalebenen  ent- 
sprechenden gi-össten  Kreisen  der  Sphäre  zum  Vorschein  kommen.  Den  ersten  der 
grössten  Kreise  legen  wir  durch  den  ersten  geocentrischen  Ort  imd  den  Pol  der  Ekliptik; 
bezeichnen  wir  die  geocentrischen  ^-Coordinaten  der  yier  Plauetenöi'ter,  bezogen  auf  die 
dem  grössten  Ki'eise  entsprechende  Ebene,  d.  h.  die  Projectionen  der  vier  AbstÄnde   von 
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der  KrJo  J,  J\  ■  l'\  -/'"  »uf  eine  zu  joner  Khono  RenkrrchU;  Axu  niil  J,  J',  J",  J'", 
tlaiutulben  Tlioil  «lor  Soiiiu-nouonlinatoii  mit  /,  Z',  Z",  Z"\  no  hal)on  wir,  du  t  ■=:  ^  —  Z, 
y  =  {*  —  Z'  M.  ».  w.: 

t'     ~  Z'    =  c  (t  -  Z)  +  r  (£"'  -  y."'\ 

r'  -   /"  -  ejt  -  z)  -\-  c:.{r  -  //"). 

HcmIcuU'h  ferner  u>,  ir,  m"",  w'"  die  WiiikelahBUtnde  der  vier  gcocentrlHchen  OurU-r 
von  ileiu  durch  den  erHleii  Ort  und  den  1V>I  der  Mkliplik  gelegten  grOtMtvn  Kroiiie, 
wobei  dann : 

J     :=   .  /    sin  U)    =:  0 
5*    =  -i/'   sin  «•' 
5"  1=  ^"  sin  k" 
S'"—  J"'sin  w'" 
die  WinkelaliBtände   der  Sonnenörler    von    demHelWen    gröKsten  Kroine    mit    IT,    11',    IV", 
W'",  so  erhalten  wir: 

/f  sinw    --  K  sinW  —  _  c,  ÄsinW  +   c"  {^i'"  sin  w'"  —  B!"sinW")  | 
J"sinw"  —  Bf'sinW"  =  —  e,.RainW  +  c!. (J'" sin w"  —  J^"'sin^\■"')  )       ^^ 
Werden   femer    mit   w,,  wl,  ui',\  w',",   Wi,   W',,   W",   W',"   die   Abstände    der    vier 
geocenlrischen  üerter    und  der  vier  SonneuOrtcr  von    einem   durch  den  vierten  Ort    und 
ilen   Pol  sjelegten  grösslen  Kreise  bezeichnet,  so  haben  wir  auch: 

J'  sin  IC,   —   IC  sin  Wl   =  c,  iJsinw,  —  Itsin  HA  —  c" li'" sin  W',"  1 

„  „  „  ,,,  y          (4) 

J"iinu!,  —  iJ"smlV,   =  c„{Jsinw,  ~  HsinW,)  —  c.  I^"  sin  W ,    | 
Sind   noch    l,   A',   Ä",   i,'"  die  vier  geocentrischen  Längen  des  Planeten,  /J,  ß'"  die 
Hreiten  der  beiden  volltiUlmligen  Oerter,   0,  0',   0",   0'",  wie  gewöhnlich,  die  Längen 
der  Sonne,  so  wird  offenbar: 

sin  u/   sin  {k'  -  -  A) 

sinto',  sin  (A'"  —  X') 

sinw"  _    sin  (X"  —  k) 

sinw','  ~  sin  (A'"  —  A") 

sinw"'  =  cos ß'" sin  {k'"  —  A) 

sin  Wi    =  cos  ß    sin  (A'"  —  A) 

TV    =  O    —  A,       W.   =  k'"  —  0 

W   =  Q'   —  A,       W',   =  A'"  —  0' 

W"   r-r    O"    —    A,  W"   =    A'"   —    O" 

W"=    0'"—    A,  W',"  rrr-.    k'"   —    ©'". 

Somit  erhalten  wir,  wenn  wir  die  erste  und  zweite  der  Gleichungen  (4)  in  die 
ernte  uuil  zweite  der  Gleichiuigen  (3)  dividiren,  um  jJ'  und  ^1"  zu  elimuiiren: 

Jl'sin(k"'  —  00  sin  (A'  —  A)  —  TT  s!n  (Q'  —  k)  sin  (k'"  —  V) 
=  —  c,  Jcosß  sin{k"'  —  A)  sin(k'  —  k)  +  c"  d'"  cosß'"  sin  (A'"  —  A)  sin  (A"'  --  A') 
+  Cllsin  (A'"  —  O)  sirt  (A'  —  k)  —  c.  Jisin  (0  —  A)  sin  (A"'  —  A') 
-f  c"ji"'sin{k"'  —  ©'")  si„(k'  -  A)  —  c'  Ji"'sin{Q"'  —  k)  sin{k"'  -  A') 
oder  nach  einigen  leichten  Ueductioneii: 

li'sin  (A'  —  O')  =  —  c.   {^cosß  sin  (k'  —  A)  —  Bsin  (A'  —  0)) 

+  c';  \J'"eosß"'  si,i(k-"  —  k')  +  R"sin{k'  —  0'")) 
olcr  wenn   wir  die  curtirten  Distanzen  p  und   q'"  einführen: 

Ji'sin{k'  -  O')  rr.  r.    \Iisin{k'  —  ©)  —  Q  sin  (k'  —  A))  ) 

+  c"  {li"sin(k'  -  0"')  -  Q"'sin  (A'  -  A"))  j    '    '    •    *     VV 
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Auf  völlig  analogem  Wege  erhält  man  noch  die  Gleichung: 

Il"sin  (A"  —  O")  =  c„  \Rsin  {l"  —  Q)  —  Q  sin  {k"  —  A))         \ 

—  cn  \B"'sm  (A"  —  O'")  —  q'"  sin  (A"— A"'))|      "     *     ^^> 

Um  hieraus  die  Unbekannten  p  und  p'"  zu  bestimmen,  bedüifte  es  der  Kenutuiss 
der  Werthe  von  c,,  c»,  c„  und  c;  diese  Kenntniss  kann  man  sich  successive  sehr  leicht 
verschaffen ,  indem  man  von  geschätzten  Werthen  dieser  Grössen  ausgeht.  Angenähert 
ist  nämlich,  weun  t,  <*,  <",  t'"  die  vier  Beobachtungszeiten,  r'  und  r"  die  Radienvectoren 
des  zweiten  uud  dritten  Ortes  vorstellen  '): 


f 

— 

a 

f" 

t' 

t 
i 

f" 

— 

t 

f 

— 

t" 

t'" 

— 

t 

f" 

— 

t 

f  —  / 


fc.(f  _  t)^r  -  t')\ 

^  2r'3  ) 

-T-  2r'^  ) 

fc^(r-o(r-(")\ 
+  2r"5         ; 

/  ^  2r"3  ;' 


Hier  wird  für  r'  und  r"  immer  eine  Schätzung  zui"  Hand  sein  mit  vollkommen 
hinreichender  Sicherheit  für  den  schliesslichen  Erfolg,  z.  B.  einer  vorhergegangenen 
Berechnung  einer  Kreisbahn  zu  entnehmen.  Substituirt  mau  die  entsprechenden  Werthe 
in  (5)  und  (6),  so  erhält  man  eine  Näherung  für  q  und  q'"  und  die  helioccntrischen 
Coordinaten  x,  y,  s,  »'",  y"\  «'".  Aus  diesen  letzteren  bestimmen  sich  mit  gesteigerter 
Genauigkeit  neue  Werthe  von  r'  und  c",  da: 

r'2   =r  (e,  a;  +  c',' x")'-  -\-  {c,  y  -{-  o" y"'y  -\-  {c,  z  -\-  c" z"'y 
r"i  =  {c„x  +  cWy  +  {c.,y  +  cl^y'")-  +   {c„z  +  cl./'y. 

Macht  mau  diese  neue  Substitution  in  den  obigen  Ausdrücken  für  c,  c",  c„  und  c« 
und  darauf  in  (5)  und  (6),  so  werden  wiederum  genauere  Werthe  von  p  imd  p'"  und 
der  Coordinaten  gefunden  werden;  die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  pflegt  in  den 
praktischen  Fällen  bald  dahin  zu  führen,  dass  sich  in  den  erhaltenen  Zahlen  nichts  mehr 
ändert,  womit  die  Durchrechnung  der  ersten  Hypothese  erledigt  ist. 

Bei  der  zweiten  Hypothese  berechnet  man  c,,  C/,  c„  und  Ca  nach  strengeren  For- 
meln, recht  bequem  z.  B.  mittelst  der  am  Schlüsse  der  vierten  Abtheilung  gezeigten 
Methode,  welche  sich  auf  den  Lambert'schen  Satz  über  die  Bewegung  in  Kegelschnitten 
gründet.  Werden  die  so  zu  erhaltenden  AVerthe  der  Verhältnisse  z\vischen  den  Dreiecks- 
flächen in  (5)  imd  (6)  eingesetzt,  so  bekommt  man  eine  weitere  Nähenmg  für  p  und 
p'",  eine  Näherung,  übei-  die  man  in  der  Praxis  selten  hinauszugehen  braucht.  Für  eine 
etwaio-e  dritte  und  jede  weitere  Hypothese  würden  alle  Operationen  der  zweiten  zu 
wiederholen  sein. 

Die  obigen  Formeln  können,  statt  avif  Längen  und  Breiten,  auch  auf  Bectascen- 
sionen  und  Declinationen  mit  der  ganz  geringfügigen  Moditication  angewandt  werden, 
dass  für  B,  B\  B",  B'"  die  Trojectionen  des  Radius  vector  der  Sonne  auf  den  Aequator, 


';  Genauer  ist  nacli  den  Entwickelungen  der  vierten  Abtheilung: 

t'"—  t'   (     k'.\(t"'  -tr  -  jt"  -  t'r]\ 

'■'    =  f^r^,    ■  Y  +  6?^  ( 

„  _  f  -  t     I    I  k'-W"  -tf  -  jt'  -  ty][ 

als  erste  Annäherung,  und  analoge  Werthe  für  c„  und  c„  zu  setzen. 
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fllr  0,  0',  0",  "  di«'  Kc'cUuic-eiKiioiiuu  der  Soiiu«  genetzt  wiirduti.  I)U'hü  Auwuod- 
l>arkfit  der  Formeln  int  nicht  ohne  Hodeulung  und  Nutron,  auMer  früher  aiif^efUhrten 
(iründen  schon  deithall)  nicht,  weil  hei  dem  zweiten  und  dritten  Urte  die  Declinatiou 
niinHglückt  Hein  darf,  ohne  das«  nie  unhraiichhar  werden.  Bekanntlich  werden  die  Üecli- 
nationen  häuli;;er  uiiriicher,  und  ex  wird,  wi-nii  man  in  Kolchem  Falle  Längen  und  Breiten 
einführt,  die  UnHichcrheit  cu  einem  Theile  auf  die  iJingen  mit  ühi-rtragen;  dieaem 
Uebelstande  wird  zuweilen  durch  Anwendung  der  liectascctiHionen  abzuhelfen  seiiu 


rüii  f  u  11(1  a eil  t  z igst  e    Vorlos  \in  i,'. 
Aiidcri'  Alt  (ItT  Eiitwickehini;  »ler  UriuKlf'ornu'ln. 

Um  die  Elimination  von  ^J'  oder  von  q'  uoch  einfacher  zu  bewirken,  mache  man  die 
A'/f-Kl»ene  des  Coordinatensystems  demjenigen  grössten  Kreise  enttsprechend ,  welcher 
durch  den  zweiten  geocentrischeu  Ort  und  den  Pol  der  Ekliptik  geht.  Die  Projectionen 
der  vier  Distanzen  ^,  J',  J'\  ^"'  auf  die  Y-^Vse  des  Systems  werden  dann  der 
Keihe  nach: 

^/    fcis  ß    sin  (k     —  i.') 

/i'  cosß'  sin  {i.'    —  i.')  oder  0 

z/"  cosß"  sin{X"  —  k') 

J"'cosß"'sin(k"'  —  k'). 

Dieses  sind  also  die  geocentrischeu  l'-(JoordLuaten;  zieht  man  von  ihnen  die  auf 
difselbf  Axe  bezogenen  Sonnencoordinaten : 

J!  cosli  sin(0  —  i.') 
m  oosS  »in(0'  —  A') 
K!'  cos  ff'  sin(0"  —  k') 
ircosB"'sin{0"'—  k'), 

in  ilvneii  J5,  I/,  li".  B'"  die  vier  Breiten  (beziehuugsweise  Deoliuationeu)  der  Sonne  vor- 
»lollen,  ab,  so  erhält  man  die  vier  heliocentrischen   F- Coordinaten  des  Planeten: 
1/    —  ./    CVS  ß    sin  (k     —   k')  —  Jt    cos  B    sin  (0     —   k') 
jf*   =  -  B:  cosS  sm(0'  —  A') 

y"  =  J"  cosß"  sin  {k"  —  k')  —  B"  cosB"  sin  (©"  —  k') 
V"—  J'" cos ß'" sin  {k'"    -  k')  —  B"' cos B" sin  Ig'"—  k'). 

Bezeichnen  wir  zu  besserer  l'ebersicht  die  doppelte  DreiecksÜäche  zwischen  den 
Radienvectoren  r  und  /  mit  [rr'],  die  zwischen  r  und  r"  mit  [rr''],  und  so  weiter  die 
übrigen,  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden : 

BfcosB'sin{k'  —  G ')  =  t^^tt  {q    sin{k    -    k')  +  B    cos B    sin{k'  —  0)| 


und 


[ 
+    |^,j  Ip"  stn(A"  —  A")  4-  7?"  ros  B"  sin{k'  —  0")) 

B' ros  H  fi»  {^k'  --©')  =  (pir,  \(f    «'»('^    ^  ^-'J  +   ''■    <^f^    «''•(^'  —  3)1 


+  rfeöi  {p"'««(^"'-  n   h  Ä"'fas/<"'>-,„(A'  _  o"')| 
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Q"shi{k"  —  A')  -1-  B"  cosB"  sin{l'  —  O") 

=  ^^  <p  ^'■"(^  -  ^')  +  ^  ^"^-^  «'■"(^'  -  o)> 

+  -^7^{P"'s»«(^"'-  ^')    +  Ii"'cosB"'sin(k'  -  0"')>, 

und  nach  Analogie,  wenn  die  XZ-Ebene  durch  den  di-itten  geocentrischen  Ort  gelegt  wLi-d: 
q'  s>n{X'  —  A")  +  B'cosB'sin{l"  —  Q') 
\r'  r"'l 

+  ^^<P"'*'»('l"'-  n  -  i?"'cosS"'sz«(;."  -  0'")} 

+  -[^<P"'*^'"(^"'-  ^")  +  M"'cosB'"sin{X"  -  Q'")} 

r/'  r"'  1 
B"cosB"sm{k"  —  O")  =  WpTTT  {?'  s''«(^'  —  O  +  ^'  ^"«-8'  ««('^"  —  ©')> 

+  >^^  {9"'s/«(A"'—  A")  +  B"'cosB'"sin{k"  —  ©'")}. 

Man  hat  hier  sechs  Gleichungen  zwischen  vier  Distanzen;  die  darin  vorkommenden 
^"erhältIlisse  der  Dreiecksflächen  könneu,  wenigstens  in  der  ersten  Hypothese,  als  gegehene 
Functionen  von  r''  und  r"^  betrachtet  werden.  Wu'd  statt  r'  und  r"  B'  und  B"  ein- 
gesetzt, so  muss  sehr  nahe  die  Erdbahn  als  Lösung,  d.  h.  p  =  p'  =  g"  =r  q'"  =  0 
erhalten  werden.  Hierin  liegt  der  Grund,  der  verbietet,  r*  und  r"  aus  den  obigen  sechs 
Grundgleichuugen  zu  elimiuiren,  und  auf  diese  Weise  vier  Gleichungen  zwischen  den 
vier  Unbekannten  g,  q',  q",  q'"  herzustellen.  Denn  in  solchen  Gleichungen  wüi-de,  da 
sie  vom  ersten  Grade  sind ,  jeder  Unterschied  zwischen  der  Lösung  für  die  Erde  und 
die  für  den  Planeten  hinwegfallen;  mit  anderen  Worten,  sie  wüi'deu  Grössen  der  ntillteu 
Ordnimg  vernachlässigen. 

Wollte  man  dagegen  aus  den  sechs  Gleichungen  q,  q',  q",  q"'  eliminiren,  um  zwei 
Gleichungen  r''  und  r"^  übrig  zu  behalten,  so  wüi'de  sich  eine  ähnliche  Unzulässigkeit 
zeigen;  man  würde  für  r*  und  r"  nui-  eine  einzige  reelle  Lösung  erhalten,  während  doch 
in  den  Gleichungen  auch  die  Lösung  r*  =  R,  r"  ^=  B"  mit  enthalten  sein  muss.  Also 
auch  hier  würden  Grössen  der  nullten  Ordnung  vernachlässigt  werden  ').  Der  in  voriger 
Vorlesung  angegebenen  Art  der  Auflösimg,  bei  welcher  die  Dreiecksflächenverhältnisse 
zuerst  mit  geschätzten  und  später  mit  den  aus  q  und  q'"  zu  bestimmenden  Werthen 
berechnet  werden,  kann  man  den  Vorwm-f  der  Vernachlässigung  von  Grössen  der  nullten 
Ordnung  nicht  mehi-  machen,  da  für-  die  Erde  und  für  deu  Planeten  eine  vei-schiedene 
Lösung  erhalten  ^^^rd. 

Xach  diesen  Betrachtungen  werden  wir  für  den  hier  betrachteten  Fall,  dass  die 
erste  und  vierte  Beobachtung  vollständig  sind ,  zur  Bestimmimg  von  z/  und  z/'"  oder 
p'  und  p'"  uns  der  beiden  Gleichungen: 


')  Es  ist,  wie  uns  schon  die  Grondformel  der  Olbers'sehen  Methode  lehrt,  keineswegs  immer 
immögUch,  gewisse  Bestimmungsstücke  in  der  Bahnbereehnung  als  AVurzeln  von  Gleichungen  sehr 
niedrigen  Grades ,  ja  sogar  ersten  Grades ,  auf  brauchbare  Weise  auszudrücken ;  aber  es  bleibt  diese 
Möglichkeit  doch  immer  auf  solche  Stücke  beschränkt,  welche  ihrer  Natui'  nach  für  die  Erde  onb«- 
stimmt  werden,  wie  eben  das  Olbers'sche  Verhältuiss: 

^  =  M. 


4!»7      — 

I  r*  r'"  1 
7f  cos  B"  #.».  (k'  —  O')  =  T-y/A   (p    •'"■"  (k    —  AO    +  7<    w»  B    MM  (A'   —  ©)> 

+  l^^sj  <<•'"«■«  (^"'    ^')  -!   vr«>sJ5r"'*,n(A'  -©'")> 

H"cosB"iin{l"  —  O")  =  !'^'J  {(»    si»(A    —  A")  -f  i<    cosB    sin{k"  —  ©)} 
4-  j^^{(f"'sin{l"'—  A")  -}-  7r'co8B"'sin(A"  —  O'")} 

liutlienen.     Diu  Gri>s8en  q'  iiikI  q"  können,  wenn  ninn  q  un<l  q'"  auf  die  oben  angugebt-nc 
Wj-im-  gffuiiileii  liiil,  iUt  zu  boriicksichligi'iuli'n  Aberration  wegen  aus  den  Gleichungen: 
p'  sin  (A'  —  A")  -|-  U'  cos  Vf  sin  (A"  —  0') 

=   [tT^J  <P    "'"(^    -  n  +  ^    cosB    s.-«(A"  -  ©)> 

+  177^ 'l   (p"'s'»(^"'-  n  +  li"cosirsin{}."  -  0"')> 
^.".s,•,^(r  -V)   \  li"cosB"8in{3i'  —  0") 

+  YT^  ;t."'«».(A"'—  A')   +  J{"cosB"'si„{l'  —  o"')> 

berechnet  wenlen.  Bei  der  Verbesserung  der  beiden  Zeiten  t'  und  i"  wegen  Aberration 
würden  nun  zwai'  nicht  p'  und  p",  sonderu  vielmehr  Q'sccß',  Q"sec  ß"  bekannt  sein 
müssen.  In  der  Wli'kliehkeit  wird  die  angenommene  Unkenntniss  genauer  Breitenwerthe, 
abgesehen  davon,  dass  sie  für  die  Breiten  fast  niemals  statthaben  wird,  der  Berück- 
sichtigung der  Aberration  und  anderer  kleiner  Correctionen ,  welche  von  der  Breite  al»- 
hSngen,  nicht  hinderlich  sein  können. 


S  0  c  h  s  u  n  fl  :i  (•  h  t  z  i  [j  s  t  0    V  o  r  1  e  s  u  n  ix. 

(iiiimirniint'ln    t'ili'  die   l*.<M'('<'liinin<;  der  Distiinzcii   aus  vier   ricdltacli- 
liiiii^tMi,  (ItM'cii  aussen'  iinvollsfäiiilii!^  sind. 

Die  Bestimmung  der  Distan/.en  aus  den  GruudgleiohunLren  fällt  etwas  beijuenier 
au»,  wenn  statt  der  äusseren  die  beiden  mittleren  üerter  als  vollständige  gebraucht 
werden,  da  in  diesem  Falle  p'  durch  r*,  p"  durch  r"  und  lauter  bekannte  Grössen  aus- 
gedrückt Werden  können.  Es  wird  sich  deshalb  bei  erstlieheu  Anwendungen  emiifehlen, 
bei  der  ersten  Hyjiothese  die  zweite  und  dritte  Beobachtung  vollständig  zu  gebrauchen, 
damit  ilie  iraten  Schritte  zur  Näherung  möglichst  bequem  ausfallen,  bei  den  weiteren 
II)lH>thesen  aber  die  Rechnung  auf  vollständige  Dai"stellung  der  äusseren  Oerter  zu 
fidiren. 

Kliminirt  man  zu  dem  Zwecke  aus  ilen  allgemeinen  Grundgleichungen  (1)  und  (2), 
der  84.  Vorlesung,  einmal  p,  indem  man  «lie  XZ-Kbene  durch  den  ersten  Ort  und  den 
l'ol  legt,  darauf  durch  analoges  Verfahren  p'",  so  wird  nach  der  Bezeichnung  der 
vorigen  Vorlesung: 

Kllnkrrlura.  'rhii..ivU«.bi>  Ailraoomii.  f.u 
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q'  sin{k'  —  A)     +  B'  cosB'  sm(A    —  ©') 


+ 


[rr'"] 
[rr'] 
[rr'"] 


•  RcosBsin{k  —  O) 

{Q"'sin{k"'  —  A)  +  B'"  cos  B'"  sin  {k    —  Q'")} 


if"sin{k"  —  A)     -f  B"cosB"sm{l    —  ©") 


+ 


['■"r"'] 
[rr"'] 
[r,-"] 


•  BcosBsm{>.  —  0) 

{Q"'sin{X"'  —  A)  +  B"'cosB"'sin{k    —  0"')> 


[»•  r'"] 
q'  siii{k'  —  k'")  +  B'  cosB'  sm{k"'—  ©') 

=  Kn  {?    sm(A  -  k'")  +  B    cosB    sm(A"'—  ©)) 
[r  r   \ 

+  ^,)^.B"'cosB"'slnik"'-Q"') 

^"sm{k"  —  k'")  +  B"  cosB"  siH{k:"—  ©") 

=  \f-^  {q    sinlk  —  k'")  +  B    cosB    shi{k"'—  ©)} 
[r  r  ] 

[rr"] 


+ 


[rr'"] 


B'"cosB"'shi{k'"  —  ©'"). 


Durch  Elimination  von  p'"  und  q  erhält  naan 
[rr"] 
[r  r"' 


i^^^  (o'  sin  (k'  —  A)     +  2J'  cos  £'  s/h  (A    —  ©')) 
[»■r  J 


[r  r'"] 


{q"  sin  (A"  —  A)     +  J?"  cos  B"  sin  (A    —  ©")} 


=  ^''''^^'':'l;7^'::'^^'''''^  B  COSB  sinik    -  ©) 
[rr  ]  [rr"] 

^^'^''}  (o'  sin  (A'   —  A'")  +  B'  cos  B'  sin  (A'"—  ©')} 
[r  r"  )    ^^  ^ 

_  [*•'  ^2']  {()"s/n  (A"  —  A'")  +  B"  cos  B"  sin  (A'"—  ©")} 

_  [)•/]  [r"r"']  —  [rr"]  [/ r" 
—  i^rr'"]  [rr'"] 

Wird  dann  ferner  gesetzt: 

[rr']     _   t'    -t       i  _^\  ] 

\rr"']  ~~  r  —  /  ■  \  "^  2>-'M 
[rr"]  _  <"  -^  /.  ,  _ell 
r  —  ?    ■  \    "^    2r"M 


0) 


■  ii"'cös£"'s/M(A"'— ©'")} 


(2) 


[rr'"] 

[r'r'"]  _  r"  -  /'    (      _e;^| 


i  +  M-\ 


(3) 


[,-,■'"]  r— <        l'     '     2r"3j 

so   bietet   sich   für   die   Berechniuig    von    q'    und   q"    aus   den    Gleichungen  (1)   und   (2) 
folgendes  Verfahren  dar.     Man  berechnet,  von  Schätzungswerthen  der  Grössen  r'  und  r" 

[rr']      [rr"] 


ausgehend,  nach  den  Gleichungen  (3)  die  vorläufigen  Werthe  von 
wobei  angenähert: 


[rr'"]'  [rr'"] 
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Qf'  =  v".  =  t*  C'  -  0  (<"'  -  f)  ')• 

l)ii'  (tlcicliiingi-ii  (1)  und  (2)  lii-fiTti  ilann  jjunäherU;  Werthc  von  p'  unil  p",  au» 
iliMion  wioilfriini  r*  und  r"  und  ^'i-nauiTi-  WitUii-  dor  DrciockKtlüchenvcrhiillnigiia  abzu- 
It'itcn  Hind.     I)ii>  wiudcrlioltu  Substitution    diTsi'lbi-n    in    (1)    und    (2)   wini  endlich  keim- 

iiu'rklii-lu'n    Ariiiltiunecii   inclir   in   ilcii   711   llniliMuliii   Zabliii   lirrln'iführen. 


Sii'l)eninitlii(lit  /igste    Vuilesuiig. 


Wcitoro  ^'('l■tMllt'!U•lllllli.'■  (It'r  l'n'diiiijunjysgloiclinnijoii  für  ,,'  inid  o". 

l)n.'  liniiiiin  tili-  voiigcn  N'orlcsung  können  in  dcnjeiiigon  bailfU  mit  Nutzen 
gebraucht  werden,  in  denen  das  mittlere  der  drei  Zeilintervalle,  /" — <',  Vtedeutend  gegen 
die  !Ui!*seren  au  tJ rosse  zurücksteht,  weil  dann  jene  Formeln  etwas  grössere  Convergenz 
versprechen,  als  die  folgenden,  im  Uebrigeu  be(|uemcrcn. 

Aus  den  (.Jrundgleicliungen  (1)  und  (2)  der  84.  Vorlesung  folgt  nämlich  auch,  wenn 
man  den  erstt'U  Läugenmeridiau,  von  welchem  alle  Längeu  gerechnet  werden  Bollen, 
durch  den  ei-sten  geocentrischen  Ort  legt: 

e'  s>tt{k'  —  A)  -f  l{'cosB'sin{k  —  ©') 
—  T^rar,  BcosBsin{X  —  ©) 


Kr'"! 


i.)  +  II"  cos  h"  sin  u  -    :•/'); 


(I) 


Wird    der   erete  Läugenmeridiau   durch    den  vieitcn  geoceuüüschen  Ort   gelegt,    so 
ergiebt  sich  die  der  vorigen  analoge  Gleichung: 

P"sih(A;'  —  k'")  +  11"  cos  B"  sin  {k'"  —  0") 


\r'  r"\ 

(rr"|  ^ 


+ 


(r-V"! 
L?r"'J 


{{/'  sin  (A'  —  A'")  +  Ji'  cos  B'  sin  {V"  —  0')} 


(2) 


Ks  sei: 


[rr'\  _  t'    —t 

\r/'\  -  t"  -i 

[r'r"]  _  <"  —t' 

[r*  /"]  ~  t'"  —  f 

[t'r"\  _  t"  —  t' 

'[rr"]  ~  <"  —  r 

[r"  r"']  _  r—  /" 

|r'r"'l  "  <"'  —  r 


{■  + 


2r'»/ 

2r">| 

Q"  \ 
2r"/ 

Q'"] 

2r"'/' 


')  Uder  b«iivr: 


«"  ==  '/.*•[{«"'  -  0*-(«"  -  ')•] 

Qz.  =  v.ifur  -  0'  -  ('"'  -  '")•] 


63' 
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wobei  in  der  ersten  Hyjiothese  gesetzt  werden  kann: 

Q     =  h^  (/'   —  0   0"  —  t') 
Q'    =  k^{i"  —  f)(i/"  --  t") 
Q"  =  h^(l'    -  t)   (t"   -  t') 
Q"'=  l^it"  -  i')(t"'  -  t"). 
(In  der  ersten  Hypothese  ist  demnach   Q  =   Q",   Q'  =   Q'".  ') 

Die   Gleichnngen   (1)   und    (2)   nehmen   nach   Einführung   von    §,    Q\   Q'\   Q'"    fol 
gende  Form  an: 

q'  sinQJ  —  ^)  +  Tt'  cosB'  sin{X  —  ©') 

=  ^'  Zf    I^cosBsiniX  —  O)  .  (l  +   ^) 

+  jr^zrr  ■  {Ji"<'osB"sm  (Ä  —  Q")  +  q"  sin  (A"  —  A))  (^1  -[-   -^^\ 
Q"sin{k"  —  A'")  +  B"'cosB"'sm{l"'  —  ©") 

=  7^^  B"'cosB"'sm(X"'  -  ©'")  .  (l  +  -^^ 


(3) 


+  ^, :r  ■  {R' cos  B' sin  (A"'  —  ©')  -\-  g' sin  (A'  —  A'"))  fl  + 


2r"3 


(4) 


/"'  —  /' 

Diese  Gleichungen  (3)  und  (4)  haben  vor  den  Gleichungen  (1)  uud  (2)  den  grossen 
Voi'zug,  dass  darin  r  und  r"  nicht  gleichzeitig  auftreten,  und  dass  man  sie  daher 
durch  reine  Hypothesen  über  q'  auflösen  kann.  Denn  zu  jedem  Werthe  von  g'  bestimmt 
sich  >•'  nacli  der  Formel: 

r'2  =  iJ'ä  -f   g'-^secß'^  +   2  B'  g'  sec  ß'  cos  %' ; 

die  Gleichung  (3)  liefert  also  einen  bestimmten  Werth  von  g",  diu'ch  welchen  dann  auch 
die  Gleichung  (4)  befriedigt  werden  muss. 

Mit  Vortheil  kann  man  hier,  ähnlich  wie  bei  der  Gauss'scheu  Form  der  Olbers'- 
schen  Methode  für  Kometen ,    g'  und  g"  durch  zwei  andere  Grössen  ersetzen.     Es  wii'd : 
r'2  =  (p'  secß'   +  B'  cosx'Y   +  B'^  sinx'- 
r"ä  =  (g"secß"  -f  B"cosx"y  +  R"''sinx"^- 
Setzt  mau  daher : 

g'  sec  ß'  -\-  B'  cosx'  =  «' 
g"  secß"  +  B"cosx"  =  m" 
B'  sinx'  =   C 
B"  sin  x"  =   C", 
so  gehen  (3)  und  (4)  über  in: 

©')  —  B' cosx' cos ß' sin  (k' 


u'  cosß'  sm(A'  —  A)  -j-  B'  cosB'  sin  {k 

t"  t! 

—  -77 —  •  BcosBsin{l  —  ©) 


>■) 


+ 


H'  —t 
+  u"  cosß"  sin  {X" 


{B"  cos  B"  sin  (A  - 
^)>  (l  + 


•^1  + 
©")- 


rv 


2  (m'2  +  G'^Y' 

B"  cos  x!'  cos  ß"  sin  (A" 


^) 


2  (m'2  +  c'^y/'j 


(5) 


')  Genauer  ist  auch  hier: 


Q  =  Va^'U«"  -  ty  -  («'  -  0"] 
Q>"  =  v^Jc'iit'"  -  fr  -  (<"'  -  f'n 
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u"  CVS  ß"  iin  [k"  -    k'")   F  It"  coi  jr  s.M  (A'"  —  0")    -  jr  cos  z"  cus  ft"  sin  (A"  -    X'") 


(«) 


Aclit  iiiidacli  tzigöte    Vorlesung. 
Fortsofzmii:-  dtr  Kiit\\itkfliiiii:cii  dfi'  !17.  \  nrlc^iiiiir. 

Die  Glieder  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  haben  eine  sehr  einfache  geometrische 
Hedcutung,  deren  Erkenntniss  uns  erlauben  wird,  dieselben  noch  mehr  zuBammenzuzichen 
und  in  möglichst  reducirter  Form  zu  schreiben. 

Sehr  leicht  erkennt  man,  dass  u'  nichts  Anderes  ist  als  die  rechtwinklige  Pro- 
jection  des  Radius  vcctors  der  zweiten  Beobachtung  auf  die  Richtung  der  Verbindungs- 
linie zwischen  I'lanet  und  Erde,  oder  das  Stück  dieser  Linie,  welches  zwischen  dem 
Planeten  und  dem  Fusspunkte  eines  von  der  Sonne  gefällten  Perpendikels  liegt.  Die 
Grösse: 

cos  ß'  sin  (A'  —  A) 

ist  der  Cosinus  des  Winkels,  welchen  die  Verbindungslinie  Erde -Planet   in    der  zweiten 
Beobachtung  mit  einer  Richtung   macht,   deren  Länge  (Rectascension)   gleich  DO'  -|-  A, 
und  deren  Breite  (Üecliuation)  gleich  Null  ist.     Die  Grösse: 
(«'  —  Jf  cosx')  cosß'  sin(i.'  —  A) 
ist   demnach   die  Projcction   der  Distanz  ^'   auf    die   genannte  Richtung;   ebenso   zeigt 
sich,  dass: 

1^  cos  ff  sin{Q  —  A) 

die  Projectioii  von  JJ*  auf  dieselbe  Richtung  ist.  Die  erste  oder  linke  Seite  der  (ilei- 
chung  (5)  ist  offenbar  nichts  Anderes,  als  die  Projection  des  Radius  vectors  des  Planeten 
auf  eine  X-.Vxe,  welche  auf  den  Punkt  der  Sphäre  von  der  Länge  (Rectascension) 
iHy  +  A,  und  der  Breite  (Declinalion)  U"  zielt  Werden  überhaupt  alle  x- Coordinaten 
des  Planeten  auf  diese  Axe  bezogen  und  mit  z;,  xi,  x'i,  x'i'  bezeichnet,  ebenso  die  Sonneii- 
coordiuateu  in  Beziehung  auf  die  genannte  Axe  mit  Xi,  Xi,  Xi\  X'i\  so  lässt  sich  die 
Gleichung  (ö)  schreiben: 

'-  =  {P^ -  +  r^ '-}  +  V.  f^ «'-^  +  '^Z',  «'I)(W7t;  » 

wobei  für  die  Rechnung  die  xi,  x'i,  x'i  durch  die  Relationen: 
xi  =  —  Xi 

«1  =  (tt*  —  /f  cos  x')  cos  ß'  sin  (A'  —  Aj  —  X'i 

x'i.  =  (h"  —  R"  cos  i")  cos  ß"  sin  (A"  —  A)  —  X'i 

i;ugelnti   «erden.     Die  Grössen   der  Gleichung  (6)  siud  die  x-Ooordinaten  des  Planeten, 

besogen  auf  eine  andere  Axe,  deren  Richtung  der  Länge  (Rectascension)  90"  -f-  A"'  und 


—    502     — 

der  Breite  (Decliuatiou)  0°  entspricht.     Nach  Analogie  mit  dem  Vorhergeheudeu  können 
wir  schreiben: 

t'"  —  t" 


+ 


t"    ,  \ 


r  —  t' 

f,  (/x",'.  +  "P^^r  V'"-«;'']  {C"2  +  »"=}-■•'' (2) 

wobei  die  Relationen: 

xx"'  =  (m'  —  H'  cosx')  cos  ß'  siH(k'  —  A'")  —  x'),» 
x'x'"  ^=  (u"  —  B"  cos  %")  cos  ß"  sin  (A"  —  A'")  —  x'x"> 
xv  =  —  Xl<n 
zuzuziehen  sind. 

Die  Form  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  ist  recht  übersichtlich,  da  die  darin  vor- 
kommenden Grössen  beinahe  unmittelbar  durch  die  Data  des  Materials  ausgedrückt 
Averden,  daher  die  Vorbereitungsrechnungen  sich  auf  ein  Minimtim  reduciren. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  jene  Gleichungen  auf  möglichst  kurze  Weise  ohne 
Rücksicht  auf  andere  Beziehungen  abzuleiten,  so  kann  das  durch  folgende  Bemerkuugeu 
geschehen. 

Jede  heliocentrische  Coordiuate  lässt  sich  ausdrücken  als  die  Difierenz:  geocentrische 
Coordinate  weniger  Sonnencoordinate.  Soll  nun  aus  der  allgemeineren  Fundamental- 
gleichung : 

die  Distanz  z/  der  ersten  Beobachtung  durch  eine  bestimmte  Wahl  des  Coordiuaten- 
systems  eliminirt  werden,  so  genügt  es,  für  die  X-Axe  eine  Richtung  zu  suchen,  von 
der  man  trotz  der  UnVollständigkeit  der  ersten  Beobachtung  sagen  kann,  dass  sie  mit 
der  Richtung  von  z/  einen  Winkel  von  90"  bildet,  damit  die  geocentrische  Coordinate 
verschwinde.  Solche  Richtung  hat  aber  offenbar  der  Pol  des  dm-ch  den  ersten  geocen- 
trischen  Ort  gelegten  Längen-  (beziehungsweise  Rectasceusions -)  Meridians.  Dieselbe 
Betrachtung  wiederholt  sich  für  die  Gleichung: 

_  [r"  r'"]  {r'  r"J 

*     -[r'/"]^    +   [,•'/"]''    ' 
hier  muss  die  i-Axe  so  gewählt  werden,   dass    sie   von   dem   unvollständigen  Orte  der 
vierten  Beobachtung  90"  absteht  und  die  geocentrische  Coordinate  mit  z/'"  oder  q"'  ver- 
schwindet. 

Leicht  kann  maii  nach  derselben  Betrachtungsweise  auch  denjenigen  Gleichungen, 
welche  dazu  dienen,  um  aus  q'  und  p"  die  Grössen  q  und  p'"  zu  finden,  die  einfachste 
Gestalt  geben.  Man  braucht  zu  dem  Zweck  nur  aus  der  allgemeinen  Gleichung  zwischen 
X,  x'  und  x"  einmal  die  Distanz  /l"  zu  eliminii'en,  was  einfach  dadurch  erreicht  wird, 
dass  eine  von  z/"  um  90"  abstehende  X-Axe  gewählt  wird;  das  andere  Mal  bringt  man 
in  der  Gleichung  zwischen  x\  x",  x'"  nach  derselben  Methode  den  Coefficienten  von  z/' 
zum  Verschwinden.  Auf  solche  Weise  wud  man  zwei  Gleichungen,  die  eine  zwischen 
z/  und  z/",  die  andere  zwischen  z/'  imd  z/"'  bekommen,  in  welchen  nun  auch  die  Ver- 
hältnisse zwischen  den  Dreiecksflächen  nicht  mehr  ganz  unbekannt  sind. 

Die  Coefficienten,  welche  in  allen  diesen  Gleichungen  vorkommen,  Cosinus  des 
Abstaudes  zweier  gegebenen  Punkte  der  Sphäre  von  einander,  berechnen  sich  nach  der 
bekannten  Cosinusformel  der  sphärischen  Trigonometrie  auf  so  einfache  Art,  dass  ihi-e 
besondere  Ausführung  hier  nicht  nöthig  scheint. 


—     &UH      — 


Neu  iMiiHlnrlit  zij;Ht(*    V<irlo«\in^'. 

Mtiililiciiliiiii  in  ijci-  l'iildiiii;^:  dw  fislni  llvpotlicse  zur  Kr/ifliiii>r 
»•int  r  iritissercii  (icn)iiii<^kt'it  hei  dersclboii. 

I>ii'  ciiifiiche  Form  der  auf/.iil<'>s(.-iiiloii  Ulüichungeu  erlaubt  cR,  die  crate  lIy|iotheBe 
noch  um  i'iu  KHu'Viliohes  yrnauer  zu  hilden,  als  wir  bis  dahin  gollian  hala-n.  Wir 
fanden  nach  den  Ueihononlwickülungen  der  Abtheilung  IV ,  für  die  VerhältniKse  der 
Dreii-ckoflächcn,  wenn  zur  Abküraung: 

Jt  {('  —  0  =  ^',     it  (<"  —  0   =  ^,     k  {t"    -  0    =-  d, 
k  (<"  —  0  —  »",    *  C"  —  0  =  9'.,    k  if  —  t")  ^  »,, 

gesetzt  wird  (woViei  d  ^  fr!'). 


ebenso : 


[r-  r"J  _    » 
[r  r'J    -  9' 

(            fr*!  —  fr«          fr"  (fr"J  -f.  »r'  —  fr») 
i     "^         6r'>          '                     4r'« 

kdt    • 

[r  r-l    _  »" 
V  r"j    -  fr' 

(           ft'»  —  fr"«         fr  (fr«  4-  fr  fr"  —  fr"«) 
[     "^        6r''                             4  r*« 

kdt  ^ 

[r"  r"']         fr, 
Ir-  r"'J  -  fr; 

f          fr;»  —  fr?         fr"  (fr"«  +  fr,fr;'  —  fr,«) 
[     +        ür">        '                    4f"« 

kdt  ^ 

[r'r"J  _  fr." 
[r-  r"'J  -  fr; 

(          frl«  —  fr','«         fr,  (fr«   -f  fr,  fr'/  —  fr,«) 
[      *"        fir"^                              4r"* 

kdt  ^ 

Nun  ist  offenbar 
lo: 

sehr  nahe: 

Jr'          r"  —  r*                 r'  —  r" 
kdt              fr         ~              fr!'       ' 

dr"         r"  ~  /                 t'  —  r" 
kdt               fr"        "■                fr 

Bei  Einführung  dieser  Werthc  in  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  der  88.  Vorlesung 
würden  wiederholt  die  Unbekannten  r'  imd  r"  gleichzeitig  auftreten;  man  braucht  aber 
die  Glieder  mit  r"  —  r*  erst  dann  bei  der  Rechnung  heranzuziehen,  wenn  man  der 
I/oflung  mit  Herücksichligung  der  vorhergehenden  Glieder  schon  ganz  nahe  gekommen 
ist,  und  kann  jene  Glieder  dann  als  eine  bekannte  Grösse  behandeln. 

Mit  nicht  allzu  viel  Complication  kann  man  sogar  in  der  Genauigkeit  noch  einen 
Schritt  weiter  gehen.     Unter  Anwendung  des  Taylor'schen  Satzes  hat  man: 


dt 

•c-o  +  SV. 

■('  -0>  + 

dt 

'■''-o-l^. 

•  C'  -  (■)■  + 

....  d*  r' 

Klinunirt    man    aus    diesen    beiden    Gleichungen    die    Grösse  ,    so    liUst    sich 

<ir'    ,       ,  ,         ,     „ 

■j-  duroll  r,  r   uuii  r    ausdrücken;  es  wird  nämlich: 

dt 
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d/_  _  {tf  —  0^  (»•"  —  r')  +  {t"  —  ify  (r'  —  r) 

dt  ~~  (f  —  t)  {f  —  t)  (f  —  t') 

oder: 

dr'  _  ^"2  (r"  —  r')  +  »^  (r'  —  r) 

Durch  Analogie  erhält  man: 

dr"  _  jt"  —  ty  {/"  —  r")  +  (t'"  —  ^0^  (r"  —  >■') 
dt    ~  (t"  —  t')  {t'"  —  f)  {('"  —  t") 

oder: 

dr"   _  »r^  (r'"  —  »■")  +  ^;  {r"  —  r') 

jcdt  ~  »,»:»: 

Diese  Ausdrücke  werden,  nach  Substitution  in  deu  Reihenentwictelungen,  drei 
Unbekannte  gleiclizeitig  aufti-eteu  lassen,  nämlich  in  der  Gleichung  (1)  der  88,  Vorlesimg 
die  Grössen  r,  »■',  r",  in  (2)  die  Grössen  >•',  r'',  r'".  Da  nun  aber  nach  dem  mehi-fach 
beschriebenen  Verfahi-en  r  imd  r'"  leicht  aus  /  und  r"  berechnet  werden  können,  so 
wh'd  auch  diese  viel  genauere  Lösung  nicht  sehi-  umständlich,  wenn  mau  sich  um-  bei 
den  ersten  Versuchen  auf  die  Glieder  niederer  Ordnung  beschränkt. 

Man  kann  alles  eben  Gesagte  endlich  noch  in  der  Ausdehnung  zur  Anwendung 
bringen,  dass  man  in  den  Finalgleichuugeu  die  vier  Unbekannten  r,  r',  r",  r'"  aTiftreten 
lässt,  wobei  es  dann  möglich  wu'd,  in  der  ersten  Hypothese  die  Näheruug  bis  zu  deu 
Gliedern  achter  Ordnimg  inclusive  zu  treiben. 


Neunzigste   Vorlesung. 

Die  Grauss'sche  Form  der  Berecliniing  der  Bahn  aus  vier 
Beobachtungen. 

Um  den  Leser  endlich  noch  mit  derjenigen  Form  bekannt  zu  machen,  welche 
Gauss  in  der  Tbeoria  motus  c.  c.  seiner  Methode  der  Bahnberechnuug  aus  vier  Beob- 
achtungen, von  denen  die  mittleren  vollständig  sind,  gegeben  hat,  machen  wir  von  der 
Darstellungsweise  Gebrauch,  welche  Bruhns  in  seiner  Abhandlung:  „T^^  planetis 
minoribus  inter  Martem  et  Jovem  circa  Solem  versantibus"  gewählt  hat, 
wobei  wir  zugleich  die  dortige  Bezeichnungsweise  beibehalten  wollen. 
Es  seien: 

die  Beobachtungszeiten, 
die  geocentrischen  Längen, 
die  geocenti-ischeu  Breiten  zur  Zeit  ('  und  t", 
die  Längen  der  Erde, 
die  Radienvectoren  der  Erde, 
r,     r',     r",     >■'"  die  Abstände  des  Planeten, 

p,     p',     p",     q'"   die  curtirten  Distanzen  des  Planeten   von  der  Erde, 
V,    v',     v",     v'"   die  wahren  Anomalien  des  Planeten, 
E,  E',   E",  E'"   die  excentrischen  Anomalien, 
M,  M',  M",  M'"   die  mittleren  Anomalien; 


t, 

i', 

f 

ß', 

ß" 

L, 

L', 

£", 

L' 

n, 

H', 

7?", 

R 
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ferner  «ei  eur  Abkürxung  wieder: 


r   r' 

S1W  (u"   — 

f)  = 

|r  r"| 

r'  r" 
*>  r"' 

«M    (U"     — 

sin  (i'"'  — 

v')  — 

r"  r"' 

Wn  (r"' 

v"}    - 

['"n 

=  w 

[r"r"'J 

=  «' 

[rt"] 

=  .." 

[r'r"] 

—  n'". 

[/  r"'] 
Bekanntlich  ist  nnn: 

[r'  r"j  X    —  [r  r"J  x"    +   [r  r"]  x"    =  0 
[r'  r"\  y    -  [r  r"J  y-    +  [r  r'j  y"    =  0 
fr'V'Jx'  -  [r'r"']  x"  +   [t* t^']  x"'  =  0 
KV'J  y'  -  [r'r"']  y"  +   [^ r'']  V"  =  0, 
wenn   w;it<ler   x,  «,  x',  y*   u.  s.  w.  «lie   beliocentrischon   Coordinaten    des    Planeten    vor- 
8t^-llcu.     Für  letztere  hat  man  aber  auch  die  Relationen: 
X     =  g    cosa     +  R    cosL 
y     ■=  Q    sina     -\-  R    sin  L 
xf    —  q'  cosu!    +  B"  cosL' 
+   ja   sinlJ 


(1) 


y     =  Q    stnoL 

e'    —  (.'  tgß' 

x"  ^^  q"  cosu"    -J-   B"  cosL" 

y"   —  e"  si««"    +   if"  siHi" 

a:"'  =  p"'«)sa"'  -i-  R"  cos  IJ" 
y"'  =  q'" sina!"  -\-  Jf'sinL'" 

dentnacb,  wenn  man  hierauf  in  den  obigen  Grundgleichungen  KQcksicbt  nimmt: 
.1  (p  cosa  +   Ji  cosL)  —  ig'  cos  tt'  +  Jf  cosL')  +  «"  (p"  «s«"  +  B"  cosL")  =  0 
n  (p  sina  -(-   /f  stwJ,)  —  (p'  sina'  +  i?*  sin  L')  -f  ii"  (p"  st»«"  +  R"  sinL")  =  0 
«'(p'fos«'  J-   RfcosL')—  (p"  cos a"-|-  R"cosL")  +  w'"  (p'"  cos «'"  +  R"'cosL"')=  0 
w'(p'si"ria'+   R'sinL')—  (Q"sina"+  R"sinL")-{-  n'"  (p'"  sin  a'"  +  i?"' s/«  I-'")  =  0. 

Wird  die  erste  Gleichung  mit  sina  multiplicirt,  die  zweite  mit  — cosa  und  addirt, 
werden  ferner  die  dritte  und  vierte  nach  Multiplication  mit  beziehungsweise  sin«'"  und 
cos  a'"  addirt,  80  erhält  man : 

n  J?  s»ri  {a  —  L)  —  |p'  sin  (a  —  a')     +  R  sin  (a  —  L')\ 

+   «"   |p"si«(,a    —  «")+    R"sin  («  —  L")\   =^  0 

«'  (p'st«(a"'  —  a')  +  R"  si«(«"'  —  /.')) 

|p"sin  (a'"  — a")  +  R"  sin  {u"' —  L")\  +  n'"  R"'  sin  {a"' —  L'")  —  0 

Ea  sei  ferner: 


(2) 


i"  =  ^„        y  = 


^  =  ("  +  "" 


I )  r". 


<?" 


r..'  + 


\\r"\ 


Th«orrU«cbc  Aitroootul«. 
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so  dass: 


1   +  P' 


n  +   n" 


1    +  7-3  =  '»  +  «" 

L  —  1  +  -P' 

"" "  1  +  i- 


1   +  -P" 


Diese  Aiisdrücke  für  w,  w',  »",  «'"  siucl  in  (2)  zu  substituii-en ;  man  erhält  dadurch : 

1    4-  P'  ^ 

P'  R  sin  («  —  L) Ty-  {R'  sm(a  —  L')  -{-  q'  sin{a  —  «')) 

-j-   B"  s/ri  («  —  L")  -}-  p"  sin{u  —  «")  ^  0 
1  +  F' 


P"  Jt'"  sin  {a'"  —  L'") 


^  [II"  sin  {a'" — L")  -{-  q"  sin  («'"  —  «")) 


(3) 


+   R'  sin  («'"  —  77)  -f  P'  «"'  ("'"  —  «')  ^^  0 
Die  vier  Unbekannten   q',  >•',  p"  und  r"  werden  auf  zwei   reducirt,    weun  man  die 
Gleichungen : 


cos  ß 
9 


:j-  =  ~   R'  COS  d'  +  1^ 


R'i  sind'' 


i-^) 


—  R"cosd"j:^  yV''' —  R"''sinÖ"''\ 


heranzieht,  worin  b'  und  b"  die  durch  die  Formeln: 

cos  b'    ==  cos  ß'   cos  («'  —  L') 
cosb"  =  cos  ß"  cos  (oc"  — •  L") 

zu  bestimmenden  äusseren  Winkel  an  der  Erde  in  der  zweiten  und  diitten  Beobachtung 
vorstellen. 

Führt  man  noch  die  Winkel  am  Planeten  ein,  /  und  z",  und  setzt  zur  Abkürzung: 


Vr'^  —  J?'2  smd'i   =  a;' 


so  wird: 


cotge   =  -=-. — : — j7- 
*  R  sin  b' 

R'  sin  d' 


,         R'  sin  (b'  —  g') 

Q     ^=   T ; COSß 

Sin  z 
Die  Gleichungen  (3)  gehen  über  m: 


y,-"2  _  R"isinb"-'  =  x'\ 

„         R"  sinb" 

^     =  — ■    ji 
smz 

R"  sin(b"  —  z")        „„ 

Q      —    7 ;; -'  cos  ß  . 

Sin  z 


I  +  P" 
jj  {R' sin  (a  —  L')  -\-  cos  ß'  slii  {a  —  «')  x'  —  cos ß'  siii  (a  —  «')  R'  cosb'] 

1   +   % 
=  PR  sin  (ce  —  i)  4-  R"  sin  («  —  X")  -f  cos  ß"  sin  («  —  a")  x"  —  cos ß"  sin  (a  —  «") R" cosb' 

1  4-  P" 

-77  {R''sin{ci"'  —  L")  -\-  cos ß"  sin  {a'" — ci.")x"  —  cos ß" sin  (u"'  —  a")R"  cosb"]' 

1  +  — 

1^     ,-"3 

■=P"R"'  sin(a"' — -L"')  +  R'  sin(a"' — L')  -\- cosß'  sin(u'" — u')  x'  —  cos ß' sin  (ct.'" — a'^R' cosb') 


(5) 
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SuUt  nukn  noch : 

eos/i'  iin(ti  —  «^  =  j4;  cosß^'  sr«(a  —  «")  =  i; 
eo$  ß"  sin  (a'"  —  o")  ^  C;  aw  /J'  st'n  («"'  —  vT)  ^=  h 
g  tw  («  —  LQ 


—  K  eotV  =\>' 


^ •''  —  BTcoty  •=  IT 


D 

Jf'  sin  (u 

B 

L") 

K  coli' 
If'cosd 

—  x" 

K  sin  (a 
B 

L) 

= 

i 

L'") 

= 

l'" 

A 
B 

= 

u' 

C 
D 

= 

u" 

»0  erhalten  wir:        , 

r\  ij 

1J\ 

•"-"•    -  ^y +  '^    ^x"  +  x' ■  +  ;. 


ckler,  wenn  zu  grösserer  Bequemlichkeit: 

—  yi-  -  W  =  e  -  xf-  X'"  P"'  =  c" 

^'  (1  +   PO  =  «f  fi"  (1  +  P")  --  d" 

cjescUi  wird :                       „           ,  (f  (x*  +  b') 


x'    =  c' 


x-    =  c^  + 


<^'(x"  +  b") 


1  + 


^' 


K*  Mi:  (x"« +  Ä"» sin «"')•• 

it  (<'  —  0  =  «^ '  <■■  C'  —  t)  =  if  k{tr  ~  (') 

it  (f    -  t")  =  z"'  k  (r  —  I')  =  r*,,, 

uird  nach  den  Entwickelungen  der  Abtheilang  IV': 

"  =  T  r  +   *  — p5 —  +  V. ^1 j^i 

■'  _  **  (,  4.  ..    '  C«*  +  O        ,/    » (**  +  '^'  -  ^'^>   '''' 


'  ^"   fi   j.  ,/     'f''«   +  ^'>     •     ,      T(r'   -f    TT"'    -  t-"»)  rfr" 

,      T*"  (t'.  -^     •  r^^ft"'»  +  T"'r  -  T»)  <lr" 


"■■■=?;i'  +  '. 


r"» 


r"« 


lk<f< 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 
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Unter  Veniachlässigung  vou  Gliedern  höherer  Ordnung  setzt  Gauss   in  der  ersten 
Annäherung : 


P»  —  _1L  —  _ 

~~   ,i"  ~    z" 

(n  -{-  n"  —   1)  r'5  =  1/2  rr" 


p"  ^  "      __     - 

n'  t"' 

?"  =  («'  +  n"  —  1)  r"3  =   i/j  r  t" 


Einundneunzigste  Vorlesung. 
Fortsetzung  der  Entwickelimgen  der  yorhergehenden  Vorlesung. 

Bruhns  macht  hier  den  Vorschlag,  die  erste  Hypothese  auf  etwas  andere  Alt  als 
die  eben  angegebene  zu  bilden,  um  durchschnittlich,  besonders  aber  bei  sehi-  ungleichen 
Zeitinter\'allen,  eine  grössere  Genauigkeit  zu  eiTeichen.  Es  verdient  diese  Modification 
um  so  mehr  Beachtimg,  als  gerade  bei  der  Berechnung  einer  Bahn  aus  vier  Oertera 
bei  dem  Aussuchen  des  Materials  eine  ziemlich  grosse  Ungleichheit  der  Zwischenzeiten 
gar  nicht  zu  veimeiden  ist,  wenn  man  nicht  das  viel  grössere  Uebel  haben  will,  dass 
zwei  von  den  vier  geocentrischen  Längen  einander  sehr  nahe  gleich  werden. 

Die  Gleichungen  (2)  der  90.  Vorlesung  werden  unter  Zuziehung  von  (4)  und  (6) 
sich  schreiben  lassen: 

«A       —  n' /    —  fi'h'     -\-  n"  x"  +  n"  x"  =  0 
n"'  k'"  —  n"  x"  —  n"  h"  ■{-  n'  x     -\-  n'  x'    =  0. 

Werden    darin   für  n,   n',  n"    und  n'"    noch    diejenigen    Glieder    der    Entwickelung 

berücksichtigt,  welche  —^  und  -77-  enthalten,  dividirt  man  ferner  die  erste  der  vorstehen- 
den Gleichungen  mit  —7-,   die  zweite  mit  -7-  imd  setzt: 


F  = 


z" 


so  wird  man  haben; 


P"  = 


r"'  ' 


f.'  (1  +  PO  (^  +  «'')  =  (^"  +  "-"  +  '■  P) 


fi"(l  +  P"){x"  +  b")  =  (x'  +  x'  -L  A"'P"')-  h  + 


V,[z{t^   +  r")]  +  " 

r'  (r"—  r)i>'A'. 
'  Fl  +  x"  +  x"| 

r's 

1 

■a^(^o+o]+-e^^:7;?^^:i 


r"i 


Sollen    nun    diese    Gleichungen    auf   dieselbe   Foi-m,    -n-ie   in  (8)   der  90.  Vorlesuno- 
zurückgebracht  werden,  so  braucht  man  nur  zu  setzen: 

(r"  —  t)  P'X 


--2   +  P" 


Fk  +  x"  +  x" 
r  t'  (1  —  P')  k 


/2  +  F\ 

C,"   1/   T   Cr'     4-   7-'"^   4-    1/     ^°  ^^"  ^^  ^'  ^ '" 

'V      P"      )^    "  x'  —  (/' 


(1) 


(2) 


Ö09     — 

In  tiifgin  AiiH«lriu-kfii  koiiiineii  auch  diu  uabckniintoii  (Iniimen  z'  und  x"  vor,  für 
welche  dio  iiu«  den  Versuchen  Helb«t  hervorgehenden  Näherungen  eingcaeUt  werden. 
Bei  der  AufloMing  der  Gleichungen  (8)  der  90.  VorlcBUug  gehl  man  von  derjenigen 
AnnÄhirung  au«,  welche  sich  ergiebt,  wenn  (^  =  Qf'  z=  0  gesetzt  wird,  d.  h.  von  den 
\V  urlheu: 

.  _  c"  -H  d"  (b"  +  (f)  Jr  df  d"  V 

1  —  dm' 

x"=  <f  ■\-  ^  JV  ■\-  <n  +  d'  d"  b" 
1  —  d'd" 

I>ie  Verbesserungen  aber  kann  man  auf  folgende  Art  erhalten.  .Mit  einem  ge- 
näherten Weithe  von  x',  welchen  wir  durch  |'  bezeichnen  wollen,  bestimmt  man  aus  der 
ersteren  der  Gleichungen  («)  den  Näherungswcrth  |",  nud  darauf  mit  diesem  IcUleren 
aus  der  iwciten  jener  Gleichungen  den  AVcrth  von  x',  welchen  wir  X'  nennen  wollen. 
Es  sei  nun  der  Versuchs werth  von  x'  überhauj)!  gleich  |'  +  z/|',  der  nach  der  ersten 
der  Gleichungen  (8)  daz-u  gehörende  Werth  von  x"  gleich  J"  +  ^|"  und  der  darauf 
aus  der  zweiten  Gleichung  folgende  Wertli  von  x'  gleich  X*  -f  ^ X',  so  wird  mau  sehr 
angenalitrl  die  rioiiortiou  haben: 

^1':  ^A'  =  r'  —  I'  :ar'—  X' 

(x'  —  X')^i'  =  JX'  {xf  ~  I'). 

^  X'Jj-  -^'JX-  ^  (|'-A-').Jr 

z/i'  — z/x'        *  "•"  jx'  —  ^i'' 

Für  x"  erhält  man  auf  demselben  Wege: 

"^  —  ^  "^  jx  —  ^r ' 

.\u8  /  und  x"  findet  man  r',  r",  p',  p"  mit  Hülfe  der  oben  angegebenen  Rela- 
tionen, und  dann  femer  auf  bekannte  Weise  die  helioccntrischen  Coordinaten. 

Um  die  helioccntrischen  Bogen  zwischen  den  äusseren  Oertem,  also  v'"  —  v  auf 
bequeme  Art  zu  finden,  bemerke  man,  dass: 


o<ler: 
also  auch: 


also : 


desgleichen : 


r  r'  sin  (v'  —  v)  =^  —  /  r"  sin  (v"  —  v")  u.  s.  w_ 

rsin(y'  —  f )  =  —  r"stM(v"  —  w') (3) 

r    sin  (v'  —  V    4-  v"  —  v')  =  —  /  sin(v"  -     v') (4) 

/"  sin  {v"' —  v")                        ^JLr'sin{v"    ^  u') (5) 

r'"  »in  (y'"  —  v"  +  v"  —  v')  =  -^  r"  sin  (y"        v'} (fi) 

Werden  (3)  und  (4)  sowie  auch  nachher  (5)  und  (♦>)  einmal  addirt,  da-s  andere  Mal 
von  einander  subtrahirt,  so  erhält  man  die  Gleichungen : 
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r    sin  \{v'  —  u)    -f  1/2  (^"  —  ^')}   =  " -~-  «'"^'a  ("""  ~  "') 

r    cos  ((v'  —  u)    +  i'j  (v"  —  u')l  =  ;^^ «^"«Vj  (v"  —  1^') 

r"'sm  \{y"'—  v")  Ar  V2  (u"  —  v')}  =         "|^„/''  ^    sm  V2  (w"  —  f') 
r'"cos  {(t;'"--  w")  +  V2  {v"  —  v')\   =        ~'  !'  *"    fos  V2  (^'"  —  J^')- 


Z  w  e  i  11  lul  n  e  u  11  z  i  g  s  t  e   Vorlesung. 
Zusammeiistelliuig  der  Formeln  iintl  ßeclmimgsbeispiel. 

Biuhns  wählt  in  der  genannten  Schiift  folgende  Beobachtungen  des  Planeten 
BoUona,  Tim  daran  den  Gang  der  numerischen  Rechnung  zu  zeigen: 

f,  /',  t",  t'" 1854  März  4,5         März  17,5  März  47,5  März  86,5 

«,  «',  «",  «'" 177»  50'  48",8      174»  53'  27",7      169»  32'  23",9      170»  55'  44",6 

(/3),  ß\  ß",  iß'")  .  .  .  .  (+7"  13'  56",ll)    +  8«    6'  39",2     +  9»    1'  30",3   (+  8»  39'  19",4) 

L,  L',  L",  L'" 164»     5'  58",1      177»    3'  37",0      206«  36'  54",4      244«  20'  46",2 

log  S,   log  B',   log  B", 

log  B'" 9,996668  9,998194  0,001910  0,005815. 

Die  vorstehenden  Zahlen  sind  von  dem  Einflüsse  der  Parallaxe,  der  Nutation  und 
der  Fixsternaberration  befreit,  auf  das  mittlere  Aequinootium  der  Epoche  1855,0  be- 
zogen worden. 

1.    Kommen  die  folgenden  Formeln  zur  Anwendung: 

r"  =  h{t'    —  t)  t'    =  k  (/"  —  0 

X     =  k  \t"   —  f)  t'o  =  k  {('"  —  /') 

z'"  =  k  (<"'  —  t") 
wobei  logk  =  8,2355814,  ferner: 

,,^'  =  —Ji^  fgö'   =  llKjIlJä, 

^  sm{u'  —  L')  cosw 

"  sin(a"  —  L")  cosw" 

S  und  ö",   die   äusseren  Winkel   an   der  Erde   in   der   zweiten  und  dritten  Beobachtung, 
sind   stets   kleiner   als   180'',   und   da   in    den  Gleichungen   cos  8'  =  cos  ß' cos  {oc'  —  L'), 
cos  S"  ^=  cos  ß"' cos  (u"  —  L"),  cos  ß'  und  cos  ß"  positive  Grössen    sind,    so    zu    wählen, 
dass  cos  ö'  mit  cos  («'  —  L'),  cos  ö"  mit  cos  («"  —  L")  gleiches  Vorzeichen  hat. 
In  diesem  Falle  ergiebt  sich: 

logr"  =  9,349524  logr'    =  9,869049 

logt     =--  9,712702 

logr'"  =  9,826646  logz'o  =  0,074430 

d'  =  8«  23'  38",7  d"  =  38»  0'  14",3 

logB'sind'  =  9,162490  logB"sind"  =  9,791291 

logB'cosd'  =  9,993516  log B"  cos S"  =  9,898419. 


D 

A 

=  /*' 

C 

-■=/*' 

lo;,C    ^  8,379153 

logL    —  8,835077, 

logb"    =  1,402501,. 

Iqgx"  ^  0,621 0Ü2,. 

logk'"  =r-   1,152288 

logn"  —  ;i,54407f.„ 
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Suilaiiu  koiuiDL-n  2.  die  l<'ormelu: 

ftis  ß'  .siM  (a    —  a^   ^^  A  ruf  (i"  niii  (a    —  a")  =  B 

cos ß" sin  {a'"—  a")  —  (  ,..sß'  «n  («"' —  o*)    3^-   /) 

c 

If  sin  (a'"  —  L")         ,y       .<  . 

—  — ^^ —  if  awo    =  x* 

Ji"$in(a    -  L")        _,,       .„         „ 

— R  cos  a"  —  X 

Ji 

an  die  U«'ihf.     Mun  erhält  dadurch: 

logA  —  8,706  OUo 
logli  ^  a,  154  385 
logb'  —  y,855  74'.t„ 
logy.'  —  !),7556S7 
;o<7A  r^  0,2182()G 
log^i'  ^-  ".t,553filS 

3.    WLid  uuu  xur  Bilduug  der  ersten   Hypothese  yeschriltcu,  wobei: 

und    ^z*,   (,/'  entweder  nach  Gauss: 

m  =  i',tr"  r/'  =  i/nrr'" ^1, 

o<ler  mit  der  Krti h ns'schen  Verbesserung: 

^-■/.{.•^^^.^^^^}  I 

Zur  Al)küi-2ung  sei: 

c'    =  —  x"  —  AJX         d'    =  jit'  (1  +  J'') 
r"  =  —  x'    -      r'i'"      (?"  ^  /i"(l  +  7'"). 
^lan  erhält  hier: 

%c'  —  9,562483  log^'  =  1,060426,, 

7o^d'  =  0,073143  Ugd"  ^-  11,791860,,. 

Es  sind  sodanu  auf  irgend  eiuera  indirecten  Wege,  z.  H.  ileui  iu  voriger  Vorlosung 
lieschriebenen  '),  die  Gleichungen: 

...,.+     ^(^y)— („ 


(2) 


'>  Eine  bequeme  Auflösungsart  bentebt   darin,   ilau   man   in  den  AnnäherungTsformcIn  (2)   der 

Vi>rlc«une   Ul    nnitatt    df   die    Grötae    d    :     14-  -.-r—, — jt^^ — ; — fTTrr-i    ""'1    anstatt    d"   die   Gröase 

l  x^'  +  }t'  i»no")  ti 

<l"  :  A  +  (j^  iTTJ»'! ir^i^v"!  "'O'*'''!  indem  niiin  ilio  Wvrthe  von*/  uml  y  succossivo  verbessert. 


3>     =   C"    + 
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d"  (x"  +  h") 


(n) 


1  4- 


aiifzulösen. 

Die  Brüh  HS 'sehe  Hypothesenbildung  von   §'  und   ^"  nach    (2)  kann  ofienbar  erst 
angewandt  werden,  wenn  o*  und  x"  schon  nahe  bekannt  sind.     Zuerst  erhält  man: 

log^B'  =  0,363178  logP"  =  9,886056 

und  wenn  (1)  zu  Gninde  gelegt  wird: 

logQ'  =  8,761196  log  Q"  =  9,238  318. 

Von  den  Aunäherungsf ormeln : 

,  _  c"  +  d"  (&"  +  c')  +  d'  d"  h' 
^"    ~  1  —  d'd" 

„  _   (f  +  d'  (b'  +  c")  +  d'd"h" 
^    —  1  _  d'd" 

ausgehend,    welche    log  x'  =   0,409  737,    log  x"   =   0,407  602    als    erste    Werthe    bieten, 

findet  sich: 

logx^  =  0,395328 
logx"  =  0,389030, 
wenn  die  Hypothese  nach  (1)   gebildet  wii-d;   nach   (2)   dagegen,    wenn    die  Näherungs- 
werthe  loga-*  =  0,409737,  logx"  =  0,407602  zu  Grunde  gelegt  werden,  ergiebt  sich: 
log  Q'  =  8,303187  log  Q"  =  9,263833 

logx'   =  0,394034  logx"   =  0,388375. 

Jilit  letzterer  Lösung  wii-d  dann  aus  (2)  die  noch  genauere: 
logQ'  =  8,224279  log  Q"  =  9,264200 

log  3^    =  0,393996  logaf'   =  0,388409 

gefunden. 

4.    Kommt  die  Reihe  an  die  Formeln: 

'  r" 

coige'  =    „,  „■„  Av  Cöf^r^" 


i 


R'  sin  ö' 
R'  sin  S' 


R"  sin  d" 
R"  sin  d" 


R'sinid'  —  z')        ,,              ,,         R"sinid"-z")  ^^    .,„ 
a'  =  ^^ — i cos  ß  9     ^  • — r—77 cos  p 

«"  =  (i  +  ^i)  T^' 

V     =  n"  P' 

"■=('  +  ©,41.= 


«'"=  n'P' 


wenn   Q'  und   Q"  aus 
(1)  berechnet  sind, 


r"    /  rr"       2  +P'\ 

''    =  V  i^  +  27?  ■  —^—) 

r    A     ,      TT"       1  +  2P' 


«"'=-^     1  + 


2/3  3P' 

tr'"      2  +  P" 
2  »-"3  ■         3 
rr'"      1  +  2P" 


2r"" 


3P 


P"\ 


wenn   §'  und   $"  aus 
(2)  berechnet  sind. 
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In  iK-m  gegenwärtigen  HeiHpielc  wQrdv  niiH  (1)  folgen: 

x'  -^  3»20'52",ii  r"  —  14» !(/ 15",5 

logt'    —  0,3'J(JO»;9  logt"    —  0,402451 

/opp'  =  0,171  fiTn  logQ"   =  0,214119 

%«"=  9,482097  logn     —9,756855 

logn'  =  9,845275  logn'"  =  9,642911 
dagegen  au»  (^2  i : 

-■  =  3"2r2U",9  t"  —  14«ll'25",4 

log/    =  0,394743  log/'    =  0,401868 

logQ'  =  0,169465  log  q"  =  0,213203 

logn"  =  9,482823  logn'    —  9,844981 

logn    =  9,756517  logn'"  =  iv;43393 

5.  Kommt  Jie  Ableitung  der  helioceutrittchen  Laugen  und  Breiten,  und,  wenn  die 
Verbesserung  weit  genug  getrieben  ist,  des  Knutens,  der  Neigung  und  der  Argutnentc 
der  Breite  u,  ii'.  k",  u'".     Eis  dienen  dazu  die  bekannten  Gleichungen: 

r'  cüib'  sin{f  —  IJ)  =^  p'  «n(a'  —  L') 
r   co»b'  cv${l'   —  U)  =  q'  coslaf   —  IJ)  +  H 
/  sinb'  ^=  q'  tg  ß' 

r"  cos  b"  sin  (/"  —  L")  =  p"  sin  («"  —  L") 
r"cosb"cosll"  —L")  =  q"cos(«"  —  IJ)  +  K' 
r'sittb"  =  Q"tgß", 

wenn  /,  /*,  /",  /'"  die  ht-lioceutrischen  Längen,  b,  b',  b",  b'"  die  Leliocentrischen  Breiten 
des  Planeten  vorstellen.  Zur  piirliellen  Prüfimg  der  Rechnung  dient,  dass  q',  q",  r*  und 
/'  mit  den  vorhin  gefundenen  AVerthen  übereinstimmen  müssen.  Zur  Berechnung  von 
Sl,  I,  u',  u"  hat  man  dann  weiter: 

sin  ['/,(/"  +  V)  —  Q,]tgi  =  '/,(<pb"  +  Igb")  sec  V,('"  —  0 

cos  [VtO"  +  0  —  ü]igi  =  \'i(lgb"  —  tgb')cosec\l,(l"  —  V) 

Igu'  =Jg(l'  —  ft)  seci,  Igu"  =  lg(l"  —  ii)  seci. 

Die  numerischen  Werthe  sind  hier,  wenn   (jf  und   Q"  aus  (1)  gebildet  werden: 

logr'  =  0,396069  logr"  =  0,402451  (also  wie  oben) 

/'  —  175'>45'42",6  /"  =  183''29'4",9 

logtgb'  =  8,931042  logtgb"  =  9,014923 

ft  =   1440  42' 20",5  i=     9»23'10",9 

u'  =     31»23'54",7  u"  =  39«    9'23",7. 

Wild  die  Hypothese  nach  (2)  gebildet,  so  erhält  man  die  Zahlen: 

log/  =  0,394742  logr"  =  0,401868 

/'  =  175"4.5'52",2  /"  =  183»30'13",4 

logtgb'  =  8,930153  logtgb"  =  9,014586 

ft  =  144043'    4",8  i  =     90  22'28",3 

m'  =     31o23'16",fi  «"  =  390    9'44",7. 

6.  Sind  die  heliocentrischeu  C'oordinaien  der  äusseren  Oerter  zu  suchen  nach  den 
Formeln: 

r  stn['  ,(m"  —  u')   -j-   (u'    -  -  h)J    =  - — "^  "    '^    sin  '/j^u"  —  u') 


/ 

+  »' 

'  r" 

/ 

n 
—  ti' 

v 

Tb*omitcb«  AntroDomi«. 
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r'i  -L.  n'  r* 

r'"  sb\  [Va  («"  —  u')   -\-   («'"  —  «")]  =  jn sin  Vs  (m"  —  «') 

r"' cosl'^Uiu"  —  u')   +  («'"  —  «")]  =    '""  ~,„"'  '"     cosS(«t"  —  «'). 

Für  Belloua  wird  hier  nach  der  Hypothesenbildung  aus  (1)  gefunden: 
logr  —  0,393473  Ion  r'"  —  0,411478 

u  =  270  58'29",7  «'"  =  48»54'28",1, 

nach  (2)  aber: 

logr  =  0,391813  logr'"  =  0,411750 

M  =  27»56'25",8  u'"  =  48^52'46",3. 

Wie  in  praktischen  Fällen  überhaupt,  ist  es  nun  sehr  zweckmässig,  eine  vollständige 
Prüfung  der  bis  liierher  gefundenen  Werthe  vorzunehmen.  Man  berechnet  zu  dem  Ende 
?,  ?'",  h  und  b'"  aus  u  und  «'"  und  dann  weiter  «,  «'",  ß,  ß'",  p,  p'";  es  müssen  dann, 
auf  welche  der  beiden  Arten  die  Hypothese  füi-  §'  und  §"  auch  gebildet  sein  möge,  « 
und  «'"  genau,  ß  und  ß"'  nahe  mit  den  Beobachtungen  übereinstimmen.  Man  kaoiu  sich 
folgender  Formeln  bedienen: 

tg{l  —  ß )  =  tgu  cos i,  tg Q!"  —  Q>)  =  ig v!"  cos  i 

sin  b  =  sin  u  sin  i  sin  b"'  =  sin  u'"  sin  i 

r    cosb    sinQ    —  L)  ^=^9    sin[a     —  L) 

r    cosb    cosQ    —  L)    —  B    ^  Q    cos  («    —  L) 
r    sin  b  =  q    tg  ß 

r'"  cos  b'"  sin  Q'"  —  L'")  r=  g'" sin  {cd"  —  L"') 

r"'cosb"'  cos{l"'  —  L"')—  B"'=  (»"'cos(a"'—  L'") 
r"'sinb"'  =  Q"'tgß'". 

Bei  HypothesenbUdung  nach  (1)  wu-d  gefunden: 

l  =  172'>21'42",7  ?'"  =  193»13'50",3 

logsinb  =  8,883683  logsinb'"  =  9,089603 

«  =  1770  50'48",8  «'"  =  170<'55'44",4 

ß=       7oi3'52",4  ß"'  =       8<>40'13",3 

logQ  =  0,173753  log  q"'  =  0,317833. 

Bei  der  Hypothesenbildung  aus  (2)  erhält  man: 

Z  =  172''2Ü'27",1  ?'"  =  193'>12'56",0 

logsinb  =  8,882648  logsinb'"  =  9,088872 

«  =  177»50'48",9  «'"  =  170«55'44",7 

ß=       7»13'55",9  ß'"  =       8»39'14",3 

logQ  =  0,170998  logg"'  =  0,318209. 

Nach  S.  479  aber  soll  sein:  /3"' =  8o39'19",4-  Die  Prüfung  fällt  demnach  be- 
friedigend aus. 


Dreiundneunzigste  Vorlesung. 
Fortsetzung  des  Eecliiiiuigsbeispiels.    Zweite  Hypothese. 

Es    müssen   jetzt  nach   den    eben    gefundenen   Zahlen  P*   und  P",  Q'    und    Q''  ver- 
bessert   werden,    für    welches    Geschäft    eine    Reihe    von    Methoden    zu    Gebote    stehen. 


—   ölö   — 


Heieichiiot   man    diw  VorhUllniwi    ,., — .  -,-  für  die  InUrvallt-  t' 

Uruieck 


/,  i'  -  (',  I" 


rifhiiiiijhweisi' 
haben : 


mit   y,  y',  y",   so   wird    man    nach    don    früher   Regel« 

T         1/  r 

rV  1 


V  -  '/.»«"-H:«   — r 


r  r"    y\J  cos  ',,  (u' 

r^V' 

r'r'"  y  y'  cos  >/,  (li"  —  m')  co«  V,  (tt' 


u)  cos  Vj  («" 
1 


U)   Uli  '  j  (l(' 


K.iiwi.U 


«') 


t"  be- 

■liingen 


ii')  cos  •/,  {»"^^—  "") 

Ilansen'H  Keitenbruoh  oder  anch  die  Enoke'sohe  Reihenentwickelung  oder  die 
Tafehi  der  Theoria  motu»  (siehe  Tafel  XII  und  Xlll  im  beifolgenden  Tafehmhang) 
liefern  für  das  vorliegende  Beispiel,  wenn  die  ei-hlc  nyj)otliese  für  Q'  und  Q"  nach  (1) 
der  92.  Vorlesung  gebildet  wai-: 

logy    —  0,000 '.>;•{  7 
logxf   —  0,001 2_>4 

%y"  —  0,001  yc.  5 

]ogP'  =  0,362  lltl 
log  Q'  =  8,75!) 2011 
für  </  und  (j"  aus  (2)  der  'J2.  Vorlesung: 
logy  =  0,000239 
logy'  =  0,001232 
logy"  =  0,001 '.»t)4 
logP'  =  0,362185 
log(^  —  8,75bSll 

Für    den  Fall    der   ersten  Hypothese    aus   (1)    der  1*2.  Vorlesung    ergiebt    dann    die 

zweite  Hypothese  die  folgenden  Zahlen; 

log<^    =  9,572660 

logd'  =  1,061I30„ 

logx'  =  0,394030 

r*  =r       3''2r28",9 

logr    =  0,394777 

logg'  =  0,169  52S 

logn"  —  9,482  792 

logn'  =  9,756571 

V  —   175»45'51",9 

ft  —   144«42'53",5 

tt'  =     31«>23'27",7 

log  r   =  0,391866 

u  =     27'>56'39",7 

I   =  172''20'29",6 

a  =  177»50'48",9 

ß  =       7<>13'56",0 

für   (jf  und    (/'  aus  (2)  der  92.  Vorlesung  liefert  ilie  zweite  Hypothese: 

log<^    =  9,572721  Ugd'   =  0,072451 

logd'  =  1,061122,  logd"  =  9,792 179„ 

lopx'  =  0,394046  logx"  =  0,388452 

y  =       3»2I'28",5  e"  =     U<'11'20",7 

65° 


logP"  T-.  9,886797 
log<^"  —  9,240136, 


logP"  =  9,886788 
log  Q"  =  9,240008. 


logd'   =  0,072455 
logd"  =  9,792 182„ 
logx"  —  0,388426 

£'  —     14''11'23",6 
logi"  =  0,401883 
%p"  =  0,213226 
logn    =  9,844983 
logn'"=  9,643368 
l"    =   1830  30' 11  ",5 
I      =       9»  22' 27",  1 
h"  =     39«   9'51",0 
logr'"  =  0,411701 
,«'"  =     480  53'    6",7 
/'"  =  193»  13'    5",2 
«'"  —  170''55'44".4 
ß'"=       8<'39'17",0, 
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logr"  =  0,401907 
logQ"  =  0,213264 
logn  =  9,844  979 
logn"'=  9,643359 

l"    =  183»  30'    8",7 

i     =       9"22'ol",2 

ii"  =     390   9'39",1 
logr"'=  0,411741 

u'"  =     48»52'47",2 

V"  =   193«12'57",5 

«'"  =  170o55'44",6 

ß"'=       8<'39'17",3. 

ebildet,  so  ergiebt  die  Fortselziing 


Jogr*   =  0,394793 

Jogg'  =  0,169549 

logn"  =  9,482794 

logn'  =  9,75657] 

V  =  175045' 51",8 

Q,  =  144«  43'    5",6 

u'  =  31023' 15",5 

Jog  r    r=  0,391882 

u  =  270  56'28",3 

?    =  1720  20'30",1 

«  =  1770  50'48",8 

ß  =  7013'56",0 

Wird  aus  diesen  Zahlen  die  dritte  Hypothese 
von  (1)  der  92.  Vorlesung: 

logy    =  0,000239 

logy'  =  0,001232 

logy'  =  0,001964 

logF'  =  0,362185  logJP"  =  9,886788 

log  Q'  =  8,758812  log  Q"  =  9,240035, 

von  (2)  der  92.  Vorlesung: 

logy    =  0,000239 

logy'  =  0,001232 

logy"  =  0,001964 

7o(7P'=  0,362185  Zof/P"  =  9,886788 

log  Q'  =  8,758804  log  Q"  =  9,240026. 

Die  Fortsetziuig  von  (1)  der  92.  Vorlesung  würde  das  Durchrechnen  einer  dritten 
Hy]30these  verlangen,  ■wenn  scharfe  Uebereinstimmung  erzielt  werden  soll;  bei  (2)  der 
92.  Vorlesung  hingegen  stimmen  die  log  P',  log  P"  der  dritten  Hypothese  vollständig, 
die  eine  weniger  wichtige  Rolle  spielenden  log  Q'  und  log  Q"  aber  so  nahe  mit  den 
Zahlen  der  zweiten  Hyjsothese,  dass  hier  die  weitere  Berechnung  der  di'itten  Hypothese 
erspart  wird. 

Auf  bekanntem  Wege  ergeben  sich  dann  aus  den  heliocentrischen  Coordinaten  der 
äusseren  Oerter  die  folgenden  Elemente  der  Bellona: 

Epoche  1855,  März  0,0. 

M  =  36«  44'  13",8 

3t    =  122»  17'     6",3  I 

Si  =  1440  43'     5",6       Mittleres  Aequinoctium  von  1855,0 

i     =       9«  22'  31",2  J 

(p    —       80  54'     3",9 

loga    =  0,443278 

fi    =  767",520, 

wobei  M  die  mittlere  Anomalie  der  Epoche  bedeutet. 


—     517     — 


Vier  Uli  tl  neun  7.  igsto   Vorlosii  ng. 
ilNlMitlic-ciiliiMuii!;  (I)  und  CJ). 

Dio  vorliergchendoii  Ri'obnuiijj;t'n  habon  gezeigt,  wie  sehr  die  von  T?iiilins  Tor- 
gcsclilagene  IlypothoseiiliiKliing  (2)  der  alleren  (1)  der  92.  Vorlesung  an  Geuauigkcil 
Qberleneu  ist.  Wir  wollen  hier  deren  zwei  .nndero  hinziifÜ!.'en,  durch  wcicUo  die  Genauig- 
keit der  ersten  Hypothese  noch  weiter  erbeblich  gesteigert  werden  kann. 

Sehen  wir  uns  nämlich  die  Gleichungen  (9)  der  90.  und  (1)  der  91.  N'orlesung 
etwaa  genauer  an;  der  Kürze  halber  seien  »1,  >i',  «",  «'"  unter  der  Form: 

"  =71^  +  7^)        '^  --?'"(''  +  ') 

enthalten,  so  gehen  die  Gleichungen  (Ij  der  91.  Vorlesung  über  in: 

V  'i    ^  jj'x  ^  x»  ^  x" 

o"  -  /  _  (r  -  i')  f"  ^"' 

V  —    I  ^,„^„  ^  ^  ^  ^1 

wahrend    noch    immer    P'  ^  — , ,  P"  =  -;;-,    gesetzt   wird.      In    der   vorstehenden    Form 

können  </  und  Q"  auch  dann  noch  enthalten  gedacht  werden,  wenn  in  den  Keiheii- 
ent Wickelungen  für  n,  >i',  n",  n"'  Glieder  von  noch  liciherer  Ordnung  berücksichtigt 
werden  sollen. 

Sollen  die  Glieder  mit  — —  und  t— j-  zugezogen  werden,  so  h:it  man: 

g    =   V6r"(r'    +   r)     +  -/,  t"  (t"  r'    -  r')     ^ 

g"  =  i;.r    (t'    +   t")  -  '„r    (r  r'      -  r"')   ^ 

8'    =  »,«^    («^0  +   r"')  +  V«t    (r  r'„    -  r"")  ^ 

g"'=  V.T"'(r'o    •     r)     _  V,  r"' (r'"  r'„  _   r«)     -^^ 

q     -q"=   1  .  (r"'      -  r»)    +  '  ,  (r">  +   r»)    ^ 

i"'-i'    =   'A  (t'"'     -  r')    -  •,«  (r.  +   T"'3)  j:^., 
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deninacli : 


^  =  ',  6  U  (t:       +  ^)     +  -h 


+ 

Setzt    man    hier    n 
Bezeichnung : 


r"  +  x"/ 


A 


r  (t  r'o 


0 


(t^  +  r'"  

P'l  +  x"  +  x"/  r'kdt 

P"i."'\ 
F"l"'  +  x'~+lc'j 
(ri  +  r"'3)P"A"'l     dr" 


£  +  sc'/  r"Ä;rff 


P"A"'  + 
ach    Vorlesunor    89,     aber    unter    Annahme    der    Bruhns'schen 


dr' 

r'kdt 

dr" 


r"hdt 


so  erhält  man : 

«'  = 


•u  w  +  o  +  -r--'^"' 


+   1/,    rr'     -r"^  — 


P'A  +  ^"  +  x"j 


\  r'  -  r" 


P'k  +  x" 


Q"  =  V.  |r(r'„  +   r'")  +  ^!',r        "'^  ^"  ^' 


+ 


V. 


P"A"'  +  a;'  +  x'J 


(1) 


T  P"A"'  -!-  a;'  +  ;{'l 

wobei,   wie  früher  bei  Bruhns'  Bildung  der  ersten  Hyjjothese,  die  Grössen  P'und  P" 

als  Abkürzungen   für   —^  und  -777  betrachtet  werden   müssen.     In   den   folgenden  Hypo- 

„      .  .  .         n  «'" 

thesen   daseeen   stellen  P    und  P     wieder   die  Verhältnisse  —77  und  —  vor. 

Noch  erheblich  weitere  Annäherung   an    die    waliren  Werthe    erhält   man    gleich  in 
der  ersten  Hypothese,  wenn  nach  Vorlesung  89 : 

dr'     _  zi  ()•'    —  )■)     +  T"ä  ()•"  —  >•') 
r  t'  t" 
■c-i  (,•"'  —  ,•")  -f   t"'ü  (r"  —  )■') 


dr" 

Icdt 


gesetzt  wird;  es  ergeben  sich  dann  die  Ausdrücke: 


+ 


r3  +  t" 


P'A 


P'A  +  x"  +  x" 


ra  (,•—>•')  +  r"^(/— r") 


f  ('r"'2  —  rA  P"  A"M 


+ 


„3  _(_  t'"^  P"A'"  )     T''-(r'"  —  r")  +  r'"i'(r"  — rQ 

T         P"A"'  -|-  x'  +x';  r'ot'"/" 


(2) 
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Die  AiiHilrOckc  für  »",  «,  «',  m"'  wurden  bei  der  Hypotbeae  nach  (1): 

t"   I  ir"    2    i-  r' 


t"'  f 


ir" 

2    i-  i'' 

if'» 

3 

Tr" 

1  +  2  i'' 

2r" 

Si^' 

tr"' 

2  +  P" 

2r"» 

3 

—    -*    i '     '      •)  -»1        au»        "r 


+ 


~"  r*.  r  ^    2r">      3P"       ^         4P" 


1 1'  — 

t"- 

4 
t'V- 

■  r» 

4i>' 

tT'.- 

t'"» 

4 

■r"« 

bei  ilcr  llypolbfso  iiiiüh  (2): 


ll  U     L    lll    -  +  ^''     1      "^  t'  —  i"«        T'  (»•  —  r')  +  r"»  (r'  —  r")  \ 

_t_  (  t^  1  +  2P^  r'V  —  r«        T'(r'  —  r)  +  t">(/ '  —  Q  ) 

t'    [     '^    2r'*       SJ"       "^  4P'  t't"r'«  J 


'=:^    1  + 


+ 

r  r'  —  t"« 

4 

+ 

r"t'  —  r» 

4P' 

+ 

tA  —  t"'" 

4 

1 

r"'T'o  —  T"^ 

x^  I      ,     r^;;^  2  +  P"         tt'o  —  r'"'    r'«(r'"  —  r")  +  t"'»(r"  —  ,')) 
t*.   r  2r"«         3  "^  4  ■  r'„E'"r"«  ) 


Tt"'  1+2P"         r'"r'o  — r"^    t'»(r"  —  r'")  +  t'"»(>'  —  r") 
2r">      3P"       "^         4P"  r'„t'"r"« 

In  den  Formeln  (1)  und  (2)  sind  die  ei-sten  Glieder  offenbar  mit  denen  der 
Bruhna'scben  Formeln  identisch.  Die  Zutsatzglieder  zu  berücksielitigen,  bietet  eicb  bei 
den  praküsclien  Kecbnuiigen  die  beste  Gelegenbcit,  nämlicb  da,  wo  die  Zeiten  wegen 
der  Aberration  zu  corrigiren  sind  und  deshalb  schon  aus  diesem  Gninde  die  Auflösung 
der  Finalgleichungen  noch  einmal  vorgenommen  werden  muss. 

Da«  oben  behandelte  Beispiel  für  Hellona  kann  hier  auch  gleich  dazu  dienen,  die 
Anwendung  der  Hypothese  (1)  und  (2)  zu  zeigen,  indem  wir  die  aus  (2)  der  92.  Vor- 
lesung in  der  ersten  Hypothese  folgenden  Werthe  benutzen. 

Wir  erhalten: 

/  t»  4-  t"'  P'  X  \ 

V,  (r,'    _  r-  -  LJ_^  .  ^,/;^^.,)  =  -  0,049083 

/                           t»  4-  t*"»  P"  3l"'  \ 

V,  (rr',  _  r-_  -± ^„,„,  ^  ^,  ^  ^,)  =  -  0,125807 

=  —  0,016541 

=  -L   0,016272, 

uIm)  tog  </  =  8,244821,  log  (/'  =  9,259334.     Lösen  wir  nach  diesen  Werthen  die  Final- 
gleichnngen  (I)  und  (II)  der  1*2.  Vorlesung  von  Neuem  auf,  so  ergiebt  sich: 

hgx'    —  0,394201  hgx"  =  0,388641 

logr'    =  0,394946  hgr"  —  0,402085 

logn"  —  9,482781  logn  —  9,844974 

Jogn'"  =  9,64327!»  logn  —  9,756528. 

Rechnet  man  nach  Hypothese  (2),  so  erliSll  man  /op  ^'  =  8,243955,  /o<?  ^"  =  9,259147, 
d.irauR  im  l'ebrigen  sehr  nahe  dieselbe  Ixisung.  Den  Grad  ihrer  Annäherung  zu  beur- 
theilen,    braucht    man    nur   die  Werthe  von   »i,  »i',  h",  ii"'  mit   den  in  der  93.  Vorlesung 


r'  — r" 

r' 
r"  —  r' 
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gefundenen  zu  vergleichen,  cl;i  von  der  Darstellung  dieser  Verhältnisse  der  Dreiecke  auch 

die  der  geocentrischen  Oerter  vorzugsweise  abhängig  ist.     Mau  hat  nämlich: 
92.  Yorlesunpj                             94.  Vorlesung 

Hypotliese  nacli  (1)                      nach  (2)                      nach  (1)  definitive  AVertha 

logn     =  9,844974                9,844981                9,845275  9,844979 

logn'    =  9,756855                9,756517                9,756528  9,756571 

Jogn"   =  9,482097                9,482823                9,482781  9,482794 

Zof/n'"  =  9,642911                9,64öb93                9,643338  9,643359. 


•Sechste   Al)theilunf:;'. 

Die  mechanische  Quadratur  und  die  Methoden  der 
speciellen  Störungen. 

A.     Die    niechauischo    Quadratur. 

V  ü  n  f  11  n  (1  n  e  u  n  z  i  g  s  t  e   Vorlesung. 

Herleituiii^  der  Mefliode  der  mecliaiiischon  Quadratur  aus  dem 
Taylor  "sehen  Theorem  (uaeh  Encke). 

Bei  <ler  Anwendung  der  incohanischen  Quadratur  haben  wir  es,  wie  überhaupt  in 
den  mei«t<.-n  Anwendungen  bei  der  Astronomie,  mit  lauter  Grössen  zu  thun,  die,  wenn 
man  sie  für  vei-schiedcne  Werthe  der  Variabein,  von  denen  sie  abhängen,  bestimmt  und 
die  (nicht  zu  grossen)  Aenderuugen  dieser  Werthe  in  arithmetischer  ProgressioQ  fort- 
schreiten lässt,  auf  arithmetische  lieihen  von  höheren  Ordnungen  führen,  das  heisst  auf 
solche  Reihen,  bei  welchen  irgend  eine  der  höheren  Differenzen  als  constant  oder  ver- 
schwindend betrachtet  werden  kann.  Für  alle  solche  Reihen,  bei  denen  die  Continuität 
stet«  stattfindet,  gilt  der  Taylor'sche  Lehrsatz  in  aller  Strenge  und  ohne  Ausnahme. 
Wie  weil  man  seine  Entwickelung  führen  niuss,  hängt  von  der  Grösse  der  Aenderung 
ab,  die  man  in  regelmässiger  Reihenfolge  bei  der  zu  Grunde  gelegten  Vainabeln  annimmt 
Es  gehört  ein  praktischer  Tact,  der  nicht  auf  bestimmte  Regeln  sich  zurückführen  lässt, 
dazu,  um  das  richtige  Verhältuiss  zwischen  der  Genauigkeit,  die  man  erreichen  will,  und 
der  dazu  uöthigen  Weitläutigkeit  der  Rechnung  zu  finden. 

So  wie  bei  dem  Taylor'scheu  Satze  Differentialquolieuten  der  verschiedenen  Ord- 
nungen vorkommen,  so  werden  bei  der  Anwendung  die  Differenzen  gebraucht  werden, 
die  aus  den  verschiedenen  Weithen  der  Functionen  hervorgehen.  Beide  sind  einander 
ganz  analog.  Wenn  der  Differentialquotient  der  ersten  Ordnung  die  Geschwindigkeit 
ist,  mit  welcher  sich  die  Function  für  einen  bestimmten  Werth  der  zu  Grunde  liegenden 
Variabein  oder  des  Argumentes  ändert,  und  zwai-  auf  eine  dabei  angenommene  Einheit 
bezogen,  so  ist  die  ereto  Differenz  der  Inbegriff  der  sUmmtlichcn  Aenderungen,  welche 
der  Werth  der  Function  füi-  eine  angenommene  Aenderung  des  Argumentes  erlitten  hat. 
Sie  muss  deshalb,  mehr  oder  minder  genähert,  das  l'roduct  des  Differentiahiuotienten  in 
die  Aeuilerung  des  Argumentes  sein,  wenn  man  die  letztere  in  den  Einheiten  ausdrückt, 
die    bei   dem   DifFerentialquotienton   zu   Grunde    liegen.     Wird    deshalb   der   Differential- 

KUiik«rfa«t,    Tb«crrti*ch«  AitmoomW.  tul 
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quotient  der  ersten  Ordnung  bei  der  Function  f{x)  mit  f  {x)  bezeichnet,  so  liegt  es  in 
der  Natur  der  Sache,  die  erste  Differenz  analog,  aber  doch  verschieden,  dui-ch  fl  anzu- 
deuten. Dabei  wird  bei  nicht  allzu  grossem  Intervalle  des  Argumentes  —  es  möge  das 
Intervall  mit  o)  bezeichnet  werden  —  und  zwei  auf  einander  folgenden  Werthen  a  und 
a  -f  ö    die   Differenz   der   Functionen   f{a)   und   f  {a  -^  a)    in    der  Regel   am    nächsten 

durch  cj/'  (a  -j-  -  ca)   ausgedrückt   werden.      Zweckmässig   wird   deshalb   auch   die   erste 

Differenz:  ,  i      v 

f{a  ^-  (S)  -  /-(«)  ^  fl[a^^iDj 

bezeichnet  werden;  und  zwar  dieses  mit  um  so  grösserem  Rechte,  als  bei  der  einfachen 
Betrachtung  der  Eutwickelung  nach  dem  Taylor'scheu  Satze: 


f{a  +  w)  =  f(^t  +  ^  «)  +  i  oj    /'   (^a  +  i  Gjj 


/(«)  = 
die  Differenz: 


ia^\.) 


+  1  «^  r  {a  +  1  0, 


+ 


48 


/"■     «  + 


+   3«^ 


'■(.^ 


-■^^'f' 


^) 


(«  +  \^) 


+  «)  -  /(a)  =  ö  /'  («  +  ^  «)  +  ^  »'   /""  («  +  J  ")  • 


sich   als    eine    wirkliche   Function   von  a  -]-  —  o  darstellt,   da   die    Differentialquotienten 


f{a^\.yr{a^\.) 


a  -[-  ^  ö  )  Functiouen  von  x  sind,  in  welchen  nach  der  Differentia- 


1 


tion  X  -^  a  -\-  -^  ca  gesetzt  worden  ist.     Stellt  man   deshalb   die  Argumente,   von  a  au, 

regelmässig  mit  dem  Intervalle  o  fortschreitend,  vertical  unter  einander,  und  setzt  die 
dazugehörigen  Functionen  daneben,  so  wii-d,  wenn  man  eine  horizontale  Linie  zwischen 
a  und  a  -j-  03  hindurchführt,  ganz  der  bisheiigeu  Entwickelung  gemäss  die  verticale 
Reihe    der   ersten  Differenz   bei   deu  Functioneu  sich  so  stellen: 


Argument 


Function 


a  +  ü, 
a  +  2 
a  +  3 


/  (a  +  <") 

/  (a  +  2  <«) 


I.  Dift'erenz 


fl  [(i  4-  2  ") 


/•  (a  +  3  o.) 
etc. 
in  welcher  Bezeichnung  für  diese  erste  Differenz  sich  alles  vereinigt,  was  man  wünschen 
kann:     Die  Analogie  mit  dem  Differentialquotienten,  der  Ort,  wohin  die  Differenz  gehört, 
oder  die  beiden  Functiouen,  aus  denen  sie  gebildet  ist,  und  der  Begriff,  dass  die  ei-sten 
Differenzen  wirklich  als  reine  Functioneu  der  Argumente 
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["  ^  -T«")       ("  -  •V")       ("  ^  i") 


nii/.iisi-licii    hiiiil;    iiii<t    <ln   üio    eltoiifalls    eiiiu    iirilliiiiotischu    Ueilio    iltfr   lioherun   Ordnung 

liiMrii,   eine    vollsläinlijj;L'    InU'rjMiliitioii    l»ci    ihiii-ii    «UiUtiiulcii    kann.      Wenn    folglich  die 

«rstc  DiSurcnz: 

/•'  (a  +  o) 
oder: 

/(«  +  |<o)-/(a  +  ^«) 
vi-rlaiiL't  winl,  so  wird  os  nur  iiöthig  sein,  zwischen: 

7o  ('«  +  77  «)     """•    7u  ("  +  .7  «) 
»trengo  mit  Kiickäicht  auf  diu  iiöhcrcn  Difftren/.cn   zu    inlorpolircn,    um   oiiiie  die  neuen 
Functionen /( u    f-  .yw)  und/((i  ■\-  —aj  zu  bilden,  den  richtigen  Werth  zu  erhalten. 

(2.) 

Eis  wird  kaum  nöthig  sein,  hinzuzufügen,  dass  diese  Betrachtungen  hei  den  höheren 
Differenzen  sich  fortsetzen.  Die  zweiten  Differenzen  werden  folglich  wieder  den  ganzen 
Argumenten  a,  a  -\-  C3,  a  -{-  2  a  etc.  entsprechen,  oder  es  wird: 

/o'  (^«  +  1  aj  -  /„'  (a  -]-")=  /,;■  («) 

/"ö  («  +  2"  «)  —  fö  («»  +  2"  ")  "=  -^^  ^^  ^  "^  '■*''■ 
Sie  werden  reine  Functionen  von  a,  a  -\-  C3  etc.  bilden  uml  danach  interiiolirt 
werden  können,  wenn  es  erforderlich  ist.  Später  wird  es  doch  noch  nöthig  sein,  direct 
nachzuweisen,  dass  /J,'  eine  Function  von  /"  (a),  /"  (n)  etc.  ist,  und  also  überhaupt 
eine  Function  von  x  sein  muss,  wenn  nach  der  Differentiation  .r  =  a  gesetzt  wird.  Hier 
braucht  deshalb  nur  die  Analogie  zu  Hülfe  genommen  zu   werden. 

Die  dritten  Differenzen  werden  wieder  halbe  Intervalle  in  iliren  .\rgumenten  haben, 
oder  es  wird : 

/o"  (<i  4-  a)  -  /;■  (a)  =  /;"  («  +   2"  ") 
/„"  (a  +  2  a)  -  /o"  (n  +  «)  =  /"'  (n  +  |  o)     etc. 

Iki  ilen  vierten  Differenzen,  überhaupt  bei  denen  mit  gerader  Ordnungszahl,  treten 
ganze  Argumente  ein,  bei  den  fünften,  überhaupt  bei  denen  mit  ungerader  Ordnuugszahl, 
halbe  Intervalle.     Das  Schema  wird  also: 


\ 

V<iuru..n 

I.  IiiiT.  1.11/ 

II.  IiiiT.i-.i,/ 

III.   I>iiT.!.n/ 

IV.  DiiT.iv,,/ 

n  +  0.     .     .     . 
a  +  '2u.       .     . 

.     /  («  +  «") 

/  (n  +  2  <u) 
etc. 

/o"  ('<  +  «") 

/„"  ("  +  2  a.) 

etc. 

/„"  («  +  «-) 

/o"  ("  +  2  u,) 
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Alle  Verlicalreihen  bilden  Reihen  einer  höbeieu  arithmetiseheu  Orduuug  und  können 
für  jedes  andere  Argnmeut  iuterpolirt  werden,  wenn  mau  nui  gehörig  berücksichtigt,  ob 
die  wii'klich  gebildeten  Differenzen  Functionen  von  ganzen  Ai'guraenten  sind,  oder  von 
gebrochenen,  das  heisst  von  solchen,  die  halbe  Intervalle  neben  sich  haben. 

So  wie  bei  dem  Taylor'schen  Satze  ein  folgendes  Glied  das  Differential  des 
vorhergehenden,  oder  das  vorhergehende  Glied  das  Integral  des  folgenden  enthält,  so  ist 
von  selbst  klar,  dass  derselbe  Zusanunenhang  zwischen  den  Reihen  der  Differenzen  und 
der  summirten  Functionen  stattfinden  mnss,  oder  den  Reihen,  von  deren  erster  die 
gegebeneu  Fimctionen  /(«),  f  {n  -\-  co)  etc.  die  Differenzen  sind,  von  deren  zweiter 
summirter  Function  die  erste  die  Differenz  ist  n.  s.  w.  Bezeichnet  mau  nach  der  Analogie 
die  erste  summirte  Function  mit  '/'o,  die  zweite  mit  "/q,  die  dritte  mit  ^"fg,  so  werden 
auch  diese  als  Reihen  a'ou  höherer  arithmetischer  Ordnung  gelten  müssen,  und  zwar 
werden  bei  der  ersten,  dritten,  uud  überhaupt  denen  mit  ungerader  Ordnungszahl, 
die  ihnen  zugehörigen  Aa'gumente  ein  halbes  Intervall  enthalten  und  Functionen  von 
gebrochenem  Argumente  sein,  die  zweiten,  vierten  imd  überhaupt  die  mit  gerader 
Ordnungszahl,  zu  ganzen  Argumenten  und  solchen  Functionen  gehören.  Das  Schema 
wu'd  folglich  werden : 


m.  II.  I. 

summ.  Function  summ.  Functionsumm.  Function 


Function 


a+  oj  . 
rt  -f  2  cu 
«  +  3  <« 


'/o  («   +  t  -) 


+  3«.) 


/  (<(  -|-  3  (u) 


Auch  hier  gilt  Alles  so  wie  bei  den  Differenzen,  und  die  Verminderimg  der  Acceute, 
wenn  man  es  so  nennen  will,  oder  die  Vertauschung  von  /'^  mit/,  /'"  mit  '/,  /"  mit 
"f,  /'  mit  '"/  geben,  bei  der  Vergleichung  mit  dem  Schema  bis  zur  vierten  Differenz, 
die  Bezeichnung  von  selbst  au.  Der  Anfang  bei  den  summirten  Fimctionen  wkd  durch 
die  Constanten  bei  der  Integration  bedingt.  Er  ist  z.  B.  bei  der  ersten  summüten 
Function  völlig  gleichgültig,  sobald  man  niu-  ein  bestimmtes  Integral  verlangt,  oder  die 
Differenz  zweier  summii-ter  Functionen  in  der  Verticalreihe  der  ersten  summirten  Func- 
tionen. Bei  den  höhereu  muss  auf  die  Constanteu  der  niederen  summu-ten  Functionen 
für  den  Anfang  Rücksicht  genommen  werden.  Das  Schema  der  Differeuzeu  und  sum- 
mirten Functionen  ist  völlig  der  Gliederung  der  Taylor'schen  Reihe  analog. 

(3.) 

Es  möge  hier  noch  eine  Bezeichnung  angeführt  werden,  welche  bloss  zur  leichteren 
HLnschreibung  dient.  Bei  allen  Verticaheihen  können  durch  Interpolation  andere  Argu- 
mente eingeführt  werden,  doch  wird  dieses  in  der  Regel  nur  bei  der  Interpolation  in 
die  Mitte   hinein   stattfinden,   so    dass   z.  B.   bei  den  Verticaheihen ,   die    von   der  Form 

o   -\-  na  sind,  eine  andere  von  der  Form  a  -\-  (n  -\-  -^\  a    iuterpolü-t   wh'd,   oder    um- 

gekehi't  bei  den  Verticaheihen  von  der  Form  a  +(»   4'H')  '^i    ^ine    andere   von    der 
Form   fl  -f-  na.      Bei   dieser  luterpolatiou   kommt  das   arithmetische   Mittel   zweier   auf 


«iiiaiKlfi-  folijcinlir  Wrillir,  Ixi  ilciion  tlii'  Arfjumi-iitf  nur  um  m  vi-rhcliii-di'n  siml,  mIht 
«olilio  iiMiiitT  ik'iNfllifii   \  i  Ttir.ilifilie  iinyi-liörtii,   \.ir.     .Mim   la/eicliiio  tiii   holclK-K  iirilh- 

Miotisflu'H   Mittel   <liiroh    (lad    uiitvio  Zeicliuli  ,^    hUitl  U,  und  Hetze  das  arilliineliMelie  MilU-l 

der  Ar>;umeiit<'  liiii/u.  so   wird   nie  eine  Zweidotitigkcil  entstehen.     So  /..  IJ.  ist: 

.'    IM«)    ;    /(,<    1    0))]        =/,  (a  +    Ja) 

.,  \jW   ->    «">    4    ./•;'(«    I    '2  0))]        =./i(«  -!    l  (o) 

i  |>o  ("    •     ;^  ")    i    Vo  ("         J  '")|-/i  («   +  2«) 

un<l  so  fort  15ei  diesem  arithmetischen  Alillel  wird  also  ein  ganzes  .Vrgument  bei  den 
Differenzen  mid  siinimirten  Functionen  von  ungerader  Ordnungsziihl  vorkommen,  Argu- 
mente mit  halben  Intervallen  bei  den  Differenzen  und  summirten  Functionen  von  gerader 
( >rdnungsz:ihl.  Diese  Hezeichnung  ist  nicht  wesentlich,  aber  sie  macht  die  Formeln 
eleganter  unil  übersichtlicher.     Man  niuss  nur  daliei  untcrschciilen.  dass  nanicntlich 

/,  ( fl   +    .1  *^ )  g''">'-  verschieden  ist  von  /  ( a   -f    .    co  \ 
und   idirdich   bei  den  anderen   Functionen. 

(4.) 

Die  eigentliche  Aufgabe  der  iiiechanischeii  (.Quadratur  ist  die  Ermittelung  des 
Integrals  durch  die  Herechnung  der  einzelneu  Werthe  der  Differenlialquotienten.  Um 
indessen  von  dem  allgemeinen  Taylor' sehen  Satze  ausgehen  zu  küuucu,  wii-d  es  passen- 
ler  sein,  die  Summe  der  einzelnen  DifferentiaKiuotienten,  oder  der  gegebenen  Functionen 
aus  dem  Taylor'schen  Satze  herzuleiten.  Drückt  man  jede  nächste  Function  dui'ch 
lue  ihr  um  ein  Intervall  nachfolgende  aus,  und  schreibt  eine  Reihe  solcher  Gleichungen 
unter  einander,  so  hat  man: 

/(«)  =  /(fl  +  a)     —        0)  /   (rt  +  w)      +  —  0)  V"  («  +  m) 

—  i  0)'/'"  («  +  «)      +  ^  o  V'^  (a  +  m)  . . . 
/{a  +  a)      =  /(rt  -f  2  0))  —        ca  /'   {n  +  2o})  -\-  Y  "V"  {a  +  2  a) 

—  -  o)'/"'(«  +  2ü))  +  ^MV"(a  +  2co)  ... 
f{a  -I-  2(ü)  =  /(o  4-  3m)  —        0)  /■   (a  +  Sa)  +  y«»/"  {a  +  3a) 

—  -i  ca-V'" (a  +  3a)  +  ^  w V"  (a  +  3  a)  ... 
/in    \    :Uo)  =  /(rt  +    1  w)  —        0)  /'   (rt  -f  4  0))  4-  -ra'>/"  {a  -f   1  a) 


2 
6  ~  •'     ^"    '     ""'    '    24' 


—  4  »'/■'(«  +  4w)  +  :^a<r{„  +  :ia))  ... 
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f[n  +  (»  —  2)  w]  =  /\a  -L  {„  —  \)co]—af{,i  -I-  (>i  —  1)03]  4-  ^m2/"[«  -!-  ("  —  1)«] 
—  I « V"  I "  +  ("  -  1 )  «J  +  ;i  «V"  [«  +  (»  -  1) «]  . . . 


f[a  +  (h  —  l)w]  =  /(a  +  Hco)  —  af'{a  +  n  «)  -f-  -a)2y"(rt  ^  „o) 


'24 

1 

2 


—  —  co3/"(rt  +  »ca)  +  —  wV"'(rt  -(-  »?  w). 

Suinmirt  man  diese  säiuiiitlichen  Gleicliuugen ,  so  wird  auf  der  linken  Seite  nur 
f{a)  übrig  bleiben  und  auf  der  rechten  Seite  im  ersten  Gliede  f(a  -j-  nco).  In  den 
übrigen  Gliedern  kommen  die  Summen  der  verschiedenen  Differentialquotienten,  von 
dem  Argumente  a  -\-  a  bis  zu  dem  Argumente  n  J-  nco,  überall  vor.  Bezeichnet  man 
die  eudlichen  Summen  ähnlich  wie  die  Integrale,  indem  mau  das  letzte  Argumeut  als 
Endgrenze  ansetzt,    dif  Aufangsgrcnzc  aber  mit  negativem  Zeichen  nimmt,  so  dass: 

/'(«  +  m)  +/'(o  +  2co)  ■■■  +  f{n  +  nco)  =  ^/'(«  +  mco), 

111  =  n 
SO  wird  das  Ganze: 

/(«)  =/(a  +  mm)  —       w  ^/'   (a  -L  ma) 


+  ■^'^*^f''{('  +  »*")  etc., 

m  =  0 

oder  es  wird : 

«»S/'C«  +  ""*')  =/(«  +  «")  — /(«) 
111  =  0 

Mi;=^  0 

»1  =  0 

Da  nun  .aber  die  Entwickelung  ganz  auf  dieselbe  Weise  auch  bei  /",  /'"  etc.  stattfinden 
kann,  so  lassen  sich  die  endlichen  Summen  auf  der  rechten  Seite  eliminiren.  Mau  hat 
gauz  analog: 


M  0 

i     77  "'  2  •' '"  ^"  "*    '"  "^ 

1    ,\-" ..« 

6        -<i-i-' 

M  —   0 

1  m  ^  H 

»^  0 

IM      n 

«S-^"'("   +    »"(0)=/"("    1-   ««)—/"(«) 

—     ß-  "»'  2  -^  *    ("    "^   *"  •")    '-'^*''- 

•II         0 

Miiltipliciil  man  die  GKioliiing  für  2^f'(n  4-  wio)  mit  1,  die  für  £/"(«  +  »i«) 
mit  u^to.  für  2."/"'(n  +  »im)  mit  ß^f^^,  für  £/"  (a  -f-  mra)  mit  yo«'  >••  s.  w.,  und 
summirl  die  Productc,  wo  a,j,  /S«,  yo  ftc-  unbestimmte  C'ocfficiintcii  sind,  über  die  man 
feo  virfügcn  kann,  dass  in  der  Summe  aller  Producte  die  endlichen  Summen  der  rechten 
Seite   \vei;fallen,  so  hat  man : 

m     »  ...  =  n 

1.1-0  "  III         0 

+  (yo  —  T7  /^o  -r  -jr  «u  —  öjj'^'S'"^"  +  """)  ••• 

^  "  "    '  m  =  0 

=^ /(«   -i     Hw)  — /(»/■)   -i     «0«   [/'    (fl   +    Hca)  /'    {U)\ 

/J«(a»|/"(«  +  «ü)  — /"(a)J 

-r  yoöH/"'(«  +  "«)  —/'"(«)] 
+  doO*\ r{a  +  nai)  — /'"(a)l  ... 

Für  die  Wegschaffung  sämmtlicher  endlicher  Summen,  ausser  der  für/'("  +  »"w), 
hat  man  folglich  die  Gleichungen,  welche  beliebig  fortgesetzt  werden  k«''nnen: 


itf,  —  4r  =  0  ßa  —  ■^u„^^  =  0  y„— —  /3o+g-«o— —  =  0  etc., 


oder,  wenn  niaii  sie  nach  einander  auflöst: 

1 


«.=    J 

fo=        0 

/5o  =  -1    y2 

^"  ^  "^^  30240 

)'o  "        " 

»iu  =        <• 

*•  =  -  710 

^                     1 
»  "~        120y60ü 

—  528     — 

Bezeichnet  man  diese  Brüche,  absohit  genommen,  mit: 

.     _1  <     _J_  4     __J_  A     - L_ 

'         12  -        720  '  ~  3024Ö         ^  ~  1209600' 

so  wh'd  also  die  obige  Gleichung: 

co]^/'(n  +  ma)  =  /    («  +  na)  —  f    (a) 

»1=0 

+  "2  «^  [/'  ("  +  « ö)  —  /'   (") 

+  A  ra-  [/"  (a  -I-  «  oj)  —  f"  («)] 

—  A,ro<[/'^(n  +  na)  —  r  (a)] 

+  J:, «"[/"(«  +  na)  _/-(«)]... 

Da  mm  f(x)  =  J /' (.-c)  f7.r,  so  kann  mau  füi- /(«  +  na)  — /((()  schreiben: 

jf(x)dx 

imd  wenn  man  die  Functionen,  für  Avelche  die  successiven  Werthe  berechnet  werden, 
lieber  mit  f(o)  statt  mit  /'  («)  bezeichnet  (in  der  That  sind  sie  eigentlich  Differential- 
quotienten), so  wii'd  die  Bestimmung  eines  bestimmten  Integrals,  indem  mau  überall  die 
Accente  in  der  obigen  Formel  um  einen  vermindert,  diu-ch  mechanische  Quadratur,  in 
dem  Ausdrucke  enthalten  sein: 

,„_„  ,^  +  uc: 

«2-^'("    +     ""^)     =     \f(.^)('^    -f    17    "     [/       («    +    ««)    —  /       («)] 
»1=0  •  " 

+  A,a^[f  (a  +  na)  —f  («)] 

—  .4,  «*  [/"■  («  +  n  a)  —  /■"  («)] 

+  Jac^nr  («  + ««)  —  r  («)]• 

Die  Gheder,  die  hier  auf  der  rechten  Seite  neben  dem  Integi-ale  stehen,  uud  die 
deu  Unterschied  zwischen  diesem  uud  der  einfacheu  Summenforrael  bilden,  sind  sonach 
bloss  aus  den  Gliedern  der  Taylor'schen  Reihe  entstanden  und  werden  immer  geringer, 
je  kleiner  das  Intervall  angenommen  wird.  Sie  sind  die  Reduction  der  Summenformel 
bei  endlichem  Intervall  auf  Summen  bei  unendlich  kleinem  oder  versch-n-indendem  Inter- 
vall, d.  h.  auf  das  wirkliehe  Integral. 

(5.) 

Die  auffallende  Eigenschaft  der  Zahlen  «01  Äi  70  etc.,  dass  von  /?(,  an  gerechnet, 
nur  die  Zahlen  in  ungerader  Stelle  einen  reellen  Werth  haben,  die  in  gerader  Stelle 
stets  =  0  sind,  erläutert  Euler  in  seiner  DLffereutialrechnung,  Cap.  Y.  Zuerst  ent- 
springen sie  aus  der  Entwickelung  des  Bniches: 

F  =  j ^ -^ =    1    +   «„  «   -L   /3„  m2   -L   y„  „J   etc., 

^  ~  T"  ^  "6   "'  ~24  "'■••• 
wie  man  sogleich  sieht,   wenn   man   mit    dem  Xenner  des    Bruches   hinüber  multiplicii't, 
und  da  bei  der  Anwendung  von  E.vpouentialfunctionen  Euler  zeigt,  dass: 


F  — 

1              ^'2.4'     2.4.6.8     ' 

-""   1+    "^     1            "*           !    - 
^4.6    '    4.6.8.  16    ' 
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•<i>  winl,  uoiiii  «,„  wie  «li-r  Aiii,'cii»rli<-iii   lehrt,  •:=  —  ist,    ki-iiic    iinj^'i-nulo  l'oicii/.    in    ilt-r 

Ueihu  vurkoiiiiiifii,  «lif  ilfii   NVrrtli   vnn    T  --  —  m  aiisilrürkt,  :ilr-(i  y^,  f,,  ly^  etc.  r=  Null 

«  iTiK'ii.     KcriKT  «Inl : 

—  UCiilfl  —  u   r^    I   —  A,  u''   —  Aill*  —  .1,1«'..., 

«Clin  fiir  .1,,  .Ij,  .-1,  ilii-  ()l(ii;cn  WiTlhr  :in;,'t'iii)nini<'n  wcnlcii.  Enillii'li  lianj^'cn  dit'so 
.ii,  -1,,  .tj  aiii'li  /.iisaninii-n  mit  «li'ii  reeiprokon  Wi-rtlion  «Jlt  gi-radi-n  l'ottMizcii  ik-r 
natürliclicn  Zahlen,  wenn  muu  sie  in  das  UneniUiche  fortsetzt.     Wenn 


(>  +  ^,+ä^+i^-4)  =  [^] 


ilzl    «inl,  so   ist: 


.1,  = 
-I3   - 


iiml   ülierhaupt: 


-I,. 


' 

1 

2 

1 

2~ 

1 

-' 

1 

1 

•_)  •-•  M  — 

I  „j.. 

Kür  ilie  niechanisehe  (.iiiadraliir  bedarf  mau  dieser  Kiifcnsi-liaflen  weiter  nieht. 
Man  wird  niemals  mehr  als  die  drei  Werthe  höchstens  gehrauchen,  die  sich  unmittelbar 
ihri'ii    numerischen    Werlhen    nach    ergelien    aus    deu    angeführten    Cileichungen.      Immer 

/.eii;t  die   letzte   Uelatiun   für  ,l„,  dass.   weil   bei  eihöhtein   ti   die     sich    immer  mehr 

der  Kinheit   nähern,  die   .1  nahe   abnehmiri  werden   nach   einer  geometrischen  Progression, 

1  ,  1     . 

'Iireii  Kxpunent  -— —  oder  etwa  —  ist. 

(6.) 
Die  Fonnel: 

ia^/(a  +  11,  a)  =   \f(T)dx  -1-  -77  w  [/(<«  -f  na)  — /(rt)| 

mrrO  i 

+  yl,«>|/"   (a  +  „CO)  — /'(a)] 
—  AtCo<\/"'(a  +  ».«)  — /'"(a)] 
+  A,a'-\r  (a  +  na)  —,r{a)\... 
hat  das  l'nbeijueme,  dass  auf  beiden  Seiten  dieselben  Grössen,  ./"(a)  und  /{a   -t    "'<')  ^ "'"" 
kommen.     Die  linke  Seite  ist: 

oj[/(«  +  oj)  -f  /(o  +  2  0))  -f  f(a  +  3o))  •  .  .  +  f{a  -f  na)\. 
Schafft  man  das  (ilied  der  rechten  Seite  hinüber: 


-  a  \/(a  +  MW)  —  /(«)], 


-.1   Werden   beide  Tlieile: 

Kliuli>r(u.'<.    riirotalUclK   A-lr. 


—     530     — 


«  [[^/(")  -f  ^fUi  +    w)l    i-  |-^/(«  -f  «)  +  l/f«  X  2«)]... 

^  ^f[«  +  («  —  1)«]  +  T-^'^«  +  "  *^)j- 

Dieses  führt  darauf,  die  Form  der  Ausdrücke  etwas  zu  äuderu.  um  eiuen  einfacheren 
Ausdruck  zu  bekommen.     Setzt  man  zuerst: 

,1  1 

a  -{-  ~  CO  statt  a  "ö"  '*'  statt  w  2  n  statt  «, 

so  wu'd  die  linke  Seite  und  damit  die  Gleichung: 

~  a  [/{(,  +  «)  +  /(«  +  2  a)  +  /(«  +  3ö)  .  .  .  +  /(«  +  ««)} 

+  T  '^^  '"^  I  •'"  ["  ^  ("  ^  l)  '"]  ~  ^■'  («  +  i  "')  1 

-^^4,«^|/"[.  +  (»  +  !)«]  -,r(a  +  i  0,)] 


Vertauscht  man  aber  in  derselben  Gleichung  allein  : 

1 
2" 


a  mit   a  +  -p-  03, 


so  wii'd  die  Gleichung: 

CO  [/(^a  +  I  «)  +  /(«  4-  I  ")  +  /(«  +  -^  «)  •  •  •  +  /["   +  ("   +  I)  «I 

+  Ä,  «2  J/'  j^r,  ^   (,,  +  1^  „j  —  ,r  (^a  +  1  «)  } 
-  A,  «.{/"[«  +  („  +  I)  «]  -/-(a  -^  i  «)j 
+  A.  w«     r  L  J-   h(  +  —  j  M     —  /'Y,(  -I-  —  w  j      etc. 
Multiplicirt  man  die  vorletzte  Gleichung  mit  2  und  zieht  die  letzte  davon  ab,  so  wu-d : 

t^^fi(i  +  wco)  =    |/(,z,.)  dx  -  (l  -  |)^4j  03=  1/  ^a  +  (^»  +  1)  «] 
-/■(«  +    2«)j 


-(l   -  iJi).».«"-'  |/'|«    \-  ("   +    .V)..']  '-('    =     J  0,)!    etc. 

Kill  Ausilniok,  :ius  welohi'iii  ilim-li  Vcr:iii<l«Tiiiiy  «lor  (.irunzfii  ili-.s  Iiiif;;ral!*  iler  vorliiii 
liriiu'rkti'  l'rlK'lhtainl,  »lass  (lii'Ki'llicii  GröSHoii  auf  beiilcii  Si-itoii  voi-koiiiiiii-ii,  vit- 
Holn\  iiutU-ii  ist,  iiiul  tlfi'  lU-üliiilb  eiiu-ii  klciiic-ii  N'orziig  auch  \vul;iii  der  klciiii-rfii  Cor- 
rt'oliouscooftififiiU'ii  vor  iloiii  andi-iTii  hat. 

(7.) 

llicnnit  «üidi'  »He  Aufgahi-   vollstiiiulig  gelöst  sein,   wenn  die  Difri-n'iitiali|uoli('nlcn 
wirklich  gfgobt'ii  wän-n.    Es  würdo  ilann,  wuiiii  statt  dur  ,1  die  Zalik-u  oingt-setzt  wurden : 

|/(j)  ,lx  rr^  w  V/(a    *    mw)  +  7)1^^^  |/'[«  4-  ('«   4-    2)"]  —  /'  («  +   2  *")  I 
*     L ,,  "»  =  0 

"  "^  j ' 

-  54". "' I  •'■'''[«  +  (''  + i)"! -•'■'''(''  +  2 '")! 


(idiT  iiai-li  der  ersten  Form: 


I  fix)  (Ix  =  o^/r«  -t-  "'w)  —  --  M  |/(rt  +  na)  — /(a)\ 

—  72  '»■'l/'(«   4-  na)  — /'(«)] 

Da  indessen  nicht  die  Differentialqnoticnten  iler  berechneten  Fuuctiouon,  sondern 
die  nniiierischeii  Üifferenzeu  gegeben  sind,  so  bedarf  es  zur  Bequemlichkeit  der  Rech- 
nung noch  der  Reductioii  der  einen  auf  die  anderen.  Es  würde  ein  bedeutender  Umweg 
sein,  wenn  man  zuerst  die  Differential« |uotienten  berechnen  müsste,  nni  die  Integi-ale 
dann   vermittelst  ihrer  zu  linden. 

Die  Gleichungen  zwischen  den  Differentialquotienteii  und  den  Differenzen  linden 
sich  wiederum  durch  einfache  Anwendung  des  Taylor'schen  Satzes.  Man  hat  die 
beiden  Gleichungen: 

y  Inj   —  y|(i   -I-  —  wj  —  —  w/'((i   -}-  —  wj    f    —  w»/'M«     •     ~  a\ 

G7* 


Folglieh  wird  wegen  /'(a  +  «)  —  /  (")  =^  f!<[f'  +  ir 

Führt  man  hier  die  Differential(iuotieuten /' (a),  y"  (a), /'"  (a)  etc.  ein,  so  wird: 


und  das  Ganze  wird: 


a;  («  +  ^  '^)  =  "/'(")  +  ^  "'/"  (")  +  "6  '*''^"''^") 


+  ö7  "*/"(")  +  i^v-M")  + 


24       •'      ■  '    '    120 
Es  wild  daraus,  wegen  : 


und  wenn  man  a  negativ  setzt  und  auf  der  rechten  Seite  das  Zeichen  überall  ändert: 
foU  —  ^  (A  —  CO/'  (a)  —  ^  032/"  („)  j_  _  aj3/"  («) 


—  öl  "'^"  (")  +  Tön   '^'f  (")  — 


24       ^      ^  ^    '    120 
oder  wegen: 


/»(('  +  j")  ~  -f'oy''  ~  -2  ")  =  'f'"  *^") 


erhält  man 

12         ■'       ^^     '     360 


/■;  (a)    =    «2/"(fl)    +    —   «V"    («)    +    TTT^    »V  («)••• 


Geht  mau  so  fort,  so  tindet  man: 


/i"(«)  =  wV"  («)   +   g-  «'■•/'(«) 


/o'(a)  =  w'',/'"(«)  +  -r  «'/""(«)  etc. 

Nimmt  mau  hier  die  Functionen  mit  ganzen  Argumenten  zusammen  und  die,  bei 
welchen  halbe  Argumente  vorkommen,  so  bat  man  die  beiden  Systeme,  wobei  die  Ent- 
wickeluns;  etwas  weiter  fortgeführt  ist: 


iiiiil  : 

/;(,,)  =  wVM'i)  r  -^  "V:'(")  +  ^  M'/'"(<«)... 

/i'(.i)  =  «a'-/'((i)    ^    —  W/""(")  +   •••• 

lAÜtet  man  ans  tlieseu  beidoii  Syslenieii  <Vu'  Werllir  von: 

/'((i    '^    ö"*^)'        /'"{"    •    "7  ")  '•■'^'•»        ./"(")i         ./"((/)  elf. 
ans  den  gegebenen  Grössen: 

al>,  was  ilnrch  einfache  Multi]>lication  mit  zweckmässigen  Zahlencoefticienteu  nml  Sninniirnng 
der  Productc  gescbieht,  so  erhält  man : 

-7168-^-   V^YV 
«• /"  (n)  =  .'ö'  (")  —  X2  ■'"  (")  +  9Ö  -'«'  ^"^  ~  560  -^•"'  '^"^ 

c« /"  (a)  =  /;: fa)  -  -^  /r  (a)    »    ^iö  •^«"' ^"^ 

w/("  •  y  ")=/"("  •    2"")  -  ^•^"»"("  ■  y") 
M'-  /"  '(,11  =  /;•  (a)  —  —  /;■"  (rt), 

in  wek'lun  Ausdrücken  die  Entwickehing  so  weit  getrieben  ist,  als  man  sie  irgend  ge- 
brancht  In  der  Praxis  wird  man  niemals  so  weit  gehen,  sondern  statt  bis  zur  siebenten 
oder  achten  Differenz  forl/ngehen,  lieber  die  Intervalle  bei  den  Arginnenten  verringern, 
wodunli  man  li"ichstens  bis  zur  fünften  o<ler  vierten  Differenz  zu  geben  uöthig  haben  wird. 

(8.) 

Diese  Ableitung  für  den  AuMirnck  der  Differciilial'iuntienien  diireb  Differenzen  ist 
die  elementarste,   wenn   man   einmal   bloss   von   dem  Tavlor'schen  S:it.zc  ausgehen  will 


—     Ö34     — 

Aber  sie  ist  imgemein  ■weitläufig  iiud  deshalb  uubefriedigeud.  Mau  kann  sie  weit  über- 
sichtlicher und  eleganter  macheu,  wenn  man  eine  aualytische  Function  zu  Grunde  legt, 
welche  die  Eigenschaften  vereinigt,  Ausdrücke  für  die  Differenzen  uud  Differential- 
iiuotieuteu  zu  geben,  die  nie  abbrechen,  den  hier  gewählten  Bezeichnuugeu  sich  auschliesseu 
uud  die  sänimtlicheu  Ausdi'ücke  auf  eine  oder  einige  Reihen  reduciren,  deren  Eut- 
wickeluug  analytisch  gegeben  ist.  Die  Zahleucoefficieuten  müssen  sich  bei  ihi-  völlig 
gcuau  ergeben,  da  sie  von  der  Natur  der  Function  ganz  unabhängig  sind. 

Eine  solche  ist  die  Exponentialfuuctiou  e'.  Legt  man  sie  statt  der  allgemeinen 
Function  /  {£)  zu  Grunde,  so  hat  man  zuerst  für  ilie  Differeutialquotienteu  in  Bezug  auf 
*•  stets  denselben  Werth  e^.     Es  werden  folglich: 

/(a)  =  e",  /'(a)  =  e«,  /"(«)  =  e'^  /"(«)  =  e', 

f  {a  +  ca)  =  f  (a  ^  ai)  =z  f"  (a  -^  cj)  ^  f"  (a  4-  w)  ^  e""*""  u.  s.  w. 
Für  die  Differeuzeu  aber  hat  man: 


./;.  a 


y  o'  (") 


-03j  =  e         —  e    =  e      ^    (e^     —  e    ^     1 


'1 


oder  übersichtlicher,  weuu  mau : 


/o  («) 
/"■  («) 


+ 


e      -     .»=/(((  +  -^  CO  j  . 


e"  .  M* 


/ 


f"  (a)  .  II' 


wie  sich  aus  dem  beliebig  fortzusetzenden  Schema  : 


Argument 


1.  I)itffrenz 


IL  Differenz  III.  Difiereuz         IT.  Differenz 


<(    —    w    .     .      .     . 

e"^'" 

1 

e"    ^"' 

.  u 

e""'"  . 

M* 

1 

e"    "' 

«' 

e"     '"  «■'.... 

(( 

«    +    (U    .      .      .     . 

e" 

r'r- 

.  u 

it* 

e 

«» 

e"  .  u'' 

6"  +  "'   H*.... 

ergiebt.     Substituiil   man   diese  Werthe   iu  die  obigeu  Gleichungen  für   o /' (  a -+- -jr- ca  |, 

cj^/"  (a)  «.  s.  w.  uud  hebt  auf  beiden  Seiten  die  gleichen  Factoreu  e  ^  e"...  weg, 
so  bleibt  überall  nur  eine  Potenz  von  co  auf  der  linken,  imcl  eiue  Reihe  nach 
Potenzen  von  u  auf  der  rechten  Seite  übrig.    Entwickelt  man  deshalb  aus  der  Gleichung: 


—  e    ■"     =  a 


—    :.;i.'.    — 

lU'ii  Wrrlli  xou  w  nach  i-iiior  Ui-iliu,  ilif  nach  l'otoii/.oii  von  h  forlL;i-lii,  m)  \vir<l  ilie«c 
Ki'ilie  iiiiil  ilirc  roton/.i-n  »lio  inniifrischfn  (."orflicit'iiU'n  in  ilcn  oldj^i-n  Eulwickelnngi'n 
i»«'l>»'n   iiiÜKSi-n. 

Zn   ilii'M'ni   ZxM'fki-   li:il   man   zncist    ann : 


folglich : 


l'\    i.t    :.l. 


odiT : 


folglhh : 


1    ,1a,  _  2   +4"V  .   "■' 

■2  "    '    )'(/  4") 

da         /  1      \    2 


«=    |(l     4      \u^)     '    ,/„. 


ohne  weitere  Hin/.iifügung  einer  Coustante.  weil  für  u  ==:  0  auch  w  =  0  wird.  In  den 
beiden  Reihen : 

\'     ■    t  "   '       "~  2  2»        2  .  4  2*        2  .  4  .  K   2'"> 

nnd : 

und  den  Potenzen  dieser  letzteren  wird  also  das  Gesetz  der  ohigen  Zablenooefticienten 
in  dorn  Ausdruiki'  ihr  Diff«  r(ntial<|uotienten  durch  die  DifEerenzeu  enthalten  sein.  In 
dir  Tliat  ist: 

1      ,    ,      3       .  ö        . 

ii)      "   u    —  —  u*  4-  u    —  — —  u*  ... 

24        ^  640  7168 

1      ,    ,      1        .  1 

12        ^    90  560 

1  1         1      s    ■      3"      - 

"'  =  «'-¥"    +T92Ö"'  - 


536     — 


24 


1 

CO'-    =    !('' —   U^   .  .. 

4 

Fügt   man    auf   dei-   linken  Seite   die  Differentialquotienten   je   nach    den    Potenzen 
von  0),  bei  den  geraden  bezogen  auf  das  Argument  ((,  bei    den  ungeraden  bezogen  auf 

das  Argument  (/  4    ,,  ^i  liin/u,  und  vertausclit  auf  der  rechten  die  Potenzen   von   ii  mit 

den    Differenzen    derselben    Ordnung,    ebenfalls   bei   den    ungeraden    für    das   Argument 

u   -{-  —  to^  bei  den  geraden  für   das  Argument  «,    so    hat   man   die   obigen  Werthe,    die 

man  hiernach  beliebig  fortsetzen  kann. 

(9.) 

Die  Ausdrücke  der  Differential<|uotienten  durch    die  Differenzen    in    (8)    kann  man 
in   die   erste  Tntegralformel   in  (7)  sogleich  substituii'cu,  weil  in  dersellten  dann  die  "Werthe 


.■V   Difcrenzi'ii  : 


l  ((i  +■  ^  m),  ,/;,"  («  +  ^  w),/,:  («  -f   -  w),/i'  (a).  r^  {<i\  /;■  [a] 

vorkommen,  die  unmittell>ar  bei  <ler  Bildung  der  Differenzen  vorliegen.  Für  die  zweite 
Integralformel  in  (7)  ist  noch  eine  kleuie  Umformung  nöthig.  liier  werden  /'  (a), /'"  (a), 
f'  (a)  durch  Differenzen  ausgedrückt  werden  müssen,  die  folglich  auch  die  Form  haben 
werden /ö  (a), /q"  {a),  f^  (a),  aber  bei  der  Bildimg  der  Differenzen  aus  den  gegebenen 
Functionen  nicht  unmittelbar  vorliegen,  sondern  erst  durch  Interpolation  hergeleitet 
werden    nnissten.      31an  würde    ■/,.    B.   den    Worth    von  f]   (a)    aus    den   beiden    Werthen 

flia  —  —  fo)  >ui(l  flia  +  :7  w)-  die   wirklich  vorliegen,  und    ihren   Differenzen    durch 

Interpolation  zu  suchen  haben.  Allein  man  kann  auf  leichterem  Wege  die  nöthigeu 
Iteihencutwickelungen   tiuden.     J>etrachtet  man  die  Exponentialfunetion ,    so  wird  in    ihr: 

/,',  (u)  =  e" -u. 

wenn  man  es  aus  der  Bildmig  der  Fvuictiiiueu  y' (  at  —  ^  al  f  la  -}-  -^  coV  f(a  -\-  —  «j 

ableitete. 

Dagegen  wird  hier: 


fol-li.-li   wird 


1       \  ^ 


+  e 


oder   nach  der   oben  eingeführten   Bezeichnun 
/■;  (a)  =  f\  (a)  • 

Da  nun   ganz  dasscllic  auch  bei: 


+  e 


—     5H7     — 

e    '     +  e 

/:  («)=/;  («)•—; — - — 


c     ^      +  e    ^ 
>l:iitliiiiK't.  CO   winl   in  ilt-ii  Ui>ilii>ti   von  u,  naoli   welchen  (O  inid  sc-iiu-  l'offn/.en  cntu ickclt 
•lihil    (inul    »N<i    lUH-li    in    den    Aiisdrik'ken,    woilnroh    diu    1)ifFci'cnlial<|uotienteii    au8    den 
lliffi'ivn/.en  lu'rvi>ri:«'lifn).  durch  i-ini'  eiiifarhf   Midtiiilatioii    mit    dor  l'i'ihu,    welche    ilen 
Wertli   von : 

iKU'li   roU'ii/A'U   \oii    H  giclit,  <mUt  narh   drin   Oliii^cii   iliirrh: 

1 
2 


=('  +  :«•) 


der  Mdlstänili'.'e  Ausdruek  iler  l)ifferentiali|iiotiente'n  gegeben  sein.  Nur  wird  man  liier 
dii-  l'oteii/.en  von  m,  mit  dem  arithmet  isehen' ^fittel  von  <ler!>ellieii  Onlnung  und  mit 
ilem>ell)en  Argumente  l>e/.eielinet,  vertauschen,  wohei  die  DifFeren/eii  von  ungerailer 
Ordnung  i;an/e  Argumente,  die  \on  gerader  Ordnung  gelirocheiie  oder  hallie  lnter\alle 
unllialt4^-n. 

Nimmt  man   deshalli  die   Keihe: 

/  1       \     .  1   «-  1  .  .H  u*  1  .  :}  .  f.      u« 

(  '    ^   4  "•)       =^-'2  2'         rri2>    -  2V4T6  "  2«  +  '  "  " 

uml   multiplicirt  sie   mit  den  verechiedenen   Potenzen   von  o,  so   wii>l: 

-  1      ,    ,      1      .  1       - 


^  '  .,  -  '    ,  2i 

e     ^'        f  e 

a,i  .         -^  =  „    -  .^  «•  •  •  • 

,:""  +  €     a  " 
und   ilurch   Kiufidiriing  der  arithnietisehcn    Miilcl   «ird: 

W       /  '     (  "  )  =   /l      ^      \  1         .111     /  .  1  .»      ,  1  -Ml     /     \ 

M'  /'"  (rt)  =  /^'  fa)  —  j  /;  («)    +  y^,  /;"  (a)  •     • 

Kliukcrfuef,   Tbcorvtltche  Ajlruuuutv.  (>H 


1 

0)3 

2 

e    " 

1 

o' 

2 

+        0 

1 

r.i4 

•j 

A_,W.  ,  1 


)=-'i("^2  ")-2i-']'("  +  2  ")••• 


Q^r  (rt)  =  fl(a)  —  :^f^'(a)--- 

Dieses  sind  die  Ausdrücke,  die  iii  die  zweite  Integralfonnel  eiiigcfiilut  werden 
müssen,  um  die  Correctioneu  durch  die  DifEereuzeu  auszudrücken. 

(10.) 

Endlich,  da  hier  nun  Differenzen  mit  ilireu  ]je/.eicliuunL;en  eingefülirt  .■>ind,  winl 
es  zweckmässig  sein,  auch  die  summiiten  Fmictionen  statt  der  bisherigen  2J  zu  setzen. 
Es  wird: 

^/  (a  +  mco)  =f  («  -f   «)  +  /  («  +  2  w)  .  ■  .  +  /  («  +  nco) 

m  =  0 

=  '/o  U  +  («  +  2)  "^J  "~  ■^°  ("  "*"  2  ") 
und  auf  iilmliclie  Weise,  wie  bei  den  Differenzen  arithmetische  Mittel  vorkommen  in  der 
zweiten  Formel,  wird  es  auch  bei  deu  Summen  der  Fall  sein.     Es  ist  nämlich: 

^fia  +  mco)  -  i  [/  («  +  nco)-  f  («)] 

m  =  0 

=  J/(a)  +/(a  +  CO)  +f{a  +  2«)  +  f  {a  +  3  co)  +  •.•  +  f  [a  +  («— 1)cd)] 
+  2  -^  (*  +  " ") 

=  2  '^0  ( "   +  2  ")  ^  2  -^^  ("  —  2  ")  ^  '■^°    "   ~  ("  "~  t)  "    ~  ■'»  (**  "T"  ^  '^) 
+  7)  '/o  I «  +  (^»  +  -^)  «J  -—  :7  y'ü  I «  +  (^«  —  Tj)  ra  I 

=  1 1  >'  [«  +  ("  +  t)  "]  -1-  >"  [«  ^  («  -  ^)  «]|  ^  7'  >»  («  +  i  ") 

+    I/o  (^«  —  ./  «)| 

=/!(«  + »")-;/i  (4 

Substitukt  mau  jetzt  die  Differenzen  statt  der  Differentialquotieuten,  so  wird  nach 
gehöriger  Reduction : 

|/  (x)  ilv  =  (0  {  y„  1^«  +  (^i  +  -j  oj  —  /o  (a  +  2  ") 
*«  +  !« 

+  ^  I  /;  [«  +  («  +  0  "]  -f\  («  ^  ^  «)| 

/ö'  1  a  +  ("  +  rr)  '^J  —  /ö'  («  +  vT  '^'^)} 


5760 
+  ,>jV,'on     .'0    «  +  ( «  +  ö )  "    —.'0  ( a  -  o  "  )l   etc. 


und; 


53(t     — 


J  '      «  3 

Itfi  ilfiii  lut/.ten  luti'j^nilf  tbut  man  gut,  die  ersto  Zeile  auf  ilur  rechtou  Seite 

/,  (,i  +  „«)-/,  (o) 
ä  ä 

so  /u  solireilic'ii: 

•/^  («  ^  nw)  —  /o  (a  +  ^  oj)  +  t/  (")' 

wi'il  in  «h'in  :irithiiietischeii  Mittel  1/",  (a)    bereits  eiu    Theil    des    Integrals    cuthalten    ist, 

ä 

iiinl  ilie  suiiiniirte  Function  «loch  mit  einem  '/o  ( "  "I"  ö"  ** )  l^L^ginnen    muss,  eine    Grösse, 

die  an  sich  ganz  willkürlich  ist,  da  sie  im  Integrale  wieder  abgezogen   uinl. 

Di»'  letzten  Glieder  in  beiden  Ausdrücken,  die  zu  den  Argumenten  a  -r  —  a  und  a 

geliiiren,    bilden,    wenn    man  das    Integral    beliebig   fortsetzen    will,   die    Coustante    des 
Anfangi's.      Man    kann   cleshall>  die  Fonneln  auch  so  schreiben ,    dass  man  für  die  erste 

summirte  Kiinclion  an  die  Stelle  von   'fo  [^  ~\~  ::  ^)  setzt: 

und  damit  die  summirte  Keihe  bildet.     Es  wird  dann  ganz  vollständig: 

j  /(x)dx  =  (0  I  '/o  I  a  -f  (n  ^  ., )  w  1    •    .,^  /i  L  -\-  (n  -\-  -j  oij 

Für  die  zweite  Formel  setzt  man  an  die  Stelle  von  %  (a  -f    ,  ay. 

Co  =  j  +    2  -^  (a)  +  i^/1  in)  -  ^/^  (a)  +  ^  f,  (a)  ■  ■  ■] 
und  erhält  dann,  weim  man  damit  die  summirte  Reihe  bildet,  ebenfalls  vollständig: 

|/(.r),fx  =  w  j  y^  (a  +  »im)  —  — /;  (a  +   »a) 
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6Ü48U 


./;•  (a  +  ..u)  •  •  • 


—     540     — 

Es   wird    ilaiin    das    l)t'stimmte    Iiiteginl    a  ^  —  co  bis    a  -|-  in  —  -pr)  o   und    u  liis 

(a  -\-  na)  vollständig  gefunden,  wenn  man  au  die  Zahlen  der  sumniiiten  FuiRliou,  die 
zu  dem  End- Argumente  gehören,  nur  die  angegebeneu  drei  Correctionen  anbringt  und 
jiähert  sich  in  dieser  Form   der  Kntwickolung  des  allgemeinen  Integrals. 

(11.) 

Am  einfachsten  lassen  sich  beide  Ausdrücke  so  in  Worten  fassen.  Es  sei,  um  die 
kleinen  Brüche  zu  vermeiden : 

1  ,  17  ,        367 

"  =  24-  '^  =  -5760'  ^''  =  +96^680*^'^-' 

und  mau  habe  für  die  zu  integrirende  Function  /(x)  die  Reihenfolge  von  Werthen: 

,/■  («),  /  (a  +  CO),  f  («  +  2  cj)  .  .  . 

beliebig  -weit  berechnet,  so  wird  das  lutcgial  allgemein  werden: 

\.f(x)dx  =  10  iVoC«  +  n(o)   -L   ufl  {(I  +  II  a) 
-1-   ßfö'  ("  +  "  «) 
+  y/o    {n  +  na)  +■■■] 
J-  Const. , 

wo  die  Constiiute  so  bestimmt  wird,  dass  für  das  Argument,  für  welches  das  Integral 
Xull  werden  soll,  es  sei  dieses  das  Argument  (et  -\-  n' a),  die  voiangehenden  Ausdrücke 
mit  negativem  Zeichen  hinzugesetzt  werden,  also : 

Const.  =  —  a  {'/i,  (a  -p  na)  «/[,   (o  -j-  n' a) 
+  /3/ö"(«  +  n'a) 
+  7fl  («  +  "'«)  •  •  ■) 
Dieser  allgemeine  Ausdruck  wird    in  der  IJechnung  am  einfachsten,    wenn,  wie  in 

der  ersten  Integrationsformel  von  (10).  die  Zahlen  n  und  n'  von  der  Form  (/  -L  — ) 
und  ii'  -\-  —  J  werden,  weil  dann  unmittelbar  die  aus  der  Reihe  fia),  f{n  -\-  a)  u.  s.  w. 
sich    ergebende    summirte  Function  I/o    fl   +('   +    17)'*'     "'"^  ^'i'?  Differenzen: 

/;[+(.+  i)»]      /;,"[...(,-...|)»]      ,;[„.(,.  1)4 

ohne  weitere  Aenderung  angewandt  werden  können,  und  ebenso  bei  i'.  Ist  aber  n  von 
einer  anderen  Form,  so  müssen  diese  Functionen  von  '/oi  /ö»  f"\  fl  etc.  aus  den  wirk- 
lich dastehenden  Zahlen  so  interpolirt  werden,  als  ob  sie  reine  Functionen  der  Argu- 
mente a  4-  (i    -\-  —\  a  bei  allen  wären. 

Ein  Beispiel  dieser  Art  giebt  die  zweite  Integrationsformel,  wo  n  von  der  Form  i 
ist,  und  n'  von  der  Form  /'.  Die  hier  noth wendige  Interpolation  iu  die  Mitte  hinein 
ist  bei  ihr  ausgeführt,  und  da  hier  die  arithmetischen  Büttel  der  Functionen  von  : 

a  -\-   (i    -\-  -k)  a      uiul      (i   —  ( '    —  tt 

\  orkouimen,  so   sind  diese   eingeführt  und   die   Zahlenreihe: 


—    r)4i     — 

'   -12"     *    720  "'-60480"^- 

i>l   ciil.'.laiiil"  n    :iiiN   Mihi    l'incluot«'    vmi: 

\      ■     a  II-  (i  II*     I     y  (('■  .  .  . 

mit   ilii    lii'i   ilt'i'   IiiUT|>ii|atioii   in  <lii-  Mild'   liinciii  i^clti'inU-ii   Ki'ilie: 
_  j 

(^1,  i..y"*^i_^,.,  _!..  f^. .■■... 

Zur  l>oi|ia-inliolikt'it  der   lu'cliiiiiiiv;    k:iiiii    nein   iiiiT  noch   iiin/.iifii<j;t-n,    il:i.s.-<   man  am 
lifsti'ii   tliiiU   niilit: 

/(a)  /(rt  +  ra)  /{rt    \    2(0)  vu: 

an/.ns»'t/.(.'n,   .sonilrrn : 

(•)/((()  w./  ("    f    w)  w./  (<'    j    2w)  <lc. 

Du  iliuMi't'  Factoi-  (J  sowoiil  in  ilic  Diffcren/.en  als  in  die  Mnnimirtun  Finietioncn,  dii'  nutn 
uns  cay  (d).  w./  {«  •  wK  wy'(<i  f  '2a})  Itildtt,  von  stllist  iiliii>.'<tit,  so  füllt  »r  in  dicstin 
FalK-  ans  der  rcolituii   Soiu-   viillii;;   wi-i;. 

Kmiru-Ii   kann   man   noch  bemerken,   dass,    wenn   man  da»   I)<is|ii(.l  dfi-  Exjiont'ntial- 
iri-iissc  <■'    ancli   liri  cU-r  Inti-gi-ationsfonnel  verfolgt,  die  siimmiric   Knin-tion: 

Jo{a         TT  ")  =  c       a       - 

wird  uml  da  1 1-' il  i  für  x  ^=  in  ■  ^  w)  «it'di-rnni  c"  ^  I' "  ist,  dir  oliiixi'  Intcixialfornul 
die  ( Jlriclmnir   nolicn    wiid: 


worans   fol-'t: 


oilvr: 


1     =:    C)      —      ■      H  II  ji  (I  J'»"' 


^^  1  -1  «((■■'   ■   fiii*  4  y  I''' 


ila   ,  1      1    «'     ,     1  .  :i      1    «• 

du 


'"     "     i-ji^  +  rn-fiT-- 


das  hciäst : 

1    -}-«"■'    •     l^ii*    '-    /'"'■  •  ■  •    = 


U'    -*"    H'    

■24         '     GUI  716H 


so  dass  die  Wertlu'  a,  /i,  ;•  etc.,   wenn    man    sie   fortsetzen  wollte,  ans   dem    rcciprokei. 
Werthe    der    Zahlenreihe    entstehen    würden,    die    bei    dem    ersten    Differentialquotienten 

/'(«    +   -;^   MJ  stJitlfindet,  wie  es  auch   bei   dem    Internale   in   der  Natur  der  Sache  liegt. 

(12). 

Vermittelst  dieses  nllgcincilien  Ausdruckes  der  Integration  für  jede  Form  des 
Argumentes,  mithigenfalls  mit  Zuziehung  der  Interpolation  werden  sich  die  zweiten, 
dritten  und  folgenden  Integrationen  ohne  alle  Jliihe  ausführen  und  ableiten  lassen.  Bei 
der  Hihlnng  der  verschiedenen  Constanten  findet  immer  dasselbe  l'rinciii  statt,  die  allge- 
meinen  Inlegralionsformeln  so    zu   benuUen,    dass    man    die   Wurthe    der  ConsUmlen    mit 


~     Ö42     — 

ihrer  Zuziehung  richtig  erhält.  Diese  Werlhe  sind  au  der  gehörigen  Stelle  in  den 
summirten  Reihen  so  anzusetzen  und  zu  der  Bildung  der  snmmirten  Reihen  zu  benutzen, 
dass  später  auf  die  Aufaugsgreuze  nicht  mehr  Rücksicht  zn  nehmen  ist,  sondern  an  alle 
Werthe  der  dadui-eh  gebildeten  summirten  Reihen  nur  die  Correctionen  der  Endgrenze 
anzubringen  sind.  Die  Bequemlichkeit  der  Rechnung  wird  dabei  allein  noch  einige  Be- 
trachtungen nöthig  machen. 

"Werde  zuerst  das  zweite  Integral  gesucht,  so  giebt  die  allgemeine  Formel  für  das 
erste  Integral: 

\.t{x)dx  =  w  {'/o(rt  +  "«)  -f  «/i  (rt  +  na) 
+  ßfoia  +  na) 
+  yfo  (a  -\-  na)  .  .  .] 

die  verschiedenen  Theile  des  zweiten  Integrals,  je  nach  den  Theileu,  aus  denen  das 
erste  besteht.     Setzt  mau  zuerst  statt : 

/  {ii  -\r  iia) '/,  (a  +  n  a), 

so  hat  man  für  den  ersten  Theil  des  zweiten  Integrals  den  Ausdruck: 
I  (Ix  \f(x)dx  =  w2  {"/„  (rt  -|-  na)  -f  «/    (a  -\-  na) 

+  ßfö{a  +  na) 
+  yfo{n  +  na)  .  .  .}, 

weil  bei  den  beiderseitigen  höheren  arithmetischen  Reihen  die  Differenzreihen  nur  vor- 
rücken.    Ebenso  werden  die  folgenden  Theile,  wenn  man  für: 

/  (a  -j-  n  a)  iiacli  und  nach  /J,  ('*  +  "  ^) 

r,          !!  »       /ö'(«   +  w) 

„          r  „       /o    («  +  >'  ö) 
setzt,  respective : 

a^cif{a  +  na)  +  « Vi' («  +  «  ")  +  ^- ß  fo  ("■  +  ««)•••! 

032  {  ß.fö{<J  +  II  co)  -L  aßfola  +  nco)  .  .  .] 

«M  rfVi'i  +  na)  .  .  .} 
Zusammen  wird  also: 

I  dx  \f{x)  dx  =  a-  \"/i,{a  -\-  na)  -\-  2a/(a  -f  na) 

+  («2  +  2ß)f^{a  +  na) 

+  2(aß  +  j')/ö'(«+  na)...] 

oder  die  Zahlenreihe  der  wirklichen  Integrationscoefficienten  wii-d  die  Form  geben: 

n  +  nfj 

I  d.r  \f{x)  dx  =  aj2  I ';/■„(„  -I-  „co)  +  p, /('7  +  na) 


bei  denen,  wenn  man: 


12 


setzt,  die  Reihe: 


ßi=- 


24Ö-^"("  +  ") 


+ 
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/;'■  («  +  na)  ■ 


240 


1   +  «1«^  _|_  ^^„4  _^  yj„e  _i- 


yi  =  + 


31 
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a  I 


-    5»;i 

ii.icli   iliiii    olicii  am  Kmlf    m>ii  (11)   unyefiilirtfii   NViiilii'.      UimiiUcll.ar   k.iiiti   nie   aiigc- 
wniiilt   wenU'ii   für: 

»IM    ^r—    I  w , 

«eil   in  ilcii   irnailcti  siiiniiiii'li'ii   IJi'ilifii   uml   !)iffiTfii/;«'ii  <lir   WiTtliu: 

"/„{ii    f-   (W)  I  [ii    i     (W)  /o  ("    t    «W)  JÜ  (<i    •     /«■>) 

uliiii-  wfiUTi-  \or/.iiiK'liiiu-ii)U-  AiMiiloniiig  vurkoiiiiiii-ii. 

Nt  aliiT  »1  w  \oii  iliT   Ftiriii  1  i    4-  — )  ca,    ho    iiiühsou  dii-sf   Ht-ihi-n  sc»  in  «lic   Miiic 

liiiH'in   iiiU-rpolirt    uiTili'ii,    als    wären    bio    ruinc   Fniictioncii  von    («  4    '  m)-      Multijilicirt 
•  n:ii.    :.U..; 

(1)"  ,„.(,.  !,..)-■ 

iiiul  fuhrt  ^talt  der  wirklichcu  Diffirin/cu  tlie  aritliiiutisclicn  ^liltfl  eiu,  so  erhält  man: 
I  ,/T  [/(x)  (/x  =  W  ["/_,  [a  +   (^.  ^     Ij  «j  —  ^/,  ["    r   (•  +  ^)  «] 

Es  winl  lifi  cUr  Kiohuimg  l>C(|ucmer  sein,  bei  eiuer  solchen  zweiten  Integration 
nicht  /(<i),  /(«  +  ^)  "•  8.  w.  anzusetzen,  soudern  oy'f(a),  a' f  (a  -\-  oj)  etc.  Man 
erhält  dann  allerdings  das  erste  Integral,  verbunden  mit  dem  Factor  a,  und  muss,  wenn 
man  es  gebniueheu  will,  mit  diesem  Factor  erst  dividircn.  In  de)-  Kegel  aber  wird  man 
grössere  und  bequemere  Zahleuwcrthc  erhalten. 

(lo.) 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  dritte  Integration  an.  so  wird  man 
erbalK-u : 

I  -/ j-  I  ./ j-  |/fr)  ,lx  =  Ol'  |'%  (rt  +  »10))  +   i  Yo  (a  -f  na) 


45"        -III  /      ,  X      1 

+    967680  •/»("  +  "•^)-J 


Setzt  man  hier: 


_  J[  ^ 7_  _  457 

so  entsiirinu't  die  Iteilie  aus  diesen  Coeflicienten  aus  (  —  )  ;  oder  es  ist: 

\ioJ 

1   +    l,u"  +   /i,u«   -1     j'»,»«    :    .  ..  =  nLy. 
Unmittelbar  ist  diese  Form  anzuwenden,  wenn  »i  von  der  Form  ist  i  +  tt-,  wegen 


^     544     — 
(Ut  ungcrailcu   Oi-(liiungs/:iUl   dtT  Miiimürteu  Itt'ilieii   iiiul  Diffureii/.i'U.     Fiii'  tlic  Form: 

n  =  i 

wird  mau  die  letzte  Keihe: 

1 

1  +  a.,u'^  -\-  ß.,H*  +  y.,u'''  iiiultiplicireii  mit  M    -f  T  "") 
und  st:itt  der  Differenzen  arithmetische  ^Mittel  einführen  müssen.     3Iau  erhält  dann: 
I  dx  I  ilx  |, /■(.<•)  ,lx  =  co^  {"y^  (n  4-  ico)   +  -^f\  (,,  +  ia) 

2 

das  Glied   mit   [f\  («  -(-  ico)    hat   hier    den   Coefficieuteu  Nnll,   so    dass    mit    verhältniss- 

mässig  weit  grösserer  Nälierung  als  bei  den  früheren  Integrationen    die  dritte  suiumirte 
Function  das  dreifache  Integral  ausdrückt. 

(14.) 

Es  mögen  jetzt  die  Werthe  der  sowohl  am  Aufauge  als  am  Ende  der  Integration 
auzusetzeudeu  Grösscu,  welche  nach  deu  bisher  ausgesprocheueu  Grundsätzen  nur  Itei 
dem  Anfange  besonders  eine  etwas  grössere  Mühe  der  Berechnung  verlangen,  so  für 
die  drei  ersten  Integratioueu  übersichtlich  zusammengestellt  werden,  und  zwar  für  beide 

Formen  von  x  und  x',  =  a  uud  =  o  -j-  —  o,  dass  mau  uumittelbar  das  jedesmal  Nöthige 
daraus  eutnehmeu  kanu. 

H    .  ,  . 

Zuerst  hat  man  nach  dem  Ausdrucke  für  —  iu  einer  IJeihe,  und  ihrer  Potenzen  bis 

a 

zur  dritten: 

—  =  1  +  2^  "'  -  576Ö  "    +  D67^0   ""  ■  •  • 
=  l  +    ttu^     +     ßu*       +         y  !('■•  ■  •  •  j 


-  '   +  12  '"         -UO    '"  + 

31 

60  480 

=  1  +  «,  „2   +   ß^   „4    + 

7,  »•■ 

-1+8  ■"'        iL  "'  + 

457 
967  680 

=  l   +  a,  «2    +     ß,  „^      +         y,  »«  .  .  .  J 

Die  Werthe  «,  ß,  y;  a^,  /Jj,  y^;  k.,,  ßj,  y.^,  die  hierdurch  gegeben  sind,  bilden  die 
Zahlen  werthe ,  welche  bei  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Integration  für  die  wirklich 
dastehenden  Differenzen  gebraucht  werden. 

1 

Multiiilicirt  man  diese  Reihen  mit  (  1    +  -r  m^)      )  so  erhält  mau: 


191 

60  4S0 


=     1     +     «'l  «ä     _)_         ß'^   „4         _j_  y'j   ijO, 


—     64ft     — 

_  I 

•11+    —  M*  1  =1   Om'       +    U* !<'•    •   •   • 

=  1  -f-  «',«»  +   /r^M«    -f     /,„« 

Dil-  W.itlif  «',  /J',  y';  «',,  fi\,  /,;  «',,  /J',,  y',,  iHo  hionliirch  y.u-  '"n  -"i'l,  und 
iKttlii^i-iifalls  f<>rt«;i'8i'l7.l  wiTtli-n  ktWiiien,  bilüeii  «lif  ZiihleiiWfrtlii-,  wi-lclie  l)fi  «Ut  erhlcii, 
xwi'ilfii    Ulli)    ilritU'ii    Iiit*'<;r.itii>ii    \(ci    .\iiw<-iii1iiiil;    iUt    arithiiu'tisclu'ii    Mittel    ;,'L-l>r:nu-lil 

Ufl'llfh. 

E»  sei  jotzt  ilii-  AiifaiitjHgrc'ii/.f  für  allo  ilroi  Iiiti'gralioiR'ii  so  geyeliun,  da««  für 
x'  =  (I  die  Integrale  tiiininitlicl)  Null  weidiii.  Hat  man  dann  die  Ueihe  der  Werllie 
l>ereohnet : 

/  ( .1 )  /  («   -(-  oj)  /  (ri   +  2  w)  .  .  .  /  («  -|-  M  ö)  .  .  . , 

so  liildit  man  für  die  Anfaugsgreuze  von  der  Form: 

1)    n  =  .'  =  0 
bei    der    ersti'u  Integnition    die  ereto  sumiuirtc  Reihe    so,    dass  man  an   die   Stelle    von 

I/»  ("   "H  Ty  ")  setzt: 

■/,  ("  +  4  ")  =  ^0  =  {/(")  -  «'/*.(«)  -  ß'A'i")  -  y'Ai") ('M 

"  s  j  ä 

Kür  die  zweite  Integration  fügt  man  mit  Ueibelialtung  der  ersten  summirteu  Reihe 
eine  zweite  summirtu  Reihe  hinzu,  indem  man  an  ilie  Stelle  von  "j'd  (a)  setzt : 

yo(«)  =  c;  =  (—  «,  /(«)  —  /3,  /'•{»)  —  y,  /•;(„)  ...\ (li) 

Für  die  dritte  Integration  bildet  man  aus  der  zweiten  summirten  Reihe  eine 
dritte  sumniirte   Reihe,    indem    man    in  dei-sellieu   anfängt   mit   dein  Werthe   Cg,    der   au 

die   Stelle   von  "/q  (a  -\-  -j  (^)  gesetzt  wird,  wo: 


'"r.  ('I   •■  T  ")  =-  <^«  =  |-  l  «./(")  +  ^'  f'o  {"  -  7  ")  I 

F^y.  (/ö'("  +  ^  0,)+ 3 /:(„-!  a,)|...|| 

Wenn  dagegen  die  Anfaugsgronze  für  alle  drei  Integrationen  so  gegeben  ist,  dass 
für  X  =  a  ■{-  ~  a  die  Integrale  Bämmtlich  Nidl  werden,   so  bildet  man  bei  der  Form: 

•2)     «  =  '•'+! 
die  erste  siimniirtc  Reihe,  so  dass  mau  au  die  Stelle  von  %  {<'  +   T  " )  ^^^  Grösse  C\ 


setzt,  wo: 


-y/;    (a  +  ia,)...|| 


(D) 


Für  die  zweite  Integration  wird  unter  Beibehaltung  der  auf  diese  Weise  gel>ildeten 
ersten  summirten  Reihe  für  den  Anfang  an  die  Stelle  von  "/i  (")  »l'e  Grösse  C'i  ge- 
gcsetzt,  wo :  '■' 

Kllnkorfiirv    Th-nr»ti.rl,^    \.lrnni.„l«  (-t) 
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%{a)  =  C;  =  {af(n  +  a)  +  ß  [2 /'„'  («  +  «)+  fU^)]  \ 


(E) 


+   ^[3/0  («.  +  «)  +  ■2/-00I---JJ 

Vermittelst    der   hiermit   gebildeten   zweiten   summirten  Reihe   wird    für   die   dritte 

Integration    eine   dritte    snmrairte   Reihe    gebildet,    bei    der  der   Anfang    gemacht   wird, 

indem  man  an  die  Stelle  von  "'ff,  ( '^'  +    "ö"  '*' )  '^^^'  Grösse   C'i  setzt,  wo: 

1      \  ] 


a   4- 


fF) 


">;,  U  +  ^  oj  =  c'l^  =  —  «,  %  U  +  -^  w j  —  ih  fo 

—  r-'fö'  [f'  +  T  ^'')  ■ 

Es    stellten    sich    folglich   die  Anfange    der   drei    summirten   Reihen    so,    wenn   die 
Integrale  sämmtlich  Null  sind  für  die  Anf augsgrenze : 

1)    x'  =  a: 


Fimetion      '  I.  sumiiiirte  Reihe  '     II. 


rte  Kfilip     :  III.  suramirte  Reihe 


a ,  ,/■  (f() 

"  +  « h(«  +  ".) 

<i  -\-  2  10 I  /'  (((  -|-  2  (u) 


C„  +  ./■  («  +  «,) 


•J)    Für  x'  =  a  -f  -K  to: 


C'ö 


Function        I.  summirte  Reihe       IT.  summirte  Reihe        III.  sumrairte  Reihe 


a  + 
a  4- 


f  (a) 

f  («  +   «) 


Ci  +  ./•  («  +  "') 


t'i  +  ci  I 

2  f\  +  f''i +/(«  +  '»)  I 


C'i 

2 

Ci  +  r",  +  c;'; 


Der  Werth  der   ganzen    bestimmten  Integrale    hängt   dann    nur  von   der  Form  der 

Endgrenze  ab  und  ist,   je  nachdem  diese  von  der  Form  a  -f  /  qj  oder  a  +  (  /  -|-  —  I  « 

ist,  von  einander  unterschieden.  Indessen  wird  der  Ausdruck  derselben  weit  einfacher, 
weil  keine  Rücksicht  mehr  genommen  zu  werden  braucht  auf  die  in  den  anderen  sum- 
mirten Reihen  anzusetzenden  Zahlen ,  welche  sich  aus  den  ausgeführten  Summirungen 
von  selbst  ergeben.     Man  hat  dann : 

1)    Für  die  Endgrenze  a;  =  «  +  ?'o: 

\f(x)  dx  =  a  {'f\  (a  +  im)  +  a!  f\  (a  -f  ?«)  +  ^' /',"  («  +  '") 
•'222 

+  y'  f\  («  4-  »■»)  •• 

2 

\dx  \dx  \f{x)dx=^  a^  {'"/,_  {a  +  ico)  +  a\,\f^_  («  -f  ia)  +  ß',f\   {n  +  ia) 

+  y'ä/'i"  (a  +  '■")  ■■ 


.'.»7      — 


(II) 


J)    1-iJi   «lii-  Kiiili,'iiii/.e  X  =  a  •\-  li  i    .,  )  <^- 

I  /  {r),lx  -  Ol    j>„  [<i    f-   (^i  -\-  1^  «j    I    «  ./;,  ^a   4-   («■  -\    7,  )  .■> 

•  lif"  ["   +   (•  +  I)«]    «    y/o  [«    r   (^i    f  -^Jm] 

|,/.  \,nx).ix  =  w>  j'y^[,«  +  (^i  +  1^0,]  +  «;./,  1^,,  4-  ^i  -I-  1)  .,, 

•  [i'i  j'l  [«  +  («■  -f  2)  »]  +  yl-'i  [«  +  (»■  +  -t)  « I 
\.ix  [ix\j{x)iix=(o^  ]"y„[«  +  (^i  +  1)  wj  +  «iy«  ['<  +  (.•  4-  :^)  (.. 

+  ßj /!,  ["  -^  ('  +  \^  m]  +  YiJ""  ["  4    ('■  +  t)  " I  ' 


(15.) 

Setzt  man  in  ilicsi-ii  li-tzU-n  Aiisilrückeii   /  =  0,  so  wird   man   die  Werthc  «Iit  oticii 
aiigi'gelieiii'ii  CoiiHtaiiten  erhalten  für: 

1)     x'  =  a 
liat   man  aus  dum   erslcu  Systeme : 

\'j\  (")  + «'/;  («)  +  ^'/',"(")  +  //;  («)  ■  •  ■!  = ", 

ä  s  ä  2 

oder  well : 

'A  (")  =  :/» ("  +  7  «)  -{/(«)  =  Co  -  t/(")  ■  •  ■  •  (A) 

den   Wertli  von   Co  wie  oben. 

Ebenso  wird  für  C'^  die  Gleichung: 

\"/o{a)  +  «./(a)  +  ßifö{a)  +  y,y7(«)  •  •    j  =  u (B) 

oder  weil  "/••(a)  =  C'o,  den  Werth  von   C'„  geben. 

Endlich  für  Cl  hat  man  bei  dem  dritten  Inte<rrale: 


(der   weil : 


und: 


\"'A_{a)  +  «'«>,(")   +  tf,/\{")  +  /./',"(«)  ■  •  -1   =  " 
M,      /  1        \  1    „      . 

<-'ö  =  "/o  («   +    T  ");  c'o  "=  "-foi") 

|CÖ  -  :^  C;  +  a',  '/,  {„)  +  /}-,  /■,  («)  +  /,  /',"  (<0  •  •  ■  j  =  ü. 
'  "  2  J  5  ' 


Da  nun  aber: 

«',    :-    (»,  fi'.,    —    —    /<,        und       )-',    rrr    —    2y, 

ixt,  «<>   wiril,  wenn   man   die   früheren   Werthc  subsliluirt: 
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—  2"  ^'ö  =       +2"  «'  ■^'(")        +  "2  '^'  -^ '"'  ^"^         +  -2  J'i  •^'"  ^") 

+  «'2  'A  («)  =  i^' 

+  ß'-^  f\  («)  =  —  ßi  f[  («) 

dabei  ist: 

/ö  («)  =  /ö  f «  +   "2  ")  """  -^ "  ("  ~    2"  ") 

f\  («)  =  2"  ■^''  ("  "•"    2"  " )  "*"   2"  -^ »  ("  ~   2"  ") 
/ö''(fl)  =  /ö"  ("  +  ^  '*')  — /ö"  («  ^  T  ") 

^i  ^""^  "^  2" -^ "'  ("  "*"    2"  ")  "*"    2"  ■^"'  V  ~    2"  ") 

und  die  Gleichung  wird: 

„         ( 1  /  1 

Co   +    T7  «1  /■(")  —  /^i  /ö  (  «  —  ^  0) 


2"  yi  /o"  («  +   ^  «)  +   3  /;"  ("«  —  i  «V   =  U 


(C) 


und  giebt  damit  den  obigen  Werth  von    C\,. 
Aus  dem  zweiten  Systeme  hat  mau  für: 


2)     X  =  a  +  \co: 


weil: 


q  +  [«/;  ("  +  I  <»)  +  /^/o"  («  +  ^  ")  +  y/o  («  +  ^  «)••■  1  =  ^'  ■  •  P) 
^1  =  '-^  ('^  +  2"  ")■ 


Bei  der  zweiten  Integration  wird: 


"J\  («  +  i  «)  =  c;  +  I  C,  =  C\  -  ^  afl  («  +  I  co) 


und  damit  soll  die  Gleichuntj  stattfinden  ; 


cl  —  2"  «/o  ("  +  2"  '■')  ~  T  ^^'"'  ("  +  i  ")  ~  i  ^■^'"  («  +  T  '^)  •  •  • 
+  «'1  /.  («  +  i  ")  +  ß'^  f\  ("  +  ?  '^)  +  "''''  •^■"'  ("  +  I  «)•••  =  0. 

Es  ist  hier  aber : 

a'j  =  —  «  /3'j  =  —  3  ^  y\  =  —  5  y  .  .  . 

und  : 
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(iiiwic  iliü  un:ilogoii  Wertho  bei  /J,"  und  /J.     Sutxt  man  dieso  Wcrtlio  /iiKiniuien,  kd  wird: 

C\  _  «/  (a  +  m)  -  /3  j2/;'  («  +  ai)  +  /"i'  («)|  1 

•     •     (K) 
-y|3/r  («  +  «)  +  2/iMo)l  =•'' 

wii'  fs  der  »ibi-n  gfgehcne  Wcrlh  verlangt. 

Kiidlicli  fiiidft  wegen   C"  =  "l/ö  (o   +    "ö  '"')    ^'"    ''"'    ^'■'^'^'  liilt'gJ":»tion    die  Glei- 
cliuiig  8tatt : 

C"   +  ««,'/.  (a  4-  I  a)  +  ^,/;  (^a  +  -^  «)  +  y^/i"  («  +  "^  ")  =  "' 

oder  wegen  V'o  ( «   4-   -j^  « j  =  C, : 

C'l  +  a,C,  +  /J,/i  (a  +   i  «)    :    -/.C  („    ;     -^  «")  ^  0    .     .     .     (F) 

wie  es  die  obige  Angabe  verlangt. 

Für  den  Anfang   der  versebiedeuen  lutugralioneu   wird   mau   die   zu   bereeliuenden 
Fuiietionen    immer    so  wählen   können,  dass   bei   berechnetem  /  (rt),  f  (a  -{-  a)  etc.   der 

Anfang    entweder   auf   x'  ^^  u,   oder   :=:  a  -\-  —  o)   fällt    uu'l    reicht   dann    mit    diesen 

Formeln  aus. 

Für  die  Endgrenze  ist  es  am  beijuemsten,  einige   Werthe  der  Integrale  für: 

(I  -f  (»■  —  \)<a,     a  +  (»■  —  -^j  0),     a  -f  ia,     a  +   (/  -f  — j  qj,     a  +  (/   -    1)  w 

n:ich  den  hier  gegebenen  Ausdrücken  zu  berechnen  und  aus  ihnen  den  Werth  des  Inte- 
grals für  andere  Grenzen,  die  nicht  auf  a    -     i  lo  und  n    ■     (  i   +  -- j  w    fallen,    strenge 

zu  inter|ioliren.  Man  kann  ähnlich  auch  bei  dem  Anfange  verfahren,  nur  wird  man  bei 
den  höheren  Integnitionen ,  auf  den  richtigen  Beginn  der  sämmtlichen  vorangehenden 
summirten  Ueihen  zu  sehen  haben. 

(Ifi.) 

.\K   Ucis|>icl  kann  noch  die  Annahme: 

/(x)  =  jr'  n  —   1  M  =  1, 

mriKKiii    werden.     Es  wird  damit  für: 

1)     /  -   1: 

l/(x)rfx  =  lx^-i- 


|j.  |/(x),/x  =  i 


1  1 

X   -i     — 

30  n  6 


,,r  |,/x  \nr),lr  -  _^^  ^;  _  I-  ^a  x  |  x  -  1 


imd   für: 
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2)     x'  =  1,5: 
l'     /  N   ,  1      •         243 


dx  \f(x)dx,  =  -—  a-" 
.r  ^  ^  oü 


IfiO 
243 
160 


243 
128 


l"  ,     1*  ,     r   ■/  N  ,  1       -         243    ,    ,     243 

I  '^''  }  '^■'-  J  ^  (^)  ''-^^  =   2lÜ  '"  "~  32Ö  '     +  128  ''■ 


2187 
1792' 


Zu    (k'iii    Anfange   der  Reihen   bei   der    mechanischen   Quadratur    bedarf   mau    der 
Differenzen  der  ersten  Werthe  von  /  (a),  /  («  +  a)  u.  s.  w.     Diese  sind : 


Argument  1  Function       /' 


((    -|-    Ol  . 


Soll  nun  zuerst  die  Anfangsgi-enze: 

1)     x'  =  l 
sein,  so  wird  nach  den  in  (14)  gegebenen  Werthen: 

Co  =     -.,-  y  (")  +  TTT  / 1  («)  —  7^ ./  T  («)  + 


c„  = 


6Ü480 


/■;  («) 


Y^/(«)  +240-^'"^«) 


31 


60480 


fo     («) 


c:  =  -  ^  /  (<o  -  2^  /;  ( « -  ^o)  +  ^^,  [/;■■  (a  +  ^ «)  +  3/-  (« - 1 «)] 


und  da  hier: 

/    («)  =     1 

/ö  («)  =  1^ 

A  ("  —  2   ")  ="     ^ 

/!(«)=    8 

/;  (a)  =  24 

/o'(«  —  2    '^)  "=  ^^ 

./T(")  =  •■^i 

/o"(«   +   ö  w)  =  36 

/;■  («)  =  •' 

so  wird:  Cq  =  +  0,8000  C^   = 

und  die  sunimirteu  Reihen  bilden  sich  so : 


0,0373         C'o  =  —  11,0274 


Ai'gument 


/(«)        I      '/("  +  y   '") 


'y  (") 


■7  (.-  +  4'-) 


a  -{-  0)  .  . 
a  +  2  CO  .  . 
n  -|-  3  0)  •  , 
(/  +  4  <«  .  , 
«  4"  5  w  .  , 
etc. 


1 

16 

81 

256 

625 

1296 


+  0,800 
+  16,800 
+  97,800 
+  353,800 
+  978,800 


—  0,037 
+  0,763 
+  17,563 
+  115,363 
+  469,163 
+  1447,963 
etc. 


—  0,027 
+  0,736 
+  18,299 
+  133,662 
+  002,825 
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\Vii,l  : 

•->)    x'  =  !,:• 

aii^i'iiiinuiii'ii,  -i)   >iiiil   <lif    Wcitlir   zu    iirliiiii'n : 


Dil  nun   liii-r: 


.'ö"  ("   f  „  w)  =  ,i(; 

./i    (./    4-    .j  w)  =     (t 


/„   (.«  -f  w)  —  l(i 

/ö  («)  =  14 

/;■  (,(  4-  «)  —  5<^ 

y7  (rt)  =  24 

/;'  («  +  «)  =  -24 


luiil   wenn    man  lU-n   Werlli   von    C,   an  die  Stelle   von  Vi,  in   -f    .,  w )  sel/.l: 

,       1^       1   /  1       \  41)7       „,,  /       ,     1      \ 

'^i   =   +   1920-'"  V"  '^    -2  ")  -  iSSW)-^"    V'  +    -2  ")' 
so  \M-rilen  lue   Werlhe: 

C,  =  —  •),."•  188 

2 

C\  =  -ir   i),o7')7 
'j 

nn'l  die  snininirten  Reilien   Wilileii  sich  für  den   Anf.iiiirswerili  /  l.i  s.i: 


1  Arg:iiment 


/  (fl)        I     '/.  ("  -f   j  •")    i         "/,  (,.)         I   •"/„  (.1  +   J    <") 


a  +  ui     . 

II  )-  2  cu  . 

.1  4-  3  üi  . 

u  -f  •»  u,  . 

..  +  r.»,. 

eil' 


1 

U\ 

Sl 

256 

f.25 

129« 


—  0,J1'J 
+  15,481 
+  96,481 
+  353,481 
+  978,481 


—  0,143 
+  15,338 
+  111,819 
+  465,300 
+  1443,781 
etc. 


-|-  0,103 
—  0,040 
+  16,298 
-1-127,117 
+  592,417 


Aus  heiden  Tabellen  werden   sich  die  riclitigen  Werlhe  nach  den  Formeln  (I)und(Tl) 
in  (14.)  ergeben,  die  nach  der  Subslilution  der  Zahlen   werden  für: 
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1)     X  =  a   -\-   ia: 


y(x)  dx  =  a   ['/^  (a  -f  ia)  —  j^f\  («  +  >  co)  +  ^ /T  («  +  »«) 


191        ,v  /  s  1 


(/.'■J. /■(:»•)  rfa;  =  üjä  j'V„  („  -f  /ta)  ^  :^  /  («  +  /ö)  —  ^/;;  (a  +  ,«) 


-g^ /-(«  +  /«)} 


J  dx\  </.rJ/(..)  Jx  =  «:'["y^  (a  +  /M)  +  ^/J(a +  ,•«)-  j^fT  («  +  '")•••} 
lind  für: 

2)     x  ^=  a  -\-  (i  -\-  —\  co: 

\f(x)  dx  =  CO  [y;,   [«  -  (^  +  2)  co]  ^  1/'  [«  +  (^  -  ^)  «] 

-  5^-^«"  [«  +  ('■  - 1) "]  +  jwho  ^»  ["  -  ('■  +  1)  "]  J 

J  rfa:  ]/(:>;)  r?x  =.  «=  {7_^   |^«  +   (i  +  i)  «]  -  1/^  |^a  +   (^»  +   ^^  «] 

+  1^3-^1  [«  +  (^  +  l)  "]  -  läSe/J'  [«  +  ('  +  l)  «]) 
f/i-    (/x  /(x)  dx  =  «■  "'/;,    ((  —  (;  —  9)  "   — ^  yp  «  +  ('  ^  9)  " 

+  lik^"  ^  +  ('■  +  1)  "]  -  96^  ■^■»"  [«  +  ('■  --  ^)  "]  j- 


B.     Die   spociellen    Störungen. 
SiMli>UMilricii  iiziList  «■    \'()l•l('SllIl^^ 

.\ll!j:t'mt'iiit'  r»ciiit'i'kiiiii:»'ii  iiltiT  (Iftiiiitivc  I'.aliiilM's(iimiiiiiiL^«'ii. 

Wir  lialiiii  in  iliii  vi>rlicri;flK'iiiUri  AlisiluiitU-ii  ycsiliiii,  « iu  iu:in  aii>  ciliar  ge- 
wiit8cii  Zalil  \oii  l>fül>achtiiiiLteii  iiielir  odtT  wi-uigur  angonälierlu  EleiiK'iitt.-iisväteiiie  eines 
Kuiiu-toii  otltT  l'iaiifU-ii  erhalti-ii  kann.  .Mit  Hiitfi-  eines  »lerarlifren  Kleinenten.systc-nu-8 
i»l  08  tlaiin  gewöhulicli  niiiglich,  ilas  betreffende  (Jbject  längere  Zeit  hinihin.-))  auf/.iilin<]en. 
So  lange  man  also  nnr  diesen  Zweck  im  Auge  bat,  losen  die  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Methoden  das  Problem  der  IJewcgung  eines  Himmelskörpers  im  Allgemeinen 
in  /.iemlich  befriedigender  Weise. 

Aus  diesem  Grunde  hat  man  sich  in  früherer  Zeit  fast  ausschliesslich  auf  die  Be- 
rechnung «vorläufiger"  Üahnen  bescliränkt.  Hierzu  kam  noch  der  Umstand,  dass  die 
älteren  ISeobachtungen  in  Folge  der  Unsicherheit  der  astronomischen  Fundamcntal- 
consUintiMi  und  in  Folge  der  Mangelhaftigkeit  der  technischen  Hülfstnittel  nicht  auf  be- 
deutende Genauigkeit  Anspruch  machen  konnten.  Man  konnte  sich  daher  mit  vollem 
Kechte  auf  iiälierungsweise  Dai-stellungcn  der  Bewegung  der  Hiinmelskör|>er  beschränken. 
Erst  der  bedeutende  Aufschwung  der  beobachtenden  Astronomie  seit  der  Mitte  des 
achtzehnten  Jahrhunderts  machte  die  Auffindung  neuer,  strengerer  Methoden  zur  Be- 
stimmung der  Bahn  eines  Himmelskiirpers  nothig. 

Man  l)estrebte  sich  also,  anstatt  nur  einzelne  Beobachtungen  eines  ()l)jectes  zu  ver- 
werthen,  sämmtliche  Ik-obachtungen  zur  Bestimmung  einer  Bahn  heranzuziehen,  und 
-teilte  die  Frage  in  folgender  Form:  Wenn  ein  Elemcntensystem  gegeben,  welches 
sämmtliche  zur  Verfügung  stehenden  Beobachtungen  bis  auf  gewisse  Grössen  in  Uecla- 
scension  und  Declinaliou  darstellt,  Welche  ^'erbesserungcn  muss  man  dann  an  diesen 
Bahnelementeu  anbringen,  um  eine  bessere  oder  die  beste  mögliche  Darstellung  aller 
Beobachtungen  zu  erreichen'/ 

Es  sind  nun  aber  die  Uectascensiouen  und  Declinatioueu  eines  Objecles  sehr  ver- 
wickelte Functionen  seiner  Bahnelementc.  In  Folge  dessen  ist  es  im  Allgemeinen 
schwierig,  anzugeben,  um  welchen  Betnig  sich  diese  Grössen  ändern,  wenn  sich  ein  Bahn- 
elenient  um  eine  gewisse  Grösse  ändert.  Nur  dann,  wenn  die  Aenderungeu  der  Bahn- 
elemente als  unendlich  kleine  Grössen  von  der  ereten  Ordnung  betrachtet  werden  können, 
ist  es  leicht,  diese  Aufgabe  durch  Differentialformeln  zu  lösen.  Man  ist  also  ge- 
zwungen ,  die  Kenntniss  eines  Elcmentensystemes  vorauszusetzen ,  welches  die  Beobach- 
tungen bis  auf  sehr  kleine  Beträge  genau  darstellt,  und  kann  dann  annehmen,  dass  das 
zu  suchende  Elenjentensvstem  von  dem  gegebenen  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
erster  Ordnung  abweicht  und  allgemein  die  Aenderungen  des  scheinbaren  Ortes  als 
lineare  Functionen  der  Aenderungen  der  Bahnelemente  darstellen.  Somit  hat  man 
gewisse  analytische  Ausdrücke  für  die  Darstellungen  jeder  einzelnen  Beobachtung  ilurch 
alle  dem  gegebenen  Elementensysteme  unendlich   benachbarten. 
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Es  hauilelt  sich  jotzt  noch  darum,  eiuc  Bedingung  zu  wählcu,  ilurcli  welche  ein 
möglichst  guter  Anschluss  der  zu  bestimmenden  Bahn  an  die  BeobachtuDgeu  erreicht 
wird;  mit  anderen  Worten,  die  Gesammtheit  der  übrig  bleibenden  Abweichungen  mög- 
lichst klein  zu  erhalten. 

Man  hat  sich  daran  gewöhnt,  die  zu  suchenden  Bahuelemeute  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Summe  der  CJuadrate  der  Abweichungen  ein  Minimum  wird.  An  Stelle  der 
Abweichungen  in  Rectascension  (^«)  nimmt  man  jedoch  z/«  cosd  (wo  Ö  die  Declination 
des  Objectes),  weil  ^«  cosd  die  wii-kliche  Abweichung  der  Beobachtung  auf  der 
Sphäre  ist. 

Die  zu  suchenden  Bahuelemeute  definirt  man  also  durch  die  Bedingung ,  dass  die 
Summe  : 

ein  Minimum  werden  soll.  Wir  sehen  an  dieser  Stelle  vou  der  theoretischen  Be- 
gründung dieser  „Methode  der  kleinsten  Quadrate"  vollständig  ab  und  beschränken  uns 
im  Augenblicke  darauf,  die  praktischen  Vortheile  derselben  hervorzuheben.  Die  Grössen 
^ a  cos  6  und  zJ d  haben  natürlich  im  AUgemehien  verschiedene  Vorzeichen,  d.  h.  die 
Beobachtungen  fallen  bald  auf  die  eine  Seite  der  idealen  Bahn,  bald  auf  die  andere. 
Die  Grössen  (^  u  cos  dy  und  (^  dy  sind  jedoch  immer  positiv;  sie  sind  ferner  um  so 
grösser,  je  grösser  die  absoluten  Werthe  von  ^acosS  und  ^8  sind.  Die  oben  an- 
gegebene Minimalbediugung  muss  daher  von  vornherein  Elemente  liefern,  welche  sich 
sehr  gut  au  die  wirkliche  Bahn  anschliessen.  Es  bleibt  nun  noch  zu  untersuchen,  ob 
dieselbe  die  Bahnelemente  vollständig  bestimmt. 

Sei  für  eine  bestimmte  Beobachtung  im  Siune  „Beobachtung  (o)  miiius  Rech- 
nung (c)-: 

d„  —  b,   =  n 

für  unser  ursprüngliches  Elementensystem;  d.  h.  also,  wenn  man  mit  den  zu  Grunde  zu 
legenden  Elementen  für  die  Zeit  der  Beobachtung  die  Declination  berechnet,  so  erhält 
mau  Sc-     Diese  Grösse  weicht  vou  der  vom  Beobachter  gemessenen  Grösse  dg   um  )i  ab. 

Wii'  bezeichnen  die  Bahnelemente  des  ursprünglichen  Systemes  mit  ei,  e^  ■  ■  •  €{.  In 
den  astronomischen  Anwendungen  der  Methode  der  kleinsteu  Quadrate  ist  i  immer 
gleich  5  oder  6,  je  nachdem  man  eine  parabolische  Bahn  oder  eine  allgemeine  Kepler'sche 
Bewegung  voraussetzt.  Nun  nehmen  wir  an,  dass  man  zu  diesen  Grössen  noch  die 
CoiTectiouen  ^^Ci,  z/cj  . .  .^6;  hinzufügen  muss,  um  die,  zu  suchende,  „definitive'"  Bahn  zu 
erhalten.    Für  diese  Bahn  sei  die  der  Beobachtimgszeit  entsprechende  Declination  gleich  d. 

Dami  hat  mau: 

dci  äe.2  (I  Ci 

1  A 
Die  Grössen  —-~  iA^^    Differentialquotienten    der    Coordiuate   8,.    nach    den   Bahu- 

elementeu)  sind  offenbar  Functionen  der  Bahnelemente  e,,  62 . . .  et  und  der  Beobachtuugs- 
zeit  (da  8,.  selbst  eine  Function  dieser  Grössen  ist).  Später  werden  ■wir  analytische  Aus- 
drücke für  dieselben  aufstellen  und  können  sie  daher  als  bekannt  betrachten,  da  wii'  ja 
die  Beobachtuugszeit  und  das  ursprüngliche  Elementeusystem  gj . . .  f,-  kennen.  Desgleichen 
haben  wir  gesehen,  -n-ie  mau  n  (die  Abweichung  der  Beobachtung  von  der  m-sprüng- 
lichen  Ephemeride)  erhält  Indem  wir  in  der  Gleichung  für  8  die  Grösse  8^  durch  8^  —  n 
ersetzen,  folgt: 

A  A  ^^<-     ^  f'^c     V  ä8c      ,  ,,, 

Oo  —  0  =  » 1—^ei ; — z/c, 1— -^  ei    .     .     .     .     (1) 

Diese  Grösse   ist   aber   nichts  Anderes   als  z/d,   die  Abweichung  der   beobachteten 


CiiiiKliiiati'  A„   \i<ii   ilcr,    ilcni   /.n    Mirlimili'n  ilrliiiitivcii   KU'iiuMit<'ii>y!«tfiiu-  rnt.>i|>rr<-lii-ii<li*ii 
C'oonliiiHtr  A. 

Wir  Seilen  also,  ihws  <lie  Gn'is.seii  ./d  iiml  elieiiso  Ja  co  d  lineare  Functionen  mit 
liekannten  t'oeflieienlen  der,  dein  ui'sprüii^'iiolien  Klenientensysleniu  /n/nertlieilendi-n  Zu- 
uiicIiHe    Je    sinil.      Sie   enthalten  an^.serdenl   micli   ein   liekainites  e(iii!>tjint<-8  (ilied   ii. 

())>iL;<'  Mininialliedini^nni;  kommt  mithin  ali^o  daniuf  liinanti,  die  GrÖKsen  ^?,,  Je^... 
Jf,  »i>  /.ii  lie.stininien,  da.-s  Bioh  ein  Ausdruek,  uelolier  ihre  Ijuadnite  und  iliro  or«tfn 
Poten/cu  mit  uejji'lienen  Coeftieienten  entliiilt,  auf  ein  .Minimum  reducirt.  Wir  lie- 
inerken  ühriijeus,  das»  die  Coefticienleu  der  C^uadrate  von  Je,...  J i^  immer  pusitiv 
Sinti.  Nun  wollen  wir  die  Form  der  jSIinimalhedingun^'  auf^uchen.  Zu  diesem  Zwecke 
denken  wir  allen  Grös.sen  Ji^,  ^ej....Jc,  einen  gewissen  Werlh  /uertheilt,  mit  Ausnahme 
von   JC|,  welches  wir  so  liestimmen  wollen,  dass  ein  Ausdruck  von  der  Fonu: 

(Jf,)'.l  4    Jf.FiJc,,  Jv,...Jci)   -{    G(Jc^...Jc^ (2) 

ein   .Minimum   wird. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  .1  eine  jiusilive  Grosse,  welche  nicht  von  Ji'2...Ji\  ali- 
hangt.  /•■  ist  eine  lineare  Function  dieser  Gröesen.  Die  allgemeine  Ik'ilingung  dafür, 
da.>is  iler  .\usdruck  (2)  bei  gegebenen  Werthen  von  d e^...  J e,  ein  Ma.ximuni,  ein  Mini- 
mum oder  einen   Wendepunkt  hat,  ist  allgemein: 

.'f  -  =  » 

a  J  Cx 

""^^'"  2  Je,  .4  +  F(z/ej,  ^e,...  Jf.)  =  0 (3) 

llienkus  ergiebt  sich  also  Je,   als  eine  lineare  Function   von  Jc.j.-.Jei. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  der  durch  die  Gleiclnmg  (;t)  deliiiirte  Werth  von 
Je,   einem  Minimum   von  (2)  enlsjn-icht  (weil,  wie  wir  sahen,  ,4  immer  positiv  ist). 

Hetrachtet  man  irgend  eine  andere  Grösse,  z.  B.  Jet,  als  varialiel  und  alle  übrigen 
aU  gegeben,  so  erhält  man  eine  der  Gleichung  (3)  analoge. 

Man  erhält  also  im  (ianzen  i  lineare  (Tleichungeu  zur  Ijolimmuug  der  Grössen 
J et  ...  J e,. 

Die  Methode  der  kleinsten  Qiiadrate  bestimmt  somit  die  Unbekannten  voll- 
stiindig  und  eiiuleutig.  Die  Summe  der  übrig  bleibenden  Fehlenpiadrate  wird  immer 
ein   Minimum. 

Die  Gleichiuigen  (l)  pflegt  mau  die  Bediugungsgieichungeii,  die  (ileichungen  (3) 
die   N'ormalgleichungen  zu   nennen. 

Im  Vorhergehenden  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  die  Methode  der  kleinsten 
yuailnite  .•»uf  jede  einzelne  Heobachlung  angewendet  wird,  wie  das  gelegentlich  auch 
lU'ssel    gethan    hat.      Es    erfordert    «lies    aber    einen    ausserordentlichen    Arbeitsaufwand. 

.Vu8  diesem  Gruiule  zieht  man  es  vor,  mehrere  Heob;ichtungen  in  einen  „Xonnal- 
ort"  zu  vereinigen  und  nur  auf  diese  Normalörter  die  Methode  der  kleinsten  (Juadrate 
anzuwenden.  Da  nämlich  ilie  wirkliche  Hahn  des  Objectes  sich  immer  in  unmittelbarer 
Nähe  an  die  <ler  Itechnung  zu  Gruiule  gelegte  anschmiegt,  so  kann  man  für  einige  Tage 
voraussetzen,  dass  z.  1!.  die  Differenz:  -Wirkliches  d  minus  berechnet»-s  ö~  der  Zeit  pro- 
portional ist.  Wenn  also  in  diesem  Zeiträume  eine  Anzahl  Beobachtungen  die  wirklichen 
d  geben  würden  (d.  h.  keine  Beobaehtungsfehler  enthielten),  so  würde  das  Mittel  der 
Differenzen  Ö^  —  Ö^  die  der  Kphemeriile  hinzuzufügende  Correctiou  für  das  Mittel  der 
ISeobachtungszeiten  sein,  oder  Jd  bei   Anwendung  der  Methode  der  kleinsten   (Juailrate. 

Der  Umstand,  ilass  die  Beobachtungen  nicht  die  wirklichen  Orte  geben,  somlern 
auch  noch  lleobachtungsfehler  enthalten,  spielt  bei  dieser  Betrachtung  keine  Holle. 
Da.>    Mittel    der    ö^  — •  Ö,    ist    natürlich    genauer    als    ein    einzelner    Werth    dieser    Grösse. 
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Fügt  man  ilass(,'n)e  zu  Ji-iii,  ik-m  ^littel  der  Beobaclituiigszeileii  futsju-ucbeiulcn  d,.  hinzu 
(imd.  ebcDSO  für  die  Rectasceusiou),  so  erhält  mau  eineu  Normalort,  der  ebenfalls  genauer 
ist  als  eine  einzelne  Beobachtuug. 

Durch  Bildung  solcher  Xormalorte  wird  die  rechnerische  Anwendung  der  Methode 
der  kleinsten  Quadi-ate  ausserordentlich  erleichtert. 

So  lange  sich  die  Beobachtungen  eines  Objectes  nur  über  einen  oder  zwei  Monate 
erstrecken,  kann  man  sie  so  sämmtlich  zur  Bestimmung  der  Bahnelemente  verwenden. 
Für  längere  Zeiträume  bewii-kt  aber  die  Anziehung  der  Planeten  Abweichimgen  von  der 
Kepler'schen  Bewegung,  die  Störungen.  Diese  Grössen  müssen  offenbar  an  die 
Ephemeride  vor  Vergleichung  mit  den  Beobachtungen  angebracht  werden.  Man  stellt 
sich  also  die  Aufgabe  wie  folgt:  Man  sucht  für  einen  gewissen  Theil  der  Bahn 
(oder  präciser  gesagt  für  eine  bestimmte  Epoche)  ein  Elementensystem, 
welches  die  wirkliche  Bewegung  osculiren  soll.  Dasselbe  soll  also  für  den 
betreffenden  Zeitpunkt  den  Ort  und  die  heliocentrischen  Geschwindigkeitscompouenten 
des  Objectes  strenge  darstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  geht  man  von  einem  für  die  Osculatiousepoche  näherungsweise 
richtigen  Systeme  aus,  imd  berechnet  die  Störungen  durch  die  Planeten.  Man  bringt 
dieselben  dann  an  die  Ephemei'ide  an  und  vergleicht  erst  nachher  mit  den  Beob- 
achtungen. Durch  Ausgleichung  mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  erhält 
man  dann  das  wahrscheinlichste,  für  die  Osculatiousepoche  geltende  Ele- 
mentensystem. 

Dieses  Verfahren  setzt  voraus,  dass  das  Ausgangselementensystem  so  angenähert  ist, 
dass  es  die  Störungen  vollständig  genau  wiedergiebt.  So  lange  es  sich  nur  irm  Beob- 
achtungen einer  Erscheinung  handelt,  ist  dies  im  Allgemeinen  leicht  zu  erreichen.  Wenn 
aber  Beobachtungen  verschiedenen  Umläufen  angehören ,  können  sich  diesem  Verfahren 
erhebliche  Schwierigkeiten  entgegenstellen. 

Nehmen  wir  an,  dass  es  sich  um  die  Beobachtungen  zweier  Erscheinungen  handle. 
Man  verfügt  über  ein  Elementensystem,  welches  die  Beobachtungen  einer  Erscheinung 
ziemlich  gut  darstellt.  Jetzt  berechnet  man  die  Störungen  für  den  Zeitraum,  welcher 
die  beiden  Erscheinungen  trennt  imd  bringt  die  hieraus  folgenden  Correctionen  an  die 
Ephemerideu  für  die  erste  und  zweite  Erscheinung  au. 

3Iit  Hülfe  der  Grössen :  «o  —  «t  und  öo  —  d,.  verbessert  man  dann  das  ursprüng- 
liche Elementeusystem  mittelst  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Zuweilen  können 
die  Correctionen  desselben  so  gross  werden,  dass  sich  eine  Abänderung  der  Werthe  für 
die  Störungen  uöthig  macht.  Dies  kann  besonders  dann  eintreten,  wenn  die  Störungen 
in  dem  Zeiträume  zwischen  beiden  Erscheinungen  beträchtlich  waren,  z.  B.  in  Folge 
starker  Annäherung  an  Jupiter.  In  einem  solchen  Falle  bleibt  dann  weiter  nichts  übrig, 
als  mit  dem  verbesserten  Elemeutensysteme  die  Störungen  neu  zu  berechnen  und  dann 
die  Ausgleichung  von  Xeuem  zu  beginnen. 

Was  die  Berechnung  der  Störungen  durch  mechanische  Quadraturen,  „die 
speciellen  Störungen",  wie  man  zu  sagen  pflegt,  betrifft,  so  ist  dieselbe  im  Principe 
sehr  einfach. 

Wie  in  der  ersten  Vorlesung  gezeigt,  treten  zu  den  Kraftcomponeuten  der  Central- 
beweguug  noch  störende  Ki-äfte  hinzu,  welche  durch  die  Planeten  bedingt  sind  und  eine 
alhuälige  Abweichung  des  Objectes  von  der  Kepler'schen  Bewegung  hervorbringen. 
Man  kann  nun  entweder  berechnen,  um  wieviel  eine  nach  den  Kepler'schen  Gesetzen 
berechnete  Coordiuate  von  der  wirkliehen  Coordinate  abweicht  (Coordinatenstörungen), 
oder  aber  mau  betrachtet  die  Variation  der  osculirenden  Bahnelemeute  (Variation  der 
Constanten). 
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M:iii  ilciikt  Hielt  aUo  in  iliuMi'iii  li-t/U<ri'ii  Kullt-  alli*  lialiiiuluiiiuiiU*,  wi-lchu  iliu  wirk- 
liflii>  l>('\\ft;iiii^  ohoiilireii,  <l.  h.  in  ji'tlcin  Zcit|)iiiiktu  die  lielioci-ntriHi-liüii  CoonHiiiittiii  und 
(ifMi'li\vimlii;kt'it.si-i>iii|ioiit'iit<-ii  di-s  Oliji'cti-.s  Htrunjic  daivU'llen,  und  vi-rfol^l  dii-  Aondf- 
rungi'U  diosur  KU-ini-nti-  mit  dor  Zeit-  Zur  Herei-Iinun)^  der  »Ulrenden  KrilfU;  (weiclie 
aui-li  den  Ort  de«  fjoBtörten  Olijei-tes  enlhalleii)  wäre,  strenge  genommen,  liureit«  die 
Kenntniss  der  Slörnnjjen  mitliii;.  Da  jedoch  die  Ma!<^en  der  IMancten  gegeniilier  der 
Masse  der  Sonne  selir  klein  sind,  so  genügt  im  Allgemeinen  eine  niiliurnngsweiHe  Kennt- 
nis» der  t'oordinaten  des  gestörten  Kiirpers,  um  die  störenden  Kriiflf  mit  iiinreicliender 
Genauigkeit  zu  liereolinen. 

Die  Metliode  <ler  mcohanisi-lien  t^uadralur  gielit  nun  immer  im  N'oraus  genillierte 
Werthe  für  die  Störungen  und  also  auch  für  den  wahren  Ort  des  gestörten  Körpers, 
so  das»  wir  die  st<ircnden   Kräfte  als  dekannt  voniussetzen   k<'>nnen. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  N'erämlerung  iler  Störung  in  einer  Coordinate 
oder  in   einem    üahnelemente   nehmen   ilanii   die   Form   au: 

—   -X  Ode.  ^-i, 

wo  (wenn  mau  die  ^t^irenden  Kräfte  kennt)  X  tpder  1'  liekanule  (in'isseii  sind.  Hat  man 
für  einige  ä'iuidistante  Intervalle  X  oder  1'  herechuet,  so  kann  man,  wie  ans  den  Vor- 
lesungen 94  uml  y5  über  mechanische  «.Quadratur  folgt,  X  und  Y  nach  Potenzen  der 
Zeit  (des  Argumentes)  entwickeln,  wodurch  sich  durch  Quadratur  |  oder  r],  nacli  Potenzen 
der  Zeit  entwickelt,  ergiebt.  Jlau  kann  also,  von  Intervall  zu  Intervall  weitergehend, 
«lie  Grössen  |  oder  >j  herechuen   und  so  die  Hewegung  des  Körpers  verfolgen. 

Wenn  sich  das  t)liject  einem  Planeten,  z.  15.  Ju])iter,  sehr  nähert,  so  ist  es  zuweilen 
geralhen,  diesen  letzteren  Körper  als  Centralkörper  zu  betrachten,  die  Sonne  uiul  die 
übrigen  Planeten  hingegen  als  störende.  Man  berechnet  dann  für  den  Moment,  in  welchem 
man  den  Uebergang  machen  will,  die  jovicentrischen  C'oordinaten  und  Geschwindig- 
keitücomponenton  und  hieraus  jovicenlrische  Osculationselemente,  verfolgt  dann  während 
einer  gewissen  Zeit  die  IJewegung  um  Jupiter  und  berechnet  schliesslich,  wemi  sich  der 
Körper  wieder  von  Jujüter  entfernt  hat,  Osculationselemente  bezüglich  der  Sonne,  mit 
deren  Hülfe  man  dann  die  IJewegung  weiter  verfolgt  Laplace  hat  im  vierten  Bande 
»einer  Mecani<pie  Celeste  eine  Formel  für  den  Kadius  der  Wirkungssi>häre  eines  Planeten 
gegeben,  d.  h.  für  den  Grad  der  Annäherung  eines  Körpers  an  einen  Planeten,  bei 
welchem  es  vortheilhafl  ist,  den  Planeten  als  Centralkörper  z\i  betrachten. 

Die  definitiven  Hahnbestimniungen  gehören  zu  den  mühsamsten  Arbeiten  iler 
Astrononüe,  allein  wichtige  Hesultate  belohnen  die  ermüdende  Thätigkeil   des  Rechners. 

Die  genaue  rechnerische  Verfolgung  eines  Objectes  über  lange  Zeiträume  hin  coii- 
trolirt  die  Grundlagen  der  ganzen  classischeii  Astronomie.  Zunächst  bililen  derartige 
Untersuchungen  eine  Garantie  für  die  Richtigkeit  des  Newton'schon  Gravitations- 
gesetzes. So  haben  Asthcn  und  ßacklund  nachgewiesen,  dass  der  Kncke'sche  Komet 
in  der  Nähe  seines  Perihels  WidersUmdskräften  begegnet. 

Auch  bezüglich  der  Planetenmassen  ergeben  derartige  Uechnuugeii  wichtige  Schlüsse. 
Man  setzt  zu  diesem  Zwecke  die  von  einem  Planeten  hervorgerufenen  Klementenstöruiigen 
als  der  Masse  desselben  proportional  voraus  und  führt  so  in  die  HiMliiigungsgleichungen 
noch  als  rnbekannte  ilie  Corrcciionen  der  Planetenmassen  ein.  .\uf  diesem  Wege  er- 
hielt der  uns  leider  so  früh  entrissene  Ilärdtl  eine  .Iui>itermasse,  welche  ziemlich 
merklicii  von  den  sonst  gegebenen  Werthen  abweicht.  Dieses  bemerkenswerthe  Hesultat 
fand  »eine  Hestätigung  durch  Newcomb's  grosse  Arbeit  über  ilie  Polyhymnia.  —  In 
ähnlicher  Weise  hat  man  aus  den  Krscheinnngen  kleiner  Planeten  bei  grosser  Annähe- 
rung an  die   Krdc  «lie  Sonni>niiaralla\e  bestimmt. 


So  liefern  die  liiiv  (.-itiiien  uml  noch  viele  andere,  verdienstvolle  definitive 
Bahubestimniuugen  wichtige  Auft;clilüsse  über  die  Fundanientalcoustanten  des  Sonnen- 
systems. — 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  gehen  wir  zur  Darstellung  der  verschiedenen 
Methoden  über,  mit  deren  Hülfe  sich  die  speciellen  Störungen  berechnen  lassen. 


Siebe  nun  dneunzigste   Vorlesunsr. 


I.    Eiicke's  Methode  zur  Berechnung'  der  speciellen  Störungen 
in  den  rechtwinkligen  Coordinaten. 

Die  einfachste  Methode  zur  Berechnung  der  speciellen  Störungen  ist  die  von  Bond 
und  unabhängig  von  diesem  später  von  Eucke  entdeckte,  und  in  grösserem  Umfange 
angewandte  Methode  der  Störungen  in  den  rechtwinkligen  Coordinaten. 

Man  betrachtet  die  Bewegung  in  erster  Annäherung  als  eine  Kepler'sche  und 
bestimmt  die  Abweichung  der  wirkücheu  Bahn  von  der  ungestörten  in  den  drei  Coordi- 
naten. Seien  also  x",  2/"  und  z^  die  ungestörten,  der  Kepler'schen  Bewegung  ent- 
sprechenden Coordinaten,  und  |,  r^  und  %  die  Störungen,  so  sind  in  jedem  Augenblicke 
die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  und  z  des  Körpers  gegeben  durch: 

X  =  :r<i  +  i 

y  =  y"  +  n 

z  =  g"  +  i, 

und  folglich  ist  auch; 

CPX  _  iP'JC^  d^ 

cPy d-y"        d'-t] 

dt^  ~  ~dW  "^  77^ 

da.-  _  d^f      dH 

dP  ~~   dt^    "^   dt-' 

Die  elliptische  Bewegung  wird  dann  nach  den  ersten  Vorlesungen  von  Al>theilung  I 
durch  die  folgenden  drei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  charakterisirt: 

d^x"        /.^(l  +  m)x<'  _ 
dt'    +  ro'  ~" 


d^f        Ic^l  +  w)yO  _ 
df      '  * 

df^    +  ,i  ~ 


in  denen  A'-  die  Gauss'sche  Constaute  Ijedeutet,  wobei: 
,.0-  _  ^0^   ^   ,^0-   _j_   ^0- 


(I) 


I 


—    5r>!» 


Di'iikt  iiiMii  sich  jetzt  als  ilritlen  K<'lr|>i'r  eiiiun  stiiroiiden  n:iiii-tfii,  der  sownlil  uiif 
lue  Soiiiii'.  \\  if  auf  iK'li  gestörtni  IMaiiolcii  riiiwirku  ilaiiii  sind  die  I)iffiTfntiali.'li'ii-liiiiij;».'ii 
ilur  ^fstiiricii   liewegiiiig: 

A-'  ^  1     {     m  I 


dt*  ^ 


'ILi 


\ 


k*0   +  m)y 


=  Z 


<II) 


die  naili  diu  (.'ooidiiiateiiaxeii  zerlejLCteu  störenden  Kräfte  bezeichnen,  so  genommen, 
dass  sie  die  relative  Bewegnng  des  Planeten  um  die  Sonne  bestimmen,  wenn  man  sie 
nur  an  den  gestörten  Planeten  angebracht  denkt,  und  dabei  ihre  Richtung  in  der  Art 
gewählt  ist.  dass  sie  die  C'oordinaten  vergrösseru.  E^  bezeichnen  also  x,  y,  z  die  wahren 
helincentrischen  C'ocrdinaten  des  gestörten  Planeten,  x",  1/",  «"  seine  ungestörten  C'oordi- 
naten  und  j-'.  1/',  r'  die  helioceutrischen  Coordinaten  des  störenden  Planeten.    Mithin  ist: 


nY 


(-'  -  zy 


gi    ^    (jl   _   a.)J     4-     (,,\ 

r{  =r  XI   -f  yi   -f  :>'. 
Durch  Subtraction  der  beiden  Gleichungssysteme  (I)  und  (11)  ergic\>t  sich  unmittelbar: 


^=  r+  tui  +  m) 


(III) 


Die  Masse  ni  <les  angezogenen  Planeten  oder  Kometen  ist  dabei  in  den  meisten 
Anwendungen  auf  unser  Sunuensystem  gleich  Null. 

Mit  der  Aufstellung  der  äussei-st  einfachen  Gleichungen  (III)  ist  die  Grun<llage  der 
Enckc'scheii  Methode  gegeben.  Will  man  die  störende  Einwirkung  mehrerer  an- 
ziehender Körper  berücksichtigen,  su  tritt  in  denselben  neben  dem  ei-steu  Term  noch  ein 
ähnlicher  mit  m">,  x**',  y*'',  *^''  auf,  u.  s.  w. 

Um  die  Methode  anzuwenden,  geht  man  von  einem  Osculalionselementensysteme  für 
eine  bestimmte  £|ii>chc  aus.  Dasselbe  mnss  die  Beobachtungen  in  der  Nähe  einer 
gewissen  Epoche  (der  Osculationsejioche)  möglichst  gut  daretelleu,  mindestens  über  einen 
Zeitraum  von  einem  bis  drei  Monaten.  Man  nimmt  dann  in  der  Mitte  dieser  Zeit  eine 
Osculationsepoche  au  und  setzt  voraus,  dass  die  Elemente  füi'  den  betreffenden  Zeit- 
motneut  die  Coordinaten  und  Geschwindigkeitscomponenten  des  gestörten  Köqiers  strenge 
darstellen,  oder  die  wirkliche  Bewegung  _osculiren". 


—     ÖGO     _ 

Da  sich  ilie  Störungen  gewöliulich  erst  nach  ^Monaten  fühlhar  macheu,  so  hat  man 
in  der  Wahl  der  Osculatiouseiioche  einen  ziemlichen  Spielraum.  Xuu  geben  die  astro- 
nomischen Jahrbücher  die  C'oordinaten  der  Planeten  (nebst  mehr  oder  weniger  zuver- 
lässigen Angaben  über  ihre  ^Massen)  für  gewisse  Intervalle,  z.  B.  von  20  zu  20  Tagen, 
von  einem  gewissen  Datum  ausgehend.  Man  setzt  also  die  Osculationsepoche  für  einen 
dieser  Tage  fest  und  wählt  als  Integrationsintervall  20  oder  40  Tage,  um  sich  die  Inter- 
])olation  der  Planetencoordinaten  zu  ersparen. 

Gewöhnlich  gilt  ein  Intervall  von  40  Tagen  für  die  Berechnung  der  Störungen  für 
ausreichend.  Im  Falle  grosser  Störungen  muss  man  jedoch  mit  Intervallen  von  20  Tagen 
oder  noch  weniger  rechnen.  Will  mau  die  Einwirkung  mehrer  Planeten  berücksichtigen, 
so  muss  man  für  alle  dasselbe  Integratiousiutervall  zu  Grunde  legen.  Hierdm-ch  geht 
dann  aber  ein  grosser  Theil  der  Kürze,  durch  welche  sich  die  Encke'sche  ^Methode 
gegenüber  den  beiden  anderen,  im  Folgenden  zu  besprechenden  Methoden  der  speciellen 
Störungen  auszeichnet,  verloren.  Auch  aus  anderen  (Gründen,  die  wir  später  kennen 
lernen  werden,  ist  man  mehr  und  mehr  davon  abgekommen,  die  Encke'sche  ^lethode 
für  umfangreichere  Arbeiten  in  unserem  Sonnensysteme  anzuwenden. 

Um  so  nützlicher  erweist  sie  sich,  wenn  es  sich  nur  darum  handelt,  die  Bewegung 
eines  Objectes  unseres  Sonnensystems  für  einen  kürzereu  Zeitraum,  z.  B.  während  einer 
einzigen  Opposition  zu  behandeln.  Einer  besonders  häufigen  Anwendung  erfreut  sieh 
die  Encke'sche  Methode  in  rechnerischen  Untersuchungen  über  das  drei  Körper] »roblem. 
Hier,  wo  mau  noch  obendrein  die  Bedingungen  des  Problems  vereinfachen  kann,  indem 
man  z.  B.  die  drei  Kör])er  in  eine  Ebene  legt,  leistet  die  Encke'sche  Methode  zur 
Aufsuchung  ])eriodischer  Lösungen,  Behandlung  von  Stabilitätsfragen  u.  s.  w.  ganz  Ausser- 
ordentliches. Die  rechtwinkligen  Coordinaten,  welche  sie  gleichzeitig  giebt,  erlauben 
unmittelbar  eine  graphische  Darstellung  der  Bewegung. 

Der  Anwendung  der  Eucke 'scheu  Methode  geht  naturgemäss  die  Berechnung  der 
Coordinaten  a;^,  2/'  und  ^-^  des  störenden  Körpers  für  gewisse  Eiiochen  voraus.  Wenn  es 
sich  um  Anwendung  auf  unser  Souneusystem  handelt,  pflegt  man  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  auf  die  Ekliptik  7.n  beziehen. 

In  früherer  Zeit  wurde  die  Encke'sche  Methode,  wie  gesagt,  öfter  angewendet 
und  man  hat  daher  Sorge  getragen,  dem  Bahnrechner  soweit  als  möglich  entgegen  zu 
kouinieu. 

So  enthält  die  erste  Pnblication  der  Astronomischen  Gesellschaft  die  rechtwinkligen 
Eklipticalcoordinaten  aller  Planeten  ausser  Mercur  von  1830  bis  1864.  Dieselben  stützen 
sieh  auf  ältere  Tafeln  der  Planeten,  so  z.  B.  für  Jupiter  auf  Bouvard.  Die  sechste 
Publication  der  Astronomischen  Gesellschaft  enthält  die  Coordinaten  von  Jupiter  nach 
Bouvard  von  1770  bis  18.30.  Von  1770  bis  1843  hat  ferner  M.  Couiel  die  Jupiter- 
coordinaten  nach  Leverrier  im  Bulletin  astronomi<iue  gegeben.  Endlich  hat  Möller 
in  den  Astronomischen  Nachrichten  die  Coordinaten  Jupiters  von  1843  bis  1878  nach 
Leverrier  berechnet.  Für  die  Gegenwart  ist  man  genöthigt,  sich  die  Coordinaten  der 
störenden  Massen  selbst  zu  berechnen.  Die  Astronomischen  Jahrbücher  geben  jedoch 
für  gewisse  Tage  im  .lahre  die  heliocentrischen  Eklipticalcoonliuaten  der  Planeten: 
nändich  die  Länge  ?,  die  Breite  b  und  den  Radiusvector  r. 

Mau  hat  dann  ganz  einfach : 

a;'  =  r'  cos  h^  cos  U 
!/i  =  r^  cos  b*  sin  /' 
;i   =  /■!  sin  b'. 

Diese   Augalieu    beziehen    sich    auf    das   mittlere   Aeijuiiioctiuiu    des   Anfanges    eines 


—     M\  I 

J:ilir/.i'liiits  so  ilaiiH  iniiii  im  AII>;ciiU'iiieii  )>i-iiii  rc-liergniigo  aii!«  ciiu-iii  Jaliiv  in  dan  aiiiU-rc 
liaH  l'ooriliiintciixyhtein  nicht  /.ii  mci'IisoIii  liniiiclit. 

Man  i-fclinet  «laiiii  iliü  Hahncii-inuntu  »li-s  gcaUirtcn  K<'(r|icMM  auf  den  Anfan;^  «Ich 
bi-ti-fffi-ndun  Jabry.vliiith  nin,  auf  den  xU-U  aucli  die  PlanetencuordinaU-ii  lie/.ieiifii.  Hier- 
auf locluu't  iiiun  mit  dtii  so  unij,'fforinten  Kalim-U-uiciitcn  dii-  rt-clilwinkligin  Kklipliial- 
coorilinati.'n    i",  i/",  ,'"  des  Objcctc-s  nach  «lun  Foruiehi: 

x"  ^^  r^a  siit  (.1  f  w  4  tf') 
y»  =  rob  Hin  {B  -\-  ca  -\-  f») 
e»  r-r  ,i>c  sin  (gi  +  v"), 

worin  in<lfss  dii-  Grössen  a,  h,  <•  und  .1,  7?  nicht  die  eigentlichen  Ganss'schi-n  l'onstanti'ii 
reprasentiren,  sondern  durcii  diu  Korniein: 

(I  sin  A  ^=  cos  Sl 
a  cos  Ä  =^  —  sin  ii  cos  i 
b  sin  li  T^  sin  ii 
b  cos  B  ^=  cos  Q>  cos  i 
r  =  gin  i 

gegetieii   >ind. 

Die  Grössen  x",  i/"  und  ;»  lierechnet  man  für  dic.-ellKii  Ejioclicn,  für  welclie  die 
l'oordinaten  des  störenden   Körpers  gegeben  sind. 

Nach  diesen  N'orbereitnngen  kann  man  nun  daran  gehen,  ans  den  Gleichungen 
(III)  die  Grössen  |,  »;  und  5  durch  mechanische  (.Quadraturen  zu  crmittehi.  Ueber  das 
diesbezügliche  Verfahren  schicken  wir  zunächst  einige  allgemeine  Bemerkungen  voraus, 
um  sodann  die  rechnerische  Zurichtung,  durch  welche  Eiicke  die  Auflösung  der 
(Jleicliungen  (III)  durch  eine  Tafel  wescnllich  erleiclitert  hat,  in  Encke's  Original- 
darstellung  anznschliessen. 

In  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (111),  die  man  zu  dem  genannten  Zwecke 
als  bekannt  voraussetzen  iiiuss,  treten  ja  die  wahren  L'oordinaten  Xi  ij  und  .-  des  gestörten 
Körpers  auf. 

Man  niüsste  also  schon  |,  r\   und  ^  kennen,  um 
X  =  X«  +  I 

<j  =  f  ■¥  n 

berechnen  zu  können.  In  den  ersten  Gliedern  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (III) 
hat  die»  weniger  zu  bedeuten.  Diese  (ilieder  sind  wegen  des  Factore  m  (der  Masse 
des  störenden  Körpers)  immer  sehr  klein  und  es  würde  daher  zu  ihrer  IJerechnung 
schon  eine  ganz  rohe  Kenntnis»  vou  |,  >/  und  ^  genügen.  ^lan  nemit  diese,  für 
Anwendungen  auf  unser  Sonncusystom  leichter  zu  bercchneudeu  Glieder  die  „directcn 
Glieder-. 

(.iriisscre  liedcutung  halieii  ilie  zweiten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  der  (ilei- 
chungen  llll),  welche  als  Factor  die  Sonnenniasse  enthalten.  Dieselben  sind  bei  den 
gewöhnlichen  Anwendungen  weit  grösser  als  die  ersten  und  nuLssen  daher  mit  genaueren 
Werlhen  von  |,  ij  und  5  berechnet  werden.  Man  nennt  diese  Glieder  die  ..iiul  ircct  en 
Glieder". 

Nehmen  wir  im  llinlilick  auf  die  vorausgehenden  Darstellungen  der  mechanischen 
(.Quadratur  an,  dass  sich  die  mech:inische  Ijuailratur  bereits  im  Gange  befinde,  so  ist 
allgemein : 

KllDkerfuoa,  Tb«oroU«clia  Aitrouuinio.  yi 
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\0)dr- 


'-    "f  ("  +   '■  w)  +  yi^  /  («  +  '■ ") 


!40 


/"("    f   ic.j) 


..] 


iiml  in  vorlit'gemlem  Falle/  beziehungsweise  gleich: 

dH_     d^     <H_ 

jMaii  behält  iiiiu  als  Variable  nicht  die  Zeit  (gemessen  in  mittleren  Sonnentagen) 
bei,  sondern  nimmt  als  Zi'iteiuheit  das  Intervall,  z.  B.  w  mittlere  Sonnentage  an,  hat 
also  allgemein : 

t  =  11 M  -\-  üonst. 
oder: 

und  somit: 


dt  =  a  du 


i/iiico  -\-  con)it.)dn'^  =  "f(a  -(-  i  to)  -\-  yö  f  (" 
Man  berechnet  also : 


>  a) 


124(1 


/"("  +   '■«)  • 


'^l         >  dH 

i7«2  df-^ 

und  integrirt  diese  letztere  Grösse. 

Zu  diesem  Zwecke  braucht  man  nur  in  den  Gleichungen  (III)  Afo  au  Stelle  von  k 
oder  l'^  co^  an  Stelle  von  k-  zu  setzen. 

Die  Grundgleichungen  werden  dann: 


dH 

d  m2 

d'^rj 
dn'^ 

dn 
dn^ 


=  k^a-ni^ 


=  k-  Ci)2»;i 


k-  CO-  /y/i 


+  k^coHl   +  m)   —  - 


—  ^1    +   /,:2«2(1    +   ,«)  ]_  — 


^1 


(IV) 


mid   auf    diese   Gleichungen,    in    denen    die  Zeiteinheit    mit    dem   Intervalle    identisch    ist, 
hat  man  einfach  nun  die  Formel: 

j  |/(»a)rf«ä  =  y,«  +  ia)  +  —  f(a  +  /«)  —  :7^/"(«  +  '«) 

anzuwenden,  wobei  f(a  +  /  w)  be/.iehuno-sweise  oleich  -; — -,  - — :   oder  - —  ist. 
■   ^  ■  °  °  dn-    (/)('•»  dn^ 

Wenn  sich  die  mechanische  Quadratur  bereits  im  Gange  befindet,  so  ist  über  die 
Anwendung  der  Gleichungen  (IV)  nicht  viel  zu  sagen.  31an  sieht  aus  denselben,  dass  man 
I  (a  -|-  i  co)  angenähert  bereits  kennen  muss,  um  den  strengen  Werth  von  §,  ij  uud  ^ 
durch  die  doppelte  Summiruug  zu  erhalten.  Bei  derartigen  Rechnungen  ist  es  indess 
fast  immer  leicht,  die  Werthe  von  |,  t]  uud  J  mit  hinreichender  Genauigkeit  im  Voraus 
zu  sehätzen.  Zu  Anfang  einer  mechanischen  Quadratur  sind  die  Anfangswerthe  der 
ersten  und  zweiten  Summenreihe  unbekannt,  sowie  die  Störungen. 

Man  setzt  dann  in  erster  Näherung  die  Störungen  gleich  Null  und  l)erechnet  unter 
dieser  Voraussetzuni;-  die  Werthe  von : 


dH     d^n 


und 


dt-' 


dfi'      dV' 
etwa  zwei  Intervalle  vor  imd  zwei  Intervalle  nach  der  Osculation. 
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Källl  ilif  Os>-ulatioii!<c|ioolio  mit  t-iiu-r  ilcr  K|ioolic-ii  für  <lic  Dif  f  iM'i-iit  i:ili|iioticMitLMi 
(.i)/ii«;iiiiiiuii,  »o  livHUniint  iiiaiKlic  AtifaiigscuiiKtautuiiilvrSiiiuiiiuiiruilKii  n.i- '■  •!•  ■•  (•'••rmflii: 

I.'-  .'In  '  (i04H()-'     ' 

Die  (.jiKulnitiir  vollzielit   sich  •laim   iiacli  der  Furiiu'l: 

Fällt  liiiijji'i;».'!!  dif  ()si-ulationsu|>oclie  in  die  .Mitte  zwischen  zwei  E|>iieheii  a  —  6}  und  a, 
für   weiclie  man  die  l)iffereiitiali|Uotienten  hereehnet  hat,  so  wendet  man  die  Formeln  an: 


367 


%7  6SU-     ' 


Sind  für  die  ersten  Intervalle  verliesserte  Werthe  von  |,  t]  nnd  5  bestimmt,  so 
kann  man  mit  denselben  die  l)iffereutiali|U<itienten  noch  einmal  bereclinen  nnd  so  noch 
{genauere   Werthe  für  die  Störungen  ableiten. 

(iewiihnlich  aber  genügt  es  bei  der  Herechnung  der  l)iffereutial(|Uolienten  für  die 
ersten  Intervalle  die  Störungen  gleich  Null  zu  setzen.  Sowie  eine  gewisse  Anzahl  Werthe 
von  I,  t)  nml  f  erhalten  werden,  bildet  man  ihre  Differenzreihen,  um  sich  vor  Fehlern 
bei  .Anwendung  der  mechanischen  Quadratur  zu  sichern.  Es  ist  stets  7.u  empfehlen,  sich 
durch   Hildung   der  DiffcreutiaKjuotienten    davon   zu   überzeugen,    dass   die  Werthe   von  | 

dt 
und  — ^  für    die  OscuIationsei)Oche  wirklich  uleicli   Null    sind,    damit    nicht    gleich    iu 

der  Grundlage  der  mechanischen  Quadnitur-ein   Irrtliinn   bestehen  bleibt. 

Nach  diesen  allgemein  orientirendcn  Bemerkungen  gehen  wir  dazu  über,  die  Grund- 
gleichmigen  (III)  rechnerisch  so  unizuformen,  dass  ihre  Integration  durch  Anwendung 
einer  Tafel  erleichtert  wird.  Wir  folgen  dabei  der  Originaldarstellung  von  Encke; 
indem  wir  zunächst  die  Hegeln  der  mechanischen  C^uadratur  mit  Encke  in  Kürze  dahin 
zusammenfassen,  wie  sie  bei  Anwendung  auf  den  vorliegenden  Fall  des  Gleichungs- 
sNslems  (III)  otler  (IV)  gebraucht   werden. 

Soll    \tll\j{x)dj    gefunden    werden,    so   bestimmt    man   für   verschiedene   Werthe 

von  X,  die  eine  arithmetische  Keihc  erster  Ordnung  bilden,  die  numerischen  Werthe  von : 

/(«»,    /(«   -f  oj),    /(o    I-   'Jw)  .  .   ./(«   -f   Hü)). 
Das  gewählte  Intervall  o)  darf  nidit  zu  gross  sein,   um  keine  allzu  mühsame  Verbesserung 
der  später  \ urzunehmenden  Summatiiui  nötliig  zu  machen,  alter  auch  nicht  zu  klein,  damit 
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man  nicht  zu  \  ielc  Weithe  zu  bereclnien  liat.  Pie  Grenzen  h  nud  />'  müssen  iuuerhalli 
a  und  a  -\-  i>  0}  liegen.  Docli  ist  es  nicht  uöthig,  dass  sie  mit  eiuem  der  berechneten 
Werthe  zusammenfallen.  Da  aus  den  auf  einander  folgenden  Wertheu  /(«)  his  f(a -\- n  a) 
irgend  ein  Werth  durch  Interpolation  gefunden  werden  kann,  der  dem /(fc)  oder /(b^) 
entsiiricht,  und  eben  dasselbe  auch  bei  allen  aus  der  Reihe  f(a)  bis  f(a  -\-  nco)  ab- 
geleiteten Wertheu,  sofern  sie  für  eines  der  Argumente  a  liis  a  -\-  n  a  gelten,  statt- 
findet, so  wird  man  immer  den  Anfangswerth  oder  Endwerth  des  Integrals  durch  Inter- 
jiolatiou  finden  können ,  wenn  man  ihn  für  mehrere  der  Argumente  a  bis  a  -\-  iifD  hat. 
Indessen  wu'd  man  auch  bei  der  Auswahl  der  Werthe  a  bis  a  -\-  nca  es  so  einrichten 
können ,    dass  einer  oder  ein  Mittel  aus  zweien  mit  den  Grenzen  übereinkommen.     Hier 


ö  trifft,  die  Endgrenze 


werden  wir  deshalb  annehmen,  dass  die  Anfaugsgrenze  auf  a  -{- 

auf  a  ~r  i  a  oder  a  -J-  ( »   —  ~r )  «• 

Für  die  Integration  1  bedarf  man  der  ersten ,  zweiten  etc.  Differenzen  der  Grössen 
/(«),  f{a  -^  a)  etc.  Werde  die  Mte  Differenz  durch  /q  bezeichnet,  analog  den  Differen- 
tialquotienten, und  werde,  um  anzugeben,  zu  welcher  Stelle  sie  gehört,  das  Mittel  der 
beiden  Argumentenwerthe,  aus  deren  Differenzen  sie  hervorsteht,  dem  f"  hinzugefügt,  so 
dass  also  : 


1 


=  ,t"{n  +   CO) 


f^(a  +  2«)  —fUa  ^  03)  =.C{'i  -  -^  w)  etc. 
so  wird  sich  das  folgende  Schema  bilden; 


Argument 


Function 


I.  Difierenz 


II.  Differenz 


in.  Differenz 


/O'  +  S«)  .  5      X     ,       /o'("  +  2<o)  - 

./■('.  +  3.«)  ^  ^     ^  /;'("  +  3»)  "^  -     ^ 


a  -{-  ui 
o  +  2  (u 
n  -f  3  <u  , 


Ebenso  bedarf  mau  aber  auch  der  summii-teu  Keihen  für  die  Integration.  Man 
bezeichne  die  erste  summirte  Reihe  analog  den  Differenzen  durch  '/(,,  mit  Hinzufügung 
eines  Argumentes  in  demselben  Sinne  wie  bei  den  Differenzen,  so  dass  also  : 


weil  nämlich: 


/(«+«)  -f  ;/•„  (^a  +  I  0,)  =  Y„  («  +  I  CO 

"fo  («)             +  '/ü  ("  +  7/  aj  =  "fo  (a  +  ö) 

"/„  (o  +  m)  +  %  (a  +  ^a\  =  ':/o  (a  ~n  2  «), 

"f,  (a  +  2o)    -  ■;/■„  («  -^  CO)  =  :/■„  (a  +  ^  a\ 


so  wird  sich  ein  zweites  Schema  bilden: 


•/.(.. +  2"'; 

"      '      '  ri.l    -1-   «.)  ,  .   /        ,      3       \  "/.("    +    <")       ••• 

V.("+T"'j 

"    i    -'  1.1  +  2«!)  "  "/.f.i  +  2oO  ... 

'',('.   +    ,,    lu) 
..!:;.  (.1-1-3«)  -  '"/,(.!  -f  3w)  ••• 

K>  ln'ilaif  ilulivi  jcilu  tiiiminirto  Iti-iliL'  eines  Aiifaiiiiswcrtlu's  für  ir^cn.l  ein 
Aryiiiiii'iit,  äliiilu-li   wie  »las  Ilitenfral  einer  Coiistante   lieilarf. 

Mit  Hülfe  dieser  lieiilen  Seheiiiata  lässt  sieh  ilas  cinfaehe  und  ilo)i]ielle  Inteir'J'l 
von /(x)  ilureli   ineelianiselie  IJnadnilnr  foli,'eiiileriuaassen   hestininien: 

Ks   sei  die   Anfant;si;ren/.e   n         —  w,    ilie   Kndgren/.e  «   -f-   ( •  "+    ;,  )  W-      •^':"'   s^flze 

in  "1er  ersten   Miniinirten   l.'eilie: 

.'in   ilie   Stelle   v.m    'f„(ii     ^    "7")  '"'i''': 

lind   in  .Irr  /weiten   siiiniiiirten   l'eilic  ileii   W'ertli: 

C,  -^   +   ^  /  («  +  «)  -  ^  |2/:  («   ^   M)  +  .C  (a)|  ■  .  . 
an  die  Slelle   von   '|/|,  (a)  oder: 
lind   liiMe   ilaniit   .lie   Tafel   belieMu'   "  eit    fortycset/t  : 


Argument 

|i       Function 

I.  suiiiiuirt«  Reibe 

n. 

summirte  Reibe 

11  -f-  cu      ... 
(1  -f  2ü»  .   .   . 
<i  -1-  3u»  .    .    . 

f{a  +  2  u.) 

■           ''»("+2' 

^) 

"/.("  +  2.U) 
".'".  ("  +  3  w) 

so   uinl   das  erste  lutejfial: 
iiml   ilas  l)o|.|ielinleL'ral : 
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j  dx  {f{.r)dx  =  CO-'  {^  j7o(a  +  'w)  -^  "/o\a  -  {i  ^   Ij  ta]} 
"  +  •^'"  -  ^  {/(«  +»■«)+  ./■[«  +  (i  +  1)  «]} 

+  sä)  '■'"'^'*  +  '"^  +  ■^»'  f*"  ^  ^'  +  ^^  "]'j  ■  ■  ■ 

Bliebe    dagegen    zwrvr    die    Aiifangsgrenze ,    aber    änderte    sieh    die    Endgrenze    in 
ö  -\-  i  CO,  so  würde: 

n  +  I  w 

\fix)d.r  =   CO   |i{%  [«+(,  +  1^  «]   +    >„  [.   +  (/  -  j)  «]j 
"  ^  ^'-'  -  n   l'»  ["  +  ('■  +  t)  "]   "   •''»'  [«  ^  ('■  -  I)  "]| 


!/"-[.  +  0  +  i)«]^/;"f.^  (.-!).]] 


und  das  Doppeliutegral : 

I  dx  \f{.r)dx  =  CO-'  [':/„(«  +  /«)  ^  — /(«  +  ?■«)  —  24Ö-''"("  ^  ''")|  •  •  ■ 
'  ^  1  * 

n     ,    — I) 

Bei  der  Integration  der  hier  vorkommenden  Grössen  ist  die  Zeit  das  Argument. 
Wird  deshalb  das  Dopjielintegral  bis  zur  Zeit  a  ^  ia  verlangt,  so  werden  für  dieselbe 
Zeit  die  Functionen  "fo(a  +  ico),  /  (a  -i-  ico),  fö  {n  -\-  i co)  gebildet  werden  müssen, 
wobei  namentlich: 

f{a  -^  !ö)  =  — , 

wenn  die  erste  Differentialgleichung  als  Beispiel  gewählt  \\-ird,  eine  Grösse,  welche  die 
Kenntniss  von  f,  7;,  ?  schon  verlaugt.  Indessen  wenn  keine  ausserordentlichen  Fälle  vor- 
kommen, so  werden  die  Brüche  -j-^  und  —  öJn'  '"**  welchen  in  Ausdi-ücke  des  Inte- 
grals/(a  +  ito)  und  /ö'(a  -K  ico)  multiplicirt  sind,  eine  falsche  Annahme  für  diese  Werthe 
nur  in  geringem  Maasse  einwirken  lassen.  Man  wird,  wenn  man  bis  zu  f\jti  -j-  (/ — 1)m] 
die  Rechnimg  sti'enge  durchgeführt  hat,  aus  dem  Gange  dieser  Fimction  bis  ziu-  Zeit 
a  -\-  {i  —  1)  ö,  einen  nicht  ganz  unsicheren  Schluss  auf  ihren  Werth  /' (a  -\-  ico)  machen 

können,  und  der  Factor  t^  wird  wesentlich  beitragen,  den  Irrthum  zu  verriuofern.     Noch 
'  12  ° 

mehi-  findet  dieses  bei  /ö'  (a  -{■  i  co)  statt.     Der  "Werth  aber ,   von  dem  hauptsächlich  das 

Doppelintegral  abhängt,   "fo  ('^  ~   '")>  i*t  an  sieh  schon  durch  die  früheren  Rechnungen 

bis  zur  Zeit  a  -*-   (/  —  1)  w  gegeben,  weil: 

"fü{a  +  ico)  =  '%[n  ^  (/  —  Ij  «]  J-  yAa  +  f«  —  0")  wj 

=  ':/o ["  +  ('•  -  1)  "j  ^  y;.  ["  -  ('  -  f ) «]  -  /  ["  ^  ('  -  i)  «i- 

Hat  man  also  alle  Grössen  bis  zu  f[a-\-  {i  —  1)  o]  strenge  gegeben,  so  hat  mau 
es  in  seiner  Gewalt,  für  /  (o  -\-  ico)  einen  so  genäherten  Schätzungswerth  zu  erhalten, 
dass  mau  mit  Sicherheit  hoffen  darf,  wenn  man  diesen  Näherungswerth  verwendet,  um 
die  rechte  Seite  der  Gleichuntren  numerisch  zu  berechnen,  es  werde  eine  kurze,  indirccte 


—    r.i;?    ^ 

ni'fliiiiiii);  /.lim  /iflc  fiilii'cii.  .Mit  ilciii  NiklicrniigHWi-rtlie  fiilirt  mkiii  ilif  IiiU-^ratii>ii  aiii<, 
iiiiil  mit  «liMii  jii'iialiiTtcii  Iiitoj^riil  liffuflinct  iiiaii  iliu  CorrLH-liuni-ii,  welclio  in  j  i/xdj'* 
\(>rkiiiiiincii,  um  iliu  •jonaiUTt-ii  Wurtlif  ik>8  IntcirralH  xiir  Hcrcchiuitiii  tle«  /weilen  DifFureiilinl- 
'|Uotii-nteii  zu  ei'h:ilti-ii.  Man  si-liri-iu-l  auf  dii-HO  Weise  von  Intervall  zu  Intervall  \or. 
Aiiit  /°|ii  -f  (i      -   I)  b)|   tinilel  man  /' ((t   -f-   /<u),  an»  diesem  /  \a  -\-  (i    f    1)  w|   u.  h.   w. 

Kür  lien  Anfang  «ler  Keelmuiit;,  «1.  Ii.  für  ./'(«)  inul  /(a  f  w)  nimmt  man  ziiei-st 
j,  tj,  J  ^-  U  und  findet  daraus /(«)  und  /(a  4  w)  ^eniiliert,  woraus  sich  (',,  Cj  und 
(',  +  t',  ergelien.  Üie  Integrationsfnrmel,  auf  iliese  fünf  W'erthe  angewandt^  gielit  dann 
die  Grössen /((i)  und /(«i  -(  (o)  strenge,  und  von  diesem  Anfange  an  schreitet  dann  die 
liechnting  in  ganz  gleichmassiger   Weise  fort. 

Die  ei>te  Kechnungsform ,  die  hier  vorgeschlagen  werden  kann,  wird  sich  deslialli 
>o  aufstellen   lassen. 

In  dem  Ausdrucke  von  X,  Y,  7.  vernachlässigt  mau  einstweilen  den  IJetrag  der 
Störungen,  welche  hei  dem  gestörten  Planeten  x"  in  x  verwandeln  und  da  x\  ;/',  z'  strenge 
liekannt  sind,  ebenso  auch  x",  j/",  i°  für  jede  beliehige  Zeit  angegeben  werden  k(inueD, 
Ml   wird   man: 

X  =  m'ki 


Ix'  —X»  _   x^\ 

I .'/'  —  .'/"  !f_\ 

\     9"'  r''l 

'  =  ■"'■'(    „.■    -7' 


Y  =  ,},'k- 


Z 

wobei : 

9^  =  W  —  r»)«  +  (V  —  ijoy  +  (/  —  .-0)« 

für    alle  Zeilen    a,  a  -\-  «a,  a  -\-  2(a,  .  .  .  a  -\-  na    berechnen    können.     Der  Fehler,    der 
aus  der  Substilulion  von  x"  statt  x  entsteht,  ist  in  der  That  bei  diesen  Kräften  ungemein 
ircring,  da  er  von  der  zweiten  Potenz  der  Massen  herrührl. 
Für  den  zweiten  Theil  der  Gleichungen  {b): 


kann   man,    wenn   |.  »;,£   klein  sind,  das  erste   Differential   der  Grössen  ^, 
führen.     Ks   uinl: 


y  _ 

r»' 

-^- 

■du« 

d,o 

z 

^^- 

r" 

dr«. 

«r»  : 

_    X 

1^' 

\  1  ■""' 

-1- 

:"5' 

ind   folglich: 


—     öflS     — 


Ic^-  (1 


'■  (^  +  ")  b  -  ,-^)  =  C  70  ^'  -  ^)  —7. 

IJie  Gleichungen  werden  folglicb ,  soljakl  man  auf  dem  oben  angezeigten  Wege 
einen  Nälierungswerth  für  |,  rj,  t,  erhalten  hat,  er  möge  mit  I0,  t^qj  So  hezeiehnet  werden, 
in  der  f olscenden  Ordnunu-  in  Anwenduna;  kommen.     Zuerst  berechnet  mau : 


findet  damit: 


df^ 


9" 


uud  durch  Anweuduug  der  Integralformeln  auf  diese  Zahlen  ein  Integral  |j ,  rjy,  J,, 
welches  zuverlässig  schon  näher  der  Wahrheit  kommt  als  ^05  Vo  ^^^^  So-  Eiue  Wieder- 
holung derselben  Operation  wivd  die  genauen  Werthe  |,  »;,  S  geben,  wenn  mau  |i,  fji,  Ji 
statt  |„,  ?joi  So  einführt. 

Man  kann  auf  diese  Weise  durch  alle  Intervalle  a  bis  a  -\-  n  co  die  Rechnung 
durchführen.  Allein  die  strengste  Genauigkeit  vrird  man  dabei  nicht  erreichen.  Denn 
einmal  sind  die  Grössen  X,  T,  Z  nicht  streng  richtig,  weil  |,  ■>;,  ^  bei  ihnen  vernach- 
lässigt sind.     Dann  alier  wird  bei  grussereu  |,  rj,  ^  das  erste  Glied  in  der  Entwickelung 

von  —  —  —,,    - —  —  — ,    ^^  —  — -,    nicht  mehr  ausreichen.      Wollte  man  deshalb  auch 
,0'         r-^     ».o"         >•■■      ,.0'         r' 

die  ganze  Rechnung  noch  einmal  durchmachen  für  alle  Intervalle,  und  mit  den  jeden- 
falls sehr  genäherten  |,  i],  t,  die  Werthe  für  X,  1',  Z  \  erbessern,  so  würde  man  «loch 
wegen  der  nicht  vollständigen  Strenge  der  Annahme,  dass  : 


El  _JL       Ullis,  _,aL 

17'  ""  "^  "^  '■' "^   '' ""  ' -^  37' 


die  ganz  strengen  Werthe   nicht  erreichen. 

Den    ersten   Mangel,    dass    die  AVerthe    von    X,  Y,  Z   wegen    der    vernachlässigten 

I,  ?;,  t,  nicht  genau   sind,  kann  mau  dadurch  beseitigen,  dass  mau  die  Werthe  von  X,  Y,Z 

nicht  auf  einmal  für  alle  Intervalle    berechnet,    sondern    bei   ihnen    ebenso    wie   bei   den 

cP  I      ä-  f]      d'^  t 
Daten  für  ,  ,  — ; —  immer  von  lutervall  zu  Intervall  fortschreitet  und  jedesmal 

dt'^       dl^       dC^ 
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in  X,  1',  Z  die  cniton  geiiäherton  Wrrllic  |a,  rjo,  fo  oiiifQlirt.  Hei  difsen  Krilftcn  werden 
«lif  gciiilherteii  WiTtliu  völlijj  niihrciclien,  woil  der  Fuclor  m'  in  iinSLTcni  Soiinc-n8y8t«ino 
immer  kleiner  al«  0,Oül,  bei  einer  etwaii  «or^^^fKltii^on  licrQckiiirhtiguug  der  Mittel,  die 
mati  hat,  gU-ich  Kuent  der  Wahrheit  Hich  zu  nilhoni,  den  etwaigen  Mangel  vuUig  un- 
nierklicli  macht.  Man  fügt  folglich  den  im  N'oraiis  bereehneteu  Wertheu  von  x\  y\  t" 
jedt>emal  da.f  zum  nttchxten  Intervalle  gehörige  |,,  tjoi  £t  hinzu.  Die  Itechuuug  wird 
dadurch  alli-rdingH  weniger  augenehm,  ulur  iimii  hat  auch  den  \' ortheil,  eine  völlige 
Strenge  zu  erreichen. 

Der  zweite  Maugel  wQnlo  »ich  beseitigon  lassen,    wenn   man  «tatt    der  Differential- 
fonnel  die  eigentliche  Form: 


beibi'hiello.  DicBC  Art  der  Ermittelung  der  uumorischcn  Werthc  würde  iudessen  sowohl 
uugenau,  durch  die  Differenz  zweier  nicht  sehr  verschiedenen  Grössen  zur  Erhaltung 
eiue»  kleinen  Wertlies,  als  auch  wegen  der  nachherigen  Einführung  der  verbesserten 
Werthe  von  1,,  »;,j,  fo  J^»  weitliiutig  sein.  Eine  betiuemo  und  nicht  sehr  ausgedehnte 
T&fol  wird  diesen  Mangel  völlig  beseitigen.     Schreibt  man  nämlich: 


so  lässt  sich    1   —  —   durch  eine  Tafel    streng   iiuden,    ohne  dass   die  Einfübrung    ver- 
bes8ert4>r  Werthe  für  foi  ^i  lo  eine  zu  grosse  Weitläufigkeit  machte.     Denn  da: 
rJ  =  r»*  +  2x01  -f  2y»ij  +  2e<'i,  +  |s  -f  .^a  _|_  g.^ 


St)   wiril: 


r_i  ^  ^      ^(^°  +  l.-)g  +  (.°-f^i)>;  +  (^°  +  |£)s 


so  wird : 


x"  +  ^  I       y  +  ^n       '°  +  I  s 

T^S  + -, —  n  +  — -i — i  =  9, 

|.o  ^0  fO 


-  =  1  +23 
r« 

r"'        ,,   ,  „  .-!        ,         3      ,    3.5    ,        3.5.7    ,    ,    3.5.7.9     , 


Setzt  man  daher: 


2.3 


2.3.4 


so  wird: 

Kllnkcrfa«!,  Theor^tiKh«  AtlroDotttte. 
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und: 


5r° 


auf    welche    Weise    das    Glied    f  q    den    durch    Differeutiatiou    erhaltenen    Factor    3 

/  • 
sti'eng  ersetzt. 

Die  dazu  uöthige  Tafel  für  /  mit  dem  Argumente  q  ist  in  der  Ausdehnung  von 
—  0,030  bis  -j- 0,030  auf  sieben  Decimaleu  im  Logarithmus  berechnet  und  als  Tafel  XVII 
im  Anhange  aufgenommen.  Walii'scheiulich  wü'd  diese  Ausdehnung  für  alle  Fälle 
genügen.  Denn  da  q  nahe  dem  Incremente  des  hyperbolischen  Logarithmus  von  r 
durch  die  Störungen  gleich  ist,  so  wu'd  dem  Weithe  von  q  =  0,030,  bei  dem  mittleren 
Werthe  des  r  für  die  kleinen  Planeten  etwa  0,08  in  der  Störung  des  Radius  vector 
entsprechen,  die  wohl  zunächst  nicht  eintreffen  wird.  Die  Tafel  ist  übrigens  nicht 
unmittelbar  nach  der  Reihe,  sondern  nach  dem  durch  die  Entwickelung  nach  einem 
Kettenbruche  erhaltenen  Näherungswerthe  berechnet: 

/  -  3  .  ^+g 

1+22  +  12  0^ 

35 
bei    welchem    der    Fehler    im    nächsten   Gliede    der  Reihenentwickelung;    3  X  —  -=-^  q* 

o  Y20 

beträgt  und  hier  keinen  merklichen  Einfluss  mehr  äussern  kann.     Die  Formel,  nach  der 

die  /'-Tafel  gerechnet,  ist  also  folgende: 


wobei: 


Stellt  man  hiernach  die  strenge  Berechnung  der  Störungen  zusammen,  so  wird  sie 
die  folgende  sein: 

Für  die  verschiedenen  Intervalle  n,  a  -)-  m,  a  -\-  2  m,  a  -\-  3  a,  .  .  .  (a  -(-  M  w)  be- 
rechnet man  die  elliptischen  Coordinaten  a",  y",  z%  r%  sowie  die  des  störenden  Planeten 
x',  y' ,  z\  r'.      Man    bildet    dann    für    den    nächsten    Ort    nach    dem    schon    berechneten 

a;0  _|_  |o^  yo  _[_  ^0^  ^0  _[_  go^   gQwie  a-o  4-  —1",  1/"  -\-  ~r]\  z"  -4-  —^^i  und  berechnet  mit 

diesen  Werthen  zuerst: 

r  =  m'  k^ 


m'lc^ 


9^' 

,.'3 

ll' 

-  P" 

_^o 

?/' 

«0* 

/3 

Q 

^ 

—  e" 

-S» 

y 
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o"  —  ix'  —  x«  -  I')»  -f  (../'  —  ./»  —  f)")'  +  (y  —  t'  —  i')'. 

liv'i  ilif»c'ii  Wi-rtlicii  braucht  man  nur  tlic  i-irifaelic  Zahl  in  ilor  /.weiten  auniiuirlt-n  Ucilie 
/.u  iK'hnifii,  oder  hiieiistvnH ,  wenn  man  von  a  -j-  (i  —  l)w  auf  a  -\-  ia  übcrgi-lit, 
,\\v  Zahl: 

"/.(  +  •"")  -^    ,^/[a  +  («■  -  l)«al- 

-Man  licclarf  iiiimlich  gt-wühnlii-h  hii-r  nur  hei  |",  »/",  5"  iler  Werllie  liis  auf  fünf  Deci- 
nialen,  un<l  wenn  man  ilie  Störungen  selbst  bis  zur  siebenten  Decimale  bereeiinet,  so 
winl  bei  scliicivlieh  gewähltem  Intervalle  cd  die  Correetion  von  'Vo  ('*  "!-  ">)  '"""  ii"f  die 
sechste  und  siebeute  Decimale  fallen.  Ebenso  bildet  mau  aus  den  unter  einander  stehen- 
den   Zahlen    x*    und    |".    i/"    und    ij" ,    e"    und    5"    die    Werlhe    x"  +    ^  |°,    i/»  -|-    ^  ij", 

''  +  .,  S"-  Auch  diesv  werden  keiner  späteren  \'iTl"'s.,iriingen  bedürfen.  Mau  be- 
rechnet dann : 

^  +  I  «•  y'  +  l' '/'  ^-^  +  7,  £ 

<i  =  i S"  +  f ri'  +  j^^—  £•, 

fO  fO  fO 

wi.bei  man  nach  dem  Gange  der  Functionen  /(n  +  na)   bis   zu    n  ^  i  —  1    hin,    oder 

il"  I      tl'  n      (l>  i, 
der  Grössen         ,  ,  -77,-7      ■  .^    für  die  Multijdicatoreu  1",  >/",  %"  die  mögliclist  genäherten 

NVerthe  zu  ermitteln  gesucht  hat,  nimmt  aus  der  Tafel  den  zugehörigen  Werth  von  / 
und  erhält  damit  die  Werlhe: 


[f'liv"  +  '/")  —  '/"'  =d 


f/^■ 


Dil'   Summe   dieser   Grössen    mit    A',   1',  /  giehl   die    zuverlässig   schon    sehr  genäherten 

rf'l      d^    jJ^ 

d<*  '    d<>  '    rf<« 
Grös.se  erhaltene  Doppelintegral: 

7„  (a   +  iw)  -f  — /(a  -}-»■«)  —  TJq/ÖCo  +  'o) 

wird  schon  bei  der  ersten  Wiederholung  die  der  Wahrheit  völlig  oder  so  gut  wie  völlig 
entsprechenden  Werlhe  $.  ij,  J  geben,  mit  denen  man  die  Rechnung  von  q  an  wieder- 
holt und  d:inn  keine  merkliche  Aenderung  mehr  Hnden   wird. 

Die  Anordnung  derUechnung.  welcheEncke  am  beiiuenisten  scheint,  ist  die  folgende. 
.Vuf  zwei  ueben  einander  stehenden  Seiten  werden,  nai-hdem  j",  y",  «",  r*;  x',  j/',  r'.  r' 
berechnet,  in  einer  verticalen  Spalte  unter  einander  geschrielien: 
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I. 


II. 


II. 


louif  +  l^ 
logr"' 


x'  + 


.'/°  +  'f 


+  f« 


lo(i  i.r'  —  x) 

>o(J  dl'  —  ii) 

\cos\ 


loci 

(■•+.-'•) 

log  t" 

log 

0    1     1     0 

log  r," 

log 

,.0- 

log  C" 

X 

2 ^ 

y' 

+  r'- . 

r" 

z° 

^^^. 

,.0 

1 

log  q 
logf 


log  ifq) 
log  x'  +  i' 
log  y"  +  '/" 
log  z"  +  f 


?",'/  ■'  -  - 

logt^:^ 

■'      cos 

1        (  <^o'^  1 

log     ■„ 


lo<J  7T 


Zo^  Ml°  ' ;— 

hiq  —  in"  ^ 
B  oder  C 


log  m" 


7  n     11 

hiij  —  m"  -7^ 

B  oder  C 

?0(;  m°  - — - — 

loii  —  //("    ^T- 

B  oder  C 


7o(/  X" 
hq  Y" 
log  Z" 


J'l- 


f'UI 


f'l~ 
1° 


log 


log  r" 


logifqx  —  i') 
logifqy-u") 

log  ifq  e  —  i") 


'  dt- 


,1-g 


dt' 

Z° 

,T 

dH 

dt:' 

In  diesen  Colinnnen  bed;irf  nur  der  Erklänuio-  1)  die  Bezeiohnuno-  loi/  .  .' i  •  Sie 
soll  ausdrücken,  dass,  wenn  man  x.  B.  zur  Erhaltung  von  1  [(x'  —  jr)^  -|-  (.'/'  —  ,'/)"']  den 
Quotienten 


-; =  ta  y  setzt,  an  die  Stelle  von  loa  l    .    I    entweder    der    log  cos    oder 

y  —  y  \  sin  J  ^ 

der  log  sin  gesetzt  werden  soll,  immer  der  log  der  Function,  welche  den  grössten  Werth 

hat    und    daher   sieh    am    leichtesten    interpoliren    lässt,    um    entweder   durch    den  Bruch 

— : — ~   oder  ^^ =-    den    Werth    der    Quadratwurzel    zu    erhalten;     2)    die    eingeführte 

smy  cosy  /  = 

Grösse  «(".  Wenn  man  die  Störungen  in  Einheiten  der  siebeuten  Decimale  haben  will, 
so  wird  log  m'^  =  3,471162  9  -{-  logni'  +  2  log  a  ^  wo  der  erste  Logarithmus  fc-  in  Ein- 
heiten der  siebenten  Decimale  ist,  und  bei  «  als  Einheit  der  Tag  zu  nehmen  ist.  Es 
wird  vortheilbaft  sein,  da  das  Doppelintegral    \dx  {/{x^dx    eine    Multijilication    mit    «^ 

verlangt,  sogleich  ta'  •  ^  anzusetzen,  um  nachher  nicht  nüthig  zu  haben,  "/o  («  -f-  i(o) 
mit  cü-  zu   multiplicircn ;     H)    die   Bezeichnung  B  oder    C.     Es   bcziehl   sich   diese   auf  diu 
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(i  :i  iinh'.m-Ik'Ii  Lo^-ariiliiiK-ii,  ila  ji-  iiacliilciii  dii'  Siiiiiiik'  «ler  Zithluii,  ili-rfii  I.i<i<j;aritliiiieii 
111:111  vor  itii'h  1ml,  /.ii  iiehineii  ist,  iMlor  ilic  DifftTfii/.  eine  von  ilieHc-ii  (iröüHen  mit 
ilfiii  ^röstHureii   lA)L;iiril)iiiiii>    /.u    M-rliimleti    ist;     4)    die    Kiiifiiliniii«;    iK-h    Fiiclor»    m'    in 


rf<» 


A'  (1  4-  m) 

/„</     — i j w'J   erklärt   sich    :iii>    ilnii    nnter    "J)    lienicrkten    ritiütamle,    «laoH    CJ* 

r» 

am    \orllieilliaf testen  !inj;esel/t    winl. 

Wenn   ilie   ernte   Keeiiniini;  ilurclii,'efiilirt   ist,    ho  verliessert   man   die    iintei-    II.    auf- 
gefiilirle  Coiiimue  vermittelst  der  jetzt  üen:iuer  zu  erhaltenilen  Werliie  von  |o,  tJQ,  5^,  liei 

X» 4-  ^  1"  ../•  +  ^r  *-•  +  {- 1" 


weleluii  indessen 


mit  seinem   früliereii    Wertlie   l»ei- 


r» 


lielialten    werden    kann.       I)i<'    Wertin-    in    der    Coliinnie     I.    bedürfen    siimmtlicli    keiner 
wiiteren   Verbesserung. 

Kill     kleines     numeriselies     LSeispiel     werde    liier    liin/.iiirefiigl,    da    die    Kürze    der 

Opeiiiti verlnindeii   mit   \ollsliindi<,'er  Seliärfe,  doch   mir  bei   einer  solchen   Anneiirlniig 

hervortritt. 

Für  die   Kleineiite  der  VesUi: 

/.•    =r   l-iü"     fi'  28".-2  I   ,^... 

M>  —  22!l"  51'  .'>()",S 

TC"    =  -J.")»"  14'  :!7",1 

ki»  =  lO'i»  47'  14",1 

»■»     =       7"    8'  20",.T 

9»    =       .50    5'  48",8 

fi"    =  tt77",(i4  52!J 
lind  lins  Intervall  a  =  4"J   Tagen   waren   die  Stöniiigswerthe    bis    1S55.  Oct.  28.    so    ge- 
fiiiidcn    «  nrilcii : 


lS5:-i.    Sept.  11.    tli'  .M.  l'ar.  /t. 
.M.  Ae.|.  l.slO 


■  .„  .           ^ 

:.     ■';         M..'-^^ 

'./«i.'  r  ■  ■'. 

.,',..     ,     V.., 

./„,..   , ..„,.. -r-"'> 

:  i(!i'r..i-^'     . 

4-..'''^'     '    (.V>'")^          0 

Au,    -..     .    .       -o;.r,n      _    .^^_^       .   7;in-,,:; 
Sept.   It;.  .    .       —  510.IS       _  1241.1      +<!->«>.7 
Oct.  2X.    .    .       —  \H'>.r,       _  1^.,^  ,j      +  '>33!I,H 

Dee.  !t.      .    .                                       "4  3itl2.4 

—  (<.S2.4 

—  11!KI.(I 

+  :<447.l 
+  2<iM.7 
+  1424,7 

+  l'J  H7.1 
4  22  81l4..'i 
+  2.^.  .')0!l.2 
-f  2(!il33.9 

+  1  is.i;; 
+  14U.22 
-f-ll-J.Ml 

4  143.77      -'-"•'" 
+  2«i).!l!»      ->"<!"•"'• 

-f402,«0      ~    '"''' 
—    374.91 

Die  Grössen  |,  }),  J   waren   in   Kinhciteii  iler    siebenten   Decimale    gegeben    und    die 
reliersehrifteii  [12     Jj  und  (|)  elv.    bedeuU-ii    nicht    die    streugcu   Wertlie,    sondern    die 

>iiiiiiiieii  von  42"    ,   "    etc. 
(IC' 

Ks   wurde   nun  ziiniichst  für   l)ee.  !•.   berechnet: 

r«  =   -f-   2.H51.'i8  v«  =  —  ((.aiLf^ir)  :"  —  —  (I,27hG.'i 

uihI   für  .In]iiter: 

x'  =   +   4..'j;il(J0  y'  =  —   l,!»5!tl7  r'  =  —  O,0'.t7  40. 

.\K   vorläufige  Wertlie  wurden  angenoniinen,  in   Kinheilen  der  fünften   Decimale,  zufolge 
der  obi._'cn   Wcrthe   mui  |,  I(.  J  für  I)ec.  '.I. : 
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^0  =  +  3!t  >j"  =  +   -268  5"  =r  —  4. 

Hiermit   und  mit  der  Jupiteniiasse  ,^-  ^  „^ . ,  während  die  Masse  der  Yesta  =  Null  an- 
'  10o3,924 

geuoiuiiion  ward,  ergab  sieh: 

logmo  =  3,694853, 

und  es  fand  sich  iu  Einheiten  der  siebenten  Decimale  als   das  Residtat   der  Cohimne  I : 
X"  —  -f  329,3  r»  =  —  299,4  Z»  =  +  45,34 

Werthe,  die  keiner  Verbesserung  bedürfen. 

Füi-  die  Colnmne  IT    wurden  die  Werthe  von  |",  >;",  ^"  iu  Einheiten  der   siebenten 
Decimale  angenommen : 

|o  =  +  3937,0  )j"  —  +   26820.0  g«  =  —  370,0. 

woraus  sich  fand : 

tO    J_    jL    £  „0      I       »0  ;■"    4-     '0 

f |f  =  -f  1623,1         f >f  =  —  1458,5        f 1"  =  +  18,1. 


Es  war  folglich  g  =r  -|-    182,7  uud  lo(j f  ^  0,477  10.  womit  mau  erhalten  wird: 

ö^  =  -  101.1         ö^  =  -  1034.0        d  4^  =  +  8,33. 
dt-  (U-  dt- 


Endlich  erhält  mau  dm-ch  Vereinigung  dieser  Werthe  mit  X%  Y".  Z" : 

12-^  i^^  =  -  13.33,4 
dt^ 


42^  -^  =  +  228.2        422  ^L  =  _  13334        492  4^  =  +  53,67. 
dfi  '  dt^  dfi  ' 


Leitet  man  hieraus  |,  »;,  ^  selbst  ab,  so  whxl: 

228,2 
I  =  -f     3912,4  ^ .-^  =  +     3931,4 

j?  =  +  26933,9  —  ^^—^  =  +  26822,8 

t  =  —    374.91  -f  -^f^  =  -     370.44, 
b  '12 

imd  wenn  man  mit  diesen  Werthen  die  Rechnuug   wiederholt,    wobei   man    nur   in    den 
Einheiten  und  Decimalcn  eine  kleine  Aenderimg  findet,  so  wird: 

^'  +  i^  y'  +  4 '/  ~°  +  T  ^ 

■    1620,8      ,r^^—  n  =  —  1458,3 —  £  =  +  18,1, 


q  =  -\-   180,6  70.7/  =  0,47710 

101,8  8  ^  =  -  1034,0  Ö  4^  =  +  8,41, 

dt^  ai- 

und  also  durch  Vereinigung  mit  X",  T%  Z" : 

422  4;f  =  +  027,5        422  ^  =  -  1333.4        422  4^^=  +  53.75. 
dt-  dt-  dt- 

"Werthe,  die  jetzt  die  vollkommen  strengen  sind,  uud  sieh  uur  iu  den  Decimalen  von 
den  ei-sten  aus  den  beiläufigen  "Werthen  von  |,  7;.  J  berechneten  untorscheideu.  Setzt 
man  mit  denselben  die  Störuns'sta'felu  fort: 


ri7.'. 


IX,, 

<l,  V 

... 

!-•    • 

i  ui..;i 

f  .>■,•,'■' 

ii:H.... 

4-uji.: 

■      J.,.MM,J 

I 

1 1-.  -1 

,   !   i"i-" 

!»,•.• 

;i. 

+  i27,5 

—  lüKM 

+  .'nii2,i 

-  lan* 

-f     91,3 

+  2<i  im;»,!t 

+ 

M.7Ö 

-f  ■i:.<i..Vi 

—  371.01 

166*1. 

.lull. 

J». 

1  •.•:!:;  n 

+  27<rj:),2 

+    HIM 

M)   winl  jit/.t   ilic.-vllii'   Ko'Iiiiuiil;   für  Jan.   .Ml.    /.ii    witMli'ilicilcii    M'in.      Diu    geriii<(orc    von 
jä  alilKiiiyijjo  (.'orructioii,  ili-n-ii  Fiiolor 
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i.sl,  wird   man   in  lic-n   lioi  Weitem   meisU-n 


Fällen    i;ar    niclil    7.11    bcrüek>ieliti'reii    liulu-n,    wenn    das    InUTvall    klein    genny    gewäiilt 
worden   i.st.      Wenigstens  alier   wird    dei'   Kintliis.-    dersellnii    in    dm    Wertiieii    von   |,  »/,  £ 

so  klein  sein,  dass  man  l>ei  der  IJereelinuiiLj  iler  to' 


KiiekKielil  xii  nehmen   mitliit;  hat. 


<//■-' 


'      (ö-  darauf  mclil 


dt' 


ilf 


r>ei    denirtigen    Keohnnngen    entnimmt    man    gewöiinlicii  |,  »/,5    der    mcciiiknischen 
hiiur  f \iia]iolatoriscb,  und  berechnet  so: 

d»|     d>n  .       dn 


Ks  ist  dies  um  so  leiehler,  als  durch  die  meulKiiiisfhe  (iuadratiir  sriion  iiunier  der 
dopiiell  summirte   Werl!»  für  das    näeiiste   Intervall    liekanni    ist  ;    man    luuiiclit   also    nur 

noch  jt;  /  ("  +  'ö)  —  .i(/>.^"  ("  "t"  '  ^)  '•"  schätzen,  was  wohl  fast  immer  mit  ge- 
nügender üeuanigkeit  geschehen  kann.  Andererseits  ist  es  immer  an/.urathcn  (wie  das 
auch  in  dem  noch  folgenden  ausführlichen  Heisjiicle  geschehen  ist),  die  Werthe  von  |, 
1;  und  5  ilifect  durch  Ditferen/.reihen  /u  ]irüfen,  schon  um  sich  vor  Fehlern  in  der 
do]>|ielten  Summation  zu  sichern.  Sind  aber  diese  Differenzreihen  gegeben,  so  ist  es 
keineswegs  schwierig,  den  für  f,  >/  und  J  zu  erwartenden  Werth  mit  völlig  hinreichender 
Sicherheit  voniuszusehen.  Nähert  sich  der  gestörte  Körper  sehr  dem  störenden,  so  ist 
man  häutig  gezwungen,  das  Intervall  zu  verengern  (zu  halbiren),  oder  dasselbe  später 
wieder  zu  verdoppeln,  wenn  die  Entfernung  eine  grössere  wird. 

Meistens  gestaltet  sich  diese  Aufgabe  einfach    in  Folge    der  Kleinheit    des  Gliedes 
I 
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/"  (rt  -j-  i  to).        In    schwierigeren    Fällen    aber    kann    man    sich    der    von    Herrn 

l'rofcs.»or  Dr.  II.  Seoligcr ')  gegebenen  Formeln  zur  Xcubestimmuug  der  Integrations- 
coiistanteii  liedieiien.  Bei  dieser  Gelegenheit  wie  bei  üsculationen  ist  es  immer  dringend 
anzur.tlhen,  die  beiden  IJuadraturen  neben  einander  zu  führen  und  sich  so  von  der 
Richtigkeit  der  Anfangsconslanten  zu   überzeugen.  — 

Wir  Wollen  jetzt  noch  die  vollständige  rechnerische  Durchführung  einer 
mechanischen  Ijuadratur  für  den  Fall  folgender  Anwendung  der  Encke'sclien 
Methode  geben:  «hi.ss  die  Bewegung  eines  l'laneten  von  der  Masse  Null,  der  sich  zu 
einer  gewissen  Zeit  in  derselben  Ebene  wie  zwei  Körper  von  iler  blasse  Eins  (der 
Sonnenmasse)  befindet,  untei-sucht  werden  soll. 

Die  Störungen  wollen  wir  dabei  mit  dj-,  d y,  dz  bezeichnen,  da  die  bi>her  für  die- 
selben angewandte  Bezeichnung  |,  t],  5  im   Folgenden  anderweitig  verwendet  wird. 


')    II.  >,ili(.'rr.    l'iitL'r!iiiuhiiii|{vii    iilicr    diu  Ilf\vc){uugHvcrliiiltiii»!(f    iu    ileiii    drcifaulion  Storn- 
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Dir  cino  ICöipor  \ou  ikr  M;isse  Eins  (ein  in  das  Sonnensystem  eiiulringenikT  Stern) 
bcscbreibt  (l;uni  um  die  Sonne  eine  Hyperbel  mit  dem  Perihelabstande : 

,ji  =  [0,100  343  3]  Erdbahnradien. 
Die  Exfentricität  c '   wühlen  wir  gleich : 

U;!,6C84  [2,157  3(513]. 
Hieraus  folgt: 

(— a')  =  [7,94(i01ö5]  p^  =  [2,260  717  Uj. 

Als  Xullpunkt  der  Zeit  setzen  wir  den  Periheldurchgang  des  Sternes  fest. 

Die  -\-  x-Axe  gehe  durch  sein  Perihel,  die  -j-  y-Axe  senkrecht  dazu  (und  ij  wachsend 
im  Sinne  der  Bewegung  des  Sternes). 

Die  Zeiten  sind  in  mittleren  Sonneutagen  gezählt. 

Demnach  sind  z.  B:  für  die  Zeiten  —  20"*  und  -]-  20'*  die  Werthe  von  x'  beide 
gleich.  Hingegen  sind  für  diese  Zeiten  die  ?/'  gleich,  aber  von  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen.   Allgemein  ist: 

x'  =  )■'  cos  v^,  2/'  ^  '"^  sinv\ 

,   f  "*'oi'    1     1         -r>    -1    , 1       ,  f  negativ  I 

wo  fi  {       ,  I    dem  Feriheldm-cho-aua-e  \        .  . 

l  nach  J  o     o     ^  positiv  J 

Die  Berechnung  dieser  Grössen  geschah  nach  den  für  Hyperbelliahnen  mit  starken 

Exceutricitäten  gegebenen  Vorschriften  (siehe  siebente  Vorlesung). 

Für  den  Planeten  wurde  angenommen,  dass  er  im  Augenblicke  —  4.5"*  (OsculationS- 

epoche)  eine  Kreisbahn  mit  dem  Radius: 

)■"  =  1,255  2610  [0,098  734  0], 

und    zwar    in    demselben    Sinne    wie    der  Stern    um    die    Sonue    beschreiben    soll.      Seiue 

mittlere  Bewegung  ist  daher  in  diesem  Augenblicke: 

n"  =  42'  2",1)32. 

Die  Anfangslage  des  Planeten  soll  eine  derartige  sein,  dass  er  (wenn  keine  Störungen 

stattfänden)    sich   zur  Zeit   des  Periheldurchganges    des  Sternes    auf  dessen  Apsidenlinie 

zwischen  ihm  und  der  Sonne  betinden  würde,   so  dass  zur  Zeit  /  ^  0   die    drei  Körper 

in  einer  geraden  Linie  ständen. 

Die  ungestörten  Coordinateu  des  Planeten  berechneu  sich  daher  nach  den  Formeln 

x"  =  >•»  cosM^ 

wobei  Mo  =  nt  ist. 

Also  ist  auch  t/Q  vor  dem  Periheldurchgauge  des  Sternes  negativ. 

Es  wurden  nun  von  der  Osculationsepoche  — 45''  ab,  die  Störungen  der  recht- 
winkligen Coordinateu  des  Planeteu :  d  x  und  6  ij  Vterechuet.  Seine  wahren  C'oordinaten 
sind  demnach: 

a;  =  a;"  -r  öo;,  y  =  y\  ^  b  y. 

In  Folge  der  starken  Annäherung  des  Planeteu  an  den  Stern  mussteu  die  Inter- 
valle immer  mehr  und  mehr  verengert  werden.  Schliesslich  zwischen  —  6'',5  und  —  3'',0 
wurde  mit  einem  Intervalle  von  Yi  Tag  gerechnet. 

Wir  setzen  die  Coordinateu  des  störenden  Körpers  x^  und  (/'  als  gegeben  voraus 
und  begiuneu  sofort  mit  der  BUdung  der  Differentialquotienteu. 

Die  Störungen  sind  wie  immer  in  Einheiten  der  siebenten  Decimale  ausgedrückt. 
Wir  geben  hier  ein  Bruchstück  der  Rechnung  (Zeiteinheit  ^4  d)  wieder: 
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M 

r:^'4L>",4r,i 

-  2'4H'll",72H 

—  2*  37'  40",995 

—  .••27'IO",262 

—  2*16'39",529 

-T^ffef'.no 

!I,!»!«M1.S 

9,999  4n«) 

9,999  543 

9,9;>9  002 

9,999  (»7 

9,999  707 

«,7ir.ti74» 

.'<,IW9  .3ti7« 

8.661  360« 

8,631  4  H!„ 

H,599  249« 

HJM  rMn 

ti.lKH  147 

0,098  214 

0,098  277 

COitH  336 

0,iHV<.391 

0,098  441 

.S.814  4l>y, 

f<,78H  101« 

M,760O94» 

8,7.30  IfK),, 

11,697  983,, 

H,64i3  238« 

",*T      ....... 

—  749 

—  788 

—  829 

—  873 

—  921 

—  971 

-f  1  .'JM  um 

+  1.2.'-.3  7.-.9 

1  :.7,-. 

-t- 1,253  940 
—  1668 

4-  1,254  111 
—  1746 

4-1,254  271 
-1841 

4-1,2.54  414 
—  1942 

I  rc 

—  e>r:> 

—  '.tM 

—  1005 

—  1083 

-1  171 

—  1272 

—  0,065  224 

—  0,061390 

-  0,057  566 

—  0,053  722 

—  0,049  887 

—  0.046  051 

-1749 

—  1872 

—  2009 

—  J  166 

—  2  342 

-2  643 

4-1,257  031 

-f  1,257  324 

+  1,257  606 

4-1,2,57  876 

4-1,258134 

4-1.258  379 



h  1.252  (KJ9 

-f  1,252184 

4-1,252  282 

4-1,252  3(0 

4-1,252  430 

4-1,252  472 

y»  .   .  .   . 

-  1,107  150 

—  1,042  087 

—  0.977  016 

—  0,911936 

—  0,846847 

—  0,781  748 

—  0,(Hi«973 

—  0,0(i3  262 

—  0,059  565 

—  0,055  &88 

—  0,052  229 

—  0,048  594 

.   . 

-f  1,252  82 

+  1,252  97 

4-1,253  11 

4-  1,256  13 

4-1,253  35 

-}- 1,253  44 

'.cl,/        .... 

—  O.OGG  10 

—  0.0112  33 

—  0,058  56 

—  0,054  81 

—  0,<J51  06 

—  0,047  32 

• :'  +  ' , </ J-)  .  . 

(1.097  89 

'        0,0(»7  94 

0,O!>7  99 

0,099  04 

0,098  07 

0,098  10 

lug  J  X 

7.17.-.  22,. 

7.197  28« 

7,219  5«« 

7,242  04» 

7,265  05« 

7,288  25» 

.s,s20  2<). 

8,794  70« 

8,767  60« 

8,738  ,S(!„ 

8,70808« 

8,675  04« 

log  it  1/ 

7,242  79„ 

7,272  31« 

7,302  98« 

7,335  66« 

7,369  59» 

7.405  3.5« 

log]  r'  ifx(x'-\-\,<tx) 

7,075  04« 

7,(ti>7  75» 

7,120  10« 

7,143  61» 

7,165  65» 

7,188  88« 

log\  ,'d,i{„*^'  .i„) 

5,865  52 

5,M<i9  54 

5.873  1 1 

5,877  05 

5,880  20 

5.882  92 

BnmiTii» 

—  0,1  »Ol  190 

—  0.001  252 

—  0,001  318  6 

—  0,001  391  9 

—  0.(K>!  464  4 

—  0,«K)1  .544  9 

-|- 0,1100  073 

-f  0.iK)()074 

4-0,000  074  7 

4-0,000  075  3 

-f  0.0(X)  075  9 

4-0.000076  4 

Suiiime  =  </.... 

—  o.ool  117 

—  0,001  178 

—  0,001  243  9 

—  0,001316  6 

—  0,001388  5 

—  0,(K)1  468  5 

%'/ 

7,04M<ß 

7.071  15« 

7,094  79« 

7,119  46« 

7,142  55» 

7,166  88« 

log  1      

0,478  34 

0,478  40 

0,478  47 

0.478  55 

0.478  63 

0,478  72 

logx 

0,097 1;2 

0,097  Gti 

0.0i17  70 

0,098  73 

0,097  75 

0,097  77 

'o<//7   •■• 

7,230  19« 

7,253  35« 

7,277  06« 

7.30181« 

7,324  98« 

7,349  40„ 

loij  <l 

8,825  9<)„ 

8,801  U» 

8,774  99« 

8,747  32„ 

8.717  91« 

8,686  59« 

log  1  q  1  r 

7,327  81» 

7,351  Ol» 

7,374  76« 

7,400  54« 

7,422  73« 

7,447  17« 

log  fifj'' 

0,05G09 

6,054  49 

6,052  05 

6.(M9  13 

(i,042  89 

6.035  99 

loi;  il  j-  (•' 

(j.879 1  I2n 

G  901  08« 

6,023  38» 

6,945 .84« 

6,96885» 

6,992  05« 

log  li  1/  ,■' 

(i,94«;  59„ 

6,976  11« 

7,006  78« 

7,039  46« 

7.073  39« 

7,109  15« 

[-Jr, 

-0.002  127 

—  0,(X»2  244 

—  0,002  370 

—  0,002  515  0 

—  0,002  646  9 

—  0,002  800 

.   0,000  757 

+  0,00(1 796 

4-0,000  838 

4-0,000  882  8 

4-0,000  930  8 

4- 0,(100 '.»82 

(*/,,,,,■      ... 

.-  0,1  II «1  IM 

-f  0,000  113 

-f- 0,000  118 

4-0,0(HlH2  0 

4-  0.000  1104 

-f  0,0<X»  109 

1          . 

-  0,000  .va 

4-  0,000  916 

4-0,001016 

4-  0,001  095  1 

4-0,001  IrH  1 

4-  0,001  286 

•  0,004  9»i2 

-f-0,(H»5  140 

4- O.Ol  »5  324 

4-  0,005  51 1 

4-  0,005  7(Vl 

4.  0,(I0.'>  907 

,7 

~  1.040  177 

—  0,978  825 

—  0.917  1.j1 

—  0,8.'.(i(M.s 

—  0,794  618 

—  0,7:«  154     • 

Kllnkttfuti, 

Tlivor«tltcb9  Attro 

Domit. 

73 
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log{x^  — *x)    .... 

7,695  657 

7,710  963 

7,726  238 

7,741  230 

7,7.56  180 

7,771  367 

cos  j 

sin    ' 

9,999  995 

9,999  994 

9,999  993 

9,999  991 

9,999  989 

9,999  986 

0,051  336 
0,017  107« 

9,972  133 
9,990  7(15,, 

9,887  770 
9,962  583„ 

9,797  521 
9,932  498„ 

9.700  507 
i),!MM:i.js„ 

9,595  627 

fogin'  —  y)    .... 

9,865  195„ 

logL 

2,321  450„ 
0,017  112 

7,644  321 
9,965  771,, 

2,279  742,, 
9,990  711 

7,738  830 
0,018  572,, 

2,236  35„ 
9,962  590 

7,838  468 
0,074  813» 

2,191  268„ 
9,932  507 

7,943  709 
0,134  977„ 

2,143  978,, 
9,900  169 

8,055  673 
0,199  651„ 

2,093  82s,. 
9,865  201» 

log(x'  —  crt/f   .    .    . 

8,175  74(1 
0,269  56s„ 

l+(.r'  -.r),V     . 

—  0,267  446 
+  0,004  409 

—  0,288  708 
+  0,0(15  481 

—  0,311377 
-f  0,0(Xi  894 

—  0,335  401 
+  0,008  784 

—  0,360  679 
-I-  O.Ol  1  368 

—  0,387  047 
-\-  0,014  979 

,,(2)f-2/V''''      •    •    •    • 

+  0,235  557 
—  0,924  210 

+  0,239  285 
—  1,043  690 

+  0,241  904 
—  1,187  992 

+  0,243159 
— 1,364  510 

+  0,242  772 
—  1,583  621 

+  0,240  447 
—  1,860  235 

—  0,001  370 

—  0,2G3  037 

—  0,001  448 

—  0,283  227 

—  0,001  532 

—  0,304  483 

—  0,001  632 

—  0,.326  617 

—  0,(X)1  716 

—  0.349  311 

—  0,001818 

—  0,372  068 

y' 

+  0,(:KX)  998 
—  0,688  653 

+  0,001  059 
—  0,804  405 

-t-  0,001  129 
—  0,946  088 

-1-0,001207 
—  1,121351 

+  0,001  295 
—  1,340  849 

-[-  0,001  395 
— 1,619  788 

log^x 

log{l-wy2.c    .... 

—  0,264  407 
9,422  273„ 
1,689  316,, 

—  0,284  675 
9,454  350„ 
1,721  393„ 

—  0,306  015 
9,485  743,, 
1,752  786„ 

—  0,328  249 
9,516  204« 

1,783  247,, 

—  0,351  027 
9.545  340,, 
1,812  383,, 

—  0,373  886 
9,572  739,, 
1,839  782« 

^y 

log  2 11 

log  {k  m;)'  £  g    .    .    ■    . 

—  0,687  655 
9,837  371« 
2,104  414,, 

-  0,803  346 
9,904  903,, 
2,171  946,, 

—  0,944  959 
9,975  413,, 
2,242  456„ 

—  1,120144 
0,049  274,, 
2,316  317,, 

—  1,342144 
0,127  799„ 
2,394  832« 

—  1,618  393 
0,209  0S4„ 
2,476  127,1 

(Päx/,ln^ 

cPäij/dn- 

-48,90 
—  127,18 

—  52,65 

—  148.58 

—  56,60 
—  174,77 

—  60,71 
—  207,17 

—  64,92 
—  248,22 

—  69,15 
—  299,31 

(Hier  folgen  nebenstehende  Tabellen.) 


Bei  —  3*  steht  der  Planet  dem  Sterne  schon  bedeutend  näher  als  der  Sonne.  Es 
ist  daher  vortheilhafter,  von  da  ab  denselben  als  Centralkörper  nnd  die  Sonne  als 
störenden  Körper  zu  betrachten.  Die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Planeten,  be- 
zogen auf  den  zweiten  Hauptkörper  und  gerechnet  in  derselben  Richtung  wie  x  und  y 
seien  |  und  i]. 
Dann  ist: 

a;  =  a;i  -f-  I 
2/  =  2/1  +  ?;. 

Die  Formeln  zum  Uebergauge    auf   den  Stern    stimmen    iui  Wesentlichen    mit   den 
sonst  bekannten  überein. 

Man  ermittelt  x",  »/",  8 x,  S y,  x\  j/'  und  rechnet: 

dx'^  _  _  sinv^Tc\2  ') 

IT  -  ~       ]i^ 

^   _  ^1-e'     ,     __,,     A-\^ 
dt    ~ 


]P' 


-)-  cosv^ 


\p' 


')  In  diesen  Formeln  tritt  12    auf,    weil   sowohl  der  Stern    als   die  Sonne  die  Masse  1    haben; 
\2  ist  also  die  Wurzel  aus  der  Summe  der  beiden  Massen. 
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C3  —  s  —  —  —  "f  i.";  X  I-  i- 
—  Ol  ci  ?i  ?i  «  —  ci  -«  —  i 

-I-..-..  ■r^«"^>-r 

1  I  i  M  i  i  I  M  M 

t-i  X,  S  S  —  c  c  -f  :■.  ;i  •.=  i~  ci 
-'  x  —  «"  -c  cT  rl  i.-'  :c  fi  -c  c'  ■^ 

M  M  M  M  M  M  I 

—  x;5r-«m«'»xi— ■^ei-2 

M  r:"  x"  tT  vi  2'  x'  c"  «a  -r  i-'  -j  -!•'  cC 
-r  -r  -r  o  o  o  ;;  ö  1-  I-  X  X  c;  5 

'   '  !  M  I  M  M  M  iT 

-  —   -  r  s  2  o  —  5  i~  —  ^1  a  X  -T 

^  r.  r.  r'  r-' ;  i"  x  — '  -s- "'  1-^  -f  ^j  fi 
-IC  ~^  —  3S5 '2  :?!;'»•';  ^S  — 

C-.  c  r  —  —  Ti  M  ?;  -T  ->•  i.-:  -j  i~  i  c; 


I    I 


M  M  M  M  i 


1-CCOC5C5  —  ^  —  XXO«5  —  «O 

riofcf  Ol  ef  05  05  05  03  ^•n<'*io>o'o 

M  M  M  M  M  M  M  I 


Jn  ri  i"'^  ^i  t^  fc  r:  ö  m  ~  t-^  o  -^  -^  ^  -f 
r.  c  C  —  —  c^i  r-i  CO  -?  -r  u*  '^  t^  X  c.  c 

iTTTTTTTTTTTTTT'i' 

•ji^-iSX  —  C!So3o;xxc:  —  ;= 

—  o-s>os-.  —  —  —  O'^c3o505-r 
r  I  rT  x'  t'  ?i  cT  x'  ='  o  -r  1-'  05'  -*  ©  x' 
-r-jc:?i;sr:35XMi-?iX'^ii~ 
-^•»■«■«soiaoSi^i^xaocsio 

M  M  M  M  M  M  m7 

—  —  c;  3  I  «  £  "i  t~  i  ^2  ,q  —  ;i  o 

-»  »  if  —  05 -jf  XTi'f;  x'ci  o  :  ' 
im: '  — —  - 


?!  ci  ?i  03  03  05  «  ■ 


■  TT  o  o  3  (S  S 


M  M  M  M  M  M  M  I 


.*  ?•  C  I-  «S  ?t  S  l~  t 


ri  c  i~  «s  r<  c 


,;oao»o>oo^'^'»'"to3030305 

M  M  M  M  M  M  M  I 

s  ?  a  ?  12  ?  s  s  S 1=  g  =  ?;??, 
—  ?r  ci  ?r  cf  ?i  03  03  of  03  03  ■^  IT  ■^ 
M  M  M  M  M  M  M 


»  r»  J:  —  —  —  -T  5-1  Ti  c  -.;  c  ^ 
>- 1— _  —  Ol  ?i  ci  ?i  ri  Ti  r;  —  —  ; 

T I TTTTTTTTTT' 


•0' 
•0 

=  «sS5äSx  =  5?i 
M  M  M  M  1 

=  —  — ■  — ■  — '  ri  ci  «■  -1."  S  00 

M  M  1 

—  —  —  —  «Sw^ 

1  1  M  M  M  M  M 

+ 

e-i  1^  i.  3  03  1»  c  1-^  ^  S  ci  S  ? 

M  M  M  iTTTTI'T 

—  529,35 

—  573,57 

—  G23.28 

—  G79,40 

—  743,01 

—  815,40 

—  898,17 

—  5(93,24 

—  110.3.03 

—  1230.52 

—  1379,.')0 

—  1.5.54.79 

—  17(i2,(i9 
-2011.73 

?'  Kf  ?'  r:  f  7  gf  t  r  r  -;  3  jS  q  ^ 
S  5  -3  -1  :i  5  5  «  S  ^  1-  -  Ic  -^  2 
c  —  —  c»  M  55  -?■  ».-3  •.:  i~  X  c  —  03  in 

M  1  M  M  M  M  1  M  1 

—  3,28 

—  3,G8 

—  4,14 

—  4,G7 

—  6,29 

—  G,02 

—  fi,88 

—  7,91 

—  9,13 

—  lO.GO 
— 12,.38 

—  14,5G 

—  17,2G 

—  20,G9 

—  24,94 

;2  _  -31 1~  ,-  —  (^ r:  -  :c  0  -r  -  X  1^ 

"v ''; '-'-.  ~!  -.  ~.  A  -.  -. ''.  "  — . '~  -.  ~  'l 
Ö5  5  cj  0  g  if  £t  r.  je  x  .^  X  5  H  ^  — 
C  —  —  ri  ri  05  ^  0  -.;  1^  X  e  —  05  >!3  t~ 

M  M  M  M  M  M  M  M 

—  528.95 

—  673,11 

—  «22,75 

—  678,78 

—  742,28 

—  814,54 

—  897,14 

—  992,02 

—  1101,.5G 

—  1228,74 

—  1.377,.32 

—  15.52,((9 

—  1759,2G 

—  2(H  17,48 

—  23(Mi,79 

c;  -3I  =-r  :s  05  Ol  54  -f  s:  i~  x'  -T  i»  X  ~' 

M  M  M  M  M  M  M  1 

la        »O        »0        lO        »Ö^»Ä.>^^ 

is  ri^  c_  i~  in  «  c  i~  «a  C'i  s.  t^  >=  ^l  c 

1s-i3000iO-«"S'-9'-*03050:05 

M  M  M  M  M  M  M  1 

—  4.75 

—  5,49 

—  G.39 

—  7.47 

—  8,7G 

—  lü,.34 

—  12.28 

—  14,(>G 

—  21,40 

—  2(i.l9 

—  32.40 

—  41.05 

—  51. (»9 

-'  r  —'  —  —  —  ffi  ci  03'  ■»'  :='  X  = 

M  M  M  M  M  mT 

I  M  M  M  M  M  1 

TTTITT 
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und: 

dx"  .  dif  .      ^ 

-dt=-""'        Tf  =  +  *"' 

k 
wo  die  initiiere  tägliche  JJewegung  des  Planeten  in  Linearmaass  n  =  +  —  ist,  je  nach- 


dem der  Planet  a-e<ren  die  Sonne  recht-  oder  riickläntig  ist. 

dx^         ,    dy 

und    -~- 

dt  dt 


Die  DiffcrcMitiaUniotienten    — ^    und     ~~~    kann     man    mit    Hülfe    des    Flächeiisatzes 


dx 

dt 

dx" 
"    dt 

+ 

d8x 

du 
dt 

dt 
dt 

+ 

döy 

dt 

rf| 

_    dx 

dx^ 

dt 

~    dt 

Idf 

drj 

~^  dt 

— 

diß 
dt 

controliren : 

.^.  „  ddx  ,     dSy  n  1         T  ,  ■       ,  VI  -ir 

Die    (grossen    und         "     ei'lialt    man    durch    die    mechanische   Cjuadratur.      Jlan 

dt  dt 

rechnet  nun  : 

X  =  x"  -\~  dx\ 
y  =  t  +  8y; 

V  =  !/  ~   2/'; 

Für  die  -weitere  Rechnung  bilden  |,  »;,  — —  und  —-  das  Fundament. 

Die  Länge  des  Planeten  in  seiner  Bahn  um  den  zweiten  Hauptkörper,  «  (gerechnet 
von  der  |-Axe),  und  sein  Radius  vector  p  bestimmen  sich  nach  den  Gleichungen: 

I  ^  ()  cos  u 
rj  =  Q  sin  u. 
Die  übrigen  Grössen  bezeichnen  wir  wie  gewöhnlich,    nur  sei  noch   erwähnt,    dass 
w    (die  Perihellänge)    ebenfalls    von    der    §-Axe    aus    gerechnet    wird.      Ferner    gilt   im 

Folgenden  das  Vorzeichen,    ie    nachdem    der  Planet    um    den    zweiten   Haupt- 

*=  lunterei  '    ■■  ' 

,  I  rechtläutig  1    . 

körper   ,  °  ,    ist. 

I  rückläufig   I 

jMan  tindet  jetzt: 

Die  Grössen  c,  r,  co  und  — a  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen: 


„  _  Vi'  (ii\ 

'  -  -T\dtJ 


k 
c  cos  V  =  —  —   1 


0)    =    M    -j-    l' 

(— «)  =  -„ , 

^       ^         e-  —  1 
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K>   wii.l  liiiT  »ogli'ich  i-iiu-  llypcrliel  voraii.sgfsrt/l,  oiiU|ireclit'inl  uiixcrcin  BoiH|iiclf. 
l-'ur  ilif  W\>  jii/i  v'>'f»»<li'»uii  Grönsi'ii  ergelieii  hieh  folgomlc  t'ontrnlr 

1  —  -=.  _ 

(I  (I  k 


'Mf^aü 


tU 


rf|         ^     .  k  _   ek     . 

-r-  =  +  Sin  II  •  — =  4-      -  siH  w 
dt          ^              \P        \P 

dt]  ,      k  ,     rk 

■—■  =  +  — =   Cos  u  Ht  —^  ros  (O 

dl  \,>  \p 

I  =    p  Cos  II 

tj  -^  g  sin  u 


(2) 


\N  riUT   wiinlc   F  :iii>  : 


cos  Jt  ( —  O) 

Im  Tii-liiiil.     Als  C'oiilrolf  für  F  konnte  die  Formel: 


y:-^  = 


tPlyf 


■  lieni-M.    wili'lic  aiu-li,    da  c  nahe  gleich   1   if^t,    mit  Vortlieil  /.iir  In'f-tiiiiiming  von  e  ver- 
womlet  werden  könnte. 
Miltel.-t: 

-Alod^-  ^  _  ^^  ^^^  j^^  ^^  ^  _  ^^^^  ^^^  ^450  ^_  i.  2r\ 

ergall    sich    dann    die    seit   dem    Periheldurchgange    verflossene    Zeit    t    und    schlies-slicli 
die  Zeit  des  Periheldnrchganges  selbst. 

Zur  C'ontrole  rechnet  man  dann  umgekehrt: 


und  schliesslich  : 


^  =  (-'')fe-0' 


Wodurch   F  endgültig  ge|>rüft   wird. 

Iteiläufig  geben    wir   liier    einige    bei  ilioer  Keclmung    uiehrfadi    verwendete  C'on- 
s  tauten : 

Mod.     =  [y,637  7.s4;{] 

Mod.A;  =  [7,873  aG5  7 1 

jfc    =  [8,235  5814] 
*"  =  [3,550  ÜütiÜ]. 

Wählt   ui:iii  als  Oscid»tionsc|ioche  —  4'',  so  gostaltot  sich  die   Kechnung  wie  fulgk: 


X«    r  -f  1,-253  7. ')S  8 
dx      —         1575  0 


,,0         _  (^i^ofil  :^<,()r, 

dif   \  —  1  872  5 


X    '  +  1,252183  8 
«•  ,  -f  1,257  323  7 


0,063  2K3  0 
1,042  087  3 


0,005  130  9 


t}       -f  0,1)78  824  3 
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"dV 

ddx 

~dr 


-\-   0,000  750  899 
—     320  171 


df 
dt 
d8y 
dt 


—  '  4-  0,000  430  728 

-^  -f  0,001  149  863 
dt 


11 
dt 


dy 
dt 
dy^ 
dt 


—  0,000  719  135 


dri 


-)-  0,015  335  375 
—     520  428 


-t-  0,014  814  947 
4-  0,260  267  779 


0,245  452  832 


Die  Bewegung  des  Plaueten  um  den  zweiten  Ilauptkörper  ist  deinnacli  reelitläutig; 
d.  b.  sie  erfolgt  in  demselbeu  Sinuc,   wie  die  des  zweiten  Ilauptkörpers  um   die  Sonne. 

Mittelst  dieser  Werthe  von  ^,  y],  -^  und  -j^  wurden  nun   siebenstellig   die  Baku- 

elemeute  des  Planeten  bezüglich  des  Sternes  berechnet: 


sin    , 
u 
cos 

logrj 

7,710  954  7,, 
9,999  994  0 
9,990  704  7 

fg  u' 

u' 

logQ 

logi 

log  dfj/dt 

2,279  750  0,, 
90»  18'  3",107 
9,990  710  7 

7,710  954  7,, 
9,389  968  0„ 

logt] 
log  dl' dl 

log  t dfj/dt 
logfjd^dt 

9,990  704  7 
6,856  810  4,, 

7,100  922  7 
6,847  515  1,, 

^dfj/dt 
—  fj  dl' dt 

-f  0,001  261  602  9 
+  0,000  703  906  7 

log  k  yjp 
logh 

+  0,001  965  509  6 
7,293  4751 
8,235  581  4 

log  Yp 
logp 

log^ 
log  dl' dt 

9,057  893  7 
8,115  787  4 

7,710  954  7,. 
6,856  810  4„ 

log  fj 
log  dfj/dt 

9,990  704  7 
9,389  968  0 

log  UH/dt 

L.G 

log  fj  dfj/dt 

4,567  765  1 
0,000  006  7 
9,380  672  7„ 

log  Q 

9,380  666  0,. 
9,990  710  7 

log  dQ/dt 
log  \p/k 

9,389  955  3,. 
0,822  312  3 

log  PQ 

8,125  076  7 
9,994168  6,. 

log  e  sinv 
sin 

V 

cos 
löge  cosv 

0,212  267  6,, 
9,932  2317 
9,994  168  6„ 

tgv 

V 

log  e 

log  e^ 

L.G 

log  (e^  —  1) 

log  p 

0,218  099  0 
—  121ölO'56",807 
0,280  035  9 
0,560  0718 
0,139  8881 
0,420  183  7 
8,115  787  4 

log  a 

7,695  603  7„ 
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l'oiitrolf    für   (I. 


L.Ü 

0,(l(HHHi:)  7 

hf}  (dtj  ,n)^ 

h,77!t!»:ii;(t 

iu<,  2: 

s,77'.M)3!t7 

log  i' 

«,4"1  162  8 

log  £/k* 

2,308  776  9 

L.G 

(UKM  380  4 

tag  J   p 

U,:{1(131<»3 

log  1  /  a 

•2,3(u:t'j(;.-.„ 

log  n 

7,(iy5  603  (!, 

u 

90»  18'  3",107 

v' 

—  121»10'56",807 

w' 

211''2R'ri!l",!M4 

'^(^) 

2,2'JÖ  107  1 

L.G 

0,002  1Ü5  8 

I..,, 


Ion 


löge 

log  cos  F 

F 

tgF^) 

y,F 
V,r 

lg ' ',  f 
— _1 
~\ 

n'  ■=  

log  (1  +  ,.') 
log  (1  —  iP) 


e  =  log  -—- * ) 

lug  (■ 
log  Moil. 

logc  .M(h1. 
log  Ig  F 


2,297  302  9 
0,280  035  9 


7,982  733  0 
—  89»26'57",721 
2,017  246  9 
44''43'28",861 
60»  35'  28",404 
9,995  862  2 
0,248  972  8 


— -  9,746853  4 


9,493  706  8 

0,117  827  4 
9,837  7914 


0,2800360 

0,280035  9 
9,637  784  3 

9,917  820  2 
2,017  246  9 


logr  MoA.tgF 

iiuiiicriii« 

loglgdr,    f    1,  i-j 

DiffiTi'ii/. 

log  (Diff.) 

MoJ.  k 

(— «)% 

l..„  I 

i 

Pi'rilu-l 


1,935  067  1 
86,112  6S0 

■J,.!Is'-'^7 

8:!,794  ;t9,! 
1,923  214  9 

1,329  960  3 


0,593  254  6 

—  3'',919  716 

—  O^ObO  284 


Gesa  in  in  t  c  o  11 1  r  o  1  e. 


Epoche 
Perihcl 


log  t  •) 
.Moil.  k 
(-0)% 


log 


Mod.  ft< 


(_a)% 
niiinerus 


—  4'',000  000 

—  0^,080  284 

—  3^919  716 
1,593  254  6 

1,329  9603 


1,923  214  9 

83,794  385 
2,318  287 


86,112  672 
1,935  0671 

0,082179  8 

2,017  246  9 
89»  26'  57",727 


log  cos  F 
löge 

log  e/cos  F 
L.G 


7,982  733  0 
0,280  035  9 

2,297  302  9 
0,002  195  7 


logf 


,cos  F 
log  ( 


-•) 

-a) 
logg 


2,295  107  2 
7,695  603  6 


9,990  7108 


'»  In  den  folgenden  Zeilen  knmnicn  nur  die  alisoluton  Wertlie  in  llctrachf.  weil  vor  und  nach 
dem  Perihcl  alle»  »yiiiinetrisuh  ist. 

^)  Contnile. 

')  Wir  setzen  in  diesem  (jliede  /•'  als  lickauut  vornu«  und  sehen  dann,  oli  wir  uns  ^/ /•"  wiccler 
da-*i'll>c  /•'  linden. 
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44»  43'  28",8ti3 
9,995  826  2 

0,253  146  6 


—  sm  u 
ck!\  p 

-\-  cos  u 


0,248  972  8 
60»  35'  28",394 
—  121»10'56",78S 
+  211''28'59",914 


/      k  sin  u\ 

'"'(-tt) 

/      ek  sin  n\ 


log  cos u 

logQ 

log  sin  u 


900  18'    3",126 
7,720  251  8„ 
9,990  7108 
9,999  994  0 


/l;  cos  u\ 

V   ]p    I 

I  e k  cos  ii\ 


log^ 
log  71 

7,710  962  6« 
9,990  704  8 

1 

n 

—  0,005  140  0 

+  0,978  824  4 

logk 
log  \^ 

8,235  581  4 
9,057  893  7 

logk/yp 
löge 

9,177  687  7 
0,280  035  9 

k  sin  u 
e  k  sin  !i 


]P 


Z  =  d^jdt 


9,717  878  6 
9,457  723  6 
9,930  843  3„ 


9,177  681  7„ 
9,175  602  2 


6,897  939  5„ 
9,3S8  566  9„ 


0,150  550  31 
0,149  831  17 


0,000  71914 


k  cos  u 

u 

e  k  cos  u 


—  0.000  700  57 

—  0,244  662  20 


logckjyjp 
—  sin  u  I 
k/\'p 

~\-  cos  II    j 

ilan  hat  demuach : 


9,457  723  6 
9,999  994  0„ 
9,177  687  7 

7.720  2518,, 


H  —  dri'dt  I  —  0,245  452  77 


log  p  =  8,115  787  4 

log  e  =  0,280  035  9 

log  (—  n)  =  7,695  603  6 

(0  =  211»  28'  59",914 


'-U-' 


log 


Mocty 
Mod.  k 


0,082  179  8 
1,329  960  3. 


{-ay 
Zeit  des  Periheldurchgaugcs:     —  0'',080  284 

■log  y-^^  =  0,253  146  6. 
Die  Gescliwindigkeitscoiupouenteu  bercchueu  sich  nach  deu  Fonuelii : 
^  =  _  sinn  [9,177  687  7]  -|-  0,149  83117 

^-  =  +  cosu  [9,177  687  71  —  0.244  662  20. 
dt         ^  '  ' 

Dieses    Eleiueuteusystem    ergiebt,    wie    wir    sahen,    fiii-    die    Cnordinateii    und    Oe- 

schwiudigkeitscorapouentcu  bei  — 4''  die  Weithe: 
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«  = 


0,005  140  0 


d| 


=:,  _  0,()0(»71!»  II 


ij  =  -f  0,978  824  4 
'"»^  -  0.245  4r.2  77. 


ill  " dl 

wvh-hv  mit  (li'ii   ol)igi'n   Au»j;:inf,'s\viTllifii  si'lir  nut  ülii'i't'iiistiinrnc-ii. 

rill  (Homo  (>sfiil:tti<iii  iKicInimU  /.u  prüfen,  rcclinoii  wir  dii*  lici<icii  iticcIiaiiiNclieii 
(iiKiilnitiircn.  wi-lolii'  ilii-  Störiiiigcii  für  ilio  Ituliii  um  die  Soiiiio  uml  um  «It-n  zweiten 
llaii|itkiir|i<-r  i;«'l>eii,  für  einige   Kimolicii   yleii-lizeitiy. 

Obijj»'  (jiimiratiir  liof  liis  — ;t'',0.  Dalu-r  lassen  wir  iliu  (Quadratur,  welche  die 
l>ewei;uiiü  um  den  zweiten  ll»ii|itki)r)>er  gieltt ,  sciioii  bei  — 4''..'i  Ijeginneii,  und  be- 
/.eielinen  analog  dem  früheren  mit  1**  und  ij"  die  ungestörten  l'iiordinati'n  des  l'laneten 
bezüixlieii  des  zweiten  llau|ilk('ir|iei>.  Ferner  mit  dj  und  ÖT)  die  St<">rniigen,  und  mit  | 
miil   »;  ilie   wahren    W'erihe  dieser  (.'oordinaten.     Dann   ist: 

I  =  !•  +  Ä|. 

l)ie   Üewegiiiigsgleichuiigen  sind: 

'1'^^    _   .... /ü   _   li 


rj  z=  t]''   -^   »  t]. 


dt* 


=  k^ 


A-' r 


|i^=-'(^-^)  +  '- 


dt*  \pJ  p3 

Dieser  ♦Quadratur  entnciimcn  wir  hier  d'|  und  8ri  für  einige  E]iocliün  und  ver- 
gleichen die  Wertlie  von  x  und  ;/,  weiche  sich  ergeben,  wenn  man  die  Sonne  um  den 
zweiten   Ilauptkiirper  :il-   ('eiitralkr>r|>er  betrachtet. 


<   cn*  r;i  Ikiir 


l.er: 


Jx 


rf» 


11      -i-1.2öoo51>'J 
1'       —         1  42 »  9 

4-  1  26:^940  IS 
—        1G57  7 

4-1,254  416  9 
—        9,941  5 

^  1.2519350 

+  1,2522831 

+  1,252  474  4 

i       —  0,009  057  0 
—         1  G,S9  1 

—  0.(  157  550  1       1      —  ( ).04G  050  9 

—  2  010  4       1       —        2  543  3 

-  0.070  69«  1 

—  0,059  560  8 

—  0,048594  2 

(."eil  t  ralkorper:    Zweiter   llaiiiit  kiirper. 


0,IN117iS«l.'J 

133 

—  (UH>5  319  7 

—  31 

—  (VIK)5  857  9 

—  4()7 

—  o.(K»4  793  6 
t-  1.250  7286 

—  0,005  322  8 
+  1,257  6061 

—  0,(X)5  904  6 
+  1,258  378  8 

1.251935  0 

+  1,252  2833 

+  1,262  474  2 

J., 

f  1. 101  615  0 
-                72 

+  0,917461  1 
—                19 

+  0,7331861 
—              314 

'; 
.'/' 

•   1,101507  8 
—  1.172  2m  H 

+  0.917  449  2 
—  0,977  016  4 

+  0,733153  7 
—  0.781  748  0 

;/ 

—  (i.o7iMi!Hin 

— 11.059  5<i7  2 

—  o.iM.s.-.!i|;i 

Kliiikrrluri,  Thrnrtlltcht  Ailronomi«. 
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Wie  man  sieht,  ist  die  ITobcreiiistimiiiuny  Avr  zwei  auf  verschiedeuem  Wege 
gefuiitk'uen  Wertlie  von  x  und  y  so  gut,  al>  man  dies  nur  liei  siebenstelliger  Reclmung 
erwarten  kann. 

Die  liier  angewandte  C'ontrole  scheint  uns  die  einzige  wirklich  dui-chgreifende. 
wenn  anch  nicht  absolut  sichere  bei  Berechnung  \'on  Osculationselementen  oder  IntervaR- 
wechseln  zu  sein.    — 

Die  Berechnung  der  speciellen  Störungen  bildet  eine  der  schwierigsten  Aufgaben 
der  rechnenden  Astronomie.  So  ist  auch  bei  Anwendung  der  Encke 'sehen  ilethode 
ganz  besonders  auf  die  Richtigkeit  der  angewandten  Formeln  und  C'onstanten  zu  achten, 
denn  der  Rechner  hat  im  ^yigemeineu  nur  eine  einzige  indirecte  C'ontrole  zur  Ver- 
fügung, nämlich  diejenige  durch  die  DüfereuzreUien.  Wachsen  die  Störungen  zu  stark 
an,  so  rechnet  man  ein  Osculationselementensystem,  und  fährt  dann  fort,  bezüglich  des- 
selben von  Xeuem  die  Coordiuatenstörungen  zu  berechnen. 

Man  berechnet  also  für  eine  uewisse  Eiioche:    f,  »;  und  t.    sowie  -—.  -— -  und   -— . 

'  dt     di  dt 

und  kann  nun  noch : 

dx"       dif  ,  dz" 

— —  .  — ^   und  — ;— 
dt         dt  dt 

(der  (Genauigkeit  halber  analytisch)  lierechnen  und  dann  mittelst: 

X  =  X"  +  1,  11  =  n"  +  1],  z  =  g<>  +  t 

dx  __  dx^        H         (Iji  _  <l]i^  ^  (1_>l        clz  _  dz'^        di, 
dt  ^  ~dt    ^  dt'       dt   '^    dt     '     dt  '       dt   ^    dt    ^  dt 

ein  Oscidatiouselementeusystem  bezüglich  des  Ceutralkörpers  ableiten. 

Oppolzer   hat  gesucht,   die  Genauigkeit  der  diesbezüghcheu  Formeln  dadurch  zu 

erhöhen,  dass  er  die  Differenzen   der   neuen    und    der   alten  Bahnelemente   als  Fimc- 

tionen  von  f,  ri,  ^,  -r^,  ~-  und  -r—    darstellt.      Da    jedoch    füi-    unser    Sonnensvstem    die 
dt     dt  dt 

Encke 'sehe  Methode  wie  gesagt  nur  für  kurze  Intervalle  angewendet  wü'd  (wobei  mau 
also  nicht  gezwmigen  ist,  ein  Osculationselementensystem  zu  rechnen),  so  glauben  wir 
diese  Formeln  hier  übergehen  zu  können. 

Die  Hauptuachtheile  der  Encke'schen  Methode  bei  Anwendung  auf  unser  Sonnen- 
system bestehen  in  Folgendem : 

1.  Wenn  man  mehi-ere  störende  Körper  berücksichtigen  will,  ist  man  gezwungen, 
füi'  alle  dasselbe  Integrationsintervall  anzuwenden.  Li  Folge  dessen  müsste  man  even- 
tuell die  Coordinaten  eines  der  störenden  Körper  für  engere  Intervalle  interpoliren ,  als 
sie  in  den  astronomischen  Jahrbüchern  gegeben  sind. 

2.  Die  Erspai'niss  an  Ai'beit  bei  Berechnung  der  DifEerentialquotienten  geht  wieder 
verloren,  wenn  man  gezwungen  ist,  ein  Osculationselementensystem  zu  berechnen. 

3.  Die  doppelten  Summii'ungen  bedingen  für  grosse  Zeiträume  eine  bedeutende 
Unsicherheit  in  den  rechtwinkeligen  Coordinaten. 

4.  Die  Encke'sche  Methode  ist  nicht  geeignet,  die  Massen  der  grossen  Planeten 
zu  bestimmen,  besonders  wenn  mau  gezwungen  war,  in  der  Mitte  der  Rechnung  eine 
Osculation  einzuschalten. 

.5.  Die  astronomischen  Ephemeriden  sind  jetzt  vorwiegend  mit  Rücksicht  auf  die 
Anwendung  der  anderen  Methoden  der  speciellen  Störangen  construkt. 


—    r.s7 


•Ir  weiiijirr  aliiT  ilir  Kiickf'>clu'  .Metli>»li>  auf  iiiihor  SiniiioiiHyHU-in  ;iii;;L*\vuiiilet 
wiiil,    Ulli    Sil    \vii'lili);i'r    i-t    >U'    für    ivfliiiui-isclu'   riiUTMifhiiiifjeii    üIht   iIji!»  1  >ri'ikör|it'r- 

|M'<>ll|uill. 

l)k'  rci'lit»  iiikli^'t'ii  l'oordiiiaicii,  tliv  nie  iiiiiiiittvlliur  fjiflil,  ui^noii  hicli  vnr/.iijjjlich 
/.Hl'  irraiiliiM-liL'ii  I)ai-sti'lliiiii.'  dor  lialiiiciirvfii.  Auch  lii^st  >ic\\  in  »iololicii  Fällen  oft  durch 
^^ui'ijfiii'tf  Wahl  di'h  Cl>l>l•dillalull^y^lcmes  und  der  Zeitt-iiiheit  viel  jj;ewiuneii.  — 

Wahrend  ilie  Kiu-ke'sehe  Methode,  wenn  man  die  SWiruiigen  nur  für  einen  l»c- 
si-hränklen  Zeitraum,  etwa  für  die  Kr.scheinuni;  eines  Kumeten  oder  für  einen  I'la- 
iieleii  zur  Zeil  einer  ()|i|iO!^iti(in  zu  lierechnen  hat,  unleugbar  den  Vorzug  verdient,  weil 
sie  die  wenig^tt'n  Iteehniingen  erfordert,  liehnu|itet  die  Methode  der  Variation  der 
C'<>ii!<taiiten,  die  von  Lagrange  zur  Krniitteliing  der  analytischen  St<irniigeii  auf- 
gestellt, dann  von  diesem  auch  zur  Herecliming  der  8|ieciellen  Slöriingen  vorgesclilagen 
worden  ist,  im  Allgemeinen  den  Vorrang  in  allen  den  Fällen,  wo  »lie  Sttlrungeii  für 
einen  längeren  Zeitraum  zu  beredinon  siinl.  Die  llansen'sche  Methode  dürfte 
hauptsächlich  dann  angewendet  werden,  wenn  es  sich  darum  handelt,  hei  Wiederkehr 
eines  periodischen  Kometen  schnell  eine  Aufsuchiingsepheineride  zu  erhalten,  denn  ihre 
rechnerische  Anwemlung  ist  verliältnissmässig  kurz  und  man  ist  hei  ihr  weniger  der 
Gefahr  ausgesetzt,  durch  üerechnung  von  Osculationselementen  aufgehalten  zu  werden. 
Die  Methode  der  Variation  der  l'onstanten,  in  numerischer  liiiisichl  wie  in  der 
Analyse  iliejenige,  welche  die  besten  Hesullate  sichert,  ist  rechnerisch  frcilicli  die  mühe- 
vollste.    Wir  gehen  jetzt  zu  ihrer  Darstellung  über. 


. \  I •  1 1 1 1 1 1 1  ( 1 1 1  o II 1 1  z i g s t  e    \' (>  1  •  1  e s u  1 1  g. 

II.    I.;ii:i-;iiiu,('*s  ;\|c|||(mI('  ilcr  V.iriiitiiui  dci-  ('(»iisfjiiilcii  v.nv 
Knnittclmi«:;  der  siicciclicii  Störiiiii>c'ii  (iiacli  Kiickci. 

Wenngleich  sich  nicht  in  Abrede  stellen  lässt,  dass  durch  ilio  iicscliränkiing  auf 
eine  bestimmte  Bahn  und  noch  mehr  auf  einen  nicht  allzu  grossen  Zeitraum,  der  die 
.Methode  der  .s]ieciellen  Störungen  unterworfen  ist,  die  Ucbersicht  über  die 
IJewegnng  der  Körper  im  Allgemeinen  nicht  erreicht  oder  wenigstens  erschwort  wird, 
Sit  hat  doch  auch  wiederum  die  Genauigkeit,  welche  eben  diese  Beschränkung  <len 
tiuinerischen  Bestimmungen  zu  geben  erlaubt,  ihren  allgemeinen  sowohl  als  auch  ihren 
besonderen  Nutzen.  Ks  ist  auf  diesem  Wege  vorzugsweise  möglich,  die  Grösse  der 
wirkenden  Kräfte  mit  einer  Schärfe  anzugeben,  welche  bei  der  Ijisherigen  allgemeineren 
rntt-rsiichung  nicht  erreicht  worden.  Die  sogenannten  höhereu  Potenzen  der  Masse, 
oder  die  genaue  Bestimniung  der  Stärke  der  Anziehung,  sofern  sie  von  dem  jedesmaligen 
wirklichen  Stande  des  anziehenden  und  angezogenen  Körpere  abhängt  (nicht  von  einem 
nur  näheriiiigsweise  bekannten),  werden  so  gut  wie  vollständig  lierücksichtigt  werden 
k<>nnen,  und  da  wir  aus  der  Vergleichung  einer  strengen  Theorie  mit  der  Beobachtung 
iibcrhaupt  erst  die  Kräfte  linden  können,  so  werden  die  Masseiibestimmungeii  sich 
genauer  ergeben  als  auf  dem  anderen  Wege.  Kbenso  wird  es  sich  schärfer  heraus- 
stellen, wenn  vielleicht  noch  aussergewöhnliche  Kinwirkungeii  ausser  diesen  störenden 
Kräften  allein  berücksichtigt  werden  müssten.  Kmllich  ist  auch  die  Beschränkung  auf 
eine  gewisse  Zeit,  die  Integration  innerh:ilb  bestimmter  Grenzen  statt  des  allgemeinen 
Integrals,  nicht  so  zu   verstehen,  als  erlaube  die  Weitläufigkeit  der  Kechming  nicht  diese 

71* 


—     588     — 

Grenzen  so  weit  auszuclehueu,  dass  es  wenigstens  für  jetzt  noch  nicht  möglich  sein  sollte, 
die  ganze  Zeit  zu  umfassen,  aus  welcher  wir  Beobachtungen  von  einiger  Genauigkeit 
besitzen.  So  wenig  freilich  auch  da,  wo  die  bisherigen  Methoden  eine  Anwendung 
erlauben,  die  allgemeine  rein  theoretische  Bestimmung,  welche  für  alle  Zeiten  den  ge- 
störten Ort  eines  Planeten  ergiebt,  nachgesetzt  werden  darf  der  speciellen  Berechnung 
für  eine  beschränkte  Zeit,  so  möchte  doch  in  dem  jetzigen  Zustande  der  Analysis  die 
Grenze  schwer  zu  bestimmen  sein,  bis  zu  welcher  eine  solche  specielle  Berechnung  ganz 
unstatthaft  wäre.  Die  Möglichkeit,  in  allen  Fällen,  selbst  in  den  verwickeltsten,  welche 
unser  Sonnensystem  darbietet,  durch  Berechnung  der  speciellen  Störungen  das  Ziel  er- 
reichen zu  können,  vergütet  in  gewissem  Sinne  die  Beschränkung  in  Hinsicht  auf  die 
Zeit,  der  diese  Methode  unterworfen  ist,  so^\'ie  auf  der  anderen  Seite  die  Allgemeinheit 
und  Wichtigkeit  der  Resultate,  welche  die  allgemeine  Methode  gewährt,  und  wodurch 
sie  in  die  Constitution  imseres  Sonnensystems  so  tiefe  Blicke  hat  thun  lassen,  den  3Iangel 
ersetzt,  der  sich  darin  fühlbar  macht,  dass  so  viele  Wandelsterne  sich  vermöge  der 
Xatur  ihrer  Bahnen  und  des  jetzigen  Standes  unserer  Kenntnisse  ihr  entziehen.  Es  ist 
gewiss  sehr  zu  wünschen,  dass  wir  einmal  dahin  gelangen  mögen,  der  speciellen  Berech- 
nung ganz  eutbehi-en  zu  können,  allein  so  lange  dies  nicht  der  FaU  ist,  darf  mau  diese 
wichtige  Form  der  Untersuchung  des  wahren  Laufes  der  Himmelskörper  nicht  allein  auf 
Kometen  beschränken,  da  unser  Sonnensystem  so  manche  Theile  zeigt,  in  welchen  die 
specielle  Berechnung  sowohl  schon  Aufklärung  verschafft  hat,  als  noch  künftig  zu  geben 
verspricht. 

Die  Berechnung  der  speciellen  Störungen  wird  am  sichersten  erhalten  durch 
die  Anwendung  des  in  der  Mechanik  so  wichtigen  Princips  der  Variation  der 
Coustanten  auf  die  Bewegung  der  Planeten.  Man  eiTeicht  dadurch  den  grossen 
Vortheil,  die  doppelten  Integrale  zu  vermeiden  und  nur  dm'ch  einfache  Integration 
das  Ziel  zu  erreichen.  Zuvörderst  müssen  deshalb  die  Gleichungen  abgeleitet  werden, 
welche  zeigen,  wie  der  Betrag  der  Störungen  ausgedrückt  wird  durch  eine  Veränderlich- 
keit der  Elemente,  die  ohne  sie  ganz  constant  wären;  oder  welche  den  wahren  von  den 
Störungen  aftich-teu  Ort  jedesmal  finden  lassen  vermittelst  eines  Systems  von  Elementen, 
was  strenge  genommen  nur  für  einen  einzigen  Zeitpunkt  gilt  und  mit  der  Zeit  ver- 
änderlich ist.  Sind  diese  Gleichungen  so  weit  entwickelt,  dass  man  sie  niu"  noch  zu 
iutegriren  hat,  so  wird  die  Anwendung  der  mechanischen  Quadratur  jedesmal  für  eine 
bestimmte  Zeit  das  zu  ihr  gehörige  System  von  Elementen  finden  lassen. 

Nimmt  man  zuerst  den  einfachen  Fall,  dass  ein  materieller  Punkt  ohne  Masse  sich 
um  einen  festen  anderen  Punkt,  in  welchem  die  anziehende  Kraft  .  .  .  k^  .  .  .  ihren  Sitz 
hat,  bewegt  und  legt  bei  der  anziehenden  Kraft  das  Xewton'sche  Gesetz  zu  Grunde; 
setzt  man  weiter  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  festen  Punkt  und  zerlegt  die  in 

der  Entfernuns:  )■  stattfindende  Anziehung  — -  in  ihre  drei,  den  Coordinatenaxen  parallelen 

Componentcn,  indem  man  dabei  die  Richtung  der  Kraft,  welche  die  Coordinaten  ver- 
kleinert, die  positive  nennt,  so  hat  man  die  drei  Gleichungen  ') : 


(1) 


dt'- 

^7-" 

d'ii 

-^  =  » 

d^-s 
dp 

+  ^  =  « 

')  Vergl.  Abtheiluug  I,  Vorlesung 
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l!«'i  <lfr  ISi'Ntiiiitiiiiiit;  ili-r  (inlKNc  fiiii'r  Kntft  uml  ihrer  l>i-/.u-liiiii^  ,iiif  <-iiiL>  Kinlicit, 
iiiiiA»  iinthwi'iiilii;  eine  Zeileiiilieit  iind  eine  Iluiiiiieiiilieil  :in^eiiuiiiiiic*ii  wenlcii.  Jene  iKt 
für  unser  SonnenüyHleui  der  niitllcru  Thj;;,  «liesü  die  hiill>u  grosse  Axe  der  Krdliiihn. 
In   l>e/.u>;  auf  lieide  ist: 

bri(),j.  log  k    =  8,235  5814  k    =  0,017  2021   .  .  . 

hriiKj.  hg  A»  —  fi,471  Ui2  9  A-'  —  0,(H)()J!tr)!l  .  .  . 

/alili'ii,  xti'lclie  ansdriioken,  dass,  Nvenn  die  Sonne  auf  einen  ruliemlen  materiellen  Tunkt, 
dessen  Kiitfeniuntj  V(in  der  Sonne  =  1  »ni^enoinmen  wird,  wälirend  eines  mittleren  Taj^es 
fortwidirend  einwirkte  und  dabei  immer  mit  derselben  Kraft  (so  das«  also  die  relative 
Kntfernunic  sieh  nicht  änderte),  sie  am  Kndü  des  mittleren  Tage»  dem  Punkte  eine 
(lesehwindigkeit  ertheill  haben  würde,  welche  ihn,  wenn  er  jetzt  sieh  ganz  allein  selbst 
überlassen  bliebe,  in  der  Zeiteinheit,  dem  mittleren  Tage,  um  die  Länge  A-,  gemessen 
iiaeh  der  Längeneinheit,  forttreiben   würde. 

Diesen  drei  Differentialgleichungen  wirdCienüge  gethan  durch  folgende  (ileichungen ') 
für  den  Werlh  der  (.'uordiiuiten,  welche,  da  sie  sechs  C'onstanten  enthalten,  das  voll- 
ständige  Integral   derselben   sind. 

Wenn :  k 

/^  =  — 

II» 

V  =  "  (1  -  <-■») 

fi  <  -|-  £  =  £  —  e  sin  E 


'4"  =  "^-Yi'-- 


\   -{-  c  cos  V 
SD   wird: 

X  =  r  \cos  (('  -\-  a)  cos  ß  —  sin  (v  -\-  a)  sin  £1  cos  i]  1 

//  =r  r  [cos  (r  4-  o)  sin  Si  -\-  sin  {v  -\-  a)  cos  Q>  cos  i] (2) 

e  =z  r   sin  (v  -\-  ca)  sin  i.  .  I 

Die  sechs  Constanten')  sind  hier  a,  f,  c,  w,  Q,  /',  von  denen  die  anderen  ttrössen 
fi,  p,  K,  r,  r  entweder  reine  Functionen,  bloss  der  Hei|uemlichkcit  der  Bezeichnung  wegen 
eingeführt  sind,  oder  in  Verbindung  mit  (  gebildet  werden. 

Der  astronuniischen   Bedeutung  nach  sind  diese   Werllie  gemäss  Abtheiluiig   I: 
(I   .  .  .  halbe  grosse  Axe  der  Hahn  des  bewegten   Punktes; 
f  .  .  .  Ejioche  der  mittleren  Anomalie  für  /  ^  0; 
«•  .  .  .   Kxcentricität  der  Ellipse; 
M  .  .  .   Winkel  zwischen  dem  Perihel   und   aufsteigenden   Knoten   gezählt   in   der 

Ebene  der  Hahn; 
ß  .  ,  .  aufsteigender  Knoten  der  Ebene  der  Hahn   mit  der  Ebene  der  x;/,  wofür 
gewöhnlich  die  Ekliptik  angenommen  wird; 
/■  .  .  .  Neigung  der  Ebene  der  Hahn  gegen  die  Ebene  der  x;r, 
fi   .  .  .  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung; 
l)  .  .  .  halber  Parameter; 

K  .  .  .  excentrische  Anonialie,  gezählt  vom  Perihel  an ; 
(■  .  .  .   wahre   Anonnilie,  gezählt  vom   Perihel  an; 
r  .  .  .  Iladius  vector. 


')  ^'erjjl.  .\l)tlii'iliiii|;  I.  Vi>rU'iiiin|?  4. 

•>  Vergl.  Alithi'iluiig  I.  Vorlesung  3.  Schlu»»  von  Vorlesung  l  iiud  Vorlesung  10. 
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Die  Ablfitimg  dieser  Ausdrücke   aus   den   obigen   Differentialgleiehuugeu   ist  in   Ab- 
theiluno-  I  tregeben  worden.    Mau  kann  sieli  auch  durch  direete  zweimalige  Differentiation 


überzeugen ,  dass    durch 
Mau   erhält  nämlich: 


t^ie    wirklich    den   Diffcrential£rleichun<i;eu    Genüsje    c;ethan   wird. 


dE 
dt 

dv 
dt 

m7 

r  r 

dr 

dt    ~ 

— ^^-  •  e  sin  v. 

und 

damit  die  ersten  Differeutiale: 

_  =  _  _  {[,,„  (,  +  co)  +  c 

+  [ 

sin  o]  cos  ß 
:os  (y  -(-  co)  + 

—  =  —  -7=  [[sin  (r  +  to)  +  , 
dt                yp 

sin  cj]  sin   Q, 

C  CUS   CO     Sl 


n  ß 


7^=  + 


-r=  {{cos  {v  -f  «)  + 


—  [cos  {v  -\-  a)  -{■ 
in  a\  sin  i\ 


cos  col  cos  Q.  COS  i] 


(3) 


bei  welchen  der  blosse  Anblick  sogleich  lehrt,  dass : 


d-^x 

df' 

X 

r 

dv                   lc'\r 
dt                      »-3 

d'll 
df^ 

/,■ 
Vi' 

r 

dv                 l;-hi 

dt                           »-3 

d-^z 
df^    ~ 

Je 

>■ 

dv                 Ic^g 

dt     ~                r3 

(4) 


Wirke  jetzt  ausser  der  anziehenden  Kraft  Ic-  noch  eine  andere  störende  Kraft,  deren 
Ursprung  zunächst  noch  nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden  braucht,  auf  die  Be- 
wegung des  materiellen  Punktes  ein.  Die  Grösse  dieser  störenden  Ki'aft  werde  durch 
.  .  .  P  .  .  .  bezeichnet,  bezogen  auf  dieselbe  Einheit  der  Ki'aft,  in  welcher  auch  h-  aus- 
gedrückt ist,  oder  auf  eine  Einheit  der  Kraft,  welche  in  der  Zeiteinheit  einem  Punkte, 
dessen  Entfernung  von  dem  Sitze  der  Kraft  constant  gleich  der  Längeneinheit  bliebe, 
eine  Geschwindigkeit  mittheilen  würde,  durch  welche  er,  sich  selbst  überlassen,  die  Längen- 
einheit in  der  Zeileinheit  durchlaufen  würde.  Um  die  Richtung  der  störenden  Kraft  P 
anzugeben,  denke  mau  sich  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinateu  eine  Kugel  mit 
willkürlichem  Halbmesser  beschrieben.  Seien  auf  der  Oberfläche  derselben  X,  Y,  Z  die 
Punkte,  in  welchen  die  nach  der  positiven  Seite  hin  verlängerten  Coordinatenaxeu  die 
Kugel  treffen.  Sei  ebenso  Q  der  Punkt,  in  welchem  eine  mit  der  Richtung  der  Kraft 
durch  den  Anfangspunkt  gezogene  Parallele  die  Kugel  trifft.  Werde  ferner,  um  über 
das  Zeichen  der  Kraft  immer  bestimmt  zu  entscheiden,  der  Sitz  der  störenden  Anziehungs- 
kraft so  angenommen,  dass  sie  den  Punkt  in  der  Richtimg  vom  XuUpunkte  nach  Q  hin 
anzieht.  Bezeichne  man  endlich  den  Winkel  zwischen  der  durch  Q  bestimmten  Richtung, 
mit  der  dm-ch  X  bestimmten,  durch  QX,  imd  ebenso  sei  QY,  QZ  der  Theil  des 
grössteu  Kreises  zwischen  Q  und  Y,  Q  imd  Z.  Hiernach  werden  die  drei  Componenten 
der  störenden  Kraft: 

P  cos  QX  P  cos  QY  P  cos  Q  Z 


Ulli  ilii-  DifTi-rLMiliulglt'iehiiiigi'ii  dor  ho  j»OHtrtrieii  Heweguiig  ilcs  PiiiiktcH  wordi-ii  «i-iii: 


d^x 

dt^ 

4 

k*x 

=  1'  cos  Q  X 

dhi 
'dp 

-f 

-^   P  cos  V  ) 

d^i 
dn 

-\ 

kij! 

=    J'  Cns    (J/. 

\\vtiu<^\v'w\i  (ÜL'.'tc  iH'Uc'ii  Diffi'i'i-iitialgleiciluiigeii  von  den  frühoroii  duriit  verbcliiiMleii 
hiinl,  dass  ilif  ri'clit«'  Si-ilo  doi-sfllifii  nicht  mehr  =  0,  sondern  die  sUirendo  Knift  1' 
enthält^  so  kann  man  ilinen  duch  dnrcli  dieselbe  Form  der  Coordiiialen  x,  i/,  £  Uenügc  tlinn, 
wenn  man  nnr  in  dem  ohigen  .Vnsdrncke  für  diese  Coordinaten,  die  dort  als  constant 
»ngeiiomnienen  Gnissen  n,  i,  c,  6),  S^,  i  iiielit  mehr  als  constant,  sondern  als  Gnissen,  die 
elienfalls  mit  der  Zeit  variabel  sind,  betraehteU  Zn  dem  Entle  denke  man  sieh  diese 
Grössen   in  dem  Ausdrneke  von  r,  t/,  e  als  von  der  Form: 

#1   =T  H,,      !     J  (I  f   =:^   «0      -f    z/  f  f  =  t'o    +    z/  c 

a  ^  (Oo  +  Jti>  ft  =  fto  +  •^ft  1  =  /„  -|-  '^'i 

wo  ,1,,  fo,  fo,  M„,  Q.g^  j,  wirkliebe  ConsUuiten  sind,  ^a,  dt,  Je,  z/w,  jj  Sl,  Ji  aber 
solche  Functionen  der  Zeit  und  der  Grösse  P,  welche  =  0  werden,  wenn  P  =  0  gesetzt 
wird.  Um  hier  des  Folgenden  wegen  die  Zeit,  insofern  sie  in  z/«,  z^f,  ^c,  z/a»,  z/ ft, 
J  i  enthalten  ist,  ■/.»  unterscheiden  von  der  Zeit,  die  bei  constanteu  Elementen  die  Ver- 
änderung von  X,  y,  s  bewirkt,  bezeichne  man  in  z/«,  z/f,  z/e,  z/cj,  z/ ft,  Ji  die  Zeit 
mit  r,  während  man  sonst  dafür  das  Zeichen  /  beibehält.  So  beti-aehtet,  sind  x,  y,  z 
Functionen  von  t  und  r,  und   das  vollständige  Differential  von  x,  y,  s  in  Bezug  auf  die 


„  .  dr     dii 

Zeit  •  •  •  — 1 

di      dt 


de      ,        ,. 

-T— ,  ohne  1  arenthese 


wird  sowohl  das  Differential  von  r,  in  Bezug 

f   r    V  •    ,    •  ,.-1  /''-^N     (^'J\     /''■^\        •.  .. 

auf  ilie  Aeit  liei  constant  angenommenen  Ji.lenionten  •  •  •  I-77  1'   l  "77  I '   l  "77  ) '   ""''  1  -ncn- 

these  ...  als  auch  das  Differential  von  x  in  Bezug  auf  die  Veränderlichkeit  der  Elemente, 

sofern  diese  auch  von  der  Zeit  abhängt  •  •  •  (7—)'   (  ;     )'   (t")'   "  '  "  •^•'tlialten.     Eben 

den     zweiten    Differentialen    stritt.      Man    hat    folglich     die 


ilasselbe     findet     auch     bei 
(ileicliuniren : 


und   ilaraiis: 

dt* 

V      dt     , 

d*ij 
dt* 

r'u) 
~  \  dt 

d'z 

J'M 

dt  \dtj  ^  XdvJ 

'l^  (<l]l\  ,  fdjl\ 

dl        \dt)  "•"  V/t>' 

dt         \dtj  \drj 


(ß) 


dr 


dl 


dr 


+ 


<n ,  Hm .  (''m 


dr 


dt 


dt 


dt 


m  ("im.('(^ 


,It 


dz     i 


(7) 
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Die    Grössen 


(^)i   (-7-)'   ( ~j~ )     ^iud    hier    die    oben    in    (o)    hingeschriebenen 
Werthe,  nnd  ebenso  ( — -)■<   ("i-y)'   ('Trr)  "^'^  Werthe,   welche   in   (4)   gefunden  sind. 


Addirt  mau  zu  (7)  auf  beiden  Seiten  bezüglich 


1-2  X      l-^y     l;-^z 


so  wird  die  linke  Seite 


vermöge  (5)  gleich  P  cos  QX,  P  cos  QT,  P  cos  QZ,  und  auf  der  rechten  Seite  wird  ver- 
mösje  (4): 

/  ,1-2  ^\  7-2  >■ 

=  0 


Vrf<v       >■■■• 


folglich   worden  die  Gleichungen  (5) 
/dx 


dx 


(m .  m)] ,  m) 


dt 


dt  I 


«m .  [^m  m) 


dt 


dx 

<d)r 


dx 


mmM 


(S) 


P  cos  QX 


P  cos  Q  Y 


P  cos  QZ  = 

Die  Differeutialqnotieuten    (-p)i   ("jt)'    (i~)    t'uthalten   bei    ihrer    vollständigen 

Entwickelung    sechs    von    einander    unabhängige  Functionen   und  Differentiale,  ^a,  z/£, 

^  ^       >  ■.   .,        T^-«.  •  ,         T       .,1  da     ds     de     dc3    d  Sl     di 

z/e,  z/m,  z/ii,  z/«  und  ihre  Differentiale,  oder  überhaupt  ^—1  -r— 1  -— ^  -—1  — ; — 1  -t— • 

dr     dx     dz     dx      dx     dx 

Eben  dieselbe  Anzahl  wird  auch  in  die  zweiten  Differentiale  übergehen,  so  dass  die  End- 
gleichungen, wenn  mau  die  Richtung  und  die  Stärke  der  störenden  Kraft  als  gegeben 
ansieht,  sechs  unbekannte  Grössen  enthalten,  während  doch  nur  drei  Gleichungen  zu 
ihrer  Bestimmung  vorhanden  sind.  Wegen  dieser  Unbestimmtheit  der  Aufgabe  wird 
es  gestattet  sein,  noch  drei  Bedingungen  hinzuzufügen,  welchen  die  sechs  Unbekannten 
genügen  sollen. 

Wenngleich  diese  di-ei  Bedingungen  an  sich  willkürlich  sind,  so  ist  es  doch  klar, 
dass,  insofern  es  darauf  ankommt,  die  Functionen  z/n,  z/£,  z/e.  z/ ra,  z/ ft,  z//  aus  den 
Gleichungen  (8)  zu  bestimmen,  die  vortheilhafteste  Form  für  die  Bedingungen  eine  solche 
sein  wird,  welche  womöglich  alle  zweiten  Differentiale  fortschafft,  um  zuletzt  in  jedem 
Falle  nur  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung   zu   erhalten.     Man  erreicht  diesen 

,.  T^.„  .  ,     d(i     dE     de    d'o     dO, 

Zweck,    wenn    man    die    ersten    Differentiale  -;— •  -7— ■>  -7-'  -; — '  — ; — 

dl     (IT     dx     dx      dx 


——  der  Bedintjuno 

dx  °     ^ 


unterwirft,  dass,  wenn  ihr  wahrer  Werth  substituirt   wird,  die  Differentiale  (-y— )'  ("T~)' 

(  —  )  nicht  bloss  für  bestimmte  Zeiten,   sondern   für  alle   gleich  Xull  werden,  oder  nur 
\dT/ 


solche  Glieder  enthalten,  welche  vollkomnicn  identisch  sich  vernichten. 
Bedingungen,  dass: 


Aus  diesen  drei 


—    .vja 

iiuili  gi-li<>ii>;i'i-  SiilHililiilioii  iler  KiKlweitlic  iilontisi-ho  GlcKhiiii;,'tii  wcnKii,  foliit  näiiilicli, 
»la»»  jf.lc'sriial  :nu-li  ilnc  1  »iffiiiiiliali'.  sowohl  in  15c/.iig  auf  I  al-  auf  r  ^^  O  wtrtluii, 
(mIit  <l:u«8  t.-)iciifall.'>: 


dt 


=  0 


*// 


./r 


H.t) 


<n 


=  0 


H'^) 


*ir 


=  0 


—  0 


=  0 


iiK-iiliM'lii'  tik-ii-lmiiyen  si'iii   werduii. 
d 


Dagegen  werikn  die  Differentiale: 


dr     '  \     dt     r  ^      dz     / 


lH>lininite  Wirtlic  eiliallen,  weil  elieii  vennöge  der  RediiigungisgleiclmngeM  (!•)  die  Iteiden 
Vaiialielii  r  nnd  /,  aligeselien  von  iliier  ui-siuünglielien  Bedeutung,  auch  der  analytischen 
l'orni  nach,  nicht  mehr  als  von  einander  unabhängige  Variabein  zu  betrachten  sind,  es 
folglich  auch  nicht  gleichgültig  ist,  in  welcher  Ordnung  mau  die  Differentiationen  vor- 
nimmt. Substituirt  man  aber  diese  leUten  Wirtlir  für  die  zweiten  Differentiale  in  (8), 
(><i  werden  sie: 

fdx^ 


Q 

dr 


P  ,os  Q  X 


m 


dz 


=  !• 


V) 


v/ 


(IK) 


und  in  diesen  beiden  Systemen  wird   die  Auflösung   der  Aufgabe   vollkoninuii  bestimmt 
enthalten  sein.     Das  erste  System  giebt,  verglichen  mit  (ti): 


dx   ('^^\     'llL  ('1JL\     —  {—\ 

Ti  ■"  vTTT"/    Tt  ■"  VT77r  dt  ~  \dt  r 


Oller  enthalt  die  Hedinguug,  das«  zu  jeder  beliebigen  Zeit  für  den  Ort,  den  der  bewegte 
l'uukl  einnimmt,  die  Tangente  an  beiden  Bahnen,  sowohl  an  «Kr,  in  welcher  die  Klemenle 
als  constant  betrachtet  werden,  als  an  der,  in  welcher  die  P^lemente  als  variabel  angesehen 
werden,  eine  imd  dieselbe  ist,  wobei   von  selbst  zu   verstehen  ist,   dass  man  die  als  ci>n- 

Klinktrfu*!,  ThturalUchi  Aitronomte.  75 
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staut  augcselieiieu  Eleiueutu  so  ;iiiiiiiiiiiit.  wiv  sie  zu  dei-  guguUi-ni'H  Zoit  wirklich  waren. 
Durch  diese  Uebersetzimg  in  Worte  verliert  auch  die  Wahl  der  drei  Bediuguugen  das 
■willkürliche,  was  sie  anscheiueud  noch  hatte.  Die  drei  Coordinaten  des  Ortes  und  die 
drei  Componenten  der  augeublicklicheii  Geschwindigkeit  siud  die  sechs  Constauten,  welche 
die  augenblickliche  Bahu  bestimmen,  und  aus  denen  sich  die  sechs  Elemente  dii-ect  ab- 
leiten lassen.  Jede  störende  Kraft  kann  diese  ursprünglichen  Daten  nicht  ändern,  sondern 
wirkt  erst  in  dem  zweiten  Zeitelementc  ein,  wenn  mau  es  so  ausdrücken  darf.  Hiernach 
wird  es  der  Xatur  der  Sache  allein  gemäss  sein,  die  Tangente  der  gestörten  Bahn  in 
dem  Augenblicke,  von  dem  an  die  Störuugen  zu  wirken  anfangen,  zusammenfallen  zu 
lassen  mit  der  Tangente  der  Bahn,  welche  der  bewegte  Punkt  ohne  die  störende  Kraft 
beschrieben  haben  würde. 

/  d .1  \       /dil\      /dz 
Die    oben    in    (o)    vollständig    ausgeschriebeneu    Werthe    von    (  yr  ) '    1^)'    ("77 

mögen  der  Kürze  wegen  mit  .i\,  ?/,.  s^  bezeichnet  werden.  Man  erhält  dann  die  Differential- 
quotienten der  variabeln  Elemente,  wenn  mau  die  Werthe  ^on  .'•,  ?/,  «  in  (2)  differentüit, 

.  d  X     dy      d  z 

indem  mau  nur  die  Elemente  als  varuibel  betrachtet  und  jeden  Quotienten  — —  •>   -r^^   —— 

•"  dz      dl      dT 

gleich  Xull  setzt;   und  ferner  die  oben  ausgeschriebenen  Werthe  von   a'j,  (/, ,  ^i,   ebenso 

differentiirt   bloss   in  Bezug   auf   die  Elemente   und   die  Gleichungen  (10)  bildet.     Führt. 

man  jetzt  auch  für  die  Differentiation  in  Bezug  auf  die  Elemente  wieder  das  Zeichen  t 

ein,  so  siud  die  vollständigen  sechs  Gleichungen  die  folgenden: 


^)'^  + 


'  da 

\dij 


\  dt        /f'A  f'^    1    (^^^\  ä(0        /  dx\  d  Q>         /dx\  d 

/  rf7  "^  \J~e)  dJ  "^  \dä)  li  "*"  \dSh)  ÜT  "*"  \ii)  d 
/il£\  da        /dj/\  (U        /dj\  d_c_         /  dji_\  dco        /  dy  \  dSh         /dy\ 

\da)  dt   "*"  [de)  dt   '^  \de)  dt   "^  \da)  dt  "^  \dQ,J    dt    "^  \di ) 

\dli)  dt   '^  \Ti)  dt  "^  \de)  dt  ^  \dä)  ~di  "*"  \J^)  IT  ^  XfÜ 


PcosQX=  (^ 

\  d  a 


da        (dxi\   di         /dXi\   de         /rfa^A 
dt   "*"  \'dt)  dt         \jl7)  dt   "•"  \d~ä) 

^ '"'  « ^  =  fe)  d7  ^  (77)  dt  +  [^) 


'(K'h\ 


+  (s) 


Pc«ei;  =  (g 


dt   ~^  \rfa/  dt   "'"  \de  ) 


dz^^ 
dco  , 


da 
'dt 


da 

IT 


da 

~dt 


di 
t 
(U 
Jt 
di 
Jt 

/cU^\d^ 
"*"  \d  SlJ    dt 

,    /<^\  di 

"*"  \di  J  dt 

(dyi\  d_Sl 

"^  Vrfft/    dt 

/d_jj,\  d^ 

^  \  di )  dt 

^  vmy  dt 

,    (d^  di 
"•"  \di  )  dl 


(11) 


Aus  diesen  in  Bezue 


,.    1(1     df  ,.  ,-,  1  ■  ,  •  1       i_ 

auf  -r^,  -TT    etc.    linearen    Gleichungen    müssen    jetzt    durch 


di     dt 

gehörige  Elimination  die  Werthe  jedes  einzelnen  Differentialquotieuten  gefunden  werden. 
Die  Integration  dieser  Differentialgleichungen  des  ersten  Grades  wird  den  genauen  Werth 
jedes  ^Ja,  z/e  etc.  oder  mit  Ilinzufügung  der  C'onstanteii  a,„  c„  etc.  jedes  Elementes 
a,  £,  e,  o.  Q,,  i  geben. 

In    den   Abhandlungen    der    Berliner    Akademie    der  Wissenschaften    für    18o4    hat 
£ncke  die  Formen  für: 


(;-:)•  O.  m^  C:)-  ('.':)•  C^)  ^ 

iilii'rliaii|>t   für  jtilcii   ('■li'fliciftiti'ii   der 

r/u      (If      de 

Ji'  ,77-   dt  *"^'- 

anj;('«;(>lR'n,  welche  diese  Kliiniiiatioii  ;;;in/.  direct  und  mit  I.eieliti;;keil  vollfülireii  lusHeii. 
.Man  beiUirf  dazu  Liewisser  Kiotitun^en,  die  alier,  da  nie  nur  von  dem  auj^enlilit-klielien 
Orte  und  iler  au<;<-nl>li<'klirlieu  (Jcsi-liw  indiLfkeit  iiixl  itiiiT  IticlitiiiiL;  alihängcn,  al«  yegelien 
ani^esehen   werden   miis>en. 

He/.eiehnet  man  die  Kielitunir  der  \'eri:inj,'erMn<,'  des  Uadius  vectora  mit  It,  in  dem 
Sinne  wie  oben  ln-i  Q,  X,  Y.  X  bemerkt  worden  ißt,  die  Kiehtung  der  Senkreebten  auf 
ib-ti  Kadius  vector  in  <b'r  Kl)ene  der  üaiin  im  Sinne  der  IJewegung  genommen  mit  S, 
ilie  liiebtung  der  Tangente  e\>enfalis  im  Sinne  der  IJewegung  genommen  mit  T,  »lie 
Uii'btung  iler  Normale  naeli  dem  Inneren  der  Elli|ise  hin  mit  X  die  IJii-iitung  der  Senk- 
reeiiten  auf  der  Kliene  der  Hahn  nach  dem  Xordpole  der  Ekliptik  zu  mit  W,  xit  hat 
man  für  die  l'osinus  der  Winkel,  welche  iliese  Kichtnngen  mit  .V,  1',  Z  machen,  fol- 
gende (ileichimgen.     Zuerst  folgt  aus  (2): 

X  =  rcosRX  =  r[cos  (»  +  w)  cos  il  —  sin  {v  +  a)  sin  ft  cosi] 
1/  =  rcosüY  =  r[cos  (v  -\-  co)  sin  Sil  -\-  sin  {v  +  i^)  <^os  0-  cosi\ 
e  =  r  cos  HZ  =  r  sin  (v  +  co)  sin  i. 

Kerner.   wenn    man   die   Liniengeschwindigkeit  mit  c  be/.eiclniet,  so  dass: 

c«  =  -  (.1   +  -ie  cosv  -\-  e-')  =  k'  (-  —  -), 
p  '  \r         aj 

so  wird  nach  {'i): 

jr,  =:  c  cos  TX  = =  \[sin  {v  -\-  a)  -\-  e  sina]  cos  Q, 

+  [cos  {v  -\-  a)  -\-  e  cosa]  sin  Q,  cos  i\ 

k 
ll^  =r  c  cosTY  ^= =  \[sin  (i;  +  oj)  -f  e  sin  wj  sin  ft 

)P 

—  [cos  ((•  -|-  m)  -f-  e  Costa I  cos  Q,  cos  i\ 

k 

r,  =  c  cos  TZ  =-(--=  \cos  (v  -\-  a)  +  c  cosca]  sin  i. 

)P 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Ellipse  in  ihrer  Ebene  um  90"  gedreht,  so  dass  alle 
übrigen  Elemente  dieselben  bleiben  und  allein  w  sieh  verwandelt  in  90"  -|-  a,  so  wird 
in  ilieser  zweiten  Lage  der  liadius  vector  und  die  Tangente,  welche  demselben  v  wie 
in  der  ei-sten  I^age  entsjireclien,  gleiche  Grosso  behalten,  aber  eine  Kiehtung  haben, 
welche  senkrecht  auf  J{  und  T  in  der  Ebene  der  liahn  steht,  also  oben  durch  S  und  N 
angedeutet  wurden.  Hiernach  giebt  die  Vertauschung  von  Ol  mit  90"  -\-  a  in  r  cos  RX 
unil  c  Ciis  TX  etc.  die  Werthe: 

r  cos  SX  =  —  r  \sin  (f  +  a>)  cos  ft  -f  cos  {v  -f  a)  sin  Q,  cos  ij 
r  cos  SY  =  —  r  (»im  (d  +  ta)  sin  Q,  —  cos  {v  -f  co)  cos  Q>  cos  i j 
r  cos  SZ  =         r  cos  («>  -f  w)  sin  i. 

Il 

c  cos  y  X  ■= =  \[cos  (v    \-  a)  -\-  r  cosio\  eis  Q, 

]P 

—  [sin  (r  4    ^)  +  f  sin  wj  sin  Sl  cos  i 

7Ö* 
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c  eos  N  Y  = =  I  \c(is  {r  -\-  to)  -\-  e  cos  ca]  sin  Q- 

+  |.s?H  {v  +  m)  +  e  si)i  w|  cos  ^  cos  i\ 

c  cos  N  Z  ^ =  I  sin  (r  +  «)  +  e  sin  a  ]  sin  i. 

]P 

Um  zuletzt  die  Kiehtuiig  W  zu  erhalteu,  setze  mau  in  cos II X,  cosEY,  cos  BZ 
zuerst  ((•  -|-  cj)  =  DO",  so  werden  die  neuen  Werthe  die  Richtiuig  in  der  El)ene  der 
Bahn  senkrecht  auf  die  Kuoteulinie  angeben,  vertauscht  man  dann  noch  /  mit  90°  -j-  i, 
so  hat  man  die  l'ichtung   W,  folglieh: 

cos  WX  =  sin  Q>  sin  i 
cos  W  Y  =  —  cos  Q,  sin  i 
cos  WZ  =  sin  i. 
Vermöge  der  bekannten   Gleichung,    dass  für  irgeud   welche   zwei   Uichtuiigen   A  und  B: 
cos  AB  =  cos  A  X  cosBX  +  cosAY  cos  B  Y  +  cosAZ  cos  BZ 

und  vermöge    der  Form  aller  Ausdrücke  für  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  sämmtlich 
die  Gestalt  haben  : 

/  =r  A  cos  ß  +  ju.  sin  Si  cos  i 

g  ^  k  sin  Si  —  (i  cos  Sl  cos  i 

/j  =  —  fi  sin  i 

./■'  =  >■'  cos  il   -\-  fi'  sin  ft  cosi 

g'  ^=  }.'  sin  W  —  ft'  CVS  ft  cos  i 

h'  =  n'  sin  i, 
wonach   folglich: 

f  +  g'  +  h'  =  A-  +  (^' 
f  +  g''  +  h'^  =  A'2  +  ii'-2 
ff  +  99'  +  '''«'  =  kk'  +  ft,it' 

lassen    sich    alle    Cosinus    der   verschiedenen    Combiuationen    der   Richtungen    unter   sich 

tindou,  wobei  mau  die  bekannte  hier  vorkommende  Gleichung: 

cosBX^  +  cosBY^  +  cösBZ^  =  1 

auch  durch  cosBB  =  1   ausdrücken  kann. 

cosBB  =1  ccosTN=  0 

k        .  ccosTW  =  0 

ccosBT  =  -^esnir 

^  p  ■  cosSS  =  l 

cosBS  =  0  ccosSN=-!Lesinv 

ccosBN=-^  cosSW=0 

cosBW  =  0  cos  NN  —  1 

cos  TT  =  1  cos  NW  =  0 


c<,srs=  +  ^^'^ 


cos  WW  —  1 


Um  vermöge  dieser  Winkel  die  DLfEerentiahjuotienten: 

fdx\      /dx\      fdx\      /f'-''"\      /  dx\      ((^^\ 
\d^J'    \ds)'    Vde/'    yi^)'    \dli)'    \dj) 

darzustellen,  bemerke  man,  dass  die  Elemente  rt,  £,  e  allein  in  r  und  r  enthalten  sind  und 
dass  in  x,y,e  nur  die  beiden  Verbindungen  r  sin  (c  -\-  w)  und  rcos  («■  -\-  w)  vorkommen. 
Bei  der  vollständigen  Differentiation  hat  mau  aber: 
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/dr\         r  'A     kt 

I  —  )  = — --  est»  V 

\daj        a         1  a  ^ p 

(dr\         u        . 

(rO  ^  - "''""' 
/dv\  _  _  3  itry/£. 

\daj  '2    a.rr 

/dv\_a^fp 

\dsj  "■     rr 

/dv\  (p  +  r)       . 

\-r)  —  — 71 ir  sin  v, 

\dcj        r  (1  —  c») 

Wfiiii  man  ilii-Kc   Wcrtlio  in  ilio  Differonlialgleichungcn : 

rf  [rsin  (v    |    o))]  -^  Afii  (c    1-  o)  Jr  -f  rc«s  (f    1    ot)  dv 

d  [rcos  (v  -f  c)]  =^  cos  (p  -}■  w)  «i»"  —  rsin  (f  +  a)  dv 

i'insetzt  \iiul  ilalici  für  -  seinen   W'iTlli: 
r 

1  1  +  ecosv 

r  "  P 

l>i'mil7.t,  so  wird: 

3 

/(/  [rsin  (»  +  oj)]\         «"    f       /     ,      N    ,  I 

(^-^^ j-^ '-'j  ^  -^  [cos  (v  +  a)  +  ecosa] 

/d  [rsin  (v  +  a))]\                             ■    /      ,       \    ,     (P  ^  >")  sin  e         /      ,       x 
(  — ^ — ■ --\  -=^  —  acosv  Sin  (j;  -f  gj)  -f  -^^— j cos  (c    \    m) 

/(/  [rcos  (v  4-  ca)]\  rcos(v-\-C3)'6Ict,..      .       ,     ,  , 

(  — 1 ^ — ' ~)  —  i J-  -  =  [sin  (e  +  cj)  -f  esiiiiü] 

\  da  J  a  -'  «  Vp  ^  ' 

3 

id  \rcos  («'  4-  m)]\  «*(./,       N    ,  1 

/(/  {rata  {y  +  aj)]\                              .     ,       .         (i>  +  0  «'" «'     •    /     ,      n 
I— ' — ' — -M  =  —  acosvcos  (y  -\-  a)  —  '■-       ■'  ^        mh  (i'  f  m) 

llienuit  wird  man: 

/dj\      /Jx\      /dx\      /ciyN      /^\      /<^\      (dj\      /iU\      /,U\ 
\daj'    \dij'    \de)'    \daj'    \d(J'    \dcj'    \daj'    \dij'    \dfj 
sogleich    hinschrcibun    köniieu.     Für   die    Diffurentialo    in    Bezug    auf    lo    sieht    man    so- 
gleich, daas: 

und    in    U« /ng    auf    ^1    inid    i    ist    die    l>iffcrenlialion    und    «ier  Anwlrnek    iliireh    rosSX, 


—      59S     — 

cosSY,  cus  SZ,  cos  WX.  cos  WY,  cos  WZ,  ebenfalls  gleich  durchgefülut,  weil  z.H.  für  du; 

/dx\ 
iu  (  Tr5  )  vorkommende  Grösse: 

cos  (v  +  co)  sin  Sl  -\-  sin  {v  -{-  ra)  cos  Q,  cosi 

=  {cos  (v  -\-  a)  sin  Sl  cos  i  -\-  sin  {v  +  a)  (os  Q, }  cos  i   +  cos  {v   f  w)  sin  Si    sin  i-, 
folglich:  =  —  cosi  cosSX  -f  cos  {v   {    a)  sin  i  cos  WX 

und  analog  für  die  Differentiale  (-t-q).  (jtt)-     ^^^    Zusammeustellung    für   die   Diffe- 
rentiale von  .T,  //,  Ä  in  Bezug  auf  jedes  Element  wird  damit  folgende: 

-T-]      =:   —   cos  B  X    TT—   C  cos  1  X 

da)  a  la 

ot 

cos  BY r—  c  cos  T  Y 

'la 

ot 
cos  B  Z r—  ccos  1  Z 


/dy\  ^r 

\da/  a 

/dz\  __  r 

\daj  a 


'dx\  a^  „  , 

—  )    ^  --  ccosTX 
dsj  k 


(dj\  ^o^ 
\dB)  k 

3 

\de)  ~  k 

/dx\  _  _ 

\de)  ~ 

( rr-  )  =  —  acosv  cos  BY  4-  -^ —  sin  v  cos  S  Y 

\dej  1  —  e^ 

(  t;-  I  =  —  a  cos  V  COS  B  Z  -\-  -, sm  v  cos  bZ 

\de/  1  —  e^ 


ccosTY 

CCOS  TZ 

P  +  '■ 
a  cosv  cosBX  A-  — sin  v  cos  SX 


-;—  )    =;   (■  cus  S  X 

daj 


(dl\ 
\daj 


\dcoJ 


=  r  cus  S  Y 

rcos  SZ 

/  dx\ 

(--—\^  rcosi  cosSX  —  rcos  {v    \-  co)  sin  i  cos  WX 

( -j-^ )  ^  '■  <^os  i  cos  S  Y  —  /•  cos  (v  -\-  ö)  sin  i  cos  W  Y 

( Jn" )  =  *■  ^^5 '  f^'S  SZ  —  r  cos  («'  +  <»)  sin  i  cos  WZ 

i-T-rj    =  rsin  (i-  -f-  ß»)  cos  WX 

(-T?j    ^=  rsin  (i'  +  co)  cos  WY 

(jr)    =  rsin  (i-  -j-  (o)  cos  WZ. 
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Aus   «lit'xii    Wcillii'ii    l;i«(tiii    >ii'li    »>i;;li'i«li   ilii-    W'i  rllio    v<iii 

{•'^y  c^y  &)■  ('!:)■  &■  (^) '-■ 

aMciii'ii.  Demi  i\:\  dii'M'  I  )ifrei'i*ntial<|iiotioiiteii  bc/cichiioii ,  iluhs  maii  /iiei>l  JimIc 
Cixinliiiato  in  ISc/.ui;  auf  t  so  (liffcreiitiiri'ii  koU,  claiis  in:iii  ulle  KK'iiiuiitc  uIh  ccniKtaiil 
aiisiflit,  iiiiil  »U-ii  jji'wnniU'iH'U  Aus«lnu-k  iiaelihiT  in  Bezug  auf  jedes  Kleiiient  noch  ein- 
mal »o  ilifferentiiron,  <lass  man  auf  die  N'eräiulerliclikeil  von  I  keine  IJücksiehl  nimmt, 
8(>  werden  hei  der  ersten  Differentiatieui  die  Elemente  nicht  als  Functionen  von  / 
hetrachtet  und  in  der  /weiten  elienfalis  /  nicht  aU  Function  der  Elemente.  IJeiile 
Grössen,  t  und  die  Elemente  sind  deshalb  liier  als  ganz,  von  einander  unabhängig  anzu- 
sehen tniil  aiiih  bei  \eränderlichen  Elementen  muss  in  dem  Sinne,  wie  es  hier  genommen 
wird: 


\daj        \     da     j         \     dl 


sein,  und    iihnlich    bei  allen    übrigen    Elementen.     Ein  l'nter.schied  in  der  Ordnung  iler 

Differentiatiiui  könnte  nur  daim  st^itttinden,  wenn  man   in  x  oder  ( -j- )  auch    auf   das   /, 

welches   in   den    \ eriiiiclerlicluii  Elementen   enthalten   ist,  hätte  J{iicksicht    nehmen   müssen. 
Dieses  aber  würde  nach  dem  Obigen  ganz  fehlerhaft   sein,   da  x   der  reine  Differenlial- 
«|uotient  in  Bezug   auf  t  ist,  wenn    die  Elemente   als    völlig   constant   angesehen   werden, 
llieriiaih  hat  man  nur  die  eben  gegebenen  Werthc  von: 

©•  (,-»•  gtO-  m-  0-  m  '"■ 

in  Bezug  auf  i  so  zu  differentüren,  dass  man  die  Elemente  als  const;int  ansieht,  und 
also  auch  nur  auf  ilie  Grössen  zu  achton,  welche  t  cxplicite  enthalten.  Die  Functionen 
von  I,  welche  in  den  veränderlichen  Elementen  \orkoininen,  dürfen  nicht  berücksichtigt 
werden.  Für  die  in  diesem  Sinne  nach  l  veränderlichen  Grössen  tindeu  sich  aber  so- 
gleich die  folgenden  Werthe: 

(d(rfosIiX)\        /dx. 


\ — dl — ;-U)-^'- 

(dircosRZ)\        (dt\ 

/d{ccos  TX)\  _  /f/r,\  _  _  ^  _  _  k^cosTiX 
V        dt         )  ~  \dt  )  ~         r^    ~  ~        ,■■> 

/d(ccosTY)\  _  ((i!h\  _  _  I^^Jl  —  —  ^'t-'^sViT 
\        dt       7  ~  W'/  ~         »•'   ~  r* 

\        dt      ')"  \dT)  ~         r'    "  r» 


Aitsserdem  ist  nach  dem  Obigen: 


—    (iüd 


fd{rcosRX)\  „^, 

I  ; 1  =  r  CDS  b  A 

\        dca         / 

(  -^ — r )  =z  r  cos  S  Y 

\        da        J 

I  — ^^ ; )   =    /  COS  ö  Z 

\        da        J 


lind  wie  man  bei  tleiu  ersten  Blicke  sieht: 


folglich  ,1a: 


nolhweiuHij  auch: 


/d{ccosTX)\ 

{  —5^ 3 )  ^  CCOS]SlX 

\       da       / 

(  — ^^ ; ]  ^  ccosNY 

\        da        J 

/d(ccosTZ)\ 

I  —5^ — )  ^  ccus  ^  Z, 

\        da        J 

[dt )-<='-^-^^ 

/d(rcosEY)\ 

[^1 )  =  '^^''^Y 

/d(rcosBZ)\  ^„ 

(         dt       ')  =  '='"' TZ. 

,(ä±^2lin)^ccosNX 

/d(rcosSY)\ 

[ d^)  =  ''''''^ 

/d(rcosSZ)\  _ 
V         dt         )  ~" 


c  cos  NZ. 


Hierzu  kommt  noch: 


fdcosWX\  _    I 


und 


/  rf  cos  11' A\ 
\  dt  / 
/dcosWY^  _ 
\  dt  )  ~~ 
/dcosWZ\  _ 
\      dt      J 

/d  [rcos(v  +  ca)]\  '''    i    •    /      ,       \    ,        •      i 

[— dt )  =  -  j=  I""  ^'  +  '"^  +  '"'"'^ 


/d[rsin  (v  +  a)\\  ,      h    .        .      ,       , 


+  ecosa\ 


wenn  mau  die  früher  ansjefiihrteu  Werthe  von  (-r)  "ud  -—benutzt.     !Mit    Hülfe    dieser 

°  \(lt'  dt 

Differeutiakiuotieuteu    werden    sich    alle    Differentiationen    ohne    Weiteres    hiuschi-eiben 

lassen,  nur  mit  Ausnahme  der  Differentiale  von  (-r-|,  (-r^K  (-r-)  in  Bezus;  auf  <.  Weuu 

\dcj    \dej    \de/  ° 

man  diese  indessen  nur  etwas  anders  schreibt,   so   v\"ii'd   auch   hier   keine  Weitläufigkeit 

stattfinden.     Es  ist  nämlich : 


r.iii 


iiii.l: 


w  «ibi-i : 


f  -7-  j  =  —  n  (<•<»>  r  CS  Jl  \  —  sin  c  cos  S  X)    }    .  ^  r  cos  SX 

T^  1  =  —  a  {cos  V  cos  II 1  —  siH  r  cus  SY)  + r  cos  S  Y 

de/  '1  —  c» 

(-:-)  =  —  «  (fosi;  cos  HA  —  SKI  (•  cos  SZ)  -\-  -. rcos  SZ. 

'ßc/  l  -    e' 

Nun   :il)rr   wiiil,   wi'iiii   man   ilic   i^fliiiiigiMi    WitIIio  Hiilmtiliiirl: 

cos  c  cos  li  X  —  »IM  r  cos  S  X  ^=  cos  a  cos  rt  —  sin  a  sin  Sl  cos  i 
cosv  CCS  11  Y  —  sin  v  cos  SY  =  cos  a  sin  Q,  -\-  sin  a  cos  Q>  cos  i 
cosv  cos  HZ  —  sine  cosSZ  =  sina  sini 

Oller  sie  siml   frei   von  allen   mit  /  variahulii  Grössen.    WoUti-  man  ilic  Uichtiing  von  «lor 
Soniu'  nach  di'in   l'orilifl  mit  A   ln-zoiclinuii,  so  würden  sie: 

cos  A  X  cos  A  Y  cos  A  Z 

I  -;-  )  =  —  acosA  X  -[-     -        ,  rcus  SX 
\de/  1  —  e* 

/dn\  .  ^    ,      sin  V 

I  -;-  )  =  —  acosAY  -\- z  f  <'ys  iS  1 

\ae/  1  —  e' 

/de\  sin  r 

( -7-  )  =  —  ucosAZ  +  ,  .  rcos  SZ, 

\ae/  1  —  c» 

/dcosAX\  , 

V      dt      )  " 

iinil    foliilicli    ilio   Differentiation    aucli    lii^  r    mf    die    oliigen   Gleichnngcn   zuiiiekgcbraclil 
ist.     Ks  folgen  hieraus  die  Wertlie: 

/dxt\         3kU         „„  c 

(  T^  )  =  -, — T.  cos  ItX  —  —-  ros  1  \ 

\,da  1        Zar*  2« 

[-j^]  —  TT ;  COS  R\  —  —-  cus  f  1 

(  -r  )  =~  ~, — i  '""•''  ii^-  —  T~  '^"*  ^^ 

\r/(l  /  J//»*  2u 

3 

(dl)  =  --i^  ■'"'"'' 

Klinkrrrue«.  Tl.cnr,li.clio  A.lronomI»  7(i 
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'dx,\ 

sin  V             ^^  „ 

.de) 

1  —  e- 

dy,\ 

sin  v            T.^  ^ 

Je) 

V  VUO  XV    -L 

1  —  e- 

.de  ) 

1=    ^^.""'''cosSZ  + 

ccosNZ 

1  —  e2 

\clco) 


c  cos  NZ 


(— ^)  =  cosi  c  cos  NX  -\-   -=  [si7i  (r  +  to)  -|-  esinm]  sini  cos  WX 
\d6i/  \p 

(: 


k 

(-^^1  T^  cosi  ccosNZ  -f-  —=  [sin  (v  -\-  (•))  +  esmcj]  sini  cos  WZ 
\dii/  ^p 

(—]  =  —=  \cos  (v  -\-  a)  -\-  ecosca]  cos  WX 
\di  /         \p 

(—)  =  -1=  [cos  (v  -f  w)  +  ecosa]  cos  WY 
\dt  J        ]!  p 

[cos  (v  -|-  w)  +  e  cos  (o\  cos  WZ 


'^  )  =  cosi  ccosNY  -\-  ^=  [sin  (v  -|-  w)  -|-  esiiico]  sini  eis  WY 


\di )        Ij, 


Bei  diosev  Form  der  sämmtliclieu  Coefticieiiteu  vou : 

da      de      de      da      d  Si      di 
dt''    li'    dt'    IT'    ~dt'    di 

iii  den  Gleiehungen  (11),  wml  die  Elimination  der  einzelnen  Wertlie  keine  Schwierigkeit 
haben.     Man   kann    dabei   den    gewöhnlichen  Weg  einschlagen,    erst   eine    Grösse,    etwa 

—  zu    eliminü-en,   am    einfachsten   so,   dass   man    in    (11)    die    ersten    di-ei   Gleichungen 

bezüo-lich  mit  —  ( — ^1,   —  (  — 1,   —  (^^1,    oder    den    Coefticieiiten    in    den    letzten 
'^  \daj  \daj  \daj 

,  .  ,  .      /dx\      /dy\      /dzX 

drei    multiplicirt,     imd    ebenfalls    die    letzten    drei   Cileichungeu    mit    (^1.    Ij~)'    I^t")' 

oder  den  Coefticieuten  von  —   in    den    eisten    drei    Gleichungen.     Aus    der   Summe   der 

rroduc-te  wird  ^  verschwunden  sein.    Der  Einfachheit  wegen  bezeichne  man  die  Coeffi- 
dt 

ds     de    dm     d  Q>     di  ,  ,  -       t  •  .        i-m  •  u 

cienten  von  — ,  — ,   ,   ,   — ,     welche     man    in    dieser     summuteu    Gleichung    er- 

dt     dt      dt       dt       dt 

hält  mit: 

[a,  e],         [a,  e],         [a,  toj,         [a,  il],         [«,  i], 

so  dass  z.  B.: 
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+  (^)('S) + mm + i^.m 

Kliniinirt    iiiiiii   iinfhlK-r  aiiK  iK-ii   iin<|iriiiii;liolii-ii   sccli«  (ili-icliiiii;;cii  —  ,  so    wonU'ii    in    <Iit 

Suiiiiiu-  ilcr   l'rodiiotc  «liu  CoefticicnUMi   der  iilirig  liluilieuden   iiiibi-kaiiiitcn   fünf  (inisseu: 

da      Je      doi     d  Q,      di 

Hl"    dl'    77'    UT'    dl 
r»'si«r<'tivc: 

|^„|.    U>>-1   l^«h    1*^  ^M,    U.'l, 

wolii'i  o(<   von  si'llist  klar  ist,  dass: 

\e,a\  =  —  |a,£j 
und  unaloi;  Uv'i  allen  anderen  Verliindnngen.    Setzt  man  für  alle  scclis  Gn'issen  da«  Ver- 
fahren   ^o  fort,    8o  hat   man   im  Ganzen    lö   Coefticienten   zu  bestinimoii.     In  allen   diesen 
werden   üherall   Formen   wie: 

cos  11  X  cos  TX    f  cos  11  Y  cos  TY  +  cos  RZ  cos  TZ 
viirkommen,    wofür    man  ROglcich  <os  7^  T  schreihen    und   dabei    auch  gleich  anfangs    die 
Cosinus  weglassen  kann,  welche  =  0  sind,  nämlich: 

cos  IIS  —  0,  cos  n  \y  =  0,  cos  TN  =  0,  cos  T ]V  =  0,  cos  S  W  =  0,  cos  N  W  =  0, 
ebenso  für  cos  Uli.  cos  TT,  cos  SS,  cos  NN,  cus  U' M'  .len  Werth  =  1  setzen.  Führt 
man  die   Rechnung  durch,  so  erhält  man: 

3k-C0SV    ^  COSV  T>  rn     1     P    +    *■      •  er 

\a,  e]    =  +       .2r^         2     '^'^"^^^  +  ~~2^  sinvccosSF 

rsinr  Hkt  cosv 

■4 ccos  li  N  —  ;=-—  c  COS  ST 

P  2r  Vi' 

[a,  mI   =  +  -—  ccos  ST  -\ ccosRN 

2a  a 

f*  r 

\it,  ft  I  =  +  TT—  COS  i  c  cos  S  T  -\-  —  cos  i c cos  R  N 
z  a  a 

\a.  .]     =  0 

,        ,  ,    a^  k cos  V    ,    rt '•'  cos V 

»•'  r\i> 

\{,  a]    =  0 

ff,  U]  =  0 

|f..l      =0 

r        1  *  rsinv 

\c,  io\    = ;=  acosv  —  :; ccos  SN  —  a  cos  c c cos  R N 

\l>  1-«' 

+  Y" ,  sin  V  c  cos  SN 

1  —  e* 

^  T  ^'  .         »■  sin  V         .         „  „  .  ^  -.r 

Fe,  44  I  =  —    ,_  fl  cos  vcost  —  .  .  cos  i  ccos  SN  —  a cos  vcosic cos  R  N 

^         ^  y^  1  —  c> 

+  Y'      -sinvcosiccosSN 
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['■-'•]      =0 

[to,  ftj  =  —  rcosiccosSN  +  r  cos  i  c  cos  S N 

[m,  /]    =  0 

[Sl  i]    = ^  [sin  {v  -\-  a)  -\-  e  sinco]r  sin  {v  -\-  w)  sin  i 

\P 

^=  [cos  {v  ~\-  a)  -\-  c  cos  CO )  r  cos  {v  -j-  a)  sin  /. 

SulistiUlü-t  man  hier  die  oben  gegebenen  Werthe  für   diese  Cosinus   und   redueirt  Alles, 
so  findet  sich  zuletzt: 

[a,  e]     =  0  [e,  a]     =  0 

[a.  a]    =  -  ^  cos  i  [ft,  „]  =  +  y>  cos  i 

2  a  2  a 


[«,  '■] 

= 

0 

[e,e] 

= 

0 

[s,  a] 

= 

0 

[£,  ft] 

= 

0 

[E,  '•] 

= 

0 

[e,  oj] 

= 

+ 

k 

—?=  ae 

v7 

[e,  ft] 

= 

+ 

-^=  a  ecos  1 

[«,  '•] 

= 

0 

[w,  .^] 

= 

0 

[üj,  /■] 

= 

0 

[ß,/] 

= 

— 

k]  p  sin  i 

L'. «] 

= 

0 

[e,  a] 

= 

0 

[oj,  f] 

= 

0 

[ß,  a] 

= 

0 

P>  ^] 

= 

0 

[a,,e] 

= 

— 

|7 

ae 

[Sl,  e]   = =  «  e cos  i 

]P 
[i,  e]      =0 

[a,  0}]=  0 

[/,  ca]     =  0 

[i,  Sil    =  +   ''■  1  i'  S'"  '• 

Xachdem  so  die  rechte  Seite  jeder  Endgleichnng,  wenn  immer  eine  der  zu  be- 
stimmeuden  Grössen  eliminirt  ist,  auf  eine  höchst  einfache  Form  zurückgeführt  ist,  hat 
die  Behandlung  der  linken  Seite  noch  weniger  Schwierigkeit.  Diese  ist  nändich  überall 
PcosQX,  PcosQY,  PcosQZ,  bezüglich  multiplicirt  mit: 

(J^)-  m-  &■  -'"  -  &  0'  C^)  -• 

wo  man  also  nur  die  Richtungen  Q  zu  vereinigen  hat  unter  dem  Cosinuszeiclien  mit  der 
Richtung,  die  in  jedem  Werthe  der  Differcutialijuotienten  neben  X,  Y  und  Z  steht.  Die 
Endüleichungeu  werden  demnach: 


/'  eoi  V II 


3J 
2(1 


r  /•  cos  QT    ~ 


—     fiO& 

it       dt        itVjxio}        k\p 


l^a     dt         2«    rf< 


CO«!    

2(1  (i( 


(I  cos  r  /'  ros  Q  li 


u  -I    r    .        .                         A-          (/ö    ,      fc                  .  f/  Oj 
■f — ' — :  siM  f  /'  cos  ü  .S  =  -T  ae  —   -f-  —=■  a  e  coa  i 
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«        ^  ^        k}/v  da          k  de 

rPcosQS  —  -^  -— T  ae  — 

2(1   dt      ^/y,      tii 

r  cos  i  P  cos  QS  —  r  cos  (c  -}-  w)  sin  i  Pcos  Q  W 

kVp         .da  k  .de        ,  ,/—    .     .di 

=  — ' —  cos  I ;--  rt  c  COS  I  -r;  —  k\  p  sin  i  -— 

2«  dt         \'p  <"  *^' 

r  sin  («•    !    w")  P  cos  Q  ]V  ^--  +  A-yp  sin  i  -j— 

Wi-nii,  wio  bei  Lujjrauye,  ilic  nach  ik'ii  llaui>laxuu  zerlegten  störenden  Kräfte  Jie 
Form   vun  partiellen  Differentialen  in  liezng  auf  tue  (."ooriUnateu  haben,  oder: 

i'cosVA  =  (— ) 

/d  il  \ 
PcosQZ=[—y 

80  crgielil  sieh  von  seihst,    dass  die  linke  Seite  aller  dieser   letzten  Gleichungen,    da  sie 
immer  von  der  Form: 


fdil\  ilz        /da\  /dy\         /dSi\  /dj\ 
\dx)  da  '^  \dpj  \daj  '^  \de)  \da) 


in  Kezng  auf  jedes  Element  ist,  das  iiartielle  Differential  von  fi  in  Bezug  auf  jedes 
Klement  wird,  in  dem  Sinne,  wie  hier  überhaupt  die  partiellen  Differentiale  genommen 
werden.     Die  linke  Seite  wird  folglich  bezüglich : 

/dil\       /dil\       (da\       /dil\       /dil\       /dil\ 
\7W)'    W*/'    \de)'    U«/'    \da)'    \1T) 

und  die  Gri'issen  — ,   —  etc.  werden  allein  durch  partielle  Differentiation   der  Störuugs- 

fuuelion  ii  in  Uezug  auf  jedes  Element  gefunden,  wobei  die  Factoren  der  Dlfferentiiil- 

ipiotienlen  ebenfalls  nur  aus  Elementen  gebildet  sind,  ohne  dass  Grössen  vorkommen,  in 

welchen  t  explicite  euthalteu  wäre. 

Diese  Gleichungen  (12)  geben  sogleich  die  reinen   Werthe   der   gesuchten  Grössen. 

„  ....  .da  ,,.,..  de  ,    .,  .,,.,..,      dl 

Auerüt  ^lebt   <lie   zweite  — ,  und   damit   ilie  vierte  — ,    aus  beiden  giebt  die  fünfte  — ; 

d  Q,    dca  dt, 

die  erste,  dritte  und  sechste  lassen  — tt-,  -t-  und  -p-  finden.     Es  wird: 

at      at  dt 

da         2  a' 

~  =  —  cPcosQT 

'"  kfa\  c     J  ^  *Vo  e  *  Jty« 
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rPcosQS  +  ~  •  j7,  cPcosQT 


P  cos  QU  -\-  -^-^j=^  •      "y      s»)  V  P  cos  QS  —  cos  i 


P  cos  Q  W 

r  cos  (vA-m)P  cos  Q  W. 

Für  die  uuinerisclie  Reclinung  ist  es  angeuelini,  mit  gleicliartigen  Grössen  zu  tliun 
zu  halsen,  entweder  bloss  mit  Winkelgrössen ,  oder  bloss  mit  Längengrössen.  Es  wird 
deswegen  vortheilhaft  sein,  statt  der  beiden  Elemente  a  und  e  andere  Variable  ein- 
zuführen, welche  durch  Winkelgrössen  ausgedrückt  werden.  Man  kann  hier  für  e  nach 
dum  Vorgange  von  Gauss  setzen: 

e  :=:  sin  $, 
wodm'ch : 

de  ^  d  O 

-—  =  cos  9  ——- 
dt  dt 

oder: 

dO  _      1         de 

rfT        COS0  '  dt 

Statt  a   kann   man   die    mittlere    tägliche   sideriscbe   Bewegung    n   nehmen,    gemäss   der 

Gleichung : 

A- 
n  =  -j 

ar 

dn  3      n     d  a 

'dt  ~  ~   2  '  ~ä  '  7t' 

Ferner  bedarf  man  nie  des  Elementes  s  allein,  sondern  wendet  es  immer  nur  an  in 
Verbindung  mit  nt.     Wenn  also  31  die  mittlere  Anomalie  bedeutet  oder: 

31  =  nt  +  £, 

so  kann  man  durch  — ; —  das  Differential  -rr-  ausdrücken.     Um   die    dazu  nöthige   Trans- 
dt  dt 

formation  deutlicher  zu  übereeheu,  gebe  man  den  Elementen  die  schon  oben  angenommene 
Form,  wonach  sie  aus  einem  von  P  fi-eien  Theile  bestehen,  und  einem  von  P  so  ab- 
hängigen, dass  der  letztere  mit  P  verschwindet.  Für  jede  Zeit  t  wird  demnach  die 
mittlere  Anomalie  sein: 

31  =  (»u  -|-  z/  n)  t  -\-   £„  +  ^ « 
=  ^a  ■\-  no  t  -\-  t  ^  n  -f  z/  £, 

lind  wenn  man  sich  das  31  ableiten  wollte,  welches  ohne  die  Störungen  zur  Zeit  /  statt- 
gefunden hätte,  so  würde  es  von  der  Foi-m  sein: 

«0  +  ^h  U 
wo  £o  <Jie  Epoche  der  mittleren  Anomaüe  bezeichnet,  welche  für  den  Augenblick  /  =  0 
stattfand,   von  welchem  an  man  die  Störungen  rechnet,   und   für  welchen  auch  die  con- 
stanten   Elemente    öq,  «o  u-    s.   w.   gelten.     Fügt   man   diesem  Theile   noch  den  anderen, 
von  der  störenden  Kraft  abhängigen  Theil  hinzu  ...  zJ 31 ...,  so  wird  die  Gleichung: 

fo   +  Mo'   +  -^-3^  =   *0    +   "o'   +   '--^"    +   ^^> 
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Oller   wiiiti    ni:in   stall    .IM,  .In,  .If   lifluT  il:is  wirkliclu-  Iiiti-^'nil  cli-r  oliii^i-n  UiffiToiitial- 
i|iiiiti('iit('ii   liiiis>'liri>ilit: 

.1'!;:  ■"- 'j'^  ■  •"■);;-,  ■•"■ 

Mifrt'i'i'iitlii'l   iii:iri   ilii.sc  (lU-it-liiiiigi-ii   iiui-li  i,  no  wird: 

.//  -Jw7'"  ^  '77  ^  Ti- 

Ks   Ix'tliKit't   sii'li   iiiiii   uImi-  in  tli'iii   Ausdnic-ki'   vnii   —  ein   (ilietl: 


Oller  Wenn   man  für  — —  •••  — —  einlülirt: 
dt  dt 

>o  ila.ss   der  NolisUindit'u  Ausdniek   \on  -;—  ijcschriebeii   werden   kann: 

dt" 

-—  TTT =  '  2  r  — '  P  cos  Oll =  •   sni  r  P  cos  QS  —  '  TT  • 

dt  k]a  \  e      \  ^  k\u  e  ^  dl 

,,   ,     .     .  ,.         ,,  .     d  M  ,    ,        .  , 

biibslituirt  man  diese  rorni  in  — ; — ,  so  hellt  sieh: 
dt 

oder  /  erscheint  nicht  inelir  exjdieite  ausserhalh  der  sonst  von  t  abhängigen  Grössen,  nnd 
der   \\  ertli    von    — - —  wird: 

'L1^__L\  .2r-^-^^\pcosQn  -  -l^.P-±J:sinrPcosQS  +  f'-^^  •  dt, 

wobei   freiiii-b  in   .1/  selbst  das   dopiielte  Integral  I  \-—dt^  ei-scheiuen  wird.    Die  Grösse, 

"  "       }}  dt 

weiche   nach  der  dopiiciten   Integration  hioxaziifügen  sein  wii-d,  ist  dabei  f,,   -{-  Hq  t. 

In  dem   Werthe   von     ,      ist  ohnedies  schon  cos  i  —r—  erhalten.     Man   kann  deshalb 
dt  dt 

noch  mehr  dem  gewöiinlichen    astronomischen  Gebrauche   gemäss,    und   selbst   etwas   be- 

"(ueiner  und  genauer  statt  des  ElemeiiteK  w   die    eigentliche  Länge  des  Perihels  ...:t... 

einführen,  wobei: 

n  =  a  -\-  ily 

dn  d  CO        d  Q, 

77  ^  dt  '^  'dT 

.     .         ■,     ,  ■     du)         ,  ,       d  Q,         , ...         .    ,    ...     dTt 
uiK     d.i-   (i  led   in   — — ,  welches  — —  enthalt,   wird   für  — — : 
dt  dt  dt 

(1  _,„,,)_  =  2s,«  ^,^—. 

Kndlirh    kommt    in    allen    Gliedern     der    Gleichungen     entweder    der    Factor    -^    oder 

k\p 
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J:\  a 

1 
kfä 


vor.     Führt  man  einen  von  diesen  ilnrchgäugig  ein,   etwa 


^U 


so  wird    man   für 


schreiben  müssen: 


1      cosO 

Mit  diesen  säniintliohen   Veriindernugon   werden   nun   die  Formeln   (12): 


ä  n 
TT 

dM 

dt 


=  OCOS  'P 


cPcosQT 


Tc\p 


=  —  !  2  )•  cos  0 


^    _          ,  PcosQR        /     ,     N      ,    ^   .       Pros  OS 
p  cotg  3>  cos  v  ] == (l*  +  '■)  <of(j  CP  stn  v  = — 


k-\p 


/•U' 


rf  O  ^    ^  PcosQS    ^    p V  a 

dt  '  A-^i)  e 


dii 
IT 

dSl 
dt 


+ 


pcosv     P cos  OB    ,  p  -\-  r    . 

•  ^ \- sin  i 

c             k\p  e 

r  sin  (p  -]-  7t  —  ,R  )  P  cos  Q  W 


cPcosQT 
PcosQS 


l]p 


-f   (1  —  cos  f) 


dSl 

dt 


-^  =  +  r  cos  (r  +  3r  —  ,0,) 


lc\p 
P  cos  Q  W 


k\p 


(13) 


Wollte  man  hier,   um  sich  noch  näher  an  den    astronomischen  Sprachgebrauch    an 
zuschliesseu,  die  mittlere  Länge  ...  L  .. .  statt  der  mittleren  Anomalie  einführen,  wo  also  : 

i  =  il/  +  n 


dl, 
dt 


dt  ^ 


dn 
dl' 


■de: 


'J  L  I    -,  ^    ,  1    ^  \  PcosQB    ,    ,      ,      .       l   ^    .       P  cos  OS 

—-  =  —      2  )•  cos  0  +  p  ti/  —  0  cos  V      j^ ^  (p   4-  r)  /(/  —  0  sin  r  ^— 


1/1  .s  dSl         Cdn 


df. 


Das  nächste  Geschäft  wird  jetzt  sein  müssen,  den  wirklichen  Ausdruck  für  die  störende 
Kraft  lind  ihi-e  Richtung,  oder  die  störende  Ki-aft  nach  drei  rechtwinkligen  Richtungen 
zerlegt  zu  geben.  Die  Wahl  dieser  Coordinatenaxen  für  die  Zerlegung  der  störenden 
Kraft  ist  völlig  willkürlich,  da  man  in  allen  Fällen  doch  ans  ihnen  wieder  auf  die 
Richtungen  J?,  S,  T,  W  übergehen  miiss,  diese  letzteren  aber  nur  durch  den  Ort  und 
die  Richtung  der  Bewegung  des  gestörten  Planeten  bestimmt  werden.  Die  bei  C3,  ft 
und  i  getroffene  Wahl  der  Ebene,  welche  bei  der  Bestimmung  der  Lage  der  Bahn  des 
gestörten  Planeten  im  Räume  zu  Grunde  gelegt  worden,  hat  auf  die  Zerlegung  der 
Kraft  nach  bestimmten  Richtungen  keinen  EinHuss. 

Wir  beziehen  den  Ort  jedes  Planeten  immer  auf  die  Sonne,  folglich  bestimmen 
wir  auch  nicht  seine  wahre  Bahn  im  Raum ,  sondern  nur  seine  relative  in  Bezug  auf 
den  jedesmaligen  Ort  der  Sonne  (cf.  Alitheiluug  T,  Vorlesung  2).  Da  aber  die  störenden 
Planeten    ebenfalls    auf    die  Sonne    einwirken    und    ihren    absoluten   Ort  ändern,    so   wird 


.'S  ii..tl.w<-ii.li;;.  /.iiiili-i.li  mit  (liT  Wiikiiii},',  wili-lii'  ^i.•  auf  ,|,ii  l'laiiclvii  Hiisborii ,  am-li 
ilii-  Wiikiiii;;  zu  hirüikniclilijfoii ,  wtU-lie  «ic  inif  <lii-  Soiiui*  auHÜliuii.  Sei  liieiv.u  ir^ciul 
i-iii  Punkt  im  Uaum  »U  Aiiraiij;(i|.unkt  lui  tlrii  willkürliclicii  ii»litwiiikligc-ii  Cuor«IiiiaU-ii 
aiijjiiinmmeii.     Scioii  ilio  Coonliiiatcii  <lur  Soiiiii"  iu   Hc/.uy  auf  ihn : 

X,    )',  /,  iliiv  .MusHü  —  A». 
Diu  ('(Kinlinatfii  <lo.s  gfsirirlcn   IMandcn   in  ik'nixL'lln-n  Sinnu  si-icn: 

f,  i;,  $,  Mim-  .MahM'  r-r  „i  l:\ 
•  las  Irt/.iiTi',  wiil   wir  i,'i'\v<ilmt  Hiixl,  .lic  Massr  .Ut  Sonui-  als   Kinluil    lui  «lin  Massen  /.u 
iJrundi-  /.u   l.!,'in,  niilil  ilie  Kinlieit,   wiicliu   man  die  ali.soluto  nennen   konnte.    Seien  die- 
ileliien    (;riis>en    bei   den    sliirenden    Planeten  : 

I')    »;'.    S'i  Masse   r—  m' k' 

&"<   'l'\  b")  T,        ""'   >ii"  k'  etc. 

Die   Kiitfenuini;en   von  «Icr  Sonne  lici  dem  gestörten   und  den    störenden   Planeten  seien: 

r,  r',  r"  etc., 
wo  folglich: 

r-^    =  (X  -  1)-^    1(1'-  ./)»  +  (Z  -  0^ 

r'^  =  (X  -  s')^  f  (r  -  ij')'^  +  (;f  -  5')-  «-'K^^- 

Und  schliesslich  seien  die  Entferninigen  des  ereten,  zweiten  imhI  folgenden  störenden 
Planeten  von  dem  gestörten : 

e,  (.',  q"  etc., 
wonach : 

9'  =  (r  -  D'  +  w  -  v?  +  (S'  -  ty 
Q''  -  d"  -  ^y  +  in"  -  vY  +  (5"  -  ty- 

Alle  Kräfte  sind  anziehende  Kräfte,  oder  soli-lie,  welche  jedes  Theilcheu  des  an- 
gezogenen Körpers  zu  sich  hin  zu  nähern  streben.  Hiernach  wird  die  Gesammtwirkiui" 
aller  Kräfte,  sofern  sie  die  Sonne  anziehen,  dem  Newton'schen  Gesetze  der  Anziehuiii; 
im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Qiiailrates  der  Entfernungen  folgen  und  nach  den 
C'oordinatenaxen  zerlegt  sind,  iu  den  (Jleichungen  enthalten  sein: 

,'■  =  ' 7- »■"  +  "■  7. '■"■■'-  +  -,^- •"■■'■'■•• 

dt-  r'  r  '  '         r  3 

und   die  t;e>aninit Wirkung  auf  den  ircstorten  Pl;inetiii  wiril  clic  (ilcicliuugeu  geben: 

,rn  _  A-  -  I  I'  -  I       .      r  -  I    „, , 

...    —         ,       ^    +        ,      '"  ^^  4   — ,,     '"  *•'••• 
dl'  r'  e^  y^ 

dn  -      r»     *  +      e^     '"^   +     p'.^     '"  ^•••- 

Die  Verbindung  brider  Systeme  giebl  für  die  Wirkung  der  sämiutlicheu  Kräfte, 
in  Hezug  auf  die  relativen  Coordiiiaten  des  gestörten  Planeten  gegen  die  Sonne  |  —  X, 
ij  —    )',  S  —  X,  Gleichungen,  welche  sich  so  schreiben   lassen: 

KlinkorTuoi,  TlicnnlHcliF   Aatronoinir.  77 


J»  1 
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^i^^'-y.^-i'^- 


)  =  (' 


r  - 1     r 


-; I  m  k- 

r  ■•       I 


H^-'-^'"'- 


■"<'  -  '■>  +  '-■=r^  '.■(!  +  ».)  =  (ä^^'  -  Sl^r^)."- 


dt^ 


+ 


»/ —  >/ 
fj"  —  fj 


^fcHi  +-)  =  (^^^ 


»»"  fc2  .  .  . 


^5'^  ?     i" 

Q' 

Bezeichnet  man  also  überhaupt  die  relativen  Coordinateu  jedes  Planeten  gegen  die 
Sonne  mit  x,  y,  e;  x\  ij\  z'  etc.,  wonach 

l  —  X  =  X  I'  —  X  =  a;'  I"  —  X  =  a;" 

^__  Y  =  y  rj'  —  Y=  y'  n"  —  Y  r=  y" 

t,  —  Z   =  z  t'  —   Z  =  z'  g"  —  Z  =  ^"  ctc, 

folglich  auch : 

I'  —  I  =  a;'  —  a;  |"  _  t  _  _r"  _  ^ 

t]'  —  r]   —  y'  —  y  rf  —  n]  =  y"  —  y 

^  —   %  =  £   —  z  t"  —  t  =  e"  —  z  etc., 

so  werden  die  Gleichungen: 

d"^  X 


i'^  X        r-  (1  -f  »0  X         /x'  —  X         x'\  /x"  —  X         x"  \     , 

cr^  y    ,    k^{l  +  n,)y  _  fy'  -  ,        Q  ^^^,  ^^        z^,"  -j  _  <  X  ^^^„  ^^  _     _ 


dt^ 


dt^ 


+ 


;;;■■' (1  +  m)z 


—  4t.)»»'/v2  4. 


f-7 


m"  7.-2 


Die  Vergleichuug  dieser  Formeln  mit  den  Formeln  (5),  welche  den  Differentialgleichungen 
der  Elemente  zu  Grnnde  liegen,  zeigt,  dass  die  linke  Seite  ganz  übereinstimmt,  wenn 
man  nur  überall  in  den  Differentialgleichungen  (13)  statt: 

k  .  .  .  ]:  ]'  1  +  m 
schreibt,  wenn  nämlich  dem  gestörten  Planeten  im  Verhältniss  zur  Sonnenmasse  die 
Masse  m  zukäme.  Es  wird  indessen  nicht  nöthig  sein,  diese  Aenderung  in  die  Formeln 
wirklich  einzuführen,  da  für  alle  Fälle,  auf  welche  die  Methode,  wie  sie  hier  angegeben 
wird,  bisher  angewendet  ist,  m  als  ganz  unmerklich  und  noch  nicht  bestimmbar,  gleich 
Niül  gesetzt  worden.  Sollten  Fälle  später  vorkommen,  in  welchen  es  merklich  ist,  so 
wird  mau  sich  au  diese  Abändejung  erinnern  müssen. 

Um  die  rechte  Seite  übereinstimmend  zu  machen,  wird  man  setzen  müssen : 


Pcos  QX  = 


-  X         x'\     , ,      ,    /x"  —  X         x"\     ,, , „ 
!•'  r  ■■/  \     9  •*  r  V 

P  cos  QZ  =  (—^^  —  4^V«''''  +  (^—^^  —  4nV""^-'  •  •  • 


(14) 
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tiiiil  vt-riiiitu-liit  «lifhcT  Wurtliu  I'cosQlt,  ProsQS.,  PcosQT,  P<r««  ^^  U' bcHtiiiinu-ti.  Allein 
All  ilif  Uichtiini;  tlt-r  iii-M|ii-iiiiglieliuii  Coordiiititciiuxen  für  dicMu  /frlf;;iiii);  willkiirlii-h  int, 
iiikI  iiiitor  >l(.-ii  vier  Itichtiiii^i-ii  Jl,  S,  T,  W,  uiif  wt-U-liL-  man  diu  HUirende  Kraft  pro- 
jiciri-n  niuxx,  Nchou  drei  auf  oinander  rc-chlwinkli^v  »ich  Itctinduii,  näinliuli  11,  S,  W,  ho 
u'inl  man  am  dirfotfMtt-n  /.um  Ziolt-  küninu-ii,  wi-nn  man  aln  Coordinatenaxen  xelliHt  dii-HC 
Kirlituii<;L-n  wiildL,  und  folglii-li  die  C'onrdinaten  j\ii\:';  x", »/",;"...  der  HUiretiden  Planeten 
auf  eine  Axe  iler  x  he/.ieht,  welrlie  die  Kiehtun-;  li  (liatliiui  veetor  deK  (jfestiirten  I'lanetcu) 
hat,  eine  Axe  der  1',  wclelie  <lie  Kichtuug  S  hat,  senkrecht  auf  II  in  der  Khcne  der 
Kalin  des  j;e8t<'>rlen  Planeten,  und  eine  Axe  der  r,  deren  Uichtun;^  dun-li  M'  als  .st.-iik- 
recht  auf  der  Kliene  der  Hahn  des  gesUirteu  Planeten  Ijezeiehnet  wird.  Für  ilie 
C'oordinaten  di-s  i,'esl<irten  Planeten  wird  in  diesem  Falle  offenbar: 
X  —  ,■  ti  =  y)  e  =  0. 

(iewohnlioh  wird  angenommen  werden  können,  dass  der  jedesmalige  Ort  des 
stiirenden  Planeten  für  jeden  ein/.elnen  gegeben  ist  durch  seine  Entfernung  von  der 
Sonne  r",  r"  et«'.,  »eine  Thinge  in  der  Hahn  L\  L"  etc^  seinen  Knoten  Q',  O"  etc.,  beide 
letzteren  gezilhlt  in  der  Ekliptik  von  iler  Linie  der  Frühlingstage-  und  Nachtgleichen  an, 
und  die  Neigung  seiner  Bahn  gegen  die  Ekliptik  i',  i"  et<'.  Bezeichnet  man  die  hier- 
durch bestimmte  Richtung  iles  Radius  vectors  für  jeden  Planeten  mit  /f*,  Ä"  etc.,  so 
«erden  die  auf  die  Axen    /i",   S,    M'  bezogeneu  Coordinaten  sein: 

j'   =  r*  cos  im'  ij    =  r*  cos  SR'  z'  ^=  t*  cos  WH' 

x"  =  r"cosIi  li"         !i"  =  r"  cos  S  R"         /'  =  r"  cos  WR"  eU-. 
-Man   kennt,    vennöge    der    oben    gegebenen  Ausdrücke,   die  Coordinaten    in   Bezug 
auf    die  Axen,    Linie    der  Frühlingstage-    und    Nachtgleichen,    seukix'chte   darauf    in    der 
Ekliptik,    senkrechte  auf   der  Ekliptik.     Wenn  man  diese   Axen   folglich   mit   A',  1',  Z  be- 
zeichnet, so  hat  mau,  wenn  der  Kürze   wegen: 

//  —   ft'  =  «' 
gesetzt   wird,  sofort: 

cos  R'  X  =  ciisu'  cos  rt'  —  sin  u' sin  Q,'cosi' 
cos  R!  Y  ■=  cos  u'  sin  Q, '  -f  sin  u'  cos  Q. '  cos  i' 
cos  R!  Z  •=  sin  u'  sin  i' 
und    ähnliche    Werlhe    für  cosR"X,   cosR"Y,   cos  R" Z   etc.      Ferner    hat   man    wie    oben, 
wenn   r    )    oj  =  u  gesetzt  wird : 

cos  R  X  =  cos  ucos  Q,  —  sin  u  sin  Q.  cos  i 
cos  R  Y  =  cos  II  sin  O,  -\-  sin  u  cos  ,Q  cos  i 
cos  R  Z  ■=  sin  m  sin  i 

cosS X  =  —  sin  ucos  Q,  —  cosu  sin  fl  cos  i 
cos  S  Y  =  —  sin  u  sin  Q,  +  cos  u  cos  Q  cos  i 
cosSZ   =         cos  u  sin  i 

cos  U'A'  ^  sin  Q,  sin  i 
cos  ^S'Y  =  —  cos  Q>  sin  i 
cos  WZ  =        cosi. 

Aus  der  successiven  Verbindung  dieser  Systeme  erhält  man: 

cosRIf   =  cosRXcoslfX  -\-  cosRYcosR'Y+  cosRZcosR'Z 
ms  S  It'   —  cosSX  cos  R"  X  +  cosS  Y  cos  IT  Y  +  cosSZ  cosR'Z 
..,>  Wl,'  —  fosWXcosR'X  +  cosWYcosJf  Y  +  cos  WZ  cos  K  Z 
lind   iihnlich    bei   ms  RR",  ros  S  R",  cos  W  R"  ete.     F'ührt  man  die  Multiplicationen  wirklich 
aus  so  erhält    man : 

77» 
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cos  HB'  =  cosii  {cos{Sl'  —  cQ.)fOSM'  —  sinu' sm{9>'  —  £l)cosi'  \ 

-\-  sinu  [sinisini'  -\-  cos i cos i' cos {Sl'  —  Si)]sinu' 

-{-  sinu  {  cos  i  sin  {Sl'  —  Q>)  }  cosu' 
cos  S  li'  =  cosu  {sinisini'  +  cos i cos i' cos (Q,'  —  Sl)]sinu' 

-\-  cosu  {  cosisin  {Sl'  —  Sl)]  simi' 

—  sinu  {cos{Sl'  —  SI)cosh'  —  sinu'  sin  {Sl'  —  Sl)cosi'\ 
cosWR'  =  —  sin{Sl'  —  Sl)  sin  i  cosu' 

-\-    [  sin  i'  cos  i  —  sin  i  cos  i'  cos  (ß'  —  ß)J  sin  u'. 

Setzt  mau  hier  zur  Vereinfachung  die  Coi^f ficienten ,  welche  allein  aus  ,0,,  Sl',i,  i' 
"•ehildet  sind,  dem  Sinus  und  Cosinus  verschiedener  Ilülfswinkel  proportional,  wobei  die 
Aehnlichkeit  mit  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  von  selbst  darauf  führt, 
dass  die  Factoren,  mit  welchen  diese  neuen  Sinus  und  Cosinus  multiplicirt  werden 
müssen,  selbst  einem  Sinus  oder  Cosinus  gleichgenommen  werden  können,  weil  sie  immer 
<1  sind,  und  sucht  man  zugleich  den  Ausdruck  des  Cosinus,  wenn  jeder  Factor  einem 
Sinus  gleichgesetzt  ist,  so  reicht  man  mit  folgenden  Hülfswiukeln  aus: 

sin  a  sin  A  =  cos  {kl'  —  Sl) 

sin  a  cos  A  =  —  sin{Sl'  —  Sl)cosi' 

cos  a  =  sin  {Sl'  —  Sl)sini' 

sinhsinB   =  sin{Sl'  —  Sl)cosi 

sin hcosB  =  sin i' sin i  -\-  cos i'  cos icos{Sl'  —  Sl) 

cos  b  ^=  cos  i'  sin  i  —  sin  i!  cos  icos{Sl'  —  Sl) 

sine  sin  C   ==  —  sin  {Sl'  —  Sl)sin  i 

sine  cos  C  ^=  sin  i' cos  i  —  cosi'  sini  cos{Sl'  —  Sl) 

cos  c  =  coa  i'  cos  i  ~\-  sin  i'  sin  i  cos{Sl'  —  Sl) 

Dass  diese  Annahmen  gestattet  siud,  zeigt  sich  daraus,  dass  die  Summe  der 
Quadrate  der  drei  Gleichungen  in  jedem  Systeme  a  A,  b  B,  c  C,  auf  beiden  Seiten  identisch 
gleich  1  wird.  Die  Einführung  dieser  Werthe,  die  so  lange  wie  ft,  Sl' ,  i,  i'  als  con- 
staut  betrachtet  werden,  ebenfalls  constant  sind,  giebt: 

cos  BB'   =  sin  a  sin  {A  -\-  u')  cos  u  -{-  sin  b  sin  {B  -\-  «')  sin  u 
cos  S  B'    =  sin  b  sin  {B  -\-  «')  cos  u  —  sin  a  sin  {A  -\-  t(')  sin  u 
cosWB'  =  sine  sin  {C  +  «'). 
Die  Rechnung  hiernach   würde  hauptsächlich  deshalb  weitläufig  werden,    weil    man  zu  u' 
drei  verschiedene  constante   Winkel  A,  B,   C  zu  addiren    haben    würde.     Um   bloss  eine 
solche  Addition  nöthig   zu  haben,    wo   C  des    einfachen    letzten  Ausdruckes   den  Vorzug 
verdient,  schreibe  man  für: 

A  Jr  n'  .  .  .  C  +  u'  +  A—  C 
B  +  u'  .  .  .  C  +  u'  -\-  B  —  C 

und  entwickele  sin  {A  -\-  u')  und  {B  -\-  ii')  unter  dieser  Form  wirklich.     Mau  erhält  so: 

cos  Bit'  =  \  siHbsin{B  —  C)s/hu  +  sin  a  sin  {A  —  C)cosu\  cos{C  -\-  «') 

-f  \  sinhcos{B  —  C)sinit  -\-  sin  a  cos  {A  —  C)  cosu]  sin  {B  -\-  «') 

cos  SB'  =  (  sin b sin  (B  —  ü)cosu  —  sin a sin {A  — •  C)sinu]  cos{C  +  u') 

+  \  sinhcos{B  —  C)cosu  —  sin a cos {A  —  C)sinu\  sin{C  -\-  «'). 

Sucht  man  jetzt  den  wahren  Werth  von  sin  b  sin  {B  —  C),  sin  a  sin  {A  —  C), 
sin  b  cos  {B  —  C),  sin  a  cos  {A  —  C),  als  Function  von  Sl,  Sl',  i,  i'-i  so  findet  sich  bei  der 
wirklichen  Entwickelung: 


—     613     — 

sin  b  sin  c  sin  ( H  —  C)  ■=  ttin  b  sin  B  Hin  r  coa  C  —  sin  b  cos  B  sin  r  sin  C 

=  ««(ii'  —  ii)siMi' 

=  cosa 
sin  a  sin  c sin  (A  —  C)  =  — cos  f  sin  i  +  sin  i!  cosiros(^^l    —  U) 

=  —  cosb 
sin  b  sin  c  cos  ( B     -  (-')  =  —  {cosfaini  —  sini' cosicos{Si,'  —  ft))    X 
j  cos  i' cos i  4-  «'» •* *«w  icos{Q,'  —  Q<)) 

=  —  cosbcoac 
sina  siiiicos(A     -   C)  =   —   ( äf/tt  •'«»•  (U'  ^   ft)  )    X 

j  cos  i'  cos  i  -|-  sin  i'  sin  i  cos  (  ft '  —  ft  )  j 

=  -  -  cos of ose. 

K»  ist  foli;licli,  Ufiiii   111:111  JimIi'  Seite  dieser  vier  (;ioicliuii<,'i'ii  <|ii:i(lrirt  iiinl  sin(B  —  C )'^ 
mit  cos{B  —  Cy,  sin{A  —  C')»  mit  cos{A  —  C)«  verbindet: 
sin  b*  »»»IC*  =  coso*  +  cos  b^  cos  c' 
üina^sinc*  =  cosb^  -j-  cosa'' cos c\ 
aus  wfloliiMi  liuidi'ii  «Jlficlmiiijfu  auf  dieselbe  Weise  folgt,  dass: 

sinc^  =  cosa^  -\-  cosb^. 
Setzt  man  also,    w;ls  gesUittet  ist,   cosa    und    cus  b  dein  Sinns    nnd  Cosinus    eines  IlQlfs- 
winkcls  |iro|iorti<jnal,   so    niuss    man    den  gi-meinschafllichen  Factor  sin  c   einführen.     Sei 
deshalb : 

cosa  :=  sin(Q,'  —  Q,)sini'  =  sine  sin  D 
—  lOsb  =  —  CVS  i' sini  -\-  sin  i' cos  i  cos  (^Q,'  ~  Q,)  ^  sin  c  cos  D, 
so   wird: 

sin  b  sin  (B  —  V)  =  sin  D 
sin  a  sin  (^A  —  C)  =  cos  D 
sin  b  cos  (B  —  C)  =  cos  c  cos  D 
sinacos(A  —  C)  =  —  coscsinD 
und   ihtrnit: 

ciis  B 11'   ^=        cos{u   -    D)cos(h'  -\-  C)  -\-  sin(ii  —  D)si«(i*'  +  C)cosc 
cos  S  B'   ■=  —  sin{u  —  D)cosUi'  -\-  C)  -\-'  cos{h  —  I>)sih(m'  -\-  C)cosc 
VHS  M'/i*  =         sin  (u'  +  C)  sin  c. 
Setzt  man   also  jetzt  nodi : 

fos  («'  -j-  C)  =  cos  ß'  ros  l' 
rose  sin  {u'  ■\-  C)  =  cos  ß' sini,' 
sine  sin  lu'  -f-    C)  =  sinß', 

was  gestattet  ist,   weil   die  Suinine  iler  Quadrate  auf   beiileii   Seiten   =   1,  so   wird: 
cus Blf   =  cos ß' cos[l'  ~    (u        D)\ 
cos  S  B"   =  cosß'sin\k'        (u        D)] 
cos  ir  It*  ■=  sin  ß'. 

I)ie  i.';in/.e  liereehiiuiii,'  beschränkt  sieh  f(ili;lieli  auf  ilie  Gnissen  r,  ('  und  I>.  aus 
weli-heii  man  /.'  und  ß'  ableit<-l.  Ueberhaupt  sind  aber  die  Conslanten  rt.l,  b  B,  c  (', 
viillig  analoi,'  ileii  ilureh  tiauss  eingeführten  CousUmten  zur  Tninsforinalion  der  ("oor- 
ilinaten  eines  riaiieleu  von  der  Kkli|itik  als  Ebene  der  x  1/  auf  <lon  Aeijuator,  nnd  der 
geoinetrisohen  Heileutung  nach,  wenn  man  die  Uichtung  nach  dem  l'ol  der  störenden 
I'lanet4'iibahn  mit  A'  bezeichnet,  die  Hichtnngen  nach  dem  aufsteigenden  Knoten  der 
Hahn  des  gestörten  Planeten  mit  W,  die  senkrechte  ilaranf  in  der  Ebene  der  Hahn  des 
gest()rtcn  Planeten  mit  {',  die  nach  dem  Pol  der  Ekliptik  mit  H,  so  sind  die  Werthe  von: 
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a  . 

.  Ea 

A  . 

.  Winkel  Q  KE 

b  . 

..KU 

B  . 

.  Winkel  UKE 

c  . 

.  KW 

C. 

.  Winkel   WKE 

die  letzteren  immer  in  einem  Sinne,  so  wie  wir  die  Längen  zählen,  herumgezählt,  wobei 
jedesmal  von  Sl  K,  oder  UK  und  WK  angefangen  wii-d,  bis  man  7.u  den  Seiten  KE 
gelangt  ist.  Da  nun,  wenn  man  die  Richtung  nach  dem  Durehschnittspimkte  der  beiden 
Bahnen  des  störenden  Planelen  und  des  gestörten,  und  zwai-  dem  aufsteigenden  Knoten 
des  störenden  Planeten  in  der  Bahn  des  gestörten,  mit  7,  die  nach  Q,'  mit  ft'  bezeichnet 

EK   ...   senkrecht  ist  auf  üT  ft' 

WK  .  .  .   senkrecht  ist  auf  KI, 
so  wird  der  Winkel  EKW  oder: 

360»  —  C  =    ft'Zi 

oder  gleich  dem  Argument  der  Breite  des  Durchschnitts|innktes  beider  Bahnen,  gezählt 
auf  der  störenden  Planeteubahn.  Ferner  ist  c  =  WK  gleich  der  Neigung  der  beiden 
Bahnen  gegen  einander  und  damit  folgt,  dass  D  das  Argument  der  Breite  des  Diuxh- 
schnittspunktes,  gezählt  auf  der  gestörten  Planetenbahn,  ist,  ^de  die  Betrachtung  des 
sphärischen  Dreieckes  KISi  sogleich  ergiebt.  Endlich  wird  auch  ß'  und  A'  die  helio- 
centrische  Breite  und  Länge  des  störenden  Planeten,  in  Bezug  auf  die  Bahn  des 
gestörten  Planeten,  und  die  Länge  dabei  von  dem  Dm'chschnittspuukte  beider  Bahnen 
an  gezählt.  Um  diese  geometrische  Bedeutung  mehr  in  Erinnerung  zu  bringen,  ver- 
tausche man  : 

360»  —  C  =   Sl'  KI  .  .  .  mit  N' 
i)  =   ß  WI  .  .  .  mit  N 
c   .  .  .  mit  J, 

so  sind  die  sämmtlichen  Formeln,  welche  hier  gebraucht  werden,  die  folgenden: 

sin  I  sin  N  =        sin{Q>'  —  Q,)sini' 

sin I cos N  = —  cos i' sin i  -\-  sini' cosicos{Q,' —  Sl) 

sinIsi7iN'  ^        sin(Sl' —  Sl)sini  (15) 

sin  Icoslf  =        sin  i^  cos  i  —  cos  i'  si7i  icos^Q,'  —  Q>) 
cos  I  =        cos  i'  cos  i  -\-  sin  i' sin  icos{Sl'  —  Sl) 

Grössen,  welche  so  lauge  constant  sein  werden,  als  man  i,  «',  ß,  ß'  als  constaut  be- 
trachtet.    Setzt  man  für  n'  seinen  Werth  L'  —  Q,',  so  hat  man  dann  zu  berechnen: 

cos  ß' cos  l'  =  cos[L'  —  (ft'  +  N')]  I 

cos ß' sink'  =  si)t[L'  —  {9,'  -\-  N')]  cos I  ^ (16) 

sin  I 


iß'  =  sin[L'  —  (ft'  +  iV')J  sini  J 


und  wenn  man  ebenso   für  )(  seinen  Werth  v  -\-  co  setzt,   so    vereinige   man  unter  einer 
Bezeichnung : 

3t  —  Sl  —  N  ^  co'. 


dann  wird: 

X  =  r 

x'  =  r'  cos  ß'  cos  [l'  - 

-{v   +   CO')] 

y  =  0 

y    =  r'  cos  ß'  sin  [A'  - 

-  ('•  +   «')] 

s  =  Q 

/  =  r'sinß' 

(17) 


Hieraus  muss  jetzt  noch  p  gefunden  werden,  vermöge: 

Q-  =  »■'-'  —  2rr'cosß'cos[k'  —  (r  +  «')]  + 
Für  die  numerische  Rechnung  nimmt  man  am  be<iuemsteu: 


«ir. 

Cosli'iw\k'  (r     i      W')|    —        r....,  J''  j 

r'ainy  ■=  QsinV  '      .     .  (!><) 

(        r'  rim  y'  -—  q  ros  V 

wolici  inaii  ilic  Winkel  }''  iiikI  /'  iiirlil  uiiklii-li  Hiir/.ii8tieliiMi  )ir:iiii'liL,  humlfni  iiiiiiiilU.*lliur 
lioi  iliiicii  Villi  ilciii  ('<i>iiiiiii  /.Ulli  SiiiiiH  iiltrr^'clit,  und  vuii  ck-r  Taii;;*'iitt'  /.um  Sinus  oder 
CiiMiiiii.s,  ji'  iiiicliilfiii  iliu  lnti-r|i(>latioii  am  lici|iii'mKtc'ii  ist,  oder  iiliciiiau|it  imtncr  die 
firiisst»'  iliT  lii-iiliMi   Fuiu-tiiiiii'ii  anwendet. 

Man  kann  diu  Hulfohniinj;  von  ^Y  iiinl  A"  einmal  «liiirli  eiii;^efiilirte  IliiifHiini.ssen 
liei|ueiiier  inauheii.     Wenn: 

sin  i'  riis(  O.'         Q.)  ^=  / sin  F  siu  i cos  ( ^).'         Q,j  z=  ysiiiU 

ois  i'  —fcosF  cos  i  =g  COS  Cr, 

8o  i.st : 

shilsinN  =  »»»(W  —  il)sini'  sinIsinN'  =  siu^Si,'  —  $2)stni  1 

sin  IcosS  —  /siniF  -  i)  sin I cos  N'  =  gsin  (i'         G)  ...     (ly 

cos  1  =/«>s(J'' —  »■)  cosi  =  gcos{i' —  U)  J 

Man  kann  aber  auch  zweitens,  weil  diese  Formeln  ei}.;eiillicli  etwas  UelierHiissiges 
entlialteii,  «leii  Werlli  von  sin  J  zwi'imal  linilen  lassen,  und  weil  im  <Jrunde  docli  die 
Auffalle  auf  die  vullstäiidiLre  Aiifliisuiij^  eines  spliärisclien  Dreieckes  liinauskmnmt ,  in 
woK'hem  die  Seiten  sind: 

ft'  —  ft,  N,  N' 

und  die  gegenüberliegenden  Winkel: 

/,  ISU  —  /■',  I, 

noeli  etwas  be<|uemer  die  Gauss'scheii  Formeln,  aus  drei  neben  einander  liegenden 
Stücken  eines  R|iliärisclieii  IJreieekes  die  übrigen  zu  finden,  hier  anwenden.  Die  An- 
wendung auf  den  gegenwärtigen  Fall  gicbt: 

sin  l  I  sin  l  {N  +  A")  =  sin  i  (ii'  —  U)  sin  J  (('  +  /) 
sin  .,  1  cos  :7  (.V  +  N')  =  tos  -  (ft'  —  ft)  sin  ^  (i'  —  /) 
cos  -^  1  sin  -   (A'  —  N')  =  sin  ^j  (U'  —  Sl)  cos       («'  +  /) 

cos      I  cos  -  (iV  —  N')  =  cos  -  (Q'  —  ft)  cos   -  («'  —  /) 

\Miilun-li  man  viillig  seliarf.  da  jeder  Winkel  duieli  die  Tangente  bestimmt  \»inl,  uhne 
etwas  l'eberllüssiges  zu   reeliiien,  und    mit    der  l'untrole,  dass  der  Werlh   von  sin  —   I  und 

ros        I  demselben    Winkel  eiitjjiireclien  mnss,  das   \'eilangle  erhält. 

Sind  auf  diese  Weise  die  Coordinaten  auf  den  Hadius  veetor  des  gestiirten  Planeten 
bezogen   worden,  so   hat   man   zu   berechnen: 
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e' 

r'-' 

y' 

— 

u 

— 

.»/' 

p' 

r'i 

j 

pr 

e 

— 

r'3 
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welclu'   sich   für   die    hier   aiiziiwendciKlcu  Wevthe   x  ^  r,   y  =  0,^^  =  0  lieiiucmcr  so 
schreiben  lassen  : 

1  1 


B'  =  z/jc' S'  =  J>j'  W  =  Jz' 

r 


(21) 


Führt  man  für  jeden  störenden  Planeten  diese  Rechnungen  auf  gleiche  Weise  diu-ch, 
wobei  natürlich  nicht  bloss  i\^',  1,  x\  y',  z\  R',  S',  W  übergehen  in  N",  I",  x",  y",  z'\ 
R"  S",  W",  sondern  auch  das  N  sich  ändert,  so  werden  endlich  die  störenden  Ki-äfte 
iirojicirt   auf  den   Radius   vector    des   gestörten    Planeleu,    und    die    damit    verbundenen 

Richtungen : 

PcosQR  =  m'R'k^  +  m"  B"  k^  +  ■  ■  ■ 
PcosQS  =  m'  S'k-'  +  m"S"k^  +  ■  ■  ■ 
PcosQ  W=  m'W'k''-\-  m"  W"k^  +  ■  ■  ■ 

und    zum    Behufe    des    vollständigen    Ausdrucks    der   Differential(juoticnteu   — ,   —   etc. 

wird  nur  noch  die  Ermittelung  von  c Pcos  Q  T  nöthig  sein.     Es  ist  aber  wegen: 

cos  QT  =  cos  QR  cosRT  +  cos  QS  cosST  +  cosQ  W cos  W T, 

wenn  man  die  oben  gegebenen  AVerthe  von  cosQT,  cos  ST,  cos  irT  substituii't: 

,  ,.  .1— 

cPcosQT=  ^  e  sin  iP  cosQR  H ^  Pcos  Q  S 

]P  *■ 


csinv 

R' 

+ 

\csin  r 

R 

'  + 

r 

+  m"k^ 

Setzt  man  also  der  Kürze  halber: 

PcosQR    =  J?o-'>' 
PcosQS    =  S^.k^ 
Pc.sQ  IF=  W„.k\ 
wodurch : 

J?„    =  1,,'R'    +  m"R"    +  •  •  •] 

8o    =m'S'     +m"S"     H (22) 

W,  =  m'  W  -(-  »>'"  T"'  +  •  •  •  I 

und  sulistituirt  diese  Kräfte  in  die  obiocn  Werthe  von  — - .   -7—  etc.,     indem     mau    auch 

dt       dt 

cPcosQT  dadurch  ausdrückt,  so  wird  die  zur  Berechnung  fertige  Form  die  folgende: 
d  )i  o  /,■       .       kRo  b  k     p     k  So 

dt  ]a  ]p         ]a      f"     ]p 


—  \2rcos0  —  p  cotg  0  cos  r\  "^  —  {p  +  r)  cotg  3>  sin  r  —^^  +       TT  '  '^'• 

]  P         J    "' 


— —  =  —  \2rcos0  —  p  cotg  <P  cos  r]  — = 
dt  ]  P 


— —  =  a  cos  Q> 
dt 


kRn    .  .    ^  /P         >'\  ^^a 

sin  r  -^  +  acot  </  * — =^ 

]P  '        V'-         «7    \p 


dit  pcosv     k  R„    ,    /»  4-  '■    ■       ^^0     ,     /,  .,.  rf  Q> 

— -  =  — ■  —J-  4-  ' — - —  sin  c  —^  +  (1  —  cos  I)  -j— 

dt  e  ]p  ''  ]P  "^^ 


—    617     — 

dft  _  rgin  (v  ■\-n—  Q)     k  W, 
dt  MM  •  y  p 

utlcr,  wi'iiii   man   Mtalt   .V  ...  L  eiiifiiliri-ii   will: 

'^  =  -  l2rco,1>  f  pt,,  i  «/'  .OS  rl-'l"  4-  0'    f   r)  /./  J  '/'  ,s/h  «  ^ 


+  <'-™')^+('^'"- 


WiLWolil  u.s  iiiiii  Itii  i-iiior  prakli^clicu  Ailicil  »lir  vi>iliuu;i.'iiilfii  Art,  mit  Hülfe 
tlifSiT  Gluirliimyiii  «lic  Stöningi-n  für  einen  kleinen  rianeten  oiler  KoineUii  zu  Iterech- 
ncn,  eigentliili  nicht  nuiylicli  ist,  die  alisoliit  /.weckinässigste  Form  der  Ausfülirung  aii- 
zuyclien,  die  Gewöhnung  des  Kin/.elnen  an  gewisse  Einrielitiingen  vielmehr  stets  Aen- 
dertiugen  herbeiführen  wird;  so  ist  es  sicherlich  von  hohem  Werlh ,  die  Form  kennen 
zn  lernen,  welche  ein  so  erfalnener  und  scli<">i>ferischer  Uechner  wie  Encke  gewählt  hat. 
Daher  müu'en  seine  mit  dem  grö.ssten  DeUiil  entwickelten  Erwägungen  »nid  Vorschriften, 
sammt  dem  von  ihm  gegebenen  ausführlichen  IJeisjiiel,  hier  noch  Platz  finden. 

Zuerst  wird  man  sich  über  die  Grösse  der  Intervalle  der  Zeit,  füi-  welche  man  die 
l)ifTerential"|Uotienten  berechnet,  um  sie  nachher  iiitegriien  zu  kiinneu,  eine  feste  He- 
Stimmung  zu  machen  suchen  müssen.  Diese  hängt  sowohl  von  der  störenden  als  der 
gcstiirlin  l'laiutenbahn  ab,  und  muss  so  gewählt  werden,  dass  die  berechneten  Oerler 
mit  aller  erforderlichen  Schärfe  bei  gehöriger  Interpolation  die  dazwischen  liegenden 
geben  würden.  Für  die  stiireuden  Tlaneten,  insofern  es  sich  bloss  um  die  alleren 
handelt,  scheint  die  Erfahrung  zu  ergeben,  dass  das  Minimum  der  Grösse  der  Intervalle 
etwa  ein  Zwölf iheil  der  Umlaufszeil  beträgt,  so  dass,  weim  man  die  gauze  Periode  des 
Planetcnjahres  in  zwölf  Theile  theilt,  man  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  den  ganzen 
I,;iuf  bestimmt  hat.  So  z.  15.  geben  heliocontrische  Jupiterörter,  von  180  zu  If^O  Tagen 
berechnet,  noch  das  Zehntheil  der  Hogensecunde,  oder  üV)erhani.t  alles  so  scharf,  als  die 
Tafeln  erlauben.  Dieses  Intervall  entsi.richt  etwa  dem  vierundzwanzigsten  Theile  der 
L'ndaufszeiU  l$ei  der  Vergrösserung  um  das  Doi>i>elte  wird  man  schwerlich  mehr  als 
eine  oder  einige  Secunden  fehlen,  eine  Grösse,  welche  ganz  vernachlässigt  werden  kann. 
IJei  iMercur  kiuiiien  die  Fehler  etwas  stärker  sein,  immerhin  werden  sie  unmerklich. 
Denn  da  der  Hauptfehler  von  der  .Miltelpunktsgleichung  herrühren  wird,  und  man  bei 
der  Entwickelung  dei-selbeu  in  eine  periodische  Function,  die  nach  den  Vielfachen  der 
mittleren  iJinge  unter  dem  Sinuszeichen  fortschreitet,  aus  zwölf  gleich  verlheilten  berech- 
neU-n  Werthen  der  Strenge  nach  die  fünf  ei-sten  Glieder,  also  bis  zu  sin  :)  M  erhalten 
wurde,  so  können  «lie  kleinen  n\öglichen  Irrtliümer  der  Kechnung  und  die  kleinen  Un- 
gleichheilvn  der  Störungen  niemals  die  Genauigkeit  des  Ortes  wesentlich  beeinträch- 
tigen. 

Mehr  indessen  noch  als  durch  «leii  störemleii  Planeten  wird  unter  übrigens  gleichen 
rmsläuden  die  Grö.sse  des  Intervalles  durch  die  Hahn  des  gestörten  Planeten  bestimmt. 
Hei  jenem  geben  uns  die  astronomischen  Tafeln  die  Hestimmung  in  grössler  Schärfe, 
uiiil  ausserdem  wirken  sie  um-  auf  die  Herechnung  der  Kräfte  ein.  Die  Elemente  des 
geslörtin  Planeten  dagegen  sind  nur  näherungsweise  im  Voraus  bekannt,  wenn  man  die 
Kechnung  nicht  doppelt  machen,  und  vermittelst  der  ereten  vorläufigen  Inlegnilion  die 
Elemente  für  dxs  denniti\e  Kesullal  verbessern  will.    Ausserdem  aber  kommen  sie  nicht 

KliukstCuoa,  TbcuntlKlio  Ailruuomla.  7d 
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bloss  bei  den  Kräften,  sontleiu  auch  V)ei  den  Coefficienten  derselben  in  den  Differential- 
«ileiehungen  in  Betracht.  Einen  Fehler  in  der  Ermittelung  dieser  Grössen  wegen  der 
nicht  absoluten  Genauigkeit  der  Elemente  Mrii'd  man  sich  jedenfalls  gefallen  lassen 
müssen.  Er  wii-d  sehr  verringert  durch  die  Klehiheit  aller  störenden  Kräfte  und  fast 
o-anz  unmerklich,  wenn  man  bei  hinlänglich  kleineu  Intervallen  die  niemals  zu  vernach- 
lässigende Vorsicht  gebraucht,  nach  einer  nicht  zu  grossen  Anzahl  solcher  Intervalle  die 
Elemente  jedesmal  so  zu  verbessern,  wie  die  vorhergehenden  Rechnungen  es  erfordern. 
Diese  Vorsicht  der  successiven  Verbesserung  sollte  niemals  versäumt  werden.  Die  Diffe- 
rential'»-lcichungen  setzen  eigentlich  völlige  Schärfe  der  Coefficienten  und  Kräfte  voraus. 
Dieser  theoretischen  Bestimmung  sich  so  viel  als  möglich  zu  nähern,  muss  stets  das 
Augenmerk  sein  und  die  kleine  Mühe  der  successiven  Correction  darf  nicht  gescheut 
werden. 

Es  ist  im  Allgemeinen  nicht  wohl  möglich,  die  Grenze  zu  bestimmen,  innerhalb 
welcher  nuiu  mit  hinreichender  Schärf e  die  Elemente  unverändert  beibehalten  kann.  Man 
könnte  daz\i  zw:ir  etwa  den  folgenden  Weg  einschlagen.  Man  denke  sich  die  Coor- 
dinaten  ui  eine  Reihe  nach  Potenzen  der  Zeit  geordnet  entwickelt: 

x  =  A  -]-  A,f  -\-  A„t^  -\-  A,„t^  ... 

y  =  B  +  B,t  +  B„t-  -\r  B,„t^  ... 

g  =  C  +  C,t  +  C„t'-  +  C,„ t^  ... 

Da  die  Coordinaten  und  die  Projectionen  der  Liueargeschwiudigkeit  durch  die  Störungen 

nicht  geändert  werden,  so  wird,  weil: 

d^x  d- II 

■j^  =  2A„  +  &A,„t  ...  ji=  2-S"  +  6-B,„<  ...  etc., 

erst  der  Cot-fticient  der  zweiten  Potenz  A„,  B„,  C„  einen  Unterschied  in  der  Berechnimg 
des  Ortes  nach  festen  und  veränderliehen  Elementen  bewirken  können.     Giebt  man  also 

hier  den  —— ,   ^-^,  -j—   die  Verbesserung  PcosQX,    PcosQY,  PcosQZ  und  bestimmt 
dt^     dt"      dP 

die  P  so,  dass  sie  das  Maximum  ihres  Werthcs  erreichen,  so  vnrd  man,  wenn  man  die 
höheren  Potenzen  vernachlässigt,  den  Fehler  \  on  A„  im  Maximum  bestimmen  und  daraus 
die  Zeit  ableiten  können,  innerhalb  welcher  x,  y  oder  s  um  ein  Beliebiges  fehlerhaft 
zu  werden  besorgen  lassen.  Der  Unterschied  der  Coordinaten,  welche  nach  den  gestörten 
Elementen  eigentlich  hätten  berechnet  werden  sollen,  von  denen,  welche  bei  den  unver- 
ändert gelassenen  gefimden  sind,  beträgt  demnach  im  ersten  Gliede,  in  welchem  er  sich 
merklich  zeigt: 

z/x  =  -t'i  PcosQX  +  •■• 
Jy  =  l^t^PcosQY  +  •■• 

JS    =r   ]jt^PcOSQZ    +    •••, 

oder  wenn  man  die  Coordiuatenaxe  in  der  Richtung  R  und  die  Werthe  (21)  einfühi-t: 

Z/X  =  ^  ?2   (  -l _^  _  Jl_  ]    )u'  Ä;2 


->        2      \p3        r'^y 
•2       \Qi         r>) 
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folglich  int  für  die  Zeil  t  «Kt  Alixtaiiil  bciiliT  ()urt«r  von  ciniiiiili'i : 
^j  =  V   (.-/r'  -F  Jy*  ■\-  Je*)  m'Jt« 

=HI^  +  .---'^h  "■■'■■ 

Für  ilit'  »töreiulon  IManeton  kniin  bei  (licHeni  vorläufigen  Uubersclilagc  r'  als  coiistaiit, 
oder  die  Halm  derselbe»  als  Krei»bnliii  betrachtet  werden.  In  dio«eni  Falle  wird  J .•• 
oin  Maxiiniiin,  wenn  x'  niöglifliKl  gross  wird,  also  für  x' =  r',  weil  dadurch  zugleich 
der  negative  Theil  entweder  am  kleinsten,  oder  selbst  positiv,  und  p  am  kleinsten  wird, 
n&mlich 

P  -  ±  (r'  -  r), 
je  nachdem  der  störende  Planet  entfernter  oder  näher  der  Sonne    ist,   als   der  gestörte. 
K«  wird  demnach: 


=  ^"(^Ti).... 


Will  man  die  Zeil  finden,    in  welcher  dieses  jj s  eine  Secunde  im  heliocentrischon 
Orte  für  den  gestörten  Planeten  beträgt,  so  hat  man  demnach  die  Gleichung: 


20^65  =  1'"'^''" 


oder: 


t-^/( ?Z \(-J^l^ 

f  V206  265  m'fcV  V'  T  p'^' 


wo  man  der  Sicherheit  halber,  um  gewiss  das  Maximum  zu  bekommen,  Q  so  klein  an- 
nehmen kann,  als  die  Natur  der  Bahnen  überhaupt  gestattet.  Die  Zeit  wii-d  dabei 
von  dem  Augenblicke  an  gerecluiet,  für  welchen  die  unverändert  beibehaltenen  Ele- 
mente gelten. 

Für  die  Vesta  z.  B.  wird  ziemlich  nahe  der  möglichst  kleinste  Werth  von  g  in 
Mezug  auf  Jupiter  =  2,504  sein,  wie  er  im  Januar  1835  wirklich  stattfand.  Vesta  war 
damals  im  Aphel,  Jupiter  nahe  dem  Perihel.  Die  correspondireudon  Werthc  von 
r  und  r'  sind: 

loffr  =  0,4098  logr'  =  0,7042. 

Wenn  man  also  die  Jnpitersmasse  nach  Nicolai's  Annahme  setzt'): 

m'  =         1 

1053,924 ' 
so  wird: 


'^^}'{-2ödE^^  =  '^^'''''' 


und  wenn  man  bei  entfernteren  störenden  Planeten  und  Anwendung  des  oberen  Zeichens 
p  -=:  r'  —  r  setzt,  für  den  Jupiter: 

<  =  5,877  pr')/(^4-p) 
also  für  Vest.i  /  etwa  gleich  27  Tagen,  so  d.ass  man,  wenn  .Tllein  die  zweite  Potenz  von 


')    Den   modernen  Worth   «ieho  Tafel   XX    im     .\nbango.      Anmerkung    des   Herauppeliera    der 
ü.  Auigabe. 
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t  'berücksichtigt  wii-d,  etwa  27  Tage  vor  der  Epoche  und  27  nach  ihr  die  Elemente 
iiuveräudert  beibehalten  darf,  ohne  zu  befürchten,  dass  ein  Fehler  von  1"  im  helio- 
centrischeu  Orte  dadurch  hervorgebracht  werde. 

Aus  dieser  Fonnel  geht  zugleich  hervor,  mit  welchem  Rechte  wii-  bei  den  Kometen 
wähi'end  der  meistentheils  kurzen  Dauer  einer  einzelnen  Erscheinung  die  Störungen 
vernachlässigen  können.  Beti-achtet  man  nämlich  die  aus  den  Beobachtungen  abgeleiteten 
Elemente  als  diejenigen,  welche  für  die  Slitte  der  Beobachtungszeit  gelten,  und  berück- 
sichtigt man  den  Umstand,  dass  die  Kometen  meistentheils  nahe  bei  der  Sonne  gesehen 
werden,  so  wird  für  die  unteren  Planeten,  Jupiter  imd  Satui'n,  q  wenigstens  nicht  sehr 
klein  gegen  /  und  folglich  wii'd  die  Zeit,  innerhalb  welcher  wir  ein  System  unver- 
ändert beibehalten  können,  bo  gross,  dass  sie  nahe  die  ganze  Dauer  der  Erscheinung 
iimfasst,  wenigstens  Ln  Bezug  auf  die  Störungen  des  Jupiter  und  Satm-n.  Für  r  =  2 
wii'd  sie  mit  dem  obigen  Werthe  von  r'  Ln  Bezug  auf  Jupiter  +  32  Tage.  Die 
Störungen  dieser  Planeten  werden  aber  im  Allgemeinen  die  beträchtlicheren  sein,  so 
dass,  wenn  der  Komet  nicht  gerade  einem  der  oberen  Planeten,  Mercur,  Venus,  Erde 
und  Mars,  allzu  nahe  gekommen  ist,  man  im  Ganzen  versichert  sein  kann,  dass  die  Ver- 
nachlässigimg der  Störungen  keinen  sehr  wesentlichen  Einfluss  auf  die  Bahnbestimmung 
während  der  Dauer  der  Erscheinung  haben  wird. 

Diese  Grenze  ist  aber  offenbar  bei  der  Berechnung  der  speciellen  Störungen  nicht 
festzuhalten ;  sie  ist  viel  zu  eng,  theils  weU  immer  das  Maximum  des  Einflusses  genommen 
ist,  theils  weil  die  Fehler  in  der  Bestimmung  des  Ortes  beträchtlich  gi-össer  als  1"  sein 
können ,  ohne  hier  zu  schaden.  Berücksichtigt  man  dagegen  aber  auch  den  grösseren 
Einfluss,  den  Fehler  im  Orte  des  gestörten  Planeten  haben,  verglichen  mit  den  Fehlem 
des  störenden  Himmelskörpers,  so  scheint  das  Resultat,  welches  die  Erfahrung  gegeben 
hat,  ziemlich  sicher,  dass  man  etwa  doppelt  so  viele  PuBkte  in  der  Bahn  des  gestörten 
Planeten  bestimmen  muss,  als  in  der  Bahn  des  störenden.  Wenn  dort  also  das  Minimum 
der  12.  Theil  der  Umlaufszeit  wäre,  so  würde  hier  etwa  der  24.  Theil  als  Minimum  an- 
genommen werden  müssen.  Hiemach  wu'd  man  ungefähr  die  Grösse  des  anzunehmenden 
Intervalles  zu  nehmen  haben,  und  bei  der  wii-klichen  Ausfühi-ung  der  Rechnung  sich 
dui'ch  die  erhaltenen  Resultate  selbst  bestimmen  lassen,  wie  viel  man  von  der  ersten 
Anlage  abzuweichen  genöthigt  wäre.  Die  Rechnung  giebt  nämlich  zwei  Prüfuugsmittel, 
das  eine  für  die  angenommene  Grösse  des  Intervalles  Ln  Bezug  auf  die  Genauigkeit  der 
davon  abhängigen  Integration,  das  andere  für  die  Grösse  der  Zeiträume,  innerhalb 
welcher  man  dieselben  Elemente  unverändert  beibehalten  darf.  Hat  man  füi-  irgend  ein 
Intervall  co  die  DLfferentialquotienten  berechnet  und  integrLrt,  so  Lntegrü'e  man  mit  den- 
selben Werthen  auch  für  das  doppelt  so  grosse  Intervall  2(a,  wozu  es  nicht  nöthig  ist, 
eine  audere  Rechnung  als  die  leichte  Integration  noch  einmal  zu  machen.  Stimmt  das 
Resultat  der  letzteren  Litegration,  welches  an  sich  nothweudig  ungenauer  sein  muss,  mit 
dem  der  ersteren  so  nahe  überein,  dass  die  Unterschiede  füi-  die  beabsichtigte  Schäi'fe  un- 
erheblich sind,  so  kann  man  sicher  sein,  dass  das  Intervall  a  nicht  zu  gross  angenommen 
ist.  So  z.  B.  zeigt  es  sich  bei  den  Jupiterstörungeu  der  kleineren  Planeten,  dass  ein 
Intervall  von  100  Tagen  nicht  sehr  merklich  andere  Werthe  giebt,  als  das  Intervall  von 
50  Tagen.  Jenes  ist  etwa  der  17.  Theil  der  Umlaufszeit  bei  Ceres  und  Pallas,  dieses 
der  34.  TheU.  Es  ist  deswegen  kein  Grund  vorhanden,  ein  noch  kleineres  zu  wählen, 
da  schon  dieses  sich  von  dem  oben  angenommenen  Minimum  der  Anzahl  der  zu  be- 
rechnenden Punkte  ziemlich  entfernt.  Macht  man  es  sich  ausserdem  zur  Regel,  jedes- 
mal den  letzten  Ort,  den  man  mit  einem  constanten  Systeme  von  Elementen  berechnet 
hat,  von  Neuem  als  den  ersten  zu  berechnen,  mit  dem  neuen  dm'ch  die  erhaltenen  lute- 
grationswerthe  verbesserten  Systeme,    so  wird  die  Vergleichung  dieser  beiden  Residtate 
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ir.«'i;,'«Mi,  ol(  die  Klomonto  nicht  vit-llcii-lit  ail/il  iaiiiji'  »In  i'nnKtant  :iih;»-tIicii  wunicn  Kiiitl; 
Htiiiiiiu-ii  lu'iiU-  ti.-ilii-  illiori-iii,  ho  kann  man,  wenn  nicht  licH<>ni|<-ri-,  niohr  aU  AiiHiiahnie 
/.ii  liftrai-htonilo  rniKiänili-  in  ilrr  Zi'it,  wiihrend  wch^iit-r  die  Kk-na-ntv  Iti-ihchaltfii  nind, 
Ktatli;i-fiincliMi  hahon  Nolltvn,  vüllii;  von<i«-lit>rt  Kein,  driüx  von  dieNi-r  Seite  nicIitK  xii  lie- 
füivliten   iKt. 

SoK'lie  Aiiünalinieii  von  der  alii;i'inejnfn  Ke;;«'!  han^^eii  i;an/.  allein  \oii  iler  rela- 
tiven Knlferinins;  des  j^esliirten  und  .■•lörenilen  lliniinel.vk(">i-|>en«  al>,  sowie  ülieiiiaM|il  ilie 
alisidnte  (tnisse  von  ff  und  ilxs  snocessivo  Ah-  und  /iinehnien  derselhen  {^anz  vor/üj^lieh 
und  verliältnissniässii'  mehr  noeh  als  der  IJani;  der  C'oordinaten  jedes  einzelnen  l'laneteu 
zu  herück.siehtii^en  ist-  Uei  den  hekannlen  l'laneteu,  seihst  hei  den  kleineren,  v\'erden 
sie,  so  lani,'e  mau  die  SUirunjjjen  der  kleinen  Planeten  unter  eich  veruachlässiifen  darf, 
im  (irniiile  niemals  eintreten.  Wie  gross  auch  die  Veränderunt;  des  Ahstandes  der 
l'alhiM  vom  .lupiter  ist.,  so  wird  doch,  wo  ein  Minimum  eintritt,  dieses  Minimum  nie  so 
phitzlieh  sich  zeii^en,  d;i«s  nicht  schon  eine  heträchlliche  Zeit  vorher  und  nachher  <ler 
(Jani;  der  Functionen,  welche  dadurch  liesonders  afticirt  werden,  sich  so  ändert,  dass 
eine  Art  von  S|>runi;  hei  sonst  nicht  zu  i^ross  angenommenen  Intervallen  sich  nicht 
zeit;»'n  kann.  Immer  wird  es  gut  sein,  um  auch  in  diesen  Fallen  keine  Vorsi<-hl  zu  ver- 
nachlä>>i'^cn.  in  der  Ciej;<'ud  eines  solchen  Minimums  häutiger  die  Kiemente  zu  ändern, 
imKt  wenij^tens  sich  so  einzurichten,  dass  an  der  Stelle,  wo  die  Wirkunt;  desselhen  am 
merklichsten  hervortritt,  oder  in  iler  Gejjend  des  .Minimums  seihst,  ein  Wechsel  des 
KIciuenlensystenies  stattfindet,  damit  sowohl  die  oheu  erwähnte  l'riifuni;  ihre  Kraft  he- 
hält,  als  auch  di'r  wahre  Werth  de.s  .Minimums  und  der  davon  ahhängeiiden  störenden 
Kraft  so  nahe  als  möglich  erhalten  wird.  Hei  den  kleinen  Planeten  scheint  es,  dass 
man  ohne  merklichen  Fehler,  etwa  während  neun  Intervallen  von  je  50  Tagen  oder 
währenil  fünf  Vierteljahren,  die  Elemente  als  consUxnt  lietrachten  kann  und  sie  dann 
erst  zu  verändern  hraucht,  wenn  hei  dem  .Minimum  der  Entfernung  man  mit  der  Aende- 
rung  sich  nach  den  Zeit*;u  dieses  .Minimmns  richtet.  I5ei  der  Vesta  hat  Encke,  um  ganz 
sidier  zu  gehen,  in  «ler  Kegel  nach  je  sechs  Intervallen  von  je  42  Tagen,  oiler  immer 
nach  je  2">2  Tagen  die  Elemente  geändert,  dafür  aber  auch  auf  das  Minimum  der  Ent- 
fernung keine  weitere  liücksicht  genommen.  Hei  dem  ohen  augeführten  kleinstmöglichen 
.Minimum,  hei  welchem  zufällig  gerade  ein  Wechsel  der  Elemente  stattfand,  war  die 
Störung  der  mittleren  Thinge  um  0",05,  die  der  mittleren  Hewegung  um  ()",(••  (0006,  die 
iJinge  des  Perihels  um  1"  in  der  einen  liechnung  verschieden  von  der  anderen; 
Grössen,  <lie  unter  einer  ganz  ungewöhnlichen  Verbindung  von  l'mständen  hervortreten, 
sich  seihst  unter  gewölinlichen  ^'erhältnissen  vielleicht  nicht  ganz  verbürgen  lassen,  und 
bei  der  Herechnung  des  Ortes  sich  noch  dazu  in  gewissem  Sinne  aufheben.  Die  be- 
trächtlichere Abweichung  der  Störung  des  Perihels  erklärt  sich  durch  die  Kleinheit  der 
Excentricität  und  ist  in  der  Thal  ganz  unmerklich.  Das  Hisherige  bezieht  sich  indessen 
nur  auf  Hahnen,  deren  Excenlri<-ität  so  gering  ist,  wie  die  der  meisten  bisher  bekannt 
gewordenen  Planeten.  Hei  Kometen  lassen  sich  selbst  solche  vorläufige  Vorschriften  gar 
nicht  geben,  mnl  man  wird  sowohl  in  der  (ttössc  der  Intervalle,  als  in  der  Anzahl  und 
N'ertheilung  der  Punkte  in  der  Kometenbahn,  welche  man  durch  IJechming  bestimmt, 
ganz  sich  nach  den  jetlesmaligen  l'msländeu  richten  müssen.  Abgesehen  von  allen 
übrigen  Verhältni.Hsen  wird  schon  die  blosse  Schätzung  n.ich  Theilen  der  Cndaufszeit 
durchaus  nichts  mehr  über  die  (iri'isse  der  Intervalle  bestimmen  lassen,  denn  bei  so  sehr 
excentrischen  Hahnen  wird  man,  um  die  (iestalt  der  C'urve  in  der  IJechuung  auf  eine 
gleichmässige  Art  niederzulegen,  geuöthigt  sein,  in  iler  Nähe  des  Perihels  <lie  Zeitinter- 
valli-  s<-hr  stark  zu  verkürzen.  Noch  mehr  .aber  wirkt  ausserdem  der  l'mstaud  ein,  dass 
der  .MisUind  des   Kometen   von  den   verschiedenen   Plaiu'ten,    in   deren   Anziehungss|iliäre 
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er  kommt,  so  plötzlich  sich  ändert,  dass  mau  immer  ein  genaues  Augenmerk  auf  solche 
Ausnahmefälle  haben  muss,  um  nicht  der  Gefahr  sich  auszusetzen,  hei  zu  grossen  Inter- 
vallen solche,  man  könnte  sie  Spitzen  in  der  Curve  der  lutegratiouswerthe  nennen,  ganz 
zu  übergehen.  Die  Durchkreuzung  der  Planetenbahnen  (im  weiteren  Sinne  genommen) 
von  der  Kometenbahn  führt  diese  geringe  Regehuässigkeit  unabwendbar  herbei,  und  es 
giebt  dagegen  kein  anderes  Hülfsmiltel,  als  den  gegenseitigen  Lauf  der  Himmelskörper 
mit  Aufmerksamkeit  zu  verfolgen,  und  die  Grösse  der  Intervalle,  sowie  auch  die  Aende- 
rung  der  Elemente  so  zu  modifieiren,  dass  die  Interpolation  zwischen  den  berechneten 
Werthen  von  r,  Q  und  den  Differentialquotienten  immer  so  nahe  als  möglich  die  wahren 
Werthe  giebt.  Die  Vorsicht  in  Bezug  auf  schnellere  Aenderungeu  von  q  >md  die  häufig 
damit  verbundene  Nothwendigkeit,  weit  öfter  als  sonst  die  Elemente  zu  verbessern,  ist 
hier  doppelt  zu  beachten. 

Wenn  die  Störungen  mehrerer  Planeten  zu  berücksichtigen  sind,  so  wird  die 
Rechnung  am  kürzesten,  wenn  mau  nach  (22)  in  ii'o  die  sämmtlichen  störenden  Kräfte 
in  eine  Summe  vereinigt  und  den  ganzen  Ausdruck  in  (23)  substituirt.  Allein  in  der 
Praxis  wird  es  rathsam  sein,  von  dieser  grössten  Küi'ze  etwas  aufzuopfern  und  die 
Störungen  durch  jeden  Planeten  abgesondert  zu  berechnen,  oder  so  viele  einzelne  Sub- 
stitutionen zu  machen ,  als  verschiedene  Glieder  m'  k',  m"  k"  etc.  in  i?o  enthalten  sind. 
Unsere  Planetenmasseu  sind  sämmtlich  noch  so  unsicher,  dass  man  sich  bei  jeder  Rechnung 
darauf  gefasst  machen  muss,  Correctionen  der  Massen  künftig  anbringen  zu  müssen, 
was  nur  möglich  ist,  wenn  man  für  jeden  Planeten  einzeln  den  Betrag  der  Störung  vor 
sich  hat.  Die  Rechnung  wii'd  natürlich  weitläufiger,  weil  mehrere  einzelne  Substitutionen 
zu  machen  sind.  Doch  ist  dieser  Theil  bei  Weitem  der  am  wenigsten  beschwerliche, 
und  der  Nachtheil  wird  auch  dadurch  wieder  aufgewogen,  dass  man  bei  dieser  Ver- 
einzelung die  Grösse  der  Intervalle  je  nach  der  Bahn  des  störenden  Planeten  modi- 
fieiren kann,  so  dass  z.  B.,  wenn  beim  Merkur  die  Intervalle  nicht  wohl  unter  sieben 
Tagen  genommen  werden  können,  man  für  Jupiter  imd  Saturn  das  Dreifache  und  Vier- 
fache mit  seltenen  Ausnahmen  immer  nehmen  kann ,  und  also  auch  die  Substitutionen 
aus  (22)  in  (23)  bei  ihnen  nur  bei  dem  je  dritten  oder  vierten  Orte  zu  machen  nöthig 
hat.  Die  suecessiven  Verbesserungen  der  Elemente  des  gestörten  Planeten  müssen  des- 
wegen doch  aus  den  Störungen  aller  Planeten  zusammen  hergeleitet  werden ,  wie  es 
sich  von  selbst  versteht.  Im  Folgenden  wird  nur  immer  ein  störender  Körper  allein 
angenommen  werden. 

Eben  diese  Verschiedenheit  der  Grösse  der  Intervalle,  je  nach  der  Gestalt  der 
Bahn  des  störenden  Planeten,  würde  in  den  meisten  Fällen  die  Rechnung  unendlich 
weitläuftig  machen,  wenn  es  immer  nöthig  wäre,  auf  alle  Planeten,  namentlich  also  auch 
auf  die  oberen  Planeten,  Merkur,  Venus,  Erde,  Rücksicht  zu  nehmen.  Glücklicherweise 
sind  ihre  Massen  so  gering,  dass  nur  bei  ungewöhnlicher  Annäherung,  wo  dann  auch 
die  kleineren  Intervalle  nicht  zu  umgehen  sind,  ihr  Einfluss  merklich  sein  kann,  und  der 
noch  etwa  übrig  bleibende  Theil  durch  eine  etwas  veränderte  Form  der  Rechnung  sich 
ermitteln  lässt.  Bei  den  kleinen  Planeten,  die  niemals  der  Erde,  geschweige  denn  der 
Venus  und  dem  Merkur  nahe  kommen  können,  kann  man,  wie  es  bisher  immer  ge- 
schehen ist,  entweder  ganz  darüber  hinweggehen,  oder  wenn  man  dies  nicht  wollte, 
durch  eine  Reihenentwickelung  nach  Art  der  allgemeinen  Störungen  die  Hauptglieder 
fuiden.  So  behandelt,  haben  bei  der  Vesta  selbst  die  Mars-  und  Saturnstörungen,  die 
aus  Daussy's  Tafeln  genommen  sind,  wie  es  scheint,  sehr  wesentlich  dazu  beigetragen, 
die  Bahn  dieses  Planeten  weit  befriedigender,  als  die  der  übrigen  kleinen  Planeten,  den 
Beobachtungen  anzuschliessen.  Bei  Kometen,  die  für  die  längere  Zeit  ihres  Laufes  von 
den    obei'en    sehr    entfernt    bleiben,    al>er    in    der    Nähe    ihrer    Sonnennähe    ihnen    auch 


—     623     — 

wii'tlcruiii  Hi'lir  ii;ihf  kmiiiiu'ii  konncii,  wird  «lio  ISi-lnu-httiii)^  ilirtr  15c«  i-;,'iiii;;  wcsuiitlii-li 
t-ilfifhtvrt,  wi-iiii  iiwiii  lu-i  ilcii  jjfr<ihs«T«-ii  AliMUiiuIvii  «lio  lialiti  nicht,  wie  gcwiilinlich,  auf 
«Ich  .Milt<'l|>uiikt  ilcr  Suiinc,  Konilcrii  auf  ilcii  ^ciufiiiKchafllicIieii  Scliwc'r|iuiikt  des  Sv- 
Htcnics  lic/icht,  wobei  es  »olliiit  ifcittattot  ist,  nur  für  fiii/.olnc  I'hiiicU-n  diese  Form,  wenn 
ninn  es  ho  für  ratliMiiu  hält,  j;ellt'n  /.u  hiüjien.  \U\  der  lie/.iehuu;;  auf  den  Scliwerpunkt 
den  .S>te»ui*,  der  durcli  die  {;ej;en8citij;en  An/.iehun;;en  keine  Ueweguii).'  irleidet,  wird 
der  Theil  der  >l<irenden  Kraft,  welcher  in  der  ;;ewillinrKhen  Furni  aus  der  Kückwirkun^ 
deH  ülörenden  Planeten  auf  die  Sonne  herrührt,  vcmchwinden,  und  damit  werden  auch 
ilie  Cilieder  vernichtet  oder  wenipjtens  selir  unltedeutcnd  ffemacht,  in  denen  die  C'oordi- 
nalen  des  üturenden  l'laneten  unmittcUiar  vorkoniinen,  ahgesehen  von  dein  Kintlusse, 
den  sie  auf  «lie  liesUniniunt;  der  Kntfernung  ch's  gesUirU'U  und  störenden  Körpers  haben. 
Wenn  also  aucli  die  schnelle  Aenderung  dieser  (,'oordiuaten  sehr  kleine  Intervalle  bei 
der  gewi'ihnlichen  Form  nöthig  machen  sollte,  so  werden  sie  liei  dieser  Abänderung  in 
weit  grösseren  Zeiträumen  ei-st  untersucht  zu  werden  brauchen.  Man  kann  selbst  in  ilen 
meisten  Fällen  diesen  schwachen  KinHuss  ganz,  übergehen,  wenn  man  bei  der  Vernach- 
lässigung der  Merkurslönmgen  /..  15.  die  Bahn  betrachtet,  als  um  den  gemeinschaftlichen 
Schwerpunkt  der  Sonne  und  des  .Merkui-s  beschrieben,  und  so  oft  man  auf  den  Merkur 
Hücksicht  nehmen  will,  die  Aenderung  der  Elemcutv,  welche  von  »1er  Vereet/ung  des 
KlementensNstemes  aus  ilem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte  in  den  wahren  .Mittel- 
punkt der  Sonne  und   umgekehrt,  hennihrt,  gehörig  Uechnung  trägt. 

Ob  es  überhaupt  eine  wesentliche  Abkürzung  wäre,  immer  die  Sttirungsrechnungcn 
auf  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  zu  beziehen,  kann  bezweifelt  werden.  Bei  der 
Fonn  unserer  sänimtlicheii  PlanetenUtfeln  würde  die  Rechnung,  wenn  die  gleiche  theo- 
retische Strenge  erreicht  werden  sollte,  wieder  eine  Acndennig  des  Ortes  der  sämml- 
lichen  störenden  Planeten  uölhig  ninchen  und  damit,  wenn  nicht  die  gnissere  Kntfernung 
des  gestörten  IIimmelk<irpei-s  eine  Abkürzung  gestalten  sollte,  der  Vortheil  auf  der 
einen  Seite  gegen  den  Nachtheil  der  anderen  verschwinden.  Wenn  ausserdem  nicht, 
wie  bei  Kometen,  erst  in  sehr  grossen  Zeitfristeu  für  ein  bestimmtes  Zeitmoment, 
den  Durchgang  durch  die  Sonnennähe,  allein  ein  Elemeutensysteni  uöthig  ist  und  damit 
also  auch  nur  eine  Heduction  vom  Scliwerpunkte  des  Systcmes  auf  den  Sonnenmittel- 
punkt, soiulcrn  wenn,  wie  bei  den  kleinen  Planeten,  gewiss  alle  Jahre  einmal  eine  für 
die  Form  unserer  Tafeln  geeignete  Bestimmung  der  Elemente  gefordert  wird,  und 
aus.serdem  noch  es  wünschenswerth  wird,  zu  beliebigen  Zeiten  dazwischen  mit  gleicher 
Leichtigkeit  und  gleicher  Schärfe  den  jedesmaligen  Ort  bestimmen  zu  können,  so  wird 
die  Betrachtung  des  gemeinschaftlichen  Schwerpunktes  ausgeschlossen   werden  müssen. 

Wenn  man  so  durch  eine  allgemeine  L'eberlegung,  oder  uöihigenfalls  durch  eine 
vorläufige  Heclinung,  über  die  Wahl  der  Grössen  der  Intervalle  und  über  den  Zeit]>unkt 
des  Anfanges  sich  eine  feste  Vorschrift  gemacht  hat,  so  theilt  sich  die  Uechnung  in 
folgende  fünf  Theile: 

1.  Die  Berechnung  der  Oerter  des  störenden  Planeten  für  die  augcuommenen 
Zeitnifimente  und  ihre  Kcilucirung  auf  die  in  <len  Formehi  angenommcneu  Werthe 
L',  r',    W,  ,'; 

2.  Die  Berechnung  der  Oerter  des  gestörten  Planeten  und  der  Werthe,  welche  zur 
Bildung  der  Coifticienten   in  den  Differentialgleichungen   uöthig  sind; 

X    Die   Berechnung  der  Grösse  der  störenden  Kräfte  nach  den  Richtungen  jB,  S,  11'; 

4.  Die  Substitution  derselben  in  die  Bedingungsgleichuugen  uncl  die  Berechnung 
der  Werthe  der  Differentiahpiotienten  selbst; 

5.  Die  Integrirung  dieser  letzteren  oder  die  Bildung  der  Tafel,  welche  die  Stelle 
des  allgemeiueu  Integrales  mit  lubegrLff  der  vcrscbiedeneu  Constanteu  vertritt 


—     G24     — 

Unsere  Plauetentafeln  geben  unmittelbar  die  Länge  in  der  Bahn  und  den  Radius 
vector,  also  das,  was  U  und  »•'  bezeichnet  ist,  sowie  auch  ft'  und  i'.  Benutzt  man  also 
unmittelbar  die  Tafeln,  so  wird  man  bei  der  Festhaltung  au  diesen  Werthen  nur  die 
Breiteustörungeu  veruachlässigen,  welche  immer  so  klein  sind,  dass  ihr  Weglassen  durch- 
aus nicht  von  Erheblichkeit  ist.  Li  diesem  Falle  hat  man  nur  nicht  zu  versäumen,  die 
Längen  sämmtlich  auf  ein  festes  mittleres  Aequinoctium,  gewöhnlich  das  der  Zeit  des 
Aufanges,  durch  Hiuzufügung  der  Präcession  zu  i'educii'en. 

luterpolirt  man  dagegen  aus  den  Ephemeriden,  welche  die  Längen  und  Breiten  in 
der  Ekliptik  geben,  so  mrd  man,  dann  aber  in  voller  Schärfe,  diese  erst  anwenden 
müssen,  um  ß'  und  i'  zu  finden,  und  daraus  die  i',  Längeu  in  der  Bahn,  herzuleiten. 
Wenn  V  und  b',  die  schon  auf  das  feste  mittlere  Aequinoctium  reduciiten  Längen  und 
Breiten  sind,  also  die  Nutation  mit  entgegengesetztem  Zeichen  und  die  Präcession  be- 
reits angebracht  ist,  so  hat  mau  aus  zwei,  so  vortheilhaft  als  die  Umstände  gestatten, 
gewählten  l\  und  ?'i,  l)'o  und  b'i  die  Formeln  zu  berechnen: 

shi  (b'i   4-  b'n) 


[^  (^'i    +   ?'o) 


^l'\Uji 


2  cos  b'i  cos  l*'o  cos  -^  (l\  —  V^ 
sin  (b'i  —  b'o) 

cos  h'a  sin  -^  {J\  —  I'o) 


L'  =  r  +  tfi  -|  /'2  sin  2  {f  —   n')  +  ^  tg  ~  i'*  sini  (/'  —  ,ß')  .  .  . 

die  letztere  Formel  für  jedes  /';    aus   den    beiden    ersten    wii'd    man   ft'    und    i'    mit   In- 
begriff der  Breitenstörungen  so  scharf  finden,  als  die  Tafeln  erlauben.     Für  alle  älteren 

Planeten  ist  das  Glied  mit  iii  -^-  i'*    so    o-ut    Avie    unmerklich.      Hierdurch    ist    der    erste 
./    2  ^ 

Theil  der  Rechnung  in  der  verlangten  Form  gegeben. 

Für  den  zweiten,  oder  den  Ort  des  gestörten  Planeten,    wird  es  gut  sein,    in  dem 

Ausdrucke  der  Differentiahjuotienten  die  Grössen,    welche  für  eine  grössere  Anzahl  von 

Intervallen  constaut  bleiben  (alles,  was  von  den  reinen  Elementen  abhängt),   zu  sondern 

von  den  anderen  mit  der  Zeit  veränderlichen  Grössen.      Bezeichnet    mau    mit  ll^,  Sy,  Wo 

für  letzt  das,  was  in  (23)  mit  — i^,  — p^,  — _-  bezeichnet  worden    ist,    und    nennt   man 

\p     yp     \p 

die  Grösse  eiues  Intervalles  in  mittleren  Tagen  ausgedrückt  .  .  .  w,  berücksichtigt  ausser- 
dem,   dass    zum    Behufe    der    Integration    die    Dil'fci-eutialcjuotienten    mit    co    muUiplicirt 

werden  müssen,  mit  Ausnahme  von  — - ,    was    wegen    des    doijiielten    lutes^rales    mit    a^ 
'  dt  °  ^^  =" 

muUiplicirt  sein  muss,  und  führt  für  die  constauten  Factoren  die  Zeichen  (1),  (2),  (3)  etc. 

ein,  so  wird  mau  folgende  Foinicn  nöthig  haben: 

(1)  =  — =-  io,  wo  m'  gleich  in  Secunden  ausgedrückt  wird,  oder  logtu'  =  5,3144251 

>  P  -{-  dem  loff  hri(jg  der  Masse  des  störenden  Planeten    in  Theileu    der 

Sonnenmasse,  und  Juijli  =  8,2355814. 

(2)  =  J-^  (5)  =  -  (8)=^p  (n)=ig~^ 
^  '         sini                ^  '          e                     ^  '          y«    ^  ^     '  2 

(3)  =  acos^  (li)  =  t(j  .y  i  (i»)  =  pt<j  .y$  (12)  =  pcotg^ 

(4)  =  ^  (7)  =  ^c  (10)  =  'lcos<P  (13)  =  colg<^. 
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Diuiiii  Hcliri-ilii'ii  (iicli  ilii-   Fiiriiii-Iii  (23)  wio  foljjt: 

S„     —  ( 1»  S" 
lt„         (I  I  U  ' 

w  —7—  ^^  r  cos  II  11 0 

<i)  -7—  =  (2)  r  siM  M  Wo 
dt 

w  —  —  (3)  siii  »/<;,+  (3)  (fos  V  +  fos  /;)  So 

»  -^  —  —  (Ofosf 7^0  1   (•'•)(^^^   I-  ArsnirSo   |   (r.)ism«  ir„ 


^=  I— (y)c«sv-(U>),j  A'o  Kl')('^    t    l)rs;»rSo  K6)rsMi»ir„+  1'^./^ 
'-^=  H-(12)cosi--(H))rl7?o-(13)(^+l).s»»r.S„+  |  !^  r//. 


Dii'sf  Korini-lii  siml  ganz  iiK'iitisch  mit  (2o),  bis  auf  ilic  kleiiio  Aliämloning, 
ila.ss,  «(.•11: 

=   1    f  erosv 
r 

=   1  —  ccosE 
a 

11           r                                                           ...     f/^ 
statt   —  —  _...,.  (co.sr    j     CHS  E)  i;csi'liri<'li<>ii    ist,   wodurch   in  das   lot/.to  Glied  ver- 

Nvaiidi'It  wird  in: 

<i  Cos  fP  (cos  V  -{-  cos  E). 

Es  i.sl  für  dio  nunu'risclie  IJccliniing  vortheilliaftor,  zwei  kleinere  Grossen,  die  mit 
seltenen  Ausnalnnen  u'leielie  Zeichen  hahen,  znsammenzuaddiren,  als  zwei  grössere, 
deren  Zeichen  immer  dassellie  ist,  von  einamler  zn  sul)trahiren.  IJesonders  wird  diese 
Adilition  durch  <lie  (ianss'sche  Tafel  für  den  Ijigarithmus  einer  Summe  oder  Differenz 
erleichtert,  eine  Tafel,  welche  man  hei  dieser  IJechninig  mehrfach  mit  grossem  Vorlheile 
henntzcn     kann.      Wegen    der    Heuutzung    dieser    Tafel     ist    auch    statt    (p  -|-  r)  sin  v 

geschrielien  (—  |  1  )  >■  •■*'"  ''•  Denn  da,  wenn  p  >  r,  also  ein  unechter  Hruch,  für 
,'1  in  ili-n  ( Jauss'si-hen  Tafeln  als  log  — ,  der  nehenstehende  Logarithmus  in  <ler  (."olnmne 
('  glei«-h  ist  log  l—  f-  1  ),  und  wenn  /<  '  r  oder  —  ein  echter  Bruch  die  Columne  B 
den  log  (—  j-  1)  gieht  für  A  :=;  log  — ,  so  geht  man  mit  <ler  Differenz  der  Loga- 
rithmen  von  p  und   r  jedesmal   in  A  ein,  und  findet  dann  in  Jt  oder  C  den  log  l—   -\-    \  h 

je  nachilem  dieser  kleiner  oder  grösser  als  der  log  der  Zahl  zwei  ist,  was  sich  sogleich 
lieurlheilen   liisst. 

Im   (lanzen   hat  man  also  zu   herechnen: 

.SM»  f,  cos  r,  cos  E,  sin  ii,  cos  ii,  log  r, 

Kllnkrrruc«.    Tlinmlltrhr  Aalronninlo  79 
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von  deuoii  sehr  einfache  Terhindungeii  ilic  Coifficieuten  bilden.  Hierzu  kann  mau  ver- 
schiedene Formehl  anwenden.  Die,  welchen  Eucke  den  Vorzug  giebt,  sind  die  folgenden: 
Wenn  die  Elemente  in  der  Form,  wie  die  Rechnung  sie  verlangt,  gegeben  sind, 
also  für  ein  gewisses  Zeituioment  T,  von  welchem  an  man  die  Störungen  berechnen  will, 
und  in  Bezug  auf  ein  bestimmtes  mittleres  Aequiuoctium,  dasselbe,  welches  bei  dem 
störenden  Planeten  angenommen  ist,  die  Grössen: 

L  .  .  .  mittlere  Länge  des  gestörten  Planeten; 

n  .  .  .  mittlere  tägliche  siderische  Bewegung; 

jr  .  .  .  Länge  des  Perihels; 

0  .  .  .  Winkel,  dessen  Sinus  gleich  der  Excentricität; 
ft    ...  aufsteigender  Knoten; 

«...  Neigung; 
so  berechnet  man   zuvörderst  die  C'onstanten : 


(!)■• 


wo   log  Z",   weil  ii  in  Secunden  gegeben  ist,  hier  =r  3,550006  6; 


e"  =  sin  O  in  Secunden  oder  zum  log  e  der  Logarithmus  von 
2062  65  =  5,3144251  hinzugelegt; 

,/ —   ,,  .    I    bei  welchen  die   Prüfung  stattfindet,   dass  lo(i  \  a    (1  —  e) 

\n_  (1  —  e)   [  ^  1 

V"  (1  +  c) )  -  %  )'^  (1  +  e)  =  %  tff  (4-j  —  2  ^); 

p  =  a  cos  0^ 
und  die  obigen  Constanten  (1),  (2)  .  .  .  (13). 

Man  kann,  mn  alle  C'onstanten  zu  vereinigen,  hier  zugleich  die  Reduction  der  Bahn 
des  störenden  Planeten  auf  die  des  gestörten  hinzufügen,  welche  zur  Berechnung  der 
Kräfte   nöthig  ist,   oder  die  Berechnung   der  Grössen  J,  N,  N'  nach  den  Formeln  (20): 

sin  -  J  sin  -  {N  +  N')  =  sin  tj  (Q>'  —  51)  sin  ^  {i'  +  i) 
sin  —  J cos  -  (N  -\-  N')  =  cos  ~  {Q>'  —  ß)  sin  -  (?'  —  i) 

cos  —  J sin  -^  {N  —  N')  =  sin  -^  {Q>'  —  Q>)  cos  -^  {i'  +  /) 

11  1  2 

cos  -r  J cos  ^  {N  —  N')  =  cos  —  (51'  —  ft)  cos  —  (/'  —  i), 

wo  wiederum  in  der  Il^ebereinstimmung  von  sin  —  /  und  cos  —  J  eine  Prüfung  liegt. 

Fangen  dann  für   T  <lie  Störungsrechnunnen  übcrhatipt  erst  an,    so  muss  man  für: 

T  -  I  «,  r  -  I  «,  r  -  I  «,  3-  +  i  «  . . .  r  +  (;  +  1 

die  Oerter  berechnen,  wenn  man  die  bequemste  Integration  für  die  am  häufigsten  vor- 
kommenden   einfachen   Integrale    haben    will.     Weiter  als    bis    T  —  —  co   braticht   man, 

bei  zweckmässiger  Grösse  der  Intervalle,  nicht  zurückzugehen.  Will  man  die  kleine 
Unbequemlichkeit  der  Bildung  bei  der  ersten  konstante  nicht  achteli,  so  kann  man  auch 
für  T  —  ^  a,  T  —  2  CO,  T  —  «,  T,  T  -f  co  .  .  .  T  -\-  i  co  rechnen.  Scbliesst  sich  aber 
für-  eine  spätere  Zeit  T'  die  neue  Rechnung  an  eiue  frühere,  so  sucht  man  erst  das 
Elementeusystem,  welches  aus  der  früheien  Rechnung  so  nahe  als  möglich  dem  T'  liegt, 
und  berechnet  jedesmal  mit  dem  neuen  Systeme  den  letzten  Ort  der  vorigen  Rechnung 
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iHH-li   riiiiiial,   um   ilit-    l'nifiiii^   /.ii   lialii'ii,  iiiiM   uuli-lior   man   hellen   kann,  nlt  ilie   Kk-minti* 
aui-h   in   ilcr   friihi'ivn    lirclinuii;;  /.n   lan;;i-   Zeit  »Im  i-onMlant  lieiliclialten  Hiii<l. 
Znr   üciiM-linun;;   >un  c,  r  «'U-.  diuiiun  «lann   für  y-\'"  iin    .|i.-    I'..i  i.i.ii, : 

j/  =  y-  —  3t  +  M  (<  —  1) 

M  =  E  —  »•"  sin  K 
.      1       .  -  J 


.«(II 


\  r  sin  ;,    /■;  V<i    ^1     ,     ,> 


cos  -  i\  r  ■- —  WS  -  I-J  ]  a  (\  —  c). 

Zur  Anfliisiini;  <li'i-  tnniücentk'ntcii  GU'ifluiii;r,  wuiclti-  A'  ans  M  )in<leii  laHst.,  nimml 
man   irucnil    uelclion   iiiöglielist  j^ii'naliurU-n    WiTlIi   von   !•]  an   .  .  .   K',  nii<l   licix-clinft; 

.1/'  _   K'  —  e"  si„  /•;". 
Dann    winl: 

M  -   M'  —  K  —  E'  —  c"  {sin  E  —  sin  I.') 
=  (E  —  E')  (1   —  ü  cos  E'), 
wenn    man   E'  —  E  als    eine    kleine  (trösse    »1er   ersten    Ortlnnni;   nnsielit,    nnd    «lie    der 
zweiten  Onlnnng  einstweilen  vernaelilässigl,  so  dass  ein  neuer  genäherter  Werlh  von  E  ist: 

E'  4.        ^-^'      , 
1  —  e  cos  E' 

mit  dem  man  elienso  verfährt,  liis  man  den  wahren  Wertli  erreicht  hat.  Es  ist  daliei 
faul  immer  uninithig  1  —  e  cos  E'  mehrere  Male  zu  liereelinen.  In  iler  Kegel,  wenn  Alis 
erste  E'  niebt  gar  zu  irrig  war,  wird  mau  den  cininal  liereclmeteii  Werth  von  1  —  e  cos  E' 
liei  allen   Vensuehen   lieihehalten   k(">nncn. 

Dieses  Verfahren,  welches  für  diu  erste  Näherung  am  schnellsten  und  sichersten 
scheint,  ist  ganz  identisch  mit  der  Vorschrift  von  Gauss,  sich  der  logarilhmischen 
Differenz  hei  sin  £  ...  A  ...  zu  licilicnen,  und  der  logarithiuischen  Differenz  hei  der 
Zahl  c"  siii  E  .  .  .  n  .  .  .,  hciile  natürlich  auf  dieselbe  Einheit  bezogen,  und  dann  als 
folgenden   Nähcruuj'swcrth  anzunehmen : 


Dcim   da   A    nii-ht>    Andcrt>    ist  als: 

A  =- 

wenn    nein    ileii    .Modulus    iles    IJrigg'schen    Systems    weglässt,    der    nachher    von    selbst 
sich  aufhebt^   und  : 

(/  lo(j  {c"  sin  E)  1 

d  (e"  SIII  E)  e  sin  E 


{M- 

M')  ■ 

n  ±A 

(l  lofi  sin 

i  E 

cos  E 

,IE 

sin  E 

so   wird: 


l  1 


II  —  A  .         A  1  —  e  cos  E 

n 

so  da.-s  diui  d<>ii|ielte  Zeichen  ii  _t  A  immer  so  zu  nehmen  ist,  dxss  es  dem  Zeidu'U  von 
cos  E  ents|iriclit,  wenn  A  immer  als  positiv  betrachtet  wird.  IJeide  Formeln  würden  ganz 
identisch  sein,  wenn  in  der  Praxis  nicht  die  Unsicherheil  der  logarithmischen  Differeir/.en, 
falls  die  Näherung  noch  nicht  sehr  gross  ist,  die  letzte  Form  etwas  schwankemler 
machte  als  die  erste.  Man  winl  diese  zweite  Form  aber  mit  Vortheil  bei  dem 
letzten  Versuche  anwenden,  um  die  Uebereinstimmung  bis  auf  die  letzte  Stelle  der  I.iOga- 
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rithmen  zu  bewirken.  Uebrigens  werden,  wenn  man  mehrere  auf  einander  folgende 
Oerter  berechnet,  die  Versuche  dm-ch  Differenzen,  die  man  aus  den  früheren  Resultaten 
bildet  und  für  das  neue  Datum  fortsetzt,  so  abgekürzt,  dass  man  nach  vier  oder  fünf 
Oerteru  fast  ohne  allen  Versuch  die  Wahrheit  findet.  Es  wird  deshalb  auch  nicht 
rathsam  sein,  die  Versuche  in  der  wirklichen  Rechnung  aufziifühi-en.  Niu-  das  End- 
resultat und  seine  Pi-üfung  darf  hier  Platz  finden. 

Die  Addition  von  den  constanten  Logarithmen  \a  (1  -|-  e)  u.  s.  w.  -ivü-d  durch  ein 
über  den  anderen  Logarithmen  gehaltenes  Papier,  auf  dessen  unterem  Rande  der  coii- 
stante  Logarithmus  steht,  im  Kopfe  gemacht,  wie  überhaupt  jede  Verbindung  dieser  iVi-t 
von  Constanten  mit  Variabein. 

Die  Bildung  der  anderen  Grössen: 

ti  ^  V  -\-  n  —  ß  , 

r  sin  u,  r  cos  u,  sin  v,  cos  v,  (cos  E  4-  cos  v),  (  —  +   1  j ,  r  sin  v 

bedai-f  keiner  Erläuterung.    Die  letzte  Grösse  r  sin  v  gewährt  eine  zweckmässige  Prüfung, 

weil: 

r  sin  V  =  a  cos  0  sin  -E, 

also  um  einen  constanten  Logarithmus  verschieden  ist,  von  dem  schon  hingeschrieljenen 
log  sin  E. 

Wenn  man  und  — ; —  zusammen  berechnen  will,   der  Prüfung  wegen,  da  sonst 

dt  dt 

ein  Werth  hinreicht,  so  wird  man  bei: 

—  (2  r  cos  0  —  p  cotg  0  cos  v)  —  l2rcos0-\-ptij-^0  cos  v  \ 

oder  bei: 

—  (10)  r  +  (12)  cos  V  —  (10)  r  —  (9)  cos  v 

nicht  die  Gauss'schen  Logarithmen  anwenden,  sondern  lieber  die  Zahlen  aufsuchen. 
Berechnet  man  nur  einen  der  beiden  Werthe,  so  kann  man  auch  hier  sie  mit  Becpiemlich- 
keit  gebrauchen. 

Die  gehörige  Verbindung  der  Werthe  mit  den  verschiedenen  Constanten  (2)  bis 
(13)  giebt  die  log.  der  Coefficienten  von  J?o,  So,  TFo  in  den  Differentialgleichungen,  womit 
auch  ein  Theil  der  vierten  Abtheilung  beendigt  ist. 

Es  folgt  dann  die  dritte  Abtheilung,  die  Berechnung  der  Kräfte,  für  welche  die 
nöthigeu  Werthe  N-,  N',  J  schon  gefunden  sind.  Die  sämmtliohen  Formeln  nach  (16), 
(17),  (18),  (21)  sind: 

sin  ß'  =  sin  [IJ  —  (iV  +  N')]  sin  J 
tg  k'  =  tg     [V  —  (Q,'  +  N')\  cos  J, 

wo  cos  ?.'  immer  einerlei  Zeichen  haben  niuss  mit  cos  \L'  —  (ß'  -\-  A"')], 

/  =  r'  sin  ß' 

y'  =^  r'  cos  ß'  sin  [?.'  —  («'  +  <^')] 

X   =  r'  cos  ß'  cos  [A'  —  {v  +  ö')Ji 
wo : 

o'  =  :r  —    ft    —  N, 
ferner: 

cos  ß'  cos  [A'  —  (v  -\-  «')]  =:  cos  y' 
}•'  sin  y'  ^  Q  siti  V 
r  —  r'  cos  y'  z=  r  —  x'  ^^  Q  cos  V ., 
ohne  die  Winkel  y'  und  V  wü-klich  anzugeben.     Dann: 
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wu  die  (.f  n  iiK^'ttclK-ii    Loj^:iritliiiu-ii    mit  groBSCin  Vortlii-ilu   gi-liruiu-ht    wenli-ii.     Kiullich: 
U„  -^  (1)  Je' 
So  =  (I)  du' 


Ilo 


(1) 


r   I 


Jx' 


l>ic»f  KriifU'  inüstsi'ii  iiiil  ilcii  gi'ln">rigi'ii  t'oüfliciciiti'ii  vurliiiinluii  wcrdiii.  Nüiiiiirli  für: 


d:t 


dn 


dl. 


d  M  ■ 


r  von  H mit    M',, 

■       •       •  n        So 


{'!)  r  shi  II 

(3)  »I«  V 

(3)  {cos  V  ■{■  cos  E) 

—  (i)  cos  V      .... 

-\-  (6)  r  sin  u       ... 

—  (7)  sin  V     .     .     .     . 

-W^ 


—  (9)  cos  V  —  (10)  r  .     . 

■  (  1 1 1  (-     •     1  )  »•  iin  V 

f  (6)  r  sin  u       .     .     .     . 

f  (12)  cus  V  —  (10)  r     . 

-  (1.;)  (-^   +    l)  ,■  siu  r 


So 

»l'o 
A'o 

So 
Jio 
So 
"'o 
lio 
So 


Pas  itii|i|ii'lti'  Iiili'ijral: 


1';^- 


ln'i  //  iitiil  M  winl  abye.-iuiKliTt  nach  der  Integration  liinziigcfügt.  So  sind  die  nnnie- 
riselien  Wertiic  der  Differentiaii|m>lient<'n  gegeben,  von  deren  Integration  ausführliclie 
Ueispiele  in  iler  früheren  Darstellung  über  niechanisehe  Cjuailratnr  enthalten  sind.  JJei 
den  Elementen  »',  P,  3",  0  sind  die  hin/.n/nfügenden  Cunstanten  die  ui-siirünglichen  für 
eine  bestimmte  Zeit  T  angenommenen  Wertlie,  und  die  Integnition  giebt  unmittelbar 
den  Zuwachs,  weil  der  Factor  oi  schon  in  (1)  enthalten  ist.  IJei  n  giebt  das  erste  Inte- 
gral aJtu  weil  in  dem  Differentialijuolienteu  der  i|nadratische  Factor  w-  vorkommt; 
eine  Midtiplication  vnn  w  wird  durch  die  C'onsUinte  (1)  bewirkt,  die  andere  durch 
die  C'onsUinten  (7)  mid  (S).     Bei  /.,  und  M  ist   ausser  dem  doppelten  Integrale  und  dem 

Uvsultate  der  Integration  von  — —    noch   hinzuzufügen  L^   -f    «o   ('  —   T)   und  M^  -f    «o 

(<  —  T).  Kndlich  darf  nicht  vergessen  werden,  dass  alle  Längen  sich  auf  ein  bestimmtes 
mittleres  Ae<|uinoclinm  beziehen,  und  daher  die  l'räcession  und  Nutalion  für  eine  amlere 
Epoche  angeliracht  werden   muss. 

In  I5ezug  auf  die  ttenauigkeit,  welche  in  diese  Rechnung  gelegt  werden  muss, 
scheinen  Logarithmen  von  fünf  Decimalen  völlig  hinzin-eichen.  Wenn  die  Suirnngen 
so  gross  werden  sollten,  das»  diese  bei  einem  bestimmten  Intervall  nicht  Genüge  thäten, 
so  würde  es  auch  aus  anderen  Gründen  rathsam  sein,  das  Intervall  so  zu  verringern,  dass 
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die  fünf  Deciiiialen  alles  Verlangte  gewähren.  Vorzugsweise  sind  sie  auch  zu  wählen, 
weil  die  Rechnung  sich  mit  ihnen  sehr  rasch  durchführen  lässt.  In  einem  Tage  lässt 
sich,  bei  einiger  Anstrengung,  die  vollständige  Störungsrechnuug  für  etwa  10  Inten'alle 
beendigen,  selbst  dann  noch,  wenn  man,  wie  es  in  der  Regel  fast  rathsam  sein  möchte, 
V,  r  und  alle  Constanteu  mit  sechs  Decimalen  rechnet,  um  der  letzten  fünften  Stelle 
sicher  zu  sein,  und  bei  der  Auflösung  der  ti'ansceudenten  Gleichung  für  E  nicht  Resultate 
zu  erhalten,  welche  an  sich  hinreichend  genau,  doch  in  den  Differenzen  nicht  die  Regel- 
mässigkeit haben  möchten,  durch  welche  eine  feste  Prüfung  der  Richtigkeit  möglich 
gemacht  wird.  Diese  Prüfung  durch  Differenzen  sollte,  am  Ende  besonders,  nie  ver- 
nachlässigt werden.  Das  Anschliessen  der  späteren  Rechnung  an  die  frühere  sichert  vor 
constauten  Fehlern,  die  Regelmässigkeit  der  Differenzen  vor  zufälligen. 

In  dem  folgenden  ausführlichen  Beispiele,  in  welchem  keine  einzige  Zahl  fehlt, 
welche  etwa  nebenbei  berechnet  wäre,  mit  Ausnahme  der  unbedeutenden  Berechnung  von 
ft'  und  (■'  und  der  Versuche  bei  E,  und  wodurch  die  verhältnissmässig  geringe  Weit- 
läufigkeit und  Schwierigkeit  dieser  Rechnung  am  deutlichsten  hervortritt,  ist  die  Rech- 
nung der  Kürze  wegen  nur  mit  vier  Decimalen  augeführt.  Doch  scheint  der  Zeitgewinn 
nicht  erheblich  genug,  um  den  Vortheil,  die  sämmtlichen  Winkel  bis  auf  wenige  Secundeu 
sicher  zu  erhalten,  was  bei  fünf  Decimalen  möglich  ist,  aufzuopfern,  während  bei  vier 
Decimalen  nur  Theile  von  Minuten  augegeben  werden  können. 

Als  Beispiel  der  Integration  können  dabei  die  vorausgesetzten  Elemente  für  1836. 
Juni  12.  dienen,  welche  aus  den  Anfaugszahlen,  der  früheren  Rechnung  zufolge,  her- 
geleitet waren  i). 


')  In  diesem  Beispiele  hat  Encke,  wie  er  selbst  bemerkt,  die  Glieder,  welche  von  der  säcularen 
Aenderung  der  Schiefe  der  Ekliptik  herrühren,  übergangen.  Die  strengen  Formein,  die  bei  den 
speciellen  Störungen  in  Betracht  kommen,  sind  die  folgeuden. 

Wenn  /   den  Winkel  zwischen  der  hewegliclieu  Ekliptik  und   der  festen  Ekliptik  bezeichnet, 
für   welche  letztere   die  Ekliptik  zur  Zeit  der  Epoche  .  .  .  jf'  .  .  .,  auf  welche  die  festen  Elemente 
sich  beziehen,  genommen  wii'd,  und  i/',   den  Betrag  der  allgemeinen  Präcession  von  der  Epoche  bis 
zu  einem  beliebigen  Zeitpunkte  t  bezeichnet,  wobei  nach  Bessel  für  ITiO  -|-  t' : 
X—    0",48892<' —  0",0000030719  r* 
1/.',  =  50",21129<'  -f  0",000 1221483  t'^; 
wenn  ferner  unter  J  Sl,  J  to,  J  i,  Jn,  JL  der  Betrag  der  Störungen  verstanden  wird,  wie  die  Berech- 
nung der  speciellen  Störungen   ihn   unmittelbar   ergiebt,   so   wird   für  jede    Zeit  /  bezogen   auf  das 
mittlere  Aequinoctium  von  t: 

a  =  fi,o  +  Ja+V',  — /  cotx  ü  sin  (fto  -f  11) 
(u  ^     <"o  ~t~     •^'"  "1-  /  cosec  t'o  sin  {Q,^  -\-  It) 

71  =     n„  -f     j„  -i^  xt.^-!i-  X  tg-i^  sin  iSl,  -h  n) 

i  =     /„  -f     Ji  +  X  cos  (Slo  +  n) 

L=    L,+     JL+  .;■,  +  /toi  i,  sin  (ft„  +  n)  +  ."»  ('  -  T) , 

wo  nach  Bessel  für  1750  -j-  t' : 

n  z=S°  23'  50"  -f  5",2U' 
ist.  Die  im  folgenden  Rechenbeispiel  veraaohlässigten  Glieder  mit  dem  Factor  /  haben  aber  bei  Ve  s  t  a 
und  ebenso  z.  B.  bei  Ceres  nur  einen  ganz  unbedeutenden  Einfluss,  während  sie  z.  B.  bei  Juno, 
Pallas  und  dem  Pons'schen  Kometen  in  der  Neigung  der  Bahn  merklich  werden.  Daher  wurde 
von  einer  nachträglichen  Berücksichtigung  der  betreffenden  Glieder  und  Umrechnung  des  Encke'- 
schen  Beispieles,  das  nur  den  einzuschlagenden  Gang  der  Rechnung  veranschaulichen  soll,  hier  ab- 
lien.  — 


Störungen  der  Vesta  durch  Jupiter 


l(s:!<;.  .liiii  :i.  i.is  |)r,a'Mii..r  |s. 


0  I'  r  <  t'  r   «1  (•  ^    .1  II  |i  i  t  t'  i-. 
in.-    lull  r|iiil:itiiiii  :lu^  «Irin   .l.ilirliii.lic   irL.'U'lii    fiii-  diii   .scli<.-iiiliari'ii   Ort: 


l.s:tt; 
(»'•  M.  I'.  /t. 


Länge  2J. 


»roite  2|.         |  Uml.  v.-<t< 


.liili  :!.  . 
A.i^'.  14. 
St-pt.  L'f). 
X..V.  (i. 

i»cc.  la  , 


IUI  2:{  *i  ,1 

122  4i;  2li  ,2 

I2ii  8  -1(1  ,4 

12!)  29  Wi  ,1 


27  4.'.  ,(i  1      ri.iü!)  I(i 

32  4  ,0  .V2Ki  71 

:»;  M  ,3  ri,2!l7!t4 

lü  n;  .1  .1,311  7!» 


Der  AK/.iil;   tlor  Nntation    uml    (Kt  rriU-essioii    seit   ISIO.  .I:iii.  (t.,   iiiii    .-illis  auf  lias 
iriililirc    Aii|iii liiiin    ilii-iir    |vi„i.lii.    /ii    liriii.j.ii,   ._ri.l.i    .|i..    ri.ln.-irti^ii    l,:iii.rcii : 


.lltOliiill     \Vl-J>lll    llel- 


n"  M.  I'.  ■/.{. 


KeduciHe  Längen 


Kiitati 


PriicossiDii 


Aiij;.    11. 

•)"■'  i 

St-pt  2.0. 

!t7C.5         1 

Nov.  (i. 



UÖ07 

Ii.c.   ]H 

9840 

Alis    ili'l) 

1 

<  )«rterii : 
.luli  3.  . 

l<>  .1 

11  ,:; 

12  ,1 
II»  ,4 


■-'_'  17  ,1 

22  22  ,9 

22  2.'H  ,7 

22  34  ,5 


1 1:."  :;i.' 

II '.I  0 

122  24 

I2.">  4t; 

129  7 


r»'.i  A 

14  .i; 

23  ,S 

29  ,0 


11."."  :;r/  .^(i",i  -f  d«  2.!' 

IJ'.I        7    -2!»  ,0  41) 


\r,  .1 


f..l.rl: 


U,'  =  «IS»  22'  r)6",()  )•  .^   1»   IS'  4.' 

\vi>ruii>  die   Kcitiu-tion  auf  die   Längen   in  tk>i-  Bahn   wird: 

!    27",073  sin  2  (Hid.  Liin-i-  —  Sl'). 
Man    .Tliiilt    r..!_'li.-li: 


1> 

Iij 

H 

"  M. 

1". 

Zt. 

.lull 

14. 

S.-,.l. 

2.'i.   . 

X..V. 

f..      . 

I»if. 

18.     . 

Reduction 


'".'/  r' 


-'J  .1 


II".  .;i.  "ii  .1 

im  I  17  ,:'. 

122  21  31  ,7 

I2.'.  41!  45  ,9 

129  7  62  .8 


11.721  711 
0,722  939 
(1,724  107 
0,725  241 
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Elemente  der  Vesta. 

1836.  Juni  12.  0»  Mittl.  Par.  Zt. 

M  =  319»   13'     1",8  X  =  250»     7'  56",4 

n  =  977",831 72  ft  =  102    59      1  ,6 

0  =       5»     2'  33",6  i  =       7      8    15  ,7 

2,990  264              8,943  977  9,998  316              0,087  898 

3,550  007              5,314  425  9,996  632             1)^036  587 


0,559  743  4,258  402  0,369  794  0,373  162 

0,186  581  log  e"  log  p  9,960  043 


0,373162  log  ^^.(1  +  e)  .  .  .  0,204  875 

'o(/  «  log  ^^  (1  +  e)  .  .  .  0,166  603 

log  ^^  =  9,673  934  log  ^^^  =  0,149  371 

log  m'  =  2.291  616  Jupittriiiasse  iu  Seeimden 

log  (1)  •  •  •  ^^  V  "'    •  •  •  1'965  550  log  (7)  •  •  •  ^^|=^  e  .  .  .  9,093  348 


26  Ä 

vT 


%  (2)  •  ■  •  •  -^ 0,905  688        log   (8)  •  •  •  ^^^  _?)...  0,519  165 


sni  1 


log  (3)  .  .  .    a  cos  (I>    ...  0,371  478  log     (9)  .  .  .  pfg  -  0  .  .  .  9,013582 

log  (4:) ^ 1,425  817  log  (10)  ...  2  cos  *  .     .  0,299  346 

loo  (r>) i 1,056  023  lo(i  (II)  ....  tq  \  0  ..  .  8,643  788 

■    ^  ■  e  ^    '-     '  •    2 

log  (6)  ■  ■  ■  ig^  i 8,794  967 

98»  22'  56",0         »■'...  1»  18'  45",9         ^  (ft'  —  ft)  .  .  .   177"  41'  57".2 

102    59      1  ,6  i    .  .  .  1      8    15  ,7         ^  0'  +  0 4    13    30  ,8 

0 2    54    44  ,9 

8,867  333  8,705  952  n  ^  {N  +  N')  =       3»  20' 

8,603  635  9,999  650»  ^  (.V—  N')  =r-.  177    42      9  ,0 


1»  18'  45",9 

|(ß' 

7      8    15  ,7 

lO'^ 

^''- 

-"    u^  + 

N')  = 

9,998  818  9,999  439  N 181      2    12  ,3 


7,470  968  8,602  453  st  —  ft    147      8    54  ,8 


8,705  602  9,999  089  h  cj'    326      6    42  ,5 


9,999  264  9,999  651  N' 185    37    54,3 


8,706  338  9,999  438  Sl' 98    22    56  ,0 

]_ 
2 
log  sin  I  .  .  .  9,006  804  log  cos  I .  .  .  9,997  747. 


W  ...  2»  54'  54",2,     J  ...  5»  49'  48",4     Sl'  +  N' 284      0    50  ,3 
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0  f  s  t  r.  r  t  .■  r    Pia  ii  r  f 


Vfst  n. 


Juli  :). 


AiiR.  14.         Sept.  25.    I     Nov.  C. 


r>ec.  18. 


i; 

K  .  .  .  . 
log  sin  K 
e  sin  K    . 


321"   4H',4 

•J.7913« 
—  3'  6',9 

160«   bVfi 


334°     6',0    I  3-I6''  34',ü       30«°     3',8         11°  33',ö 


9,6397  II 
—  2»   ll',8 

167«     4',0 


9,36C1  n 
—  1»   10',2     I 


8,2134  fi  9,3020 

—  4',9     I    +1°  0',6 


173«  17',0       179»  31',9    I       5'  4C',9 


log  rin  -q  E 
lug  CO»  -j  E 


Ing  sin  —  r  VT 


log  CO»  — 


4rV 


9,5147 
9,9754  n 


9,3499 
9,9888  n 


9,0680     i         7,9124  9,0032 

I 
9,9970  n'         0,0000  »i  9,9978 


9,7196 
0,1420« 


9,5548     I         9,272'J  8,1173  9,2081 

0,1554«  0.1636n  0,1666«  0,1644 


159°    17',4     '  165°  55',  1 


9,9710« 


9,9867j« 


172°  40',3     I  179°  29',3  6°   18',6 


9,9964  n 


0,0000«  9,9973 


log  y 

log  r  . 


0,1710  0,1686j  0,1672  0,1666     .         0,1671 

316°   34',8     I  331°   50',2       345»  20',6     j  358°^58',6    ,     12°   37',2 

0,3420  0,3373     |         0,3344  0,3332  0,3342 


Ing  eis  II  . 
loij  sin  II  . 
Inij  r  sin  II 


105°  43',7     I  118°  59',1  132°   29',5 
9,4331 «           9,6854  «  9,8296  « 

9,9835     '         9,9419     '         9,8677 
0,3255  0,2792  0,2021 


log  »in  V  . 
log  cos  p  . 
lug  Cos  E 


log  {co*  V  ■{-  COS  E) 


9,8206  « 
9.8750 
9,8953  ^ 
0,2911  I 
0.1864 


9,6740  n 
9,9453 
9,9542 
0,2966 

o,25as 


9,4032  n 
9,9856 
9,9879 
0,2999 

0,2878 


146°   7',5 
9,9192« 
9,7462 
0,0794 


8,2519« 

9,9999 

9,9999 

0,3010 

0,3009 


159°  46',  1 
9,9723  « 
9,5388 
9,8730 


9,3394 
9,9894 
9,9911 
0,3002 
0,2913 


log  f   ...   . 
'0,(^  +  0 


loij  r  sin  r  .    .    .    - 
log  tp  +  •■)  •"•  "  ■ 


0,0278 

0,3152 

0,1626  n  \ 
0,4778  « 


0,0325 

0,3176 

0,0113« 
0,3289  n 


0,0366 

0,3197 

8,5851  n 
8,9048  n| 


0,0356 

0,3192 

9,8736 
9,9928 


—  2  r  CO»  •/'.., 

log  Cor  ff.  dl.     .   . 


0,0774         —0,0910 


-  4,3780 
0,6489  « 


■  4,3310 
0,64515  H 


—  0,0998 

—  4,3020    ! 
0,6437  « 


—  0,1032 


-0,1007 


—  4,2900         —4,3000 
0,6428«  0,6436« 


KUnkerfuo»,  Ttieor«ti«chc  Attrauomiu . 
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S  t  ö  r  e  u  (l  e  r   Planet    .    .    .    Jupiter. 


1836 
O"  M.  P.  Zt. 


Juli  3.  Ausr.  14.     1     Sept.  25.     i      Xov. 


Dec.  18. 


log  sin  u'  .  . 
log  tg  ii'  .  .  . 
X' 

V  -\-  <o'  .    .    .    . 

V  -  (r  +  oj') 
log  sin  ß'     .   . 


191°   SG'.O 

9.3034  n 

9,3123 

191»   32',3 

284°  4I',5 

266°  50',8 

8,3102  n 


195°     0',4 

9,4132  J! 

9,4283 

194°   55',9 

297°   56',9 

256°   59',0 

8,4200  n 


198°  23',7 
9,4991  n 
9.5219  n 
198°  18',3 
311°  27',3 
246»  51',0 
8,5059  n 


201°  45',9 

9,5691  »I 

9,6013 

201°   39',7 

325°     5',3 

236°  34',4 

8,5759  n 


205°     7',0 

9,6278  n 

9,6710 

205»     0',0 

338°  43',9 

226»   16',1 

8,6346  ?» 


log  cos  [iJ  —  («  +  ">')] 

log  cos  ß'    

log  sin  [i'  —  {v  -\-  w')] 

log^ 


8.7405  n 
9,9999 
9.9994  »1 


9,3526  H 
9,9999 
9,9887  « 

9,9886  « 


9.5945  n 
9,9998 
9,9636  n 

9.9634« 


9,7411  n 
9,9997 
9,9215  n 

9,9212  « 


9,8396  n 
9,9996 
9,8589  n 

9,8585» 


log  cos  y'  . 
log  sin  y'  . 
log  r  .   .   .    . 

log  a;'     .    .   . 

log  g  cos  V 
log  (.  sin  V 
log  cos  V 


8,7404  n 

9,9994 

0,3420 

9,4609  H 

0.0537 

0,3957 

0,7199 

9,9560 


9,3525  n 

9,9887 

0,3373 

0,0742  n 

0,1891 

0.5264 

0,7104 

9,9226 


9.5943  n 

9,9036 

0.3344 

0,3172  n 

0,2926 

0,6270 

0,6865 

9.8772 


9,7408  n 

9,9216 

0.3332 

0,4649  n 

0,2402 

0,7051 

0,6457 

9,8772 


9,8392  n 

9,8593 

0,3342 

0,5644  H 

0,2010 

0,7654 

0.5845 

9.9216 


log   e 


?o<7  —  .  .  . 
log  J    ... 


0,7639 
7,7083 
7,8384  n 

0,5870 

7,2514  n 


0,7878 
7,6366 
7,8348  n 

0,4360 

7,3988  n 


0,8093 
7,5721 
7,8312  n 

0,3475 

7,4837  »i 


0,8279 
7,5163 
7,8277  n 

0,2910 

7,5367  n 


0,8438 
7,4686 
7,8243  n 

0,2525 

7,5718  « 


log  if  . 
log  (1)  J 
log  z'    . 


log  J  x'    .   . 


log  B' 


0,7198  n 
9.2169  n 
9,0307  « 


0,7103  « 
9,3643  « 
9,1417  n 


0,6863  n 
9,4492  n 
9,2288  n 


0,6453  n 
9,5022  n 
9.3000  n 


6,7123 
8,0503  n 
0,0204 
8  0299  n 


7,4730 
7,9739  n 
0,1647 
7,8092  n 


7,8009 
7,9065  n 
0,6656 
7,2409  « 


8,0016 
7,8495  n 
0.5294 
7,4722 


0,5837  n 
9,5373  n 
9,3598  n 


8,1362 
7,8028  n 
0,2709 
7,8653 


Kräfte  und  Aenderuugen  der  Elemente. 


1836 
O''  M.  V.  Zt. 


Dec.  18. 


S?i^^^-  •... 

1 

9.9954  n 

9,9367 

8,2476 

9.7747  n 

0,0746 

8,5060 

9.2064  n 

0,1355 

8,6780 

9.4377 
0,1475 
8.8022 

9.8308 
0.1210 
8,8971 

log  c>o  (   -,/—                               1 

di 

dSl 

.    .   .   .  W 
.    .    .    .  W 

9,7751  H 
1,2312 

0,0227  n 
1,1849 

0,1640  n 
1,1078 

0,2524  « 
0,9851    ' 

0,3065« 
0,7787 

—    fi3^ 


I»''  M.  1'.  Zt. 


Juli 


Aug.  lt.     ,     av\)L  '2ö. 


l'LC.    XS. 


I'l- 

1. 

c>.l''JI  „ 

o,5;>7'.» 

ii.ii-t.'i.'i  II 

'.1.77  17  11 
O.GJll.i 

u,i.7Jl 

•  7109 
tM-.628 

It 

1  " 
\s  , 

\\V 

1,300611 
1,5338» 
9.1205 

1,3711» 
1,38-19  n 
9.0742 

l,4114n 
1.1 127  n 

8,'.K)71 

1,4257  II           l,4I.V2ii 
9.!Mmsii            l.(MHH 

8,H744              8.«<W) 

in 

li'' 

8,9139 
0,1772  m 

8,7673 
0,1819  II 

8,4965 
0,1848  »1 

7,3452              8.4327  ii 

IS 

["s 

0,1860  n            0,18.''i0n 

II 

0,6489  n 
9.121611 
9,1205 

0,6456  II 
8,9727  n 
9,0742 

0,6437  II 
8,7005  n 
8,9971 

0,(>42»»i,          0,6436  n 
7,548«  II           8,tö66 
8,8744  II           8,6680 

42  </i 

—   0",011 
+   0",301 

—   0".034 
-h   0",491 

—   0",070 
+   0",611 

—   0",113     1  —   0".1(» 
-f   0",613       +    0",474 

42  il  •/•  1 

+    l"MO 
+    3",  123 
+    4",663 

+   0",661 
+   4",97G 
+   5",637 

+   0,096 
+   6",234 
+   6",330 

—   0",012 
^     6".606 
+   6",594 

+   0",348 
+   6",079 
-f   6",427 

42  rfTi 

+  19",777 

—  29",547 
+   0",002 

—  9",768 

+  13",990 
—  28".807 
+   0",004 
— 14".813 

+   4",  148 

—  17",708 
+   0",005 

—  13",.555 

—  7".302 

—  1".283 
+   0",005 

—  8",580 

— 17",620 
+  14",783 
+    t)",004 
—   2",833 

—  0",0811 

—  1",3000 

—  1",3811 

—  0",0348 

—  1".8050 

—  1",8398 

—  0",0050 

—  2",0910 

—  2",0960 

+   0",0006  '  —   0",0183 

—  2",  1552     —   2",0229 

—  2",1546  j  -    2",0412 

42  rf  /, 

+    4",409 
—   0",114 
+    0",002 
-L     1".*>7 

+    2",632 
—   0",111 
-f    0".004 

+   0",708 
—   0",0fi9 
+   0",005 
J-    0",644 

—  1",204 

—  0",005 
+    0".005 

—  1",204 

—  2",981 
+    0",057 
-j-   0",004 

—  2".!I20 

Ffi  r    <l  i  •■    I  II  t  i'ir  rii  t  i  oii. 
I  =  7»  8'  11",64  vi    —  103»  8'  20",4«- 


M.i  2-'. 
Juli  3.    . 
Aii(;ii't   14.   . 
Scpt.miKr  25 
November  6.   . 
IVcomlicr  18. 


fl681 
9723 
9765 
9807 
9849 


0",000 
-0",011 

-  0".034 

-  0",()7ü 
-0",113 

-  0",160 


+  4",083 
+  4".072 
+  4",0.S8 
+  3",968 
+  3",8ö5 


-r-u",iu2 
+  0",301 
-i-0",491 
+  0",61I 
+  0",613 
+  0".474 


—  658".916 

—  558".615 

—  558".124 

—  557",613 

—  556".'.K)0 
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5»  9'  39",17 


n  =  249"  48'  26",91. 


1836 
M  P.  Zt. 


t  —  1810 


42^71 


Mai  22 jl  9639 

Juli  3 1^  9681 

August  14 i|  9723 

September  25 |  9765 

November  6 j|  9S07 

December  18 9849 

li 

,;  =  978",29671 


+  3",624 
+  4",663 
+  5",637 
+  6",330 
-f  6",591 
-I-  6",427 


—  425",567 

—  420",904 

—  415",267 

—  408",937 

—  402",343 


+ 


•  9",763 

•  14",813 
13",555 

■   8",580 
2",833 


+  1170",016 
-|-1160",248 
-|-1145",435 
+  1131",880 
4-1123",300 


L  =  105»  53'  15",63. 


1836 
M.P.  Zt. 


t  —  1810        (42)'  dn 


Mai  22.  .  .  . 
Juli  3.  ... 
August  14. .  . 
September  25. 
November  6.  . 
December  18. 


9639 
9681 
9723 
9765 
9807 
9849 


-G",7115 
-1",3811 
- 1",8398 

-  2",0960 

-  2",1546 

-  2",0412 


— 19",5017 

—  20",8828 
22",7226 

—  24",8186 

—  26",9732 


-4802",3339 

-  4321",8356 
-4842",7184 

-  4365",4410 
-489Ü",2596 
-4917",2328 


+  5",825 
-I-  4",297 
+  2",525 
-I-  0"X44 
-f  1",204 
+  2",920 


—  1071",572 

—  1067",275 

—  1064"J50 
— 1064",106 

—  10C5",310 


Die   constauteii   Elemeute   gelten   für   1810.  Jan.  0.  Mittl.  Par.  Zeit.     Die  Längen 
beziehen  sich  auf  das  mittlere  Aequinoctium  derselben  Epoche. 


Bemerkung  zur  Berechnung  der  störenden  Kräfte  (vergl.  S.  611  ff.). 

Die  jetzigen  Berliner  Jahrbücher  geben  unter  dem  Titel  .,  Hell  ocen  tri  sehe 
Planetencoordinaten"  für  jeden  Planeten  (bezogen  auf  das  Aequinoctium  des 
Anfanges  eines  bestimmten  Jahrzehntes)  für  gewisse  Epochen  den  Logarithmus  seines 
Radius  vectors  und  seine  Länge  in  der  Bahn.  Am  Fusse  der  Seiten  findet  man  neben 
einer  Angabe  über  die  Masse  des  Planeten  die  Elemente  ft  und  ?,  welche  im  Allge- 
meinen ein  Jahi-  als  constaut  beti-achtet  werden  können. 

An  demselben  Orte  findet  sich  die  heliocentrische  Breite  des  Planeten  und  die 
„Reduction  auf  die  Ekliptik",  d  h.  der  Winkel,  den  man  zur  Länge  in  der  Bahn 
hinzufügen  muss,  um  die  heliocenti-ische  Länge  des  Planeten  zu  erhalten.  Füi-  die 
grossen  Planeten  ist  diesen  Angaben  noch  der  Winkel  B^  beigefügt,  welchen  der 
Radius  vector  mit  derjenigen  Bahn  ebene  bildet,  welche  durch  die  anbei  folgenden 
Werthe  von  ft'  und  «"'  definii-t  ist.  Um  diese  kleinen  Correctioneu  zu  berücksichtigen, 
hat  man  an  Stelle  der  Formeln  (16)  der  vorstehenden  Encke'schen  Darstellung  (vergl. 
S.  614),  die  folgenden  zu  verwenden: 

cos/3'  cosl!  =^  cos  [L'  —  {£i'  -\-  N')] 

cosß'  sink'  =  sin  [L'  —  (ß'  +  N')]  cosJ —  Bosinl"  sinJ 
sinß'  =  sin  [L'  —  (ft'  +  N')]  sinJ  +  Bosinl"  cosJ. 
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NoniniiHliifunzigstt'   Vurlrsuti^. 

ill.     I»ii'   Ihiii^i'ii-Ticljcirsclic  Mi'IIkmIc   ziii"  I'.iitrliiiiiiiM- 
der  s|M'(ir||t'ii  Müniiiu'i'ii   in   l'iihircniiiiliiKiirii  (iimiIi  Tiri  jcii)'). 

l)i'ii  Hi'ni-liiii-iii  ikr  kli'iiK'ii  l'l;iiicliii,  lu  ftoiiiki.s  douji-nigiii  AslioiHJiiifii,  wt-lelie 
iK'giiiiit'ii,  sich  in  iliosr  Kt'chiiiintjfii  eitizuarl »fiten,  «lürfte  ex  oruüiisclit  ««'in,  (liojciiijjfon 
Koriiifiii,  wolflu'  für  «lio  Hc'cliiiunj;i'n  zur  Zoit  als  ilie  /.wockiiiassif^ntfii  jjciten  köiiiion, 
in  Kür/o  iihin-li'iti-t  und  nebst  einem  Heclinuiiirsschenia  und  15eisi>iel  /.usaninicn<;e8tolit 
zu  finden.  Im  Folgenden  ist  versnelit,  dies  in  Hezuj^  auf  die  Hereelinunj,'  der  S|ieciellün 
St4>runj;;en  für  Polarooitrdinaten  auszuführen. 

l)iejenipe  KUene  der  Hahn,  in  welcher  der  Planet  sich  zur  Zeit  eines  gewissen 
Anfaui,'ji|(unkt<?s,  z.  H.  des  der  Hechnuni,'  l>owej;t,  werde  als  Grnndebene,  als  Ehene  der 
rjA  angenommen;  ferner  sei  für  den  gestörten  Körper: 

m  die  Masse,  die  Soniieumasse  als  Einheit  genommen ; 

j,  ;/,  z  lue   rechtwinkligen  Coordinaten,  deren  Anfang  im  Miltel|>unkte   der  Sonne 

sich  l>eliudet; 
r   der  ISadius  veclor,  also  r*  =  x^  -^  y*  -{-  e^; 
b   iler  Winkel,  welchen  r  mit  der  angeführten  Grundeljenc  bildet; 
(J  die  l'rojection   von  r  auf  diese  Grundebene,  also  q  ■=  rcosb; 
1    der  Winkel,  welchen   p  mit  der  a:-Axe  bildet. 
Die    ähnlichen    Grössen     für    den    störenden    Körper    mögen    mit   m^^;    J, ,   y, ,   Zi, 
i'i.  7»,,  i,  bezeichnet  werden. 

Für  die  rechtwinkligen  Coordioaten  des  gestörten  Köqjers  erhalt  mau: 
X  =  Qcosl  =  rcosb  cos  1  | 

y  =  Qsinl  =  rcosb  sini    \ (1) 

e  ::=  Qtgb  =  rsinb  J 

b  ist  ebenso  wie  e  eine  Grösse  von  der  Ordnung  der  Störungen,  welche  wir 
als  Grössen  ei-ster  Ordnung  betrachten  wollen,  p  unterscheidet  sich  daher  von  r  nur 
um  eine  (irösse  zweiter  Ordnung. 

Für  den   störenden  Körper   erhält   man  Lu  Bezug   auf   dasselbe  Coordinatensystem : 
X,  =  r,  cosBi  cos  Li   ) 

iji  =  r,  cosBi  sin  J.,  ('2) 

r,  =  r,  sinBi  ] 

Wird  die  Entfernung  beider  Planeten  mit  A  bezeichnet,  so  ist  noch: 

A'  =  (x.  -  x)»  4-  (y.  -  yy  +  (^1  -  'Y 

=  p>  -f  .f»  -f  r,'  —  2[riQcosBi  cos{Li  —  ?)  +  ^»iS/'i.B,]. 
Die  Gleichungen,    welche    die  Bewegung   des    gestörten    Körpers    nm    den    Sonnen- 
mittelpunkt ausdrücken,  sind  nun  bekanntlich: 

t'  (1   +  »')  X  _  j_,^_    /Xi   —  X    _    T^\ 

r,'  / 


=  Ä«»«,  (^ 


k*  (1  +  »0  y 


A' 

—  y 


rO 


+ 


(3) 


')  Die  folgcnilon  Autfuhrunfien  Bind  mit  frcumll.  (tonchiiiit;uii|^  seitens  der  Erlien  des  Professor 
Tiptjcn,  sowie  Fenl.  Düniniler's  Verlagsbuchhandlung  in  H.rli'i  mi«  il.m  Herliner  AstroDOm. 
Jabrbuchc  für  1877  CDtnominen. 
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worin  Je  die  bokauute  Constante  unseres  Sonnensystems,  deren  Logarithmus  =  8,2355814, 
wenn  der  mittlere  Sonnentag  als  Zeiteinheit  genommen  wird. 

Forner  ist  hier  x"  für  — -,   y"  für  — f-  imd  e"  für  — —  gesetzt,   so   wie  wir   über- 
dt^     '  dt'  dt' 

haupt  den  ersten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  mit  einem,    den  zweiten    mit  zwei 

Accentcn  oben  rechts  bezeichnen  wollen. 

Sind  mehrere  störende  Körper  in  Rechnung  zu  ziehen,  so  ist  für  jeden  ein  ähn- 
licher Ausdruck  wie  die  rechte  Seite  dieser  Gleichungen  (3)  zu  bilden  und  die  Summe 
dieser  Ausdrücke  einzusetzen.  Der  Kürze  wegen  halten  wir-  uns  an  einen  einzigen 
störenden  Körper,  und  da  mau  specielle  Störungen  wohl  nur  für  Asteroiden  und  Kometen 
berechnen  wird,  so  wollen  wir  dabei  »»  =  0  annehmen. 

Um  die  Gleichungen  (3)  durch  Polarcoordinateu  ausgedrückt  zu  erhalten,  sind 
«hiriii  die  Werthe  der  rechtwinkligen  Coordinaten  aus  (1)  und  (2)  zu  substituiren. 
Wird  zunächst  die  zweite  der  Gleichungen  (3)  mit  x,  die  erste  mit  y  multiplicirt,  so 
giebt  die  Subtractiou  beider  Producte: 

wo: 

1  1 


Die  linke  Seite  wird: 


^  =  A3 


d  {xy'  —  yx')  (liQ^-T) 


dt  dt 

und  die  rechte  Seite  giebt: 

A:2«»i  .  QTi  cosBi  sin.  {Li  —  /)  .  7t  =  U, 


so  dass: 


oder ; 


p2/'  =  Const.   +       Udt. 


Die  Werthe,  welche  p  und  /  in  der  ungestörten  Bewegung,  für  welche  r  ^  0 
und  /  Udt  =  0  ist,  .annehmen,  seien  ro  und  v^  -\-  Nq,  wo  Vo  die  ungestörte  wahre 
Anomalie  und  Ng  eine  Constante  bezeichnet.     Es  wird  dann: 

»•u"«'o  =  h]^, 
wenn  ^'o  =  Parameter  der  ungestörten  Bahn. 

Folglich  wird  obige  Const.  ^=  Je]  2^0   ""<i  es  ist : 

(,2?'  =  lc\'J^+  fUdt (I) 

Um  eine  zweite  Gleichung  zwischen  p  und  1  zu  erhalten,  multiplicire  mau  die 
erste  der  Gleichungen  (3)  mit  x,  die  zweite  mit  y  und  addire  die  Producte.    Dies  giebt: 

xx"  +  yy"  -\ ~  =  fc-'"i  Uxxi  +  yyi)K  —  ^J- 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (1)  und  (2)  wird  die  rechte  Seite: 

k^nii  Ikvi  cosBi  cos{Li  —  /)  —  7^"9  =  -R"P 

und  die  linke  Seite  sieljt: 
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l(-_±JüO  _  (,„  ^  ^.)  ^  *1L'  ^  IM.)  _  (,..  ^  ,.,.)  ^  *L£! 


alsu : 


Kolljlich    li:irHii    wir 


-PP"  -?»''»+      ^,    • 
y"  -  P'"  +  7?  =  ^ t") 

Diiroli  die  Glt'icluuigen  (I)  tiiul  (II)  mid  diu  letzte  der  Gleichungen  (3)  also  durch: 

,"  +  ^=i..„,,  (1L^_£^)  =  A> »,.(.-,  .A'-^)  =  Z.     .     (III) 

i^l  der  Ort  des  gestörten  Körpers  vollständig  hestininit. 

Wollte  man  den  Radius  vector  r  und  den  lieschriebenen  Bogen  tt  sUilt  der  res(i. 
Projectioncn  dieser  Grössen  q  uml  /  einführen,  so  ist  /.u  bemerken,  dass  sich  r  von  p 
und  u  von  /  —  gleichen  Anfangspimkt  der  Zählung  vorausgesetzt  —  nur  um  Grössen 
zweiter  Ordnung  unterscheiden.  Verändert  man  daher  jedesmal  die  Lage  der  Ebene 
der  jy,  sobald  diese  Unterschiede  merklich  werden,  oder  besser,  geht  man  in  jedem 
Augenblick  auf  die  jedesmalige  Bahnebene  über,  d.  h.  auf  diejenige  Ebene,  welche 
durch  zwei  unmittellar  auf  einander  folgende  IJadienvectoren  r  und  r  -|-  /dt  geht, 
8o  kann  man  in  (I)  und  (II)  p  durch  r  und  1  durch  «  ersetzen.  Die  Grössen  R  und  U 
sind  dann  natürlich  auch  für  die  jedesmalige  Bahnebene  zu  bestimmen.  Letzterer  Um- 
stand hau]itsächlich  giebt  die  Verauhissung,  statt  der  veränderlichen  Ebene  eine  feste 
Ebene,  nämlich  die  Bahnebene  für  den  Zeitpunkt  des  Anfanges  der  Rechnung  bei- 
zubehalten. Diese  Ebene  möge  kurz  „ungestörte  Bahnebene"  genannt  werden,  sowiv 
wir  überhaujit  der  Kürze  wegen  die  für  diesen  Zeitpunkt  osculirendeii  Elemente  mit 
«ungestörten  Elementen"  bezeichnen  wollen.  Wir  werden  daher  bei  den  folgenden  Eut- 
wickelungen  die  Gleichungen  (I).  (II),  (III)  zu  Grunde  legen.     Da: 

,-ä  =  pä  +  e^, 
so  wird : 

!•'         p^  V       '    p-V  p'  2  pi 

wo  es  wohl  in  allen   Fällen   ausreichen  wird,   die  Reihe    mit    dem    zweiten  Gliedc    ali/.u- 
brecheu.     Die  Substitution  dieses  Werthes  in  (II)  und  (III)  giebt: 

«"-«'■■  +  ^  =  «  +  1^  =  ». "^t 

'"  +  ^  =  ^  +  1^  =  ^. ^^'^ 

In  den   meisten  Fällen  wird  man  Zj  =  Z  setzen  können. 

Aus  den  Gleichungen  (I),  (II),  (III)  oder  aus  (I),  IV),  (V)  lassen  sich  unzählige 
.Methoden  zur  Berechnung  der  speciellen  Störungen  ableiten.  Wir  wollen  tnis  hier  auf 
drei,  ilie  besonders  für  unsere  Zwecke  geeignet  erscheinen,  beschränken. 

Bei  allen  drei  Methoden  werden  wir  die  (ileichung,  welche  z  giebt,  in  einer  und 
ilei-selben  Form  anwenden,  die  man  sofort  au.-i  (V)  erhält,  wenn  mau  darin  für  Z  seinen 
Werth  aus  (III)  setzt.     E»  wird  dann: 

„    ,    /k*     ,    Är»m,\  ,,       .,       ,3    fc'r» 
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oder: 

z"  +  /3«  =  Zi, 
wenn: 

3    7i"-£3 
gesetzt  wird,  wo  wohl  in  den  meisten  F'ällen  -^  — :—  vernachlässigt  werden  kann. 


Es  sei: 

9  =  ro  +  ö  p     und     7  =  «j,   -|-  b  u , 

wo  »0  und  Uo   der  ungestörten  Bewegung  entsprechen    und   auf    gewöhnliche  Weise  aus 
den  ungestörten  Elementen  erhalten  werden,  nämlich  aus: 

E^  —  Co  sinEo  =  M^ 

rf)Sinvo  ^=  «o  cosqPo  sin  Eg  ] 

rocosvo  =  «„(cos-Eo  —  eo)i  ^  ^ 

"o   =  «'o    +    -^0- 

No  ist  der  Abstand  des  Perihels  der  ungestörten  Bahn  vom  Diu-chschuittspunkte 
dieser  Bahn  mit  der  Bahn  des  störenden  Körpers. 

Da  mau  die  Gleichungen  für  die  imgestörte  Bewegung  ei-hält,  wenn  mau  in  denen 
für  die  gestörte  Bewegung  alle  die  Masse  des  störenden  Planeten  enthaltenden  Aus- 
drücke Null  setzt,  so  folgt  aus : 

9"  -  9  ''-•  -\-  ^  =  üi 


zunächst,  wenn  für: 


substituu't  vrird: 


und  es  ist  also  auch: 


'•:-^  +  ^=o. 


Die  Subtraction  beider  Gleichungen  siebt: 


oder: 


also: 


1  ist: 

—    =    1     +    Co  cos  «Ol 

'"o 
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Aus  Q'^  •'o  +  ^P  eryii'bt  bich: 


^='^'^  =  '  +  - 


8q 

iKr  Kiir/.o  wegoii  v  =  — ^  gcsuUl  iwl;  iiUo: 


^  —  1  =  (1  +  v)>  —  1  =  3v  (l  +  v)  +  V'. 


I>ii-s  uiiige8ot7.t,  giobt: 


«xlcr : 


ScUl  man: 


«0=1   +  3  «u  cos  i'o 


«    ^  a„  l  1    I 


wiril : 


(ö  q)"   -\-   b.ÖQ  ^^l (A) 

Substitiiiit  man  r,;'  (1   -|-  r)»  .  [m'o  +  (Ä«')J  ^^^^  9*''  '•'  (0'  ^'^  L-rgicbt  sicli: 
rj'  (1  +  v)»«'o  +  ()»(<J«)'  =  M'i^  +  fUdt, 
otlt-T,  da  f,;'  m'o  =  ^'  1  2^0  ■ 

a^G^-f  (i  +  i  f ) 
(öuy  =  ±/rät ^5 '—^ (B) 

SobaUl  dp  und   also   auch  r  =r      ^    aus   (A)    gefunden,    wird    du   aus  (B)   durch 

einmalige  lutegration  erbalteu.    Zu  bemerken  ist  jedoch,  dass  die  strenge  Auflösung  der 

Gleichung  (A)  auch   die  Kenntniss    von  z  erfordert,  weil  9i  die  Grösse     -  — —  enthält 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  bei  den  ei^sten  Werthen  ganz  vernachlässigt  werden  können, 
später  kann  er  mit  Leichtigkeit  im  Vonius  extr:i])olirt  werden.  Die  Wertlie  R  und  f 
uinl  man  ja  ebenfalls  nur  successive  berechnen  können,  weil  sie  schon  die  gestörten 
Werlhe    Q  unil  1  enthalten. 

Vorstehende  Methode  wurde  im  Wesentlichen  zuerst  von  Brünnow  in  den  Astr. 
Nachrichten  Nr.  808  angegeben. 

IT. 

Bei  der  soeben  behandelten  Metliodc  bat  man,  um  den  Ort  des  gestörten  K<">rj>ers 
zu  erhalten,  die  Grössen  lo  »"'d  ««  =  i„  +  Ao  «l»^''  ungestörten  Bewegung  nach  (4) 
abzideiten  und  an  diese  Grössen  die  Störungen  anzubringen.  Man  kann  nun  offenbar 
auch  die  Störung  dM  der  mittleren  Anonntlio  3/«  so  ermitteln,  dass,  wenn  mau  iu  (4) 
Mo  +  S  M  statt  Mf,  einsetzt   und    damit  r  und  r  findet,    man    unmittelbar   J  r^  '     •-   .V 

Kllnkorfutt,  TheonUtcli«  Attrooomie.  tj| 
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erhält.  Um  daini  q  zu  finden,  wollen  wir  mit  Hansen  eine  Grösse  w  so  bestimmen,  dass 
Q  =  ~rc"',  wo  c  die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  ist.  Wir  haben  daher  jetzt 
folgende  Gleichungen : 

M  =  Mo  +  831 

E  —  Co  sin  E  =  M 
r  sin  V  =  üo  cos  ipo  sin  E 
r  cos  V  =  «0  (cos  E  —  Co) 

l  =  v  +  No 

Q  =  rc'". 

Bezieht  mau  alle  Grössen  auf  die  gestörte  Bahnebene,  so  gelangt  man  zu  den  von 
Hansen  zuerst  aufgestellten  Formeln.     Aus: 


(6) 


folgt: 
oder,  da: 

ist: 

Q' 
wo  der  Kürze  wegen: 


Qiv'  -\-  c"  r' 


Po 


und     «/   =  7' 


Q  W 


1  -)-  Co  cos  V 

,,,  e^sinv    ,—„  -r.  ,    ,        „,  ^ 

(,.2  ^^  —-  g^>  _^  c-"'S, 


Po 

Co  sin  V 
Po 


(Q^V) 


gesetzt  ist. 

Differeutiirt  man  q'  noch  einmal  nach  t,  so  wird: 

q"  =  qw"  -\-  w'  (qw'  -\-  c~"  S)  —  €""' Siv'  -\-  c^"' S' 
=  qw"  -\-  qw'-  -f  €—'"8'. 


Nun  ist: 


g,  ^eocosj^         „^   +    "o^l^i^^Vy, 
Po  Po 


oder  mit  Berücksichtigung  der  früheren  Gleichungen : 

PoQ''  Po 

_    „,    ,,„         A-2  [2k]^ofUdt  +  jfUdty]        Co  sin  V 

Q'  Po9^  Po 


also: 


q"  —  qV^  + 


Ic-c^^ 


QiV 


„    ,         ,,.,    ,    eosinvc-^'"  2k\'pofUdt  +  {fUdt) 

Po  Po  9^ 


Dieser  Ausdruck,  von : 


subtrahirt,  giebt: 


Qr'  + 


•>4;t    — 


—  (1— c    ")  =  —  dw   —  (fW*  +  Ä,  +  


(mK 


Po 


JP.*» 
c-T, 


9'  ^  '         9  Po9^ 


e%stnv 
Po  9 


c-'U  —  ic'» 


Till  fine  (.iloicluini;  für  d  .1/  zu   i  rlialton,  bt-inerke  111:111,  «lass: 


dM      dt 


also,  il:i: 


,l(dM) 


dM  r«  «0  r>  «op»  d<  a' 


N:uh  (I)  ist  auoli: 
fül.'lKh : 


p^/'  =  k]po   +  J'l'dl, 


ider: 


Sei; 


c»-  +  —  (ÄJ/y  =  l  H ^  fUdt, 

»0  ArVi^  ■ 


(«j/y  =  '"  —    /rrf;  —  (1  —  c-"'0  «„ i-j 

^•Vi>o 


-11^  U  =  F'       also       -^i. 


/rd^  =  F, 


CeSinv 


so  folgt  ans  (7)  und  (8): 

(d  .1/y  =  Ftr^'"  —  (1  —  c-'")  Ho   •     . 


c-'U—  ip''  .  .  (9) 
(E) 


Setzt  man  ip,  =  Tl  ic,  wo  11J  lU-r  Modul  des  Biigg'schcn  Logarithinensystems,  so 
geht  (9)  über  in: 


p»      ^  '  9         "0    p'  \       2«,/ 


10—. 


r  — 


i1{ 


(D) 


Setzt  mau  in  (D)  zur  Abkürzung: 

2Jt»9}Z      F 


G,  = 


p'  V     ^  2,i„/ 


81» 


—     644     — 
so  geht  diese  Gleichung  über  in : 

Die   beiden  mit  ^^—  mnltiplicirteu  Glieder    lassen  sich  noch  zusammenziehen,   wenn 

Q 

man  für  B  und   T  ihre  Werthe  einsetzt,  nämlich: 

E  =  k'-nij   (Ki\  cosBi  cos  (Li  —  1)  —  ^j  =  k' »h  f-S^li  —  -^J 
r=  k-niiKQri  cos  B^  siii(Li  —  ?)  :=  k^niiKQrji. 

Es  wird  alsdann : 

Cosinvc-'"^         ,.,       [j'U         Cosinvc-'"  >  Q  1 


iJ  — 


Nun  ist: 

e«sinvc~"'  r  (^    2h  ■  —\ 

l^o  Po  \       r  / 

=  -'-  [li  +  eo  (li  cos«^  —  Jji  s/««^)] 
Po 

=  -dl  +  coy 

Po 
wo:  I2  =  IjCOSd  —  riisinv 

oder  wenn  bierin  für  ^1   und  ?2i  ilu'e  obigen  Werthe  gesetzt  Averdeu: 

|,  =  )-i  cos  JBi  cos  [Li  —  Q  —  v)]  =  fi  cos  Bi  cos  (Xj  —  N„). 
Obige  Gleichung  giebt  dann: 
wi   +  f*!  y«"!  = f —  ^10— '1  (li  +  CoIlO ^1 H  tri  +  ^  ?]c  /.>  —  — ^  (Dl). 

In  den  Gleichungen  (D)  und  (F)  kommen  Ausdrücke  von  der  Form : 
?1{  (1  —  c— "") 
vor.     Da  auch : 

SJ  (1  —  c-'")  =  mc^'i""'  (ci"'"  —  c~^"'0  =  c~2""^  (Mfi  1 1    +  7^  (>U(02---  , 
so  wird  für  Brigg'sche  Logarithmen: 

log  [M  (1  —  c-"")]  =  logniVi  —  -^  n  n\  +  »;, 
wo 

%'?  =  ^^:'^M»")-^  [1 -^(»«o^--.] (10) 

Die  Tafel  I  giebt  7]  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  mit  dem  Argumente  n  iCi. 
Die  Grössen  c"'"  =  10""'  berechnen  sich  leicht,  da: 

log  c"'"  =  MJCj  (11) 


—    64r) 


in. 

N'ur.stc'lu'iiilt'  Mi-thoiK'ii  lassen  sk-li  li'iclil  cuiiiliiiiiri-u,  wuiluicli  ilie   Kccliiiini^'  elwas 
vuri-infncht  winl.     Setzt  iniiii  iiätnlieli: 

l  r=  V  +  N    uiul     (f^>^"  —  frdt, 
Mt  i'ilialt   iiKiii   aus  (I) : 

V  fiili;»'   wieiler  aus  ileii  (.ileichiiugcn  (4)  statt  v^,  wenn  darin  ,l/„    :     ,',.1/  sU'itt  M„ 
gesel/t  «inl;  statt  Vg  ergebe  sich  dann  r,  so  dass: 

A'  —  fo  sin  £  =  Mo  +  A  üf 
r  sin  F  =  Oo  cos  tp^  sin  E 
rcosV  =  flo  {cos  E  —  e^) 


und   es  sei: 


Hieraus  folgt: 


p  =:  r  c"  = 


PoC 


PnC" 


1  ■]-  Co  cosV 


inid 


q'  =  rc"  w'  4-  ,,     ,  ^ ^r-  •  Co  sin  V  .  V 

(1  +  Co  cos  vy 

=  gw'  +  ^^^^  .  p2  r  =  Qw'  4-  Afl-  c-osinV 


(12) 


I,              II    .    /       ,     .     kc""'        .    „\     ,        kc    "'  ('o .  s/h  F     ,    ,     kc    -  „  ,  „  ,„s 

Q    —  p  lu      i    1  (j  w    -\-       —  -  eoSi/t  71  lu -= w   +  ^^   —  t'o  .  cos  F  (p*  F ) 


V7« 

/;2g-lt! 

piu"  -f  p  «)'••'  H -—  c^cosV, 


\Po 


PMi'o 


»der: 


f..|.'lioli 


e ^  "^  P^  ""  ^      "^        p' "  +  ^"^  • 


Nach  (5)  ist  al>er: 


also : 


pJ  pJ 


„  .   /.» (1  —  c-'")       dt 
p»  p 


oder  wieiler: 

10,  =  Ww 
gesetzt  und  den   WerlL  für  i)i  aus  (5)  eingetragen: 


j^M  zu  erhalten,  hat  man   wiedi 


Q  Q 

l'm   eine  tileiehung  für  j^M  zu  erhalten,  hat  man   wieder 
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oder  da : 

r-  F*  =  paß- 2 IV   y  --  A-i^j),,  .  c~-"', 
so  wird: 

(AJ/y  =  —  «„(1  -C-2-) (H) 

Die  Gleichuugeu  (G)  uud  (H)  in  Verbiuduug  mit: 

X'  =  \  fUdt (J) 

oder: 

wenn : 

.Y  =  Xo   +   da 
lind  also: 

1  =   V  +  X„  +  8a 
gesetzt  wird,  bestimmen  wieder  p  uud  1. 

Die  Mitnahme  des  Gliedes  iii'j-  in  (G)  und  ebenso  die  Berechnung  des  Gliedes  tc'^ 
m  (D)  macht  einige  Unbequemlichkeit.  Diese  würde  vermieden,  wenn  v  statt  ic  ver- 
mittelst der  Gleichung  c"  =  1  -\-  v  eingeführt  würde,  allein  die  Berechnung  der  übrigen 
Glieder  würde  meder  etwas  unbequemer  werden. 

Da  aber  jp'j-  eine  kleine  Grösse  sein  wird,  welche  auf  die  Grössen  q,  B,  U  fast 
ohne  Eiufluss  ist,  so  kann  man  zunächst  w'^  in  (G)  vernachlässigen.  Setzt  man  also 
zunächst : 

„    ,     A-3  3J  (1  —  c-"-)  -TIJ  SR 

«"i  H ^^^ = 

9  9 

und  setzt  den  strengen  Werth  von   w^  gleich  ii\  -\-  öiCi,  so  erhält  mau  leicht: 

(ö  «0"  +   ~-^^-  (1  -  c-^-)  =  -  ^, 


wofür  mit  hinreichender  Xäherimg: 

m 


(du;)"  +  adic,  =-^ (K) 


zu  setzen,  wenn : 


log  a  =  log  — u\. 


Es  mag  dem  Rechner  überlassen  bleiben,  welchen  Weg  er  einschlagen,  ob  er  w'^  gleich 
mitnehmen ,'  oder  den  Einfluss  dieses  Gliedes  nachträglich   berechnen  will.      Im  ersteren 

Falle  kann  ^r^  aus  Tafel  HI  mit  dem  Argumente  ic',   entnommen  werden. 

m  ° 

I\.    Berecluiuug  der  störenden  Kräfte. 

Den  aufsteigenden  Knoten  ftj  der  Bahnebene  des  störenden  Planeten  in  Bezug 
auf  die  Ekliptik  und  die  Xeigung  i^  derselben  Ebene  gegen  die  Ekliptik  ^\-ii-d  mau  für 
ein  paar  Jahre  als  unveränderlich  betrachten  können,  wenn  man  Sli  uud  «i  nur  so  wählt, 
dass  sie  etwa  für  die  Mitte  dieses  Zeitraumes  wirklich  gelten.  Mit  Hülfe  der  Tafel  TV 
wird  man  diese  Grössen  leicht  entnehmen  können  i). 


')  Genauer  findet  man  diese  Grössen  im  Berliner  Jahrbuch.    Vergl.  die  Bemerkung  auf  S.  636. 
Anmerkung  des  Herausgebers  der  zweiten  Auflage. 
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Für  die  Anfniigslayü  tlor  Hitliiicboiic  iK's  gCHtörtuii  Pliinotun  seien  die  Hhiiliulion 
tJrösseii  Wo  "'"l  'oI  feriKT  si-i  für  diesi-ltiu  Wo  «'o'"  Abslaiid  de«  PorihelH  von  Qo-  Uc- 
xeichnet  man  noch  den  Winkel,  welulicn  die  DnrcliselinitUslinie  der  )>eiden  angeführleu 
Halinclieiien  mit  der  vom  .Mittelpnnkte  der  Sonne  nach  S>„  gerichteten  Linie  bildet,  ilnrcii 
<l>,  iMni  ihn  Winkel,  welchen  diese  Durchsciinittslinie  mit  der  Hichtung  nach  W.,  bildet, 
durch  <!•,  —  alle  Grössen  in  der  Kichtung  der  Hewegiing,  <P  von  fty  nnd  <l>^  von  W, 
uns  ge/jihlt  —  und  nennt  man  schliesslich  ./  die  Neigung  beider  Bahnebenen  gegen 
einander,  so  ergeben  sich   O,  <l>^    unil   ./  aus : 


COS  -^  J  coi 


J  sin  .,  (<X>  -I-  «>,)  =r  sin  -^  (ft,  —  ft)  s!«  ,, 

.7  cos  .,  (O  +  <r>,)  =   cos  -    (ß,  —  ft)  sin  .y 

J  sin  „  (0  —  0,)  =r  sm  -2  (^i  —  ß)  c<"*  .j 

1  ...         ^.  1.  .„  ^.  1 


('•. 

+ 

0 

('. 

— 

0 

('. 

+ 

0 

ih 

— 

0 

(13) 


(0»  —  0,)  =  cos  -r^  (Sil  —  ft)  cos  -^  («, 

und  es  sei  ferner  (siehe  Fig.  62): 

"o  =  "o  +  (o'o  —  ^)  =  Vo  +  No^  wo  2Vo  =  «0  —  *• 

Für  den  störenden  Köi-per  ist  im  Jahi'buche  die  Länge  in  der  Bahn  A,  gegeben. 
Nennt  man  «,  den  Winkel,  welchen  der  Radius  vector  r,  dieses  Körpers  mit  der  er- 
wähnten Durchschuittslinie  bildet,  so  ist: 

A,  =  ßi    -(-   «P,    +   «„ 


also: 


(14) 


M,  =  A.  -  (a,   -f  «PO  =  ■^i  +  -P 

wenn : 

P  ==  3600  —  (ß,  +  a>,). 

Der  Radius  vector  r,  ist  gleichfalls  im  Jahrbuche  gegeben,  die  Grössen  B^  und  L 
erhält  man  auf  bekannte  W^eise  aus  u^  und  J  nach: 


cos  Bi  sin  Li  =  sin  h,  cos  J 

cosBi  cos  Li  =  cosui 

sin  Bi  =  sin  «j  sin  J 

|j  =:  r,  cosBi  cos  (Li  —  1) 
ij,  ^  r,  cosi?,  siM(ii  —  0 
5i  =  r,  smB, 


(lü) 


(16) 


')  Im  Uerliiicr  Jahrbuch  (vergl.  Bemerkung  S.  636)  sind  mittlere  Elemeute  »,  und  Q,  für 
jeden  I'lanctcu  gcgelieu  und  die  dort  angegebene  Länge  in  der  Bahn  ist  die  Lunge  in  dieser  mittleren 
Bahn.  Ausserdem  giebt  das  Berliner  .Jahrbuch  noch  für  die  grossen  Planeten  den  Winkel  Bj,  den 
der  riuni't  mit  iliesor  idealen  Bahn  bildet  (der  iiositiv  zählt,  wenn  sich  der  Tlanet  m>rdlicb, 
negativ,  wenn  er  sich  südliuh  von  der  idealen  Bahn  helindet).  Will  man  dann  die  stiireuden 
Kräfte  streng  berechnen  (ohne  Vernachlässigung  von  £„),  so  hat  man  an  Stelle  der  Formeln  (16)  die 
folgenden  zu  setzen: 

cos  B,  sin  L,  =  sin  u,  cosj  —  B„  sin  1"  sin  J 

CO»  Bf  cos  L,  =  cos  M, 

sin  Bf  =  »IM  u,  sin  J  -f   ß,  .«im  1"  cosJ. 

.\niiierkung  des  Herausgebers  der  zweiten  Auflage. 
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so  wird: 

A-^  =  a^  -  qy-  +  r  +  a.  -  ^r-, 

und  wenn,  wie  oben: 
ffesetzt  wird: 

A  Tjereclmet  sich  am  bequemsten  aus: 

AcosB  cosL  :^  ^i  —  p  I 

AcosB  shiL  =  i]i  [ (18) 

AshiB  =gi— ~'| 

wobei  mau  die  Winkel  L  und  B  selbst  uiclit  aufzusclireibeu  braucht. 

T.    Mechanische  Quadratur. 

Es  seien  gegeben  die  Functionswerthe : 

/(a),  f{a  +  w),  /(a  +  2«)    .    .    .   /  («  +  m  co). 

Die  ersten  Differenzen  bezeichne  man  mit  /J,,  die  zweiten  mit /J,'  etc.,  so  dass: 

/ö  [«  +  ('«  +  4)  «]  =  f[a  +  (w  +  1)  0)]  — /(a  +  ma) 

/"  (rt  +  m  a)  =  /J    n  +  h»  +  ;y  j  w    —  /  I  «  +  (m  —  -j  a\ 

etc.     Ferner  bezeichne  man  die  summirten  Reihen  mit  '/,  "f  etc.,  uiul  zwar  so,  dass: 
y^a  +  (,>,  +  ij  toj  =  y  ^a  +  (in  —  1)  « j  +  /  (a  +  »»  a) 

■y  (a  +  m  ta)  =  7  [«  +  ('«  —  1)  w]  +  y  [o  +  (>»  —  j)  "]  • 

Die  Integralformeln  sind  alsdann : 

a  +  (.,-  +  i)cu 

f  y(a;)rfa;  =  «  I  y  |^,(  +  (^«  +  1^  „j  +  24/»  [«  +  ('"  +  t)  "] 

,^+("■+2)- 

J  J  y(x)dx^  =  co^-  ["Af«  +  (m  +  I)  «]  -  21 4  [«  +  ('«  +  I)  "] 


y(x)clx    =  M     y^  (a  -f  Hiw)  —  T-^y^^C«  +  ma) 


+  ^/r(«  +  "'")•••) 


a  +  mo. 

I  f  y(a-)  dxä  =  63'^  {  "y  (a  +  ma)  +  ^  y  (a  +  m  a) 


yi'  (rt  +  ma)... 


24Ü 


(10) 
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worin : 

fl(a  +  ma)  =  -^   ]/„|<i    t    (^»<    t     .j)'"!    *    't'    '    ( '"         j)"'|' 

l'tC. 

iK'/.i'iehiift. 

l'm  «lif  oiiifaolion  und  ilo|i|iL-IU-n  Siiniiiii-n  '/  und  "/  bilden  zu  ki'mni-n,  iimi-.>>  lur 
dir  AnfaniiswLitlu'  iijjiiid  cini'  lü-dingnng  goyoln-n  »i-in,  z.  \i.  die,  diiss  das  Inlcgnd  für 
fiuiMi  iH^liinniU-n  Wirlli  von  m,  z.  15.  w  ^^  »«,  (wo  »1,  <;  1  vorausgcsclzl  wiidon  kann), 
gogi'lii'u  ist.     Es  Ki'i : 

f/(x)rfx=  C, 
also: 


I  l  17 

',    —   tO   \'j{ll      '■      m.  I.U     .  /„{rl    f    w,  O)  —  --777/0    (n    + 


»I,  U)   .   .   .       . 


Nun   ist  nacli  <l<r   InUri'olalionsrucLnuui:,   wenn  m,  =  ni^  -\-     -  gesetzt  wird: 
•/  («     i     m,  u)   =   y  ^a  -I-    2  "  +  '"2  ")  =  '/  ("  +    2   V  "^  "'2/("  +  «)  — 


+     rT2     ^' 


V(a+|o,)  + 


etc. 

Sei  also: 

_  »»^(wi,  —  1)  1 

^0  =  »'.  ^.   =  p;^ +  24 

_  (m,  +  1)  »i>(wa  —  1)  1  _  (wa  +  1)  »i,  (Wj  —  1)   (w,  —  2) 

"*»  —  TTtJTä  "^  24  '"^  ■'  ""  1.2.3.4 

J_  »4(wg  —  1)  _    17 
"^  24         rT2  5760 

etc., 
so  wird : 

yo(rt  +    2  '^)  =  §  --  [•>"/('«   +  «)   +   ^../o  («  +    2  ")    ^  ^*a/''("   +  "' 

+  ^/r  («   +    2  «^    f  ••]• 
.\uf  gleiclic    Weise   findet  man.   wtiin   das   I)o|i|ielintegr:il : 

.^  +  ■1,0. 

f  I  /(x)r/x'  =  Cj  -^  o»  \"/(a  4-  m,ojJ  +  ^/{a  +  w,  w)  +   •  •  •   | 
geliehen   ist,  un<l  man  setzt: 

Kli..k..r(„r.      •n.-„r^.l.,  I..-    A.lroiw.mU  H3 
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£-1    =    Wi 

('"i  +  1)  »'i  ('»1  —  1)    I      1 


Bi 


1  .  2 


+ 


12 


P    _  (.»1  +  2)  (>»,  +  1)  m,  0»,  —  1)  (wi  —  ^)    I      1  ('"■  +  1)  »'  (»'■  —  1) L, 

^  ^  1.2.3.4.5  "'"12  1.2.3  240 


_  Wi  (wi  —  1)  1 

"  ^  1.2  ~'~  12 


„    _  (>»!  +  1)  nii  (»h  —  1)  0«!  —  2)         J_  >»i  (/»i  —  1) 1_ 

"'  ^  1.2.3.4  "^12  1.2  240 

etc. 

"/(")  =  §  -  [^-1 '/  («  +  y  ")  +  Bo/(^0  +  -B,./u  («  +  ^  ")  +  -ßä/ü  («)  +  •■■]• 

Sollen  z.  B.  beide  Inte<Trale  verscbwiutlen  für  ni  =  ^^,  so  wii'd: 

o  2 

1 


2 


=  0 


Ci  =  0 


0 


und  folij-licb : 


oder : 


(20) 


Diese  beiden  Werthe  erhält  man  aucli  sofort  aus  den  beiden  ersten  Integral- 
formeln. 

(0  drückt  hier  das  Zeitintervall  aus,  für  welches  die  Werthe  /  (a -|- >»  oj)  berechnet 
sind;  nimmt  man  daher  dies  Zeitintervall  als  Einheit  an,  so  fällt  der  Factor  a  bei  dem 
einfachen,  und  o^  bei  dem  Doppelintegrale  fort.  Bei  den  Störmigsrechnuugen  ist  im 
Allgemeinen  das  Intervall  von  40  Tagen  eine  bequeme  Einheit,  es  wird  daher  im 
Folgenden  diese  Einheit  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Das  Doppelintegral  kommt  hier  bei  Differentialgleichungen  von  der  Form : 

X  =  \\  (X—lx)  dx^- 
zur  Anwendung,  worin  h  eine  kleine  Grösse  ist.     Da  hier  also : 

f  {a  -\-  m)  =  X  —  hx, 
so  giebt  die  Integralformel: 

X  =  I  I  f(x)dx^  =  "f{a  +  m)  +  ^/(a  +  m)  -  -^fUa  +  »0  •  •  • 

Hiernach  wird  mau  füi-  x  einen  Xäherungswerth  annehmen,  diesen  in  /  (a  -\-  ni) 
=  X  —  bx  einsetzen  und  damit  nach  vorstehender  Formel  einen  genaueren  Werth  von 
X  erhalten  u.  s.  w.    —    "/  (a  -\-  vi)  kann  man  schon  mit   dem    vorletzten  Werthe   von  x 


t,..l 

liilili'u  iiml  t'lii'iiso  wird  man  Tfrr  JÜ  {>*  4-  ")  «liiivli  K\trii|iolii-iiii;^  hU-tn  ^c-iiuii  genug 
i-rtialU'ii  k<iiiiieii.  Kann  iniin  gloicli  auch  x  Kclum  in  iloii  nivistun  Fällc-u  genau  genug 
fi'li:ill<'ii,  um  j-i  f  {"  +  '")  'laniit  zn  liiliii-n,  ho  ücliuint  es  «Im-li  bequemer,  tlie  intlirccU) 
Koolinuni;  auf  folijcinlu    Wciso  /u   vt-rmi'iilfn.      |):i: 

X  =  'y  (a  4-  ».)  +  i2  -2:  —  1^  ''*  —  240  ■^»  ("  +  '"^  ■  ■  • 
oiIit: 

(^1   +   j^  b)  X  =  y  (a  +  m)  +  ^X-  ^^/'^  (a  +  m)  ■  ■  ■  =  S., 

Bo  uiiil : 

öx=  ''    -     -S,  =  J>,  Sx (21) 

DtT  Factor  6,  =- —      kann    leicht    mit    Hülfe    der    Zech'tichen   Tafelu    lie- 

rechnet   werden.     Mit  bx  erhält  mau  /  {a  -\-  wi)  =  X  —  Ij:,  hiennit  bildet  man: 
■/  (a  +  »•  +  -^  "f  ia  +  m  +  1)     etc. 

Es  wird  ferner  vorkommen,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

ic"  =  X  —  bm{\  —  c-") 
7.11   iiitegriren   ist.     Sei: 

'DJ(1  —  c-")  =  fp,  y, 
wo: 


so  wird  hier: 


logy  =  —  .^   w,  +  »/, 

6Ü)J(1  —  c-"")  =  ''-. -S„  =  b^S^ (22) 

loijy  wird   man  für  mehrere   Werlhe  im   Wiraus  hinreichend  genau  bilden  können. 


VI.    VorwaiKlIiiii;:  der  ITir  die  Zeit  t  hercrhiicteii  (oordiiiafeii^trininu'oii.  weh  lio 

sirh   aiit°  osciilireiide    Kleineiiti'   für   den   Zfit|iiiiikt    ^,   l)«-/ielieii ,    in  Flonu-nU-u- 

störnnm-ii  oder  Ableitiin?  iicnor  oscnlirend«'!'  Elemente  liir  die  Zeit  t. 

Unter  „oscidirende  Elemente  eines  Köqiere  für  eine  Zeit  /"  werden  diejenigen 
elliptischen  Elemente  desselben  verstanden,  welche  seinen  Ort  sowohl  für  die  Zeit  t  als 
auch  für  die  Zeit  i  -\-  dt  strenge  wiedergeben.     Wir  bezeichnen  diese  Elemente  mit: 

M,     M,      ,Q,     f,     (p,     )i,     a. 

l>ei  der  Allleitung  dei-selben  aus  ilen  für  die  Zeit  tt,  osculireuden  P^lementen,  die 
wir  mit  Mo,  Wo,  Pj,  ij,  <po,  »!„,  «^  bezeichnen  werden,  und  den  für  die  Zeit  (  geltenden 
C'oordinatenstörungen  nebst  deren  ersten  Differential<iuotienten  nach  der  Zeit,  werden 
wir  zunächst: 

82* 
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p  =:  a  {l  —  c-')  =  acos(p'- 

bestimnit'u,  womit  sich  daun  ergiebt: 

\^    , 
e  sin  V  =  -hr-  r 


e  cos  V  =  {—  —  Ij 

1  —  c^ 
—  {v  —  E)  =   V  j  ■  sin  -  cp  sinv 


p  Je 

sin  qp  =:;  e  a  =  i. n  =  — ö 

1  -  «"  a^ 


M  ^  E  —  e  sin  E. 

Die  beiden  letzten  Formeln  kann  man  mit  Hülfe  siebenstelliger  Logarithmen  genau 
genug  berechnen,  während  es  sich  bei  den  anderen  Formeln  empfiehlt,  die  Differenz 
zwischen  den  für  die  Zeit  fo  und  den  für  die  Zeit  t  osciilirendeu  Elementen  aufzusuchen. 

Bezeichnet  man  den  aufsteigenden  Knoten  der  für  t  geltenden  oscuUi-enden  Bahn- 
ebene in  Bezug  auf  die  für  f,,  gültige  mit  E,  wo  K  von  demselben  Anfangspunkte  0 
wie  Z  gezählt  wird  (siehe  Figur  62)  und  die  Neigung  beider  Ebenen  gegen  einander 
mit  J,  so  ist: 

tg  I  sin  {l  —  K)  =:  —■ 

Da  I  und  K  auch  für  die  Zeit  t  -j-  dt  gelten,  so  erhält  man  durch  Differentiation: 

03'  —  so'  Q  e'  —  20' 

tg  I  cos  Q  —  K)  ^ s^r-^  =  — ^= 

Q'l'  k\po   +  J  Udt 

Nachdem  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  I  und  K  bestimmt  hat,  und  zwar 
so,  dass  /<  90°,  erhält  mau  für  das  Argument  der  Breite  u,  vom  Knotenpunkte  K 
aus  gezählt: 

tg  u  =  igQ  —  K)  sec  I 
oder : 

n=  1  —  K  +  tg  l^  P  sin  2  {I  —  K)  +  ■  ■  ■  =  I  —  K  +  Au- 
Ferner  wird: 

k]'])  =  r^u'  =  Q^i'  ■  scci  =  (A- Vjjo  +  /  Udt)  scc  I, 
also,  wenn :  _  _ 

V'i'  =  \Po  +  ^]P 
gesetzt  wii'd: 


und: 


S  ]^  =  (jf  ^'(^i  +  2  \Po  sin  ^I^^  sec  I 
_p  —  jj„  =  d>  =  2  ö  \^  (^]^o  +2^  V^)  • 


Sei  ferner: 

r  —  Co  =  Ör, 

so  erhält  man  : 


..     '  + 


/P_  _  Po\ 
\r         rj 

fo  cos »0   +  —  i^p ''  ö  >■ )  . 


r,53 

All»; 

\lp.r' 

e  sin  V  =  ^-^ — 
k 

i'rhält  man   Iricht: 

(■  sni  V  ^=  Co  sin  t'o    )      ..   U  /'     "^  '  '      •     ''"  ^  l  P I  • 
Sel/t  iiiuii  iIhIict: 

iL   I  )1>  (*  *■)'  +  •"'"  *  W'  1  =  "  >"•  ^ 

(du  —       ö  r  I  =  H  cos  iV, 
r  \   ^        ro       / 
so   wiiil  : 

e  sin  t>  ^  Co  *"•  ''o  +  '»  sin  JV 

c  cos  V  =  Co  cos  t'o  +  n  cos  ^ 
oilfr: 

isin  (r  —  fj)  =  nsin  (N  —  fj) 

ecos  (p  —  t'o)  =  «0  +  *^cos  {N  —  Vq). 

llii-raus    folgt  noch: 

e'  —  e*  =  2  Cu  >i  cos  {N  —  Vc)  -|-  »i^  =  d  (t^) 

„  _       P        _  „     j  P  Po 


also  Wfiiii : 
•a'Sfl/.t   wirii : 


Eudlich   wird: 


-  -  1  -  c>  -  ""  +   1  -  c»         1  —  ej" 

a  =  «0  (1  +  Aa) 

A  «  =    -  [di>  +  a  Ä  (e2)]. 

Po 
»=-.    = 3    =    f*0(l-    A/t), 

a»  (1  +  A  o)a 


...Ur: 


1  + Aa 

s.l/t : 


A 
Sc-lzt  luuii : 


^^  =  U('-U-^'''-l^'-)- 


3 

H    ^    «t)    fr  »xtß  .    C  .  D, 


=]f7^. 


80  wird   D  nahe  =   1.     Der  Logarithmus  von   D  kann  aus  Taful   II  cntuommi-n   werden, 
l'm  diise  Formeln  bei  den   verschiedenen  Methoden  anwenden  zu  k<'innen,  hat  man 
7.uiKioh>t  d  r  nml   {Ö  r)    /u  bestimmen.     Es  ist: 

r»  =  Q'i  -\-  gi  rr'  =  p  p'  -f  Ä^*, 

also: 

1    z'         1    .-' 


^«•0+2pi-8pi-) 
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'"   -  n  2  9=  +  274  9^  •  •  V  +  ~ 

Nach  der  obigen  ersten  Methode  hat  man  nun  sofort: 


8r 


'■  - '0  -  ö9  +  9  (i  ^;  -  ^  ^;)  =  d>  +  s 


iöry  =  ,•'  _  /,  =  ö,'  +  fi:  -  (i  ^^  - 1  Jj) ,'  =  iö,y  +  r 

Bei  der  zweiten  Methode  war: 

also:  _  _  _ 

r  r=  Q  +  i  =  V  +  r  (c-  —  1)  +  £  =  r  +  d>, 
wo: 

/ojf  (c«"  —  1)  =  ?0()r  w  +  -^  iVi  4-  »j    (s.  Tafel  I). 

Ferner  wird  : 

r'  =  q'  +  t'  =  r'  +  ?  (C"  —  1)  +  p  ((;'  +  5', 


oder  da: 


also: 


so  wii'd; 


dr      (IM  kcosinv   /,     ,      \ 

fc  Co  s'»  «^1        ^  ^0  sin  V 


heosinv  ke^  sin  v    /d  \p  \ 

^-^  +   ^'"'"'^  p5  +  £  +  (c-  -  1)   (1   +  e)]  +  Qto'  +  S'. 


Es  ist  aber  auch  wieder: 

,         k  e  sin  v 

fololich: 


esinv  =  <\^sinv  -^^  c^sinv    — Ü^  +  bc"  +  (C"  —  1)     +  V"  *^P '"'  +  ^'^^ 
l'Po  L  Mp  -'  '" 

Setzt  man  daher: 

Ml  smiVi  =  ^  CoS/»7  (^i^  +  £c»  +  c»  -  l)   +  V-'  (P  '"'  +  n 
\.Po  ^  \P  ^  '' 

«1  cosNi  =  —  (  dj5  —  ^  ö  )•  j, 

so  erhält  man  hier  ähnlich  wie  früher : 

e  sin  (;•  —  v)  =;  «i  smi  {N^  —  v) 
e  cos  {v  —  v)  =  Co  +  »1  cos  (N^  —  v) 
e-  —  e(f  =  «1  [2  Co  cos  {N^  —  i;)  +  «J  =  d  (e-). 
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!>ei  (Ut  let/teii  MfUimlo  ücUUmi  wir: 

(f  =  rc". 


wiiiliirt-li: 


=  r  +  r  (c"  -  1)  +  S  =  r  (l    -f-  f,), 
V,    =   c"  —   1    +    ^ 


iiiiil : 
woniiis: 


keoC-'sinV  ,        ,      keosinV  ,   keoSinV      „  f*  Vp       ,„       ,J    ,         , 

W«  \  r  ^  l'  MPo  '  • 

;  sin  i-  =  ^  =  «^  s.«  F  +  Co  sin  Vc'"\  ^  —  (c"  —  1)1   |-  ^  {gm'  +  g')- 


Si'i  <l;iliiT :  _  

u.sinN,  =  e^sin  Vr    "  [^  —  (c-  -  1)1    f  ^  (p  lu'   4    f) 
L  V/*«  '         '' 

»IjCO.S  A*!    =  (ÖJ)    —   Po    ■    ''l)l 

80  «inl: 

e  sin  (f  —  V)  =  «j  si»  (iV,  —  F) 

e  cos  (»  —  F)  =  Co  +  "2  '^os  {Nf  —  F) 
S  (e>)  =  «a  [2  «0  cos  (N,  —  F)  +  «jj. 
Für  ilie  iJiinrc  .t,   <ks  Perihels,  von  «lein  Durchsclinittsjiniiktc  K  aus  gezählt,  erhält 
man   in  allen   Fällen : 

n-,   :=  u  —  r. 

Schliesslich  ist  noch  die  Lage  der  für  die  Zeit  t   osculirenden  Bahn    iu  Bezug   auf 
eine  andere  Ebene  (z.  B.  Ekliptik)  zu  bestimmen.     Der  aufsteigende  Knoten  der  für  die 

Fig.  62. 

21^ 


Zeil  /o  osculirenden  Bahn  in  Bezug  auf  die  Ekliptik  sei  9>o,  die  Neigung  gegen  dieselbe 
i'o  und  für  die  zur  Zeit  t  osculirende  Bahn  seien  diese  Grössen    Q,   und  i. 

In  vorstehender  Figur  bezeichnet: 

fto  -Pi  *••♦•'  osculirenile  Bahn  des  gestörten  Planeten  zur  Zeit  t^, 

Sl  P  die  osculirende  Bahn  zur  Zeit  /, 

Shx%  die  Bahn  der  störenden  Planeten, 

P  der  Ort  des  gestörten  Planeten  zur  Zeil  ^ 

i'/*,   senkrecht  auf    ftoA- 
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Ferner : 

V  ßo  =  ßo,    V  -Q.  =  ß,    V  ßi  =  ft„ 

a,)  0  =  *,    fti  0  =  ^1, 

0  7f  =  A',     A'Pi  =  /  —  A',     KP  =  11, 
ftoJIft  =  PKP-,  =  J. 

lu  dem  sphärischeu  Dreieck   SioKO,   ist  mm  bekannt: 

Winkel  KSio  ß  =  'o,  Winkel  9,oKQ,  =1,  Sl^K  =  K -{-  '^  =  ^o 

1111(1  es  werden  gesucht: 

Q,K=W,       fto  ß  =  ß  —  ßo  =  A  ft,       Winkel  9,,9,K=  180  —  ?. 

Setzt  man  daher: 

cos  q  sin  Q  =  sinIcos''PQ 

cos  qcos  Q  =  cos  I 

sinq  =  sJnIsin'9^0, 

worin  cosq  positiv  zu  nehmen  ist,  so  wml: 

sinisinASl  ^=  sinIsinWt,  =  sinq 

sin  i  cos  A  ß   =  cos  q  sin  (?o  +    Q) 

cosi  =  cos  qcos  («o  +   Q)- 

Es  ist  dann   Q,  ^=  Slo  -\-  Aß-     Zur  Bestimmung  von  i  ist  hinreieliend  genau: 

2  sin  -^  q^ 

i  =  »0  +   Q  -\ ^-^  y,     cotg  (?■„  +   Q). 

Berechnet  mau  ferner: 

sin  -^  A^f  =  —  cos  i—^ — j  sin  ^  A  Q,  sec  ^  I, 

so  wird: 

S},K  =  ^  =  ^  +  K  +   AI*". 

Für  den  Abstand  des  Perihels  vom   ft   folgt  noch: 

ö  =  :;r,    +    f*-  =  11  —  «)   +   0   -I-  A'  +   A  ^, 
\vo: 

u  =  /  —  A  +   Am. 

Nun  war  aber  bei  der  ersten  Methode : 

1    =    4-0     +    OJo    —    *     +     ÖU, 

,     also: 

CO  =  ao  —  (v  —  Vo)  +   Au  +  du  +   A  ^. 

Bei  der  zweiten  Methode  war: 

1  =  V    +    (Oo   —   <J>, 
also: 

CO  =  «0  —  (r  -  7j   4-    Au  +   AW 
und  bei  der  dritten  findet  sieb : 

CO  =  coo  —  (v  —  V)  +  Au  +  dco  +  AW. 

VII.    Zusammenstellung  der  Formeln  nebst  Rechnuugsbeispiel. 

Als  Beispiel  werde  die  Berechnung  der  Jupiterstöruugen  der  @i  Sylvia  während 
der  ersten  bis  di-itten  Erscheinung  gewählt,  weil  hier  die  Störungen  besonders  beträcht- 
lich werden. 
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Als  j,'c'ii:iliiTli.'   Klt'iiiciile   WLTtli-ii  folyeiiJe  /.ii  Gtuiidv  golcgt: 
(>8ciil.  iiixl  Kfochu  18GÜ.  Mui  22,0. 
J/,  272'  22'     2",» 
Wo  203»  14'  45", l  I 

Wo     "'»'  '•i-'  4-*"'2      iiiittl.  Af-niin.   1h7(>,o. 
i'o     10»  55'  :J()",4  1 
qp„       4»  30'    y'M 
1,^   5-M",0(i(l5 
Io>j  (lo  (l,r)42yi)<!3. 

Niiniiit  man  für  di-ii  Jnpitt-r: 

(^.=»90  4'8.;".O  /.  ^  1.  IS'  39",0  »'.  =  ,047,87« 

:iii.   si>  ciml   /mi;iili>t    </',   </',    iiml   J  zu   Iilti-cIiik-m   aus   Formel   (13): 

sin  -  Jsin  -  (<]>    |-  *,)  =  s»ii  -  (fti  —  Sl)  sin  -  (»,  -f  i) 

süi  -  Jcos  -  (*  +  *,)  =:  cos  -^  (Q.,  —  9,)  sin  -  (i,  —  ») 

fos  -  Jsoi  -  (0»  —  0,)  =r  si II  -  (ß,  —  ft)  cos  -  (i,  +  i) 

fos  -  Jcos  -  (*  —  *,)  =  cos  -  { Q,  —  P)  cos  -  (i,  —  i). 

1  ft,  =  490  32'  18",()        }^  »,  =  0»  39'  19",5        -  (ft,  —  ft)  =  II'  20'  56",4 

i  Ji    =  3S'>  ir  21",G        ^  I    =  5"  27'  45",2        ^  (/,  +  0       =     6"    "'    4",7 

-  (|-,  _,-;  =  _     40  48'  25",7 
sin  4  (ßi  —  Si)  9,293991        cos  j  («,  —  Sl)  9,991422         ^  (*  +  *i)   l''-^'  40'  Ö0",7 
»■'■»ir  ('1  +  0        9,027059        si«  ^^  (/,  —  1)       8,923254,.        ^  (*  -  '/',)     H»  19'  29",5 

J  2  ^ 

rosi  (/,  4-  1)         9,997519        cos^  (1,  —  /)        9,998470 

siHi/stM^(*-f  *,)  •'''3-l''5f  ros^Jsm^(<I>— «]>,)  9,29i:.ln  </'    1770    0'  20",2 

«H  i/cos^(<2>  -I-  *,)  8,914070, 


cos:j-f«  4-*,)  9,986293, 


cos  ^  Jcos  ^  (*  —  *, )  9,989892         «/»,   1 54  ^  2 1 '  2 1  ",2 


«»S9(*  — *i)  !M'!'140(» 


■/  4''  51'  51",8     siii  ./  ;i,227847  X.,  —  a„  —  H»  =     80»  14'  24",9 

./  9'  43'  43",0     cos  J  9,99370'.»  /'    =  30(t  —  (  O ,  +  <I>,)  =  100"  34'    2",8. 


KliDk*rfu»i,    Thforttiwh»  A«lrnnontt.' 
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Erste   Methode. 

Man  kann  hier  Tq  und  V(,  aus  obigen  Elementen  für  den  ganzen  Zeitiauni,  welcher 
die  Störungsrechnuug  umfassen  soll,  berechnen. 

Im  Folgenden  sind  die  ersten  Werthe  zusammengestellt  nebst  den  nothwendigen 
Daten  für  den  Jupiterort  (A,  Länge  in  der  Bahn,  »"i  Radius  vector),  welche  aus  dem 
Berliner  Jahrbuche  aboreleitet  sind. 


O''  Berlin 


loy  cos  Tj 


%  '-0 


log  »■, 


lyGO.    Mai      -2  .    .    .    . 

260»  23' 46".  1 

9,222288,, 

0,545947 

290°  41'  47",3 

0,712514 

.Timi  11  . 

266»  23'  16",1 

8,799  3Cln 

0,542375 

294»   4'56",8 

0,711295 

.Juli    21  . 

272»  28'  46",7 

8,636130 

0,538749 

297°  29'  14",8 

0,710083 

Aug.  30  . 

278»40'27",8 

9,178456 

0,535109 

300°  54'  40",9 

0,708886 

Oct.     9  . 

284°  58'  24",6 

9,412246 

0,531505 

304°  21'  14",5 

0,707710 

Nov.  18  . 

291°  22'  37",7 

9,561704 

0,527969 

307»  48'  54",8 

0,706558 

Dec.  28  . 

297»  53'   2",4 

9,669952 

0,524562 

311»  17'  40",8 

1 

0,705434 

Im  Folgenden  wird  man  die  Logarithmen  von  den  Xumeris  leicht  unterscheiden, 
da   bei  letzteren  stets  die  Vorzeichen  stehen: 

«-,  =  A,   +  P 

cosBi  sin  Li  =  simii  cosJ  ] 

cosBi  cosLi  ^^  cosui  \ (15) 

sin  Bi  =  sin  %  sin  J  J 

I,  ^  »"i  cos  Uj  cos  (ii  —  ?)  I 

tji  =  »'i  cosBi  sin  {Li  —  1)  \ (10) 

ti  =  »"i  sinBi  j 

wo: 

l  =  Mj  -j-  Öl«  =  e'o  +  No  -\-  öu. 

8u  ergiebt  sich  erst  aus  der  nachfolgenden  Rechnung,  in  der  Regel  ist  es  am 
Anfange  der  Rechnung  so  klein,  dass  es  vernachlässigt  werden  kann,  bei  dem  weitereu 
Fortgange  der  Rechnung  ist  es  im  Voraus  zu  exti  apoliren.     Hier  ist  d  it  z.  B. : 

1866.  Mai     2 -f  0",1 

Juni  11 -f  (J",l 

Juli  21 +  1",3. 

Letzterer  Werth  ist  hier  bereits  mit  in  Rechnung  gezogen. 

Ebenso  ergiebt  erst  die  weitere  Rechnung  die  Werthe  für  d  q  und  für  die  daraus 
folgenden : 

»'o 
Die  s  werden  bei  den  ersten  Oertern  nicht  merklich. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  cosBi  sich  am  sichersten  aus  sinBi  bestimmt, 
der  Werth,  welcher  für  cos  By  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  (15)  folgt,  kann  als 
Controle  dienen.     Nun  ist: 

A  cos  B  cosL  ^=  li  —  Q 
'    /\  cosB  sin  L  ^=  rji 
A  sin  B  ^  Si  —  '^ 


6r)'j 

I 

7^ 


sin  u, 


cosBi  sin  Li 
cosBi  coaLi 


cos  Li 
Li 


■.il^  15'  50", l 
9,782 105 


.1  ,i  1   I  1."- 

40»  3b'  5U",(; 
9,813871 


9,775814 
9,900834 


9,903119 
36»  51'  53",2 


I  346»  38'  11  ",0 

i,  —  I  50»  1 .1'  42".2 


9,807580 
9,880073 


9,882720 
40»  14'  24",4 


352»  37'  41",0 

47»  30'  .i:i".4 


.I.U    Jl.n 

44»  3'  17",6 
9,842202 


9,835911 
9,856532 


9,859551 
43«  38'  25",0 

358°  43'  12",9 
44"  55'  12".  1 


sin  /.', 

cos  Bi 

ri 

!.l,'.l',»7  715 
0,712514 

'.Uli  7  IS 
'J,"J'J7  .•i5:; 
0,711295 

'J,n7(ni  l'.i 
!J.'.i'.i(;!)81 
0,710083 

sin  {Li  —  I) 

cos{Li  —  \) 
Tj  cos  B, 

9,885701 

9,805996 
0.71022!) 

9,868407 
9,828754 
0.708048 

9,848878 
9,850091 
0,707  Ü(i4 

»'o 
V 

0,545  947 
3,659  0„ 

l.i:.:.n 
0,542  :;75 
3,6126„ 

5.04:;  s:;„ 
0,5.W74'.I 
4,50508» 

5, 

9,722466 

9,753013 

9,780132 

Q 

0,545947 

1',;.  ;7  inj 
0,542375 

n..-,.-,7  1."... 
0,538746 

1. -e 

stfi  Lt 

9,366464« 

0,595930 

9,999246 

8,598  725„ 

0,577055 

9,999976 

9,175183 
0,555942 
9,999624 

^cosB 

rn,  I! 

9,722466 
0,5!  16  084 

'i.it'M;  1  "i't 

9,753013 
0,577  079 

''.'IM-,  17-j 

9,780132 
0,556318 

'.i.'i'i:; 'i!i7 

A 
99 


'.i,:;:t'.i.i75 
4,200919 


",1,1  ISO!  I- 
4,197347 


'.i,4:i7(i7:i 
1,1113  720 


wo  w  «las  lii'i  «It-T  Hechiiiing  angewandte  ZcitinlerviiU  lie/.eichnet,  also  hier: 

,,  =  (40Ay^m,. 

Tim  ilie  stiirenilen   Kriifle  in  Kiiilieiten  der  siebenten  Stelle  /.ii  erhalten,  ist: 

log  {40  ky  =  6,075283 

83* 
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zu  SL't/L'u,  und  für  den  Jupilrr,  also: 

%(40  7jj2;«j  =  3,654972 
U  =--  grj^Q  .  K 


R  =  g^iK—  (/( 


1 


Z  =  gt,E 
E,Q^  =  80k  V^  /  Udt  \l  +  7T,(-^^1 


7A  =  B  + 


3  h^z^ 


2     9* 

9{  =  El  +  1?2 

«0^1+  3  Cd  cos  ?'( 


"  (l   +  jv)  3c'o  cöst'o 


^1   + 
b  =  ii*i^  «,    wo  log{iOlp  =  9,675  283  —  10,         \  =  ^- 


W 


(ö  q)"  =  T,  -  h,  S,. 
fUdf  —  SOk  ]p„v  (l  +  l^v 


1  +  12^ 


(««)' 


(>2  sm  1" 


TT': 


Da   TT^  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  gefunden  ist,  so  hat  man,  um  Su  in  Bogen- 
secundeu  zu  erhalten: 

1 


log 


Q^  sin  1" 


zu  setzen: 


(40  fc?         J^ 

p3  "^    A3 


3144251  —  10)  —  2logQ 


s"  =  Z  —  ßi  S.. 


1+12 


1866.  Mai  2,0. 

Juni  11,0. 

Juli  21,0. 

1 

1 

8,198425 
7,862458 

8,254279 
7,866115 

8,313037 

7,869751 

1,141877 
4,796849 
4,171197 

1,119430 
4,774402 
4,192374 

1,094690 
4,749  662 
4,212127 

7,929  730 
3,377438 

8,025  788 
3,407985 

8,118985 
3,435104 

\^M.    .Mai  J,«!. 

.liihl    1  l.ii. 

.lull  Jl.u. 

iL. 

2,853353, 
1,637841 

2,890115 
1,027125 

.(,40.1220 
1,610244 

."*'.  A' 

1 

—  .'/  e  -^-r 

/ 

1 

+  126,16 
—  250,sl 

-f  166,26 
—  2h2,90 

+  214,34 
—  321,1!» 

:       i;i.J. 

-  111, US 

—  0.17 

—  'j'.),.;2 

—  0,10 

—  45,02 

—  l,2iS 

(  1  +  -  vJHfjCosfo 


Ii.".is-2.')1I2 


9,982592 
(40il)ä  -i  ''        8,037442 


9,!)!»;;50.s 

9,993508 
8,048158 

4.!t002 


n.iiiii  ti> ; 
2,5 1„ 
0,004403 
8,05!)  03!) 

i.'.ii;->u 


»+I2^ 


379 


398 


8.01005 

l.jnl  1 


8,04127 
1,155.^,, 


419 


S.00302 

-M  I  I  I  1 


9' 

1 

p'  sin  1" 

W 

i,oyiö'j4 

7,222  531 
2,425942,, 

1,084750 
7,229675 
2,490111 

1,077490 
7,236929 
3,029084 

Z 

ßiS. 

1         4-  '-^0,28 
+    0,03 

+  -JT.i:. 
+    0,03 

+  35,82 
+    0,35 

ß 

'       8,037  73 
39 

8,04847 
40 

8,05939 
41 

ßx 

s. 

8,03734 
1       0,4487 

8,04807 
0,4900 

8,05898 
1,4804 

In  ilcm  obijfcii  Scheni.i  uml  Ufcliiiimgshoispii'l  wird  man  melirere  Grössen  hiii- 
jlfsclirii-lK'ii  tinili'ii,  «lio  erst  sii.iter  hercclnift  wi-nlcu  könuti-n.  Dies  ist  gusciicben,  damit 
diu  Zahlen,  mit  denen  sie  verbunden  werden,  nicht  zweimal  hingeschriebeu  zu  werden 
brauchten. 

In  Bezug  auf  die  angewandten  Constanten  ist  noch  zu  bemerken,  dass  sie  so  ge- 
wählt sin<l,  um  d  g  und  d  z  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  und  d  m  iu  Bogeusecunden 
zu  erhalten. 
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Die  lutegratioueu  fülirt  mau  am  Itesten  auf  besouderen  Blättern  aus.  Im  Folgen- 
den sind  die  ersten  Werthe  mitgetheilt,  die  uacli  Abscliuitt  V  unmittelbar  verständlich 
sein  werden.  Der  Anfangspunkt  der  Störungen  liegt  1866.  Mai  22,0.;  bezeichnet  man 
also  die  zu  integrirendeu  Functionswerthe  für  Mai  2,0.  mit/(o),    die  für  Juni  11,0.  mit 

(a    -|-    1),    so  sind  die  Aufangscoustanten  'f  (a  +  ^j  imd  "f(a)  gebildet  nach: 
'/{a  +  l)  =  -  [r^fö  («  +  l)  -l^of"'  («  +  0  •  •  •] 

■^(«)       =-H  («  +  £)  + A4  ("  +  £)-  mond"  +  ^ 


log    fUdt 

186G 

/ö 

/o' 

r  =  /„ 

'/ 

fUdf 

log  fUdt 

(+  89,85) 

—  536,91 

Mai      2. 

(+8,5G) 

+  98,41 

+  532,82 

—     4,10 

—   278,34 
[—11,69] 

2,444  576,, 

2,444  571„ 

.Juui   11. 

+  9,36 

107,77 

631,28 

+  627,13 

+   302,92 
[— 10,51] 

2,481  328 

2,481  333 

Juli    21. 

+  9,66 

117,43 

739,00 

1366,13 

+   987,25 
[—82,01] 

2,994427 

2,994  444 

Aug.  30. 

+  9,44 

126,87 

856,43 

2222,56 

+  1784,16 
[— 186,94] 

3,251  434 

3,251  464 

Oct.      9. 

983,30 

3205,86 

Die  in  ( )   eingeschlossenen  Zahlen ,   WL4ehe    unter  y,|  und  f"  stehen ,   sind    ergänzt. 
J'Udt  wird  erhalten  aus: 

fUdt  =  '/i  («  +  ,„)  —  ^^/L  («  +  m)  +  ^/V'  (a  +  m). 
Die  arithmetischen  Mittel : 

'A  {a  +  m)  =  i   [^  '/  (^«  +  ,„  +  l)  +  'f  («  +  «'  -  D] 

fl  (a  +  »0  =  i   |^/„'  (^a  +  w  +  2)  +  /o  («  ^  »'  —  2)] 

kann  mau  mit  Bleistift  oder  gefärbter  Dinte  zwischen  die  zugehörigen  Functionswerthe 
schreiben,  in  vorstehendem  Schema  sind  dieselben  fortgelassen.  Mit  Juli  21.  würde 
z.  B.  auf  derselben  Zeile  zu  stehen  kommen: 

%  =  +  996,63  fi  =  +  112,60, 

•j  2 

woraus  für  dasselbe  Datum : 

fUdf  =  +  996,63  —  ^  •  112,60  =  +  987,25. 

Nachdem  J'Udt  gefunden,  wurde  mit  Hülfe  der  Zech' sehen  Tafeln: 

gebildet,  wobei  das  Argument  der  Tafeln :  ' 

log  SO  k  ]po  —  log  fUdt 


-    ()(;3    - 

Huin  wil'il.  Da  UUUTfr  NViTlIi  in  Kiiilit'itt'ii  «Irr  hIuIiciiIvii  Stelle  j^efuiuleii,  ho  IhI  liier 
/o^80Jt=  7,1MSG71  iiikI  iijs«.  für  Sylviii  iiarli  «leii  angefüiirtoii  KlemciiU-ii  hg{HOk]^J 
—  7,4I1S7'<'J.      A.lilirl  iiihii   /,ii: 


l  (H<)A-^7.„)I 


iiixii  /<<(/(SOA-  ^;)o  ~^ 'VI0S78'i,  80  erliiilt  iiinii  lug((f^Jl^)  in  KiiilieiUii  «kr  si.li.iii.  n  >t.  ll. 
Die    Uliler    fViU   stoheiideii ,   in    [  ]   eingL'8cblos8eneii    ZhIiW'm    siiiil: 


ir,  =  mk\J,.  v(\  +  jt/j, 


xvelclii-  ei-st    nach   der  inte-^rarmii   von   (Ö  p)"   lierediiiet   werden   kiinnen.     Indem    iiiaii   ilie- 
sellieii   von  J'Udt  siibtruliirl,  erhält   iiinii    W. 

Im  Folgenden  sind  die  ersten  Werthe  von  ö  q  aligi'leitet,   woliei   die  Anfangswerlhe 

'/(„    :     i^  iin.l   "/(,ii  .iM,l.  ,1.11   ..1..M,  Mii. '.•-.•1,111. Ml   K,,ii,,.-1m   .',•!, 11, !.•!   sin.l. 


\!.n        .'. 

(+ 1.81) 

(+  11.26) 

+  41,75 

-  140,91 

-     1,73 

—     4,24 

—  ii;,(>3 

.Iiiiii    II. 

+  1.78 

+  13,07 

54,82 

—   99.10 

100,89 

—     5,97 

14,29 

Juh    21.     , 

+  1,75 

14,85 

G9,G7 

—  44,34 

145,23 

100,»! 

1  lo,(;2 

Aiip.  .m 

+  Ifi.GO 

+  80,27 

+   25,33 

—  119,0(> 

2ö2,0<) 

—  2.';o,()5 

Ort.      !l. 

+  111,G(J 

—  :!71,99 

Es  i.sl  hier; 


öp  =  7(«  +  »')    ^   Y^  (öp)"  -  ^/i;  {a  +  .") 


un.l : 


{Sq)"    =    jtt    —    b,Sr. 

Hat  man  die  Rechnung  z.  B.    bis  Aug.  30.    l>eendigt,    so    kann    man    mit    dem    ge- 
fundenen (d  p)",  =  +  ■25,:i:[  schon  "f  für  das  folgende  Datum  Oct.  !•.  bilden  und  erhält 

.laiiii  Sr  =  'y  +  ^  (jR  —  wr.f"\      ^'ür    Oct.  1».    lindet    sich    nun    Sf  =  +    100,06    un.l 

.la,  wie  man  mit  einem  Hlicke  sieht,/!,'  etwa  =  +  18,:t,  so  wird: 

S,  =  7  +  j^  (^)f  -  ^/ö)  =  -  371,99  +  ^  •  106,0.T  =  -  363,15. 


also : 


Es  ist   ferner  für  Oct.  9.: 

log  by  =  8,105  980, 

(()p)"  =  9t  _  („Sr  =  +  106,96  +  4,64  =  +   lll,f.O. 
.Mit  .liesein    Werthe   bil.let   man   wieder  "/  für  das  folgende   Datum   u.  .>;.   w. 
Nai'hilem   <)  p    uiul    hieraus  V  z=  —  gefunden,  berechne   mau    r(  1     ^     .7  '' )   """1  • 

H',  =  80*1';;;..' (1  +  ^v). 
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Für  Aug.  oO.  ist  z.  B 
log  ÖQ  =  2,398027,, 

0,535 106 


log  ?-o 
also: 


logv  =  1,862921,, 
log(l   ^^v^  =  --2 
TFi  =  —  186,94 


Jogi'  (l  +  \v\  =  1,862919„ 
log  (so  Je  ]p^)        =  0,408782, 


1 


1  -\-  —  V  wird  mit  Hülfe  der  Zech'scheu  Tafehi  berechnet,  das  Argument  ist  hier: 

7,301030  —  log  V, 

weil  V  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  gegeben  ist. 

Den  Werth  von   Wi  kann  man,  wie  oben  erläutert,   gleich   unter  fL'dt    schreiben 
und  erhält  dann   W=  fUdt  —  T]\. 

Die  Integration  von : 

1 


(du)' 


W 


Q^sin  1" 
ist  ähnlich  der  von  JUclt,  ebenso  wird  e  in  ähnlicher  Weise  erhalten  wie  Sq. 


n 


/o' 


(<f»)' 


V 


j« 


-j-  li",404 

Mai      2. 

+  0",977 

—  0",44ö 

—  0".041 

+  0",115 

Juni   11. 

+  0",33G 

+  1",313 

-1-  0",532 

+  0",491 

+  0",130 

Juli    21. 

0",301 

+  1",C14 

+  1",845 

+  2",336 

+  1",291 

Aug.  30. 

+  3",459 

+  5",795 

+  3",921 

"/ 


Mai      2. 

(+  1,10) 

-j-  20,25 

+  1,12 

+  2,80 

Juni   11. 

+  1,48 

+  6,87 

27.12 

—   0,29 

0,88 

3,08 

Juli    21. 

+  1,80 

8,35 

35,47 

+  26,83 

27,66 

30,61 

Aug.  30. 

(+  2,1) 

10,15 
(+  12,2) 

45,62 

62,30 

89,96 

93,85 

Die  weitere  Rechnung  gestaltet  sich  wie  folgt: 

Nachdem  man  z.  B.  die  vier  ersten  Werthe  gefunden,  cxtrapolii-e  mau  öq.  du 
und  s:  für  weitere  Daten.  Um  z.  B.  g  weiter  zu  bilden,  würde  man  etwa  die  dritte 
Differenz  als  constant  und  =  -|"  0,3  annehmen.     Damit  ergäbe  sich: 


is<i«. 

AiiK.  at. 

-\ 

■-M 

■  d 

+ 

107,!) 

+  'J<),0 

ii.i.     ;•. 

-' 

ll.ti 

57,8 

1(55,7 

l'J7,'J 

+  2»;) 

N..V.  Ic 

-•'• 

\7,H 

72,1 

238,1 

363,(i 

37« 

l>«a   28. 

3,0 

2it,;t 

H'.l,7 

327,H 

(i<il,7 

•KKI 

lS4i7. 

I'übr.   (>. 

1 

lUI.U 

iij. , 

■i;'j 

Für  d  (f  und  du   wiinii'   iiiaii   utwu  ainu'hiiu-n: 


«e 

Öu 

IbtUi.  üot       lt.     . 

.     —  3(i-2 

+  8",:-{ 

Nov.    18.     . 

.     —  3()2 

14",6 

Dec    28.     . 

.     —  U4 

23",0 

18H7.  Fi-l.r.    6.     . 

.     +417 

33",7 

DifSf  WiTtlif  .■.iml  nun  l>i-i  iK-r  I5eic'i-liuung  der  störenden  Kräfte  zu  lienutzen, 
:tiis  denen  ni.in  dann  d  (j ,  du  und  a  strens^'e  erliiilt,  Dai'auf  ist  wieder  für  weitere 
Daten  dp,  öu  und  z  durch  K-Vtrapolireii  genähert  zu  bestiniinen  u.  s.  w.  Es  lässt  sich 
nii-ht  leugnen,  dass  diese  Art  der  Hechnung  nicht  angenehm  ist,  dodi  ist  dies  der 
kürzeste  Weg,  um  die  Störungen  strenge  zu  erhalten. 


Vt  iMtandiuiii:    der    (  (Mirdiniiteii><f<"irnii<;('ii    in   Tlleineiileiistöniiüri'n    für    di)'    neue 
((s(iilalionst|Mi(!u'  1S(»S.  Nov.  'il,i\. 

l'in  die  für  ilie   Verwandlung  nolhwcndigcn  Grössen  hilden  zu  k<'>nncii,   mögen   zu- 
näi-h>t  die  liei  der  mechanischen  Quailiatur  benutzten  Endwcrthe  folgen: 


/■in 


f" 


/'« 


II  'II 


—  28,02 
(—  1H,8) 


54,65 


+  ö7,.-,.4 
92,19 


2008,09 
1915,90 


+  0407,71) 
7399,70 
6483,80 


I-  ln|:i(i,17 
8397,98 
6132,79 


1868 

'" 

fi 

(<fQ)"    1          ■/ 

"/ 

'e 

Nov.     7. 
Iiec.    17. 

(-9,7) 
(-9,0) 

1   Ui,lü 
(+0,8) 

1    -V,.|l, 

+  66,92 
(+66,7) 

—  as8,i'j 

—  322,57 

+  i3;t-K>,oo 

1309,17  1 

'       12041,19 
H;31,74 

i   I.3.'J431,0(J 
149381,72 
ir.2023.Jl 

+  1353.'J4,I 
I4'.l27i;,1 
li;i,S87.0 

Klinkorfust,  Tb*of«Ü>ch«  Aatronomlff. 
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Sept.  28. 

+  0",580 

-1-  2",565 

— 19",810 

—  178",524 

—  695",327 

—  604",29 

Nov.  7. 

(+0",303) 

3",145 

—  16",665 

—  198",334 

—  893",661 

—  792",97 

Dec.  17. 

(+  3",448) 

—  2U",999 

—  1108",660 

—  999",92 

/"' 


/,; 


"/ 


Sept.  28. 

+  2,17 

+  10,12 

—  86,67 

—  148,44 

+  3487,50 

+  33599,76 

+  33587,3 

\ov.  7. 

(0,00) 

12,29 

—  74,38 

—  235,11 

3252,61 

37087,26 

37067,6 

Dec.  17. 

(+  12,3) 

—  309,49 

40339,87 

40314,0 

Alis  vorstehenden  Daten  sind  nun  zunächst  fUdf;   öq,  {8 q)' ;   8u,  s,  z'  für  1868. 
Xov.  27.  abzuleiten  nach: 


j/(x)dx  =  ■/(«  +  ,» +  i)  +  ^[;/;(«  +  m  +  l)-^/y(a  +  ,„  +  i)...] 

Es  wird  z.  B.: 

dp  =  +  155702,47  —  :^  (—  1470,46  —  |^  ■  66,3^  =  +  155  764,33 

(Öq)'  =  JiÖQ)"dt  =  +  12641,49  +  2l  (-  322,57  -  ^-0,8)  =  +  12628,05. 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  die  Zeiteinheit  40  Tage  beträgt. 

Nachdem  man  mm  noch  )•„  und  t'o  für  1868.  Nov.  27.  berechnet,  kommen  folgende 
Formeln  zur  Anwendung: 

Jc^  =  colc,  wenn  OJ  das  der  Rechnung  zu  Grunde  liegende  Zeitintervall,   also  hier: 


^1 


40  fc 


log  ~  =  0,162  3586 


{l\)  =  -fUdt 


S'   =  TT  (^  P)' 


{^') 


E, 


^0  +  CoshiEo 


— ^  =1  —  Co  cos  Er.  (Argument  der  Zeeh'scheu  Tafeln  =  Ion =- ) 

('0  .  \  eoCOsEoJ 

•       1     /  -r.  N  lA^O         .1  •       T^ 

sm  -  (ro  —  -Bo)  =   l  7"  ®"^  T  f"  *'"  "^o 


l  =  Vo  +  A'o  +  Ä  u 


(r-o)  - 
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«,,  sin  r. 


]V' 


((»')  —  (I  ,» 


Q  =  r,    \-  dif  ~  ro  {l    f    r),       wo  i-  —  -i- 
t=       (^i  —  —  i—         ^ 

r  :=  p  4-  t  =  r«  -|-  d  r,       wo  d  r  =  {;  -f  d  p 
„         r(#0         /l    r»         3    ;'  \  ^  ,^ 

(dr)'  =  6'  +  «'. 
<<7  7  sin  (/  —  A')  =  - 

1^  +  (U^) 


A 


"  --  1 19  .7  /'  s/«  2  (/  -  7v )  •  •  ■]  — L., 
Li  J  sin  1 


fo 


V  2  Vp,  / 

nsinN  =  ]p  .  {ö,-)'  +  {r'o)d]'^ 

ncosN  r^  —  (du  —   -  tf») 
»•  \  ro       / 

e  siM  («;  —  t'o)  =  H  sin  (^N  —  i'o) 

ecos(r  —  e'o)  =  c,,  -f-  ncos{N  —  «„) 


ls(i8.\ov.27n. 

If^Cs.  Nov.  27.0. 

,)n 

i    i:.:,7i,i..;:; 

-'» /■;„ 

:  •,!_•!  H^do'J 

e 

+     38725,02 

cos  A'o 

9,7575753 

du 

—     894",36 

l 
«0  cosEo 

log'-^ 

0« 

1,3475380 

fUdt 

+     7403,60 
+  12628,05 

—  0,0199613 

/ 

+     3249,51 

•    1 
Stil  -^<p  sinJ  Q 

('•.) 

7,031802 

8,5080529 

^(*P)' 

7,263696 

'■"j/^ 

+  0,0099806 

(^') 

6,(;7l  177 

r„  —  K„ 

l''53'20",445 

.v„ 

51»  24'  18",07 

3"46'10",S9 

/■:, 

55"     5'  37",2!l 
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1868.  Xov  27,0. 

1968.  Xov.  27,0. 

58»  52'  1S",18 
86»  14'  24",90 

(P') 
4(9') 

(f)' 

1 
2  «■ 

8,578804 

8,277774 

du 

1 

1450    6'43",08 

—   14'54",36 

1440  51'48",72 

4,126044 
0,223939 

»0 

0,5229450 

8,192468 

4,34998 

dg 

t 

.  (.'0 

r 

4,262168 
0,5249698 

z 

9 

e 

7 

7,587991 
0,5249694 

7,063022 

r 

3,73720 
2,40382 

sin  Vo 
_fo_ 

9,932480 

8,624  776 

(Q 

0,270111 
7,031802 

9  (-'') 
^  (9) 

7,199146 
6,166795 

(r'o) 

8,557256 
7,263696 
3,71656 

7,156839 
0,270362 

igl  sin(l  —  K) 
ig I  cosQ  —  K) 

7,063022 
6,886  477 

—  e,;  =  8  (e2)  ^  2  e„  n  cos  {N  —  Vo)  +  «- 


sin  ((p  —  (fo) 
Sp  +  (tpS  (e-) 


sin  {(p  +  ipo) 


1  — 


log  —  =  —  log  (1  —  ß) 
=  »,.  —  1^  ),„ß  .  C  .  D, 


wo    C  =  1    1  —  -^  ß  und  D  aus  Tafel  II  zu  eumehmeu,  wofiii-  meistens  geuiigl: 


1 


n  =  Hu  —  —  Ho  ß  I 

W.,  =  1   +   ^  =  Vo   +   (Oo  +  du 

i'o    =    Tis  —  {1  -  K) 

cos  q  si)i  Q  ^=  sin  I  cos  ^o 

cos  q  cosQ  =  cos  I 

sin  q  =  sin  I  sin  4'oi 


tw.v 


uIho  : 


ly  <J  ~  t(f  I  cos  K'o 

SOI  »  »I«  A   Sl    =   »IM  /  »IM  <|'o    =   *•"  1 

sini  cosASi  =:  eosq  »in  (i'u  -f  Q) 
r-'si  =  coaq  «»»(lo  +  Q) 

«-i  =  fto  +  A  ft 
•  =  «0  +  «  +  A  ß, 


A«  = 


»IM  1" 


colg(io  +   Q) 


sin  -^  /St  =  —  cos  7j   (io  +  «)  sin  -^  A  Si  secl 
Aw  =  —  («  —  ro)  +  ÖM  +        ' 


1868.  Nov.  27,0. 

1868.  Nov.  27,0. 

/  —  A 

'.'.ii'jii  j^'.i 

öti"  20'  l.')'V-' 

7,142733 

'•o 

ro 

r 

7.t;(i:;7:M 

8,209  807„ 

sin  2  (I  —  K) 

9,96506 

3,68341 

5,31443 
+  0",092 

8,086  17s„ 
0,524970 

1 

SIH    1" 

A« 

(<Jr)' 
^7-(dr)' 
ir'o)S\p 

7,263819 
7,534181 
5,589783 

4,25455 

7,032527 

0,000000 
7,032527 

0,071111 
126 

8,192530 
0,017277 

0,270362 

2V7;s.m|/» 

■>)'Josin}^P  +  {U,) 

II  sin  N 
n  cos  N 
cosN 

7,539089 
7,561 208  „ 
9,860262, 

secl 
öVp 

y 

136»  27'  30",2 

sin  {N  —  Vo) 

n.siX  —   r..) 

77"  35'  12",0 

2  V  ;'o 

9,989727 
9,332  363 
7,700946 

fo 

II  cos  {N  —  Co) 

8,8948867 
7,033309 

♦  ö, 

Po 

)~P 

taiii  {V  —  t\,} 
ccos{v  —  r«) 

COS{v  Co) 

f   —   t'o 

7,690673 

8,9008192 

9,9991760 

3"  31'  3  7  "85 

670 


1868.  Nov.  27,0. 

1868.  Nov.  27,0. 

e 
9 

9  +  90 

8,9016426 
4»  34'  23",76 
90    4'  32",86 

cos  q  sin  Q 
cos  q  cos  Q 

Q 

^  +  Q 

6,034324,, 

0,000000 

—  22",322 

10»  55'  8",08 

2  Co  neos  {N — Vo) 
S!n{<p  +  g>o) 

6,229226 
5,401892 
6,289479 
9,197944 

sin{io  +  Q) 

cosq 

sin  i  sin  A  ß> 

sin  i  cos  A  Sl 

cos  A  Q> 

Aß 

9,277425 
0,000000 
7,141411,, 
9,277425 
9,999988 
—  25'  8",01 

A(p 

0,542906 
+  4,  14",66 

dp 
dp  +  aoS{e^) 

7,603794 
6,832385 
7,671710 
0,540724 

sin  i  ä= 
2 

3,68076 
5  61 546 

P 

sin  1" 
cotgiio  +   Q) 

ß 

7,130986 

0,0005876 

0,5434939 

0,71464 

7              " 

log  — 
a 

AQ 
i 

+  1",03 
10»  55'     9",11 

10»  55'  19",7 

3mo 

3,212768 
6,829956 

—  147 

\> 

cos  -T)   ('■  +  '0) 
sin  —Aß  sec  I 

9,992061 

|/.-{. 

7,562948,, 

7051  A  n 

An 

0,042  577,, 

—  1",10300 

542",95750 

+  12'  20",347 

11 

At^ 
du 

Au 

Acj 
0 

—  3«  31'  37",85 

%    +    «u    +    ÖM 

sin  i^o 

COSIpo 

sin  I 

321»  52'    8",92 

265»  31'  53",7 

9,998678,, 

8,891591,, 

7,142733 

+  24'  40",69 

—  14'  54",36 

4-           0",09 

—  3»  21'  51",43 

259»  52'  53",67 

Mit  Hülfe  der  gefuudeuen  Wertlie  ist  nuu  uoch  M  zu  rechneu. 

1 


.      1 
siyi  -pr  9) .  sin  cp 


)/f 


62«  23'  56",03 
9,9475291 

8,6009586 
8,5484877 
9,9921229 


^  (v  -  E) 

V  —  E 

E 
sin  E 

e" 
E  —  M 

M 


1»  59'  23",464 

30  58'  46'  ,93 

58»  25'    9",10 

9,9303898 

4,216067  8 

3»  53'  30",63 

I  54»  31'  38",47 


—    6TI     - 

Dil'  iiciu'ii   KU'iiii'iitr  hiiiil  niHn : 

o.toiil.  iiiitl   K|mk1k'   1ÖIJ8.  Nov.  :j7,U. 
.1/    öl»  31'  :ib",l7 

u  2:iy<>  52'  r);i",6"  i 

Si     i:>o  67'  3.V',ID        inilll.   Ae.|U.   Ih70,tl 
»■       10«  55'    9",  II    1 
<jp       jo  ;ir  23",7t! 

N  r)J2",'jr)7r.o 

loiju  0,543 4!)3  9. 

Z  w  e  i  l  (■    M  e  t  li  o  <i  c. 

Alan  ri'oliiiu  'P,  <P^,  ,/,  iS'o,  i'  ganz  wie  auf  S.  657  erläutert,  tlarauf  r,  r  nach  den 
Fiunieln  (6),  womit  l  z=  v  -\-  K^,  loij  q  =:  log  r  -\-  h',  wird.  (Unter  loj  werden  wie 
frülier  stets  Brigg'sehe  Logarithmen  vei-standen.) 

Für  den  Anfang  der  Ueehnung,  wo  ÖM  und  u\  noch  nicht  liekannt  sind,  kennen 
diese  Grössen  vernachlässigt  werden,  sie  sind  aher  in  liechnnng  zu  ziehen,  sobald  sie 
merklichen  Eintluss  gewinnen. 

Im  Folgenden  ist  zugleich  die  Reihenfolge  angegehen,  wie  etwa  die  numerischen 
Werlhe  bei  der  Itechuung  unter  einander  zu  schreiben  wären: 

"i  =  ^i   +  -P  rl^=AcosBsinL=r^cosBtSi)l{Ll-l) 


sin  M, 


cos  /f ,  sin  Li  =  sin  iij  cos  J 
cosB,  cos  Li  =  cosUi 
cos  Li 


Si  —  (»  =  A  cos  £  cos  L 
sinL  oder  cosL 

5i  —  «  =  AsinB 

AcosB 

cosB 


1 

A 
J_ 

^, 

sinBi  =  siMMi  sinj  1 

cos  Bx  r} 


sin  {Li  —  J) 
cos{Lt  —  I) 
r,  cosBi 

cos  {Li  —  iVo) 


^i  ^  fi  cos  B,  cos  (L,  —  JVo) 

I,  =  r,  eosBi  cas{I^  —  I) 
P 


»;i  (' 

«0 

9n\ 

9         (wo 

9  = 

tüäfc»»! 

.) 

k\'Jo 

(2) 

— 

/'S. 

(3) 

— 

''Culs 

(wo  h 

= 

Po 

-) 

K  = 

1 

A' 

1 

!/(S.  -  ') 


\  k]  Po  ' 
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i  +  ^,iy 


«0  Q'      \  '-^»0/  ly 

G,  =  {2)K  ^^  =  i 

Gi  =  —  ^  S„        (siehe  S.  651) 


Aä 


G^O    Gl    -\-     G.2    +    Ö3    -)-     &4 

m  ^  2 


(4)  =  Fc--^'" 

(5)  =(l-c-2-)„„ 


^^--S  +  l^^^  (öMy=ß)  +  Co) 


G=Go  +  dG  /3  =  b+^ 

[tv'l  =  G  —  b.,Su,]  ^+12'^ 


p3 

7.2  (j2  S2         (siehe  S.  651) 


h  = 


Q^  Z 


9 

Jogy  =  —  -iv^  +  ri 


ftS. 


Ueber  die  lutegration  vou  iVi    siehe  S.  651   uud  die  dritte  Methode. 
Venvandluiig  der  Elemente. 

wo  a  das  Intervall  bezeichuet,  für  w  elches  mau  gerechnet  hat.    Ist  w  =  40  Tage,  so  wird: 
(.')  =  ^  %^.  =  0,1623586. 


^0=^ 


(^1) 

w/  /t  0 

£  =   ^—  (ÄÜI)'. 

Die  Grössen    ;(?',,  /,  F,  {d  JI)'  sind  unmittelbar   aus   der   Rechming   zu    entnehmen, 
sie  beziehen  sich  also  auf  das  Intervall  w. 

«,   =  c'"  —  1,         ?o^ai  =  0,3622157  +  ^og  Wi  +  ^  "'1  +  V 


log  Q  —  log  )■  +  ivi  ^  =  p  I  -  ~ 


(9)  =  (1   +  «)       ,—      10".  +  9(if')  ?'  =  9 


2 

1      Z^ 

8   p^  ' 

■-) 

.'(.-' 

^-(i 

r2 

3    r<- 

»• 

P' 

S   P*. 

»573     — 

Ar  ~  <«,  I    r    i 

tili  sin (l  — /r)  =  - 

\i>o  +  (r.) 

I.  —  \i.,  i  r'si,r2{l  _  A-)  ...I  -4t77 
L       2  I  sin  1 

;.  -  p.  =  dj,  =  -2  ^:i;;  Ä  Vp  (i  +  ^) 

\  2  V  i>o  '^ 

MX  ^  ,  io.r,  4-  «,  -.  a 

Vi' 

ii^siiiNy  =1/— -CoS'""  •  ci  +  V'7fe("*')  +  S' 

tsi»  (p  —  v)  =  Wi  shi{N,  — ») 

ccos  (»  —  »)  =  eo  +  n,  cos(^,  —  v) 

e«  —  eJ  =  Ö (eO  =  h,  [2  c»  cos (A^  -I^  +  ",] 

ö(e') 
sin  ^w  -^  -r    ,       , -^^ 


^= „ 

a  1 


««         1  —  f< 

tt  =  »lo  —  -  H„/J  C  .  D     (sii-hf  T:ifcl  II) 

cos  q  sin  Q  =  sin  I  cos  «Po 
cos  q  cos  Q  =  cos  I 
sin  q   =  sin  I  sin  l('o 

sin  i  sin  A  Si   =  sin  q 

sin  i  cos  A  Sl  =  cosq  s»h(io  +  Q) 

cosi  ■=  cosq  cos(/o  +  Q) 

2  sin  -^  g« 
'■  =  »0  +    Q  ■\-  -^i^^r-  cotg  (<o  +«)  +  ••• 

sin  —  At  =  —  cos  5  ('  "t"  '•)  *'"  ö  '^  "^  *''*^  ■^ 

Ao  =  —  (»  —  »)  +  A«  +  A«<' 

Q,  =  Slo  +  A  Q,        (0  —  lOo  +  Aa. 


K  linkerfu««,  Tlirortllioli«  Aatroaomla.  g5 
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Dritte    Methode. 

Nach  dieser  Methode  wurden  ebenfalls  die  Jupiterstörungen  der  Sylvia  für  den- 
selben Zciti-aum  wie  nach  der  ereten  Methode  berechnet.  Das  folgende  Beispiel  giebt 
die  Rechnung  für  den  letzten  Ort  1868.  Dec.  17.  Die  Elemente  der  Sylvia  sind  die- 
selben wie  S.  657.  Die  genäherten  Störuugswerthe  für  diesen  Ort  wurden  vermittelst 
Extrapolirung  wie  folgt  erhalten: 

AM  =  —  20'  50",7  3  (o  =  +  8'  5",0 

Wi  =  +  23040  \u'i  =  +   1839  ^  =  +  40314. 

Letztere  drei  Werthe  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  angegeben  und  w\ 
bezogen  auf  das  Intervall  von  40  Tagen.     Die  Rechnung  ergab  ferner: 

F=  61»  45'  0",3  lof/r  =  0,524378, 

also: 

7  =  F  +  JVo  +  öw  =  61»  53'  5",3  +  N^ 

logg  =  logr  +  lu,  =  0,526682. 

Zunächst  werden  0,  ^i,  ./,  Xq,  P  wie  auf  S.  657  berechnet,  darauf  wieder: 

«1  =  Ai    +    P 

cos  B\  sin  Li  ^=  sin  Ui  cos  J 

cosBi  cos  Li  =^  cosui 

sinBi  =  sinui  sinJ 

I,  =  Cj  cosBi  cos  (Li  —  ?) 
7ji  =  i'i  cos  Bi  sin  (Li  —  ?) 
^1   =  ri  sinBi 

AcosB  cosL  =  ^,  —  Q 

A  cosB  sinL  =  ?;, 

A  sin  B  ^  ti  —  ^ 

A3        rf 
g  =  a-k^mi  oder,  da  das  Intervall  a  hier  wieder  zu  40  Tagen  angenommen  wird 
und  >Hi  die  Jupitermasse  bezeichnet: 

logg  =  3,654972  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle. 
U  =  gKriiQ 
El  =  mg  —  ■  K  log  mg  —  3,292756 


Ho 


9 

mg 

A' 


A3  =  ^-ci/rdf). 


(^frdt)  =  frdt(i  +J^^^ 


so&y^/ 

c  =  m  .  SOlciJo  ^ogm  .  BOA-  =  9,7764556 

logc  =  0,046566 

Ho  =  Hl   +  H,  +  H,. 


I-'  -    p. .     1  , 

IM.H.    1  ).■.-,    17. 

«1 

IG»  12'  51",2 
122»  46'  54",»» 

1 
A 

1 
A» 

1 

'j,t;i:uuj 

cos  M, 

coa  li,  sin  L, 

9,924  662 
9,733  550,. 
9,918371 

8,840206 
7,91 6  ()ö6 

sin  //, 

9,922799 
123»  9'  38",0 
148»  7'  30",2 
335«  2'    7",8 

k 

0,120929 
0,842  263„ 

9^x9 

9,1525(V.l 
9,995572 
0,694638 

3,413685 
4,497235,, 

n 

K 

9  ix 

8,785137 

Slrt(i,  —  ?,) 

9,625  37 1„ 
9,957  1(11 
0,r.9nJli) 

3,502119 

cos(L,  —  /]) 
r,  cos  Bi 

ci/Vdl) 

3,808508 
3,855074 

u 

9,847147 
7,605456 

2,106728 

e 

11., 

+  158,060 

0,647611 
0,526682 

—  135,819 
+    56,020 

11» 

:  II 

1. -p 

0,033295 
0,315581,. 
9,947  (i64„ 

+    78,261 
—     0,662 

COJ>  /> 

11 

—  biS„ 

+    77,599 

s. -« 

9,844650 
0,367917 
9,981  .Uli 

—  286,134 

AcosB 
cosB 

b 

r 

1,580046 
8,095237 
—  1152 

1  +  ^^y 

8,094085 
449 

A2f=|«n-.^-M)!  n  =  H.  +  An 


m 


hg  ^  (iOkym  =  logh  =  6,48916     (Kiuhuil  ikr  siebenten  Stelle). 


liier  ist  /-  B. : 


loge^  =  5,2109 


Jogg-'  =  2,6334 


log  —-    =  2,5775 
9' 


hgh-r  =  9,0667 
9' 


86* 
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/*  ^  =  +  0,117. 
Mit  lü'i  =  +    1839  erhält  mau  aus  Tafel  III: 


m 


=  +  0,779, 


folglich : 


AH  =  0,117 


0,779 


0,662. 


3      fj27,-2^3  3 

Das  Glied  -]-  r^^  in  Zj,  wo  log-^  (40 /i)^  =  6,8514,   giebt  hier  erst  eine  Ein- 
heit der  zehnten  Stelle  und  kann  also  vernachlässigt  werden. 

Z  =  gl,K 
^  (40  fc)^  ^  (40  fc)^         j_ 

p3  P  Qi        ^    A-' 


da: 


logy  =  —  -  UH  +  ■»? 


1   +   TÖ^'J' 


12 


1  + 


12 


.?"  =  Z   —  /?!  S^ 

(Ali)'    =    —    72  «0, 

log  fo  tio  =  log  UH    +   log  -^ lUi  +  V 


log 


2,2653057, 


logno  =  2,7356472 
Endlich  ist  noch: 


(ö«)' 


so  wird  log  -^  =  5,000953. 


(C  sin 


inl"  '' 


1868.  Dec.  17. 

1868.  Dec.  17. 

8,093636 
4,362934 

log  lui 

(logWi)  —  lUi 
log(A3iy 
(AM)' 

7,362484 

2304 

7,360180 

2,361133,. 

=  —  229",685 

z 

-ßiS, 

ß 

9 

A^ 
ß 

'+Y2ß 

ß. 

S 

+   193,76 
—  503,25 
8,095237 

5,49518 

8,096326 

452 

8,095874 
4,605908 

S/n  1 

{dcoy 

2,122824 

1,053304 
+  17",734 

-     «77     - 
Km   iiiu;;   iioi-li   wicilci'  iluruii  t'rinuert  werden,  iliiMi  iiacli  S.  G'il: 
S  =  "/(a  +  m)  +  1  X  -  ^  /o'  (a  +  m)  .  .  . 


.s..  ^  "/ 
S,  =  "J 


l//-i/i' 


12 


240 


J^  1       .. 

!    i>  ^        .111.  -^o 


12  240 

Wii-  Ulis  «Irii  ol>igeii  lind  folgcmlun  Worlhcn  liorvorgi'lit,  ist  in  olii;;ciii  l>i-is|iit'li'  aluo: 

S»  =  +  2;}057,49i»  +  -^  (77,5Ü9)  —  -i-  (7,!)1)  =  -f  230ti3,93 


12 


240 


S.    =  4-  40339,87     +  ^  (193,76)  —  J^  (12,3)  =  -|-  40355,97. 
12  241) 

Ahli-itiiiif;  osriilirciHler  Eleinonte  für  1SG8.  Nov.  27,0. 

Alü  I{eis|>i»'l  ni<"'go  aiicli  liior  die  Al>li-ilmiL(  osculirciidcr  Elemeutc  für  186H.  Nov. 
27,0  j.;e\väldt  worden.  Die  Grössen  J'l'iit-,  z,  r'  sind  dann  dieselben,  wie  die  S.  668 
aiiiieführUii .    dii"   Wcrtho  für  h',,  ir',,  .*,  .V  und  am  sind  ans  ?^ol;.'fiidr'ni  m    ciitiichinon : 


[».•CVMll..  ,     17 


I     (-1-0,37) 


—  40,536 


-I-  1!).S1,782 


-r  .iiiivn 


+  j:tii.')7,4!in 


■>  0 


n 


(AM)' 


Novoiidjcr    7  l.'.nl 

l>ec.'inlnr  17  (+  2,07) 


—  229",685 


November    7 
IX-cemlKjr  17 


(+  <>.2«>) 


+  0,22« 
(+  0,42) 


.3,829 


+  15",5(i.3 
+  U",734 


4-  473",312 


Die  einjieklanunerten  Zahlen  sind  e.\lra|>olirt. 

Sind  11)',,  .-',  j'rdt  die  Werthe,  wie  sie  uninillell.ar  au.s  den  Integralionstabellen 
vrliallen  werden,  so  ist  wieder  zu  lieacliten,  dass  sie  sich  auf  die  der  Keuhnuii<;;  zu 
Grunde  liegende  Zeileinheit  —  die  hier  40  Tage  \>eträgt  —  beziehen.  Sft/.l  in.-iii  daher 
k}  =:  iOk,  so  kommen  hier  folgende  Formeln  zur  Anwendung: 


*»■>  =  ^k 


""  m  =  "•'"•"'■'" 


<'■>  =  ( 


hg  —  —  0,1623586 


C^)  =  jt-  /'''"• 
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V  uud    V  werden    nach   deu   bekannten    Formeln    aus   31  -\-  A  -M  =  Mi ,   «o  und 
berecliiiet. 

logQ  =  logt  +  IMi 

A  =^  Co  sin  FlO^'"!  log A  =  löget,  sinV  —  iDj 

A 


(q')    =    -r-'   +    9  0"') 
1      ^2  1     ^^^ 


2   p2  8 

92  8"  pT 


:^) 


)(?') 


+ 


•(/) 


p  +  e 


('•')  =  {q')  +  V 


1  logUi  =  0,3622157  -f  logw^  +  -^  W^  +  rj  (siehe  Tafel  I). 


1868.  Nov.  27,0. 

1868.  Nov.  27,0. 

lU, 

+  22  099,33 

sin  V 

9,930728 

s 

+  38725,02 

Cti  sin  V 

8,825615 

AM 

—  20'  50",734 

10-'>'> 

—  2210 

do3 

+  473",152 

A 

8,823405 

W'i 

+  1929,717 

(Ui) 

7,031802 

z' 

+  3249,51 

1  —  K 

56»  20'  15",2 

fUdt 

-f  7403,60 

tgl 

Am 

7,142733 
+  0",092 

Mo 

51"  24'  18",07 

dp 

7,032527 

AM 
Ml 

—  20'  50",73 
51»    3'  27",34 

7,603794 

El 

540  43'  47"^46 

fpo 

0,270111 

V 

58»  29'  30",68 

Siehe 

Seit;?  670 

No 

86»  14'  24",90 

d  v7 

6,762416 

V  +  No 

144»  43'  55",58 

iJo 

d  a 

+  7'  53",15 

«1 

7,707700 

l 

144»  51'  4S",73 

1 

7,655415„ 

log  V 

0,5227595 

lu'i 

6,285494 

Wi 

+  22099 

(a/) 

6,810068 

logQ 

0,5249694 

Q  (w') 

7,335037 

t' 

3,71656 

t 

4,34998 

9  (w')  +  V 

7,335142 

V 

3,71656 

\P 
B 

0,270362 

log  \Vi 

7,344379 

7,605  504 

log  ui 

7,706595 
1105 

A^ 

6,478820« 

1 

Vi 

7,707757 

2 

Po  Vi 

8,247  979 

V 

0 

dp 

dp  —  poVi 

7,603794 

«1 
r 

7,707  700 

8,136220,, 

3,827  22 

r 

0,524970 

—     679     — 

tgl  sinÜ  —  K)  —  - 
9 

Ah  =  In  l  y»  sin  -2  (/  —  K)  -r^ 

i>  \  V  -  [(f ',)  +  J  V7«  *•'■"  ',  1'  I  *'''•  l 

p  -  ,,,.  =  öp  =  2  vT;  a  ^T  (l  +  ^A) 

2  V  i'u' 

I  —  -p^ —  «1 
Ä  =  )7[p(>«')  +  n 

V,  ^=  «i  H (Es  ist  Ör  =:  i'i  r) 

Mj  siM  Nj  ■=  A^  -\-  B 

e  si»  («•  —  y)  =  >'i  sin  {N^  —  V) 
ecos{v  —  F)  =  Co  +  n2Cos{N2  —  V) 

e^  —  e^  =  «(e«)  =  2eo  nj,cos(JVa  —  »')  +  "2 
sin  ((p  +  (po) 


P  «0  1   —  ^ 

3 
n  =  »lo  —  —  ii^ß  .  C  .  D, 


wo  C  =  l'  1  —  "n    ß  "'"^  -^  ™it  dem  Argument   log  C  aus  Tafel  11    zu   entnehmen   ist. 

4.^  =  1    L  0  —  (l  —  K) 

cos  q  sin  Q  •=  sin  I  cos  i'o 

cos  q  cos  Q  =  cos  I 

sin  q  =  si»  7  sin  4'o 

sin  I  sin  A  ft  =•  sin  q 

sin  i  cos  A  Sl  =  cosq  sin  (»o  +•  Q) 

cos  i  =  cosq  cos  (ig  +  Q) 

ft  =  üj  4-  Aft 

2  sin  ■5-  g« 

•■  =  •.+  «  +  -S--1»     fö'P  ('0  +  Q) 

sin  -^  ^i'  =  —  <'<'*  ö"  ('  +  'o)  *•"  "ö  -^  Si  s«I 

Am  =  —  (f  —  F)  +  dw  +  Au  +  AV». 
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1868.  Nov.  27,0. 

1868.  Nov.  27,0. 

1/2  »'"  ^2 
11.2  COS  ^2 

7,571787 

7,611250,, 

9,868  321,, 

1370  35'  58",4 

2  Co  «2  CS  (JV, —  F) 

6,215224 

5,485858 

COSN2 

N2 

sin{(p  +   (jDo) 

6,289485 
9,197944 

N2—V 

sin  (N2  —  7) 
cos  {N2  —  F) 

«2 

790    6'  27",7 
9,992 104 

9,276378 
7,742  929 

+  254",66 

rt„  d  (e2) 

öp 

öp  +  aoö(e^-) 

P 

ß 

Ion  — 
ao 

6,832391 
7,603794 
7,671711 

Co 

n^cos  {N2  —  F) 

8,894886  7 
7,019307 

0,540724 
7,130987 

esin{v  —  F) 
ccos{v  —  F) 
cos(y  —  F) 

v—  r 

7,735033 

8,900632  2 

9,9989895 

+  30  54'  25",42 

0,0005876 

3«o 

3,212768 
6,829957 

8,9016427 
4»  34'  23",8 

v> 

j/i-i. 

—  147 

log  A  n 
An 

0,042  578« 
— 1",10301 

i,   Sl,  /\ip  finden  sich  genau  so  wie  S.  670: 

-  {v  —  V)  —  3»  54'  25",42 

da  +  T  53",15 

Am  +  0",09 

At  +24'  40",69 


A«a 


-3»  21'  51",49 


Berechnet  man  nun  M  aus : 

«;  =  F  4-  («  —  F)  =  620  23'  56",10     und     qp  =  4»  34'  23",76, 

so  erhält  mau : 

M  =  540  31'  38",54, 

so  dass  die  neuen  Elemente  sind : 

Osculat.  und  Epoche  1868.  Nov.  27,0. 

31  540  31'  38",54 

a  2590  52'  53",61  1 

ft  750  57'  35",19  [  Mittl.  Aequin.   1870,0. 

i  10"  55'     9",11  J 

cp  40  34'  23",76 

II  542",957  49 

log  a  0,5434939 


CS  1 

Voryli-iclit  tnaii  difi«»-  Klt'inenlt'  mit  ik-ii  auf  S.  (J71  j^ffiiiiilfiii.-ii,  oo  Jiiidui  mau 
fiiie  völli^u  l'oberoiiistinimiiii^,  ilt'iin  ilif  kli-iiio  Abwctciniiig  in  M  von  0",07  hebt  «ich 
mit  ilor  c'ntj;oj,'t'nj;i'»i'l/ti'n  in  w  von  ü",tWJ  fiwt  vulldlikiuli;^  iiiif.  lU-i  der  Cirtlüse  der 
Slörnnj;«'!!  wur  iilirigt-n«  die  Hcreohnunj^  mit  KUcliBstflligcn  Ix>gurithnivn  iin  dt-r  (.irenxu 
dca  AuHUMchcndcn. 


Ks  diirfti-  nooli  inton-ssireu,  dun  Holrag  »icr  (llicder  höherer  Ordnung  zu  erfuhren. 
Zu  dit'si-m  Zwecke  wurden  nach  der  ersl<'n  Mi-thode  die  Störungen  erster  Onlnung 
lierei'hnel,  die  «ich  im  Folgenden  für  den  letzten  Ort  1868.  Dec.  17.  ziisanuiiCDgestellt 
fin<lcM  : 

erster  Ordnung  «trengo  Wertho  Differou/, 

/r,lt      f       6()'27,.''>'J  +       (5432,79  +   194,7 

dg  .    161ti6,J  !    161887,0  —430,8 

ftn  1003",;t9  999",9'J  —     3",47 

ll.-itte  man  die  (J rosse  .•  hei  der  Berechnung  der  Btörendeu  Kräfte  vernachlässigt,  also: 

A»  =  (I.  -  qY  +  V]  +  5,' 

gesetzt,  statt: 

A»  =  (I,  -  p)«  +  fi?  +  (S,  -  sy, 

so  hatte  dies  für  den  letzten  Ort  eine  Abweichung  von  50,9  Einheiten  der  siebenten 
Stelle  in  p  oder  6,6  Einheiten   der  siebenten  Stelle   in    log  q  hervorgebracht.     Der  Ein- 

fluss  des  Gliedes  —  ic\%   welches   bei    obiger  Rechnung  mit   in  ic,    enthalten    ist,    wurde 

noch   besonders  nach  Gleichung  (K)  S.  646  berechnet  und  für  1868.  Dec.  27.  gefunden: 
Ö  Wi   =  —  40,8S     (Einheiten  der  siebenten  Stelle). 

Sind  nun  auch  die  Störnngswcrthe  nicht  immer  so  beträchtlich,  als  die  hier  als 
Heisiiiel  gewählten,  so  wird  man  sich  bei  Vernachlässigungen  doch  stets  dm-ch  nume- 
rische Prüfungen,  etwa  in  grösseren  Intervallen,  vei^sichern  müssen,  dass  dabei  das  End- 
resultat innerhalb  der  vorgesteckten  Grenze  sicher  erhalten  werde. 

Die  Anwendung  der  strengen  Formeln  ist  besonders  bei  der  Berechnung  der 
sUirenden  Knifte  unbequem,  da  man  diese  Rechnung  nur  successivc  ausführen  kann. 
Die  erste  Methode  hat  vor  den  beiden  anderen  den  Vortheil,  dass  man  den  Radius  vector 
unil  die  wahre  Anomalie  gleich  für  den  ganzen  Zeitraum  der  Stiirungsrechnnug  berechnen 
und  durch  Differenzen  prüfen  kann,  während  bei  den  beiden  anderen  3Iethoden  die  Be- 
rechnung dieser  Grössen  schon  eine  genäherte  Eenntniss  der  Störungen  voraussetzt. 
Dass  ÖQ  viel  grösser  wird,  als  m^i  oder  »i ,   ist  nur  ein  scheinbarer  Nachtheil,   denn  da 

d  (Jog  p)  =  —  dp,  so  braucht  man  S p  wegen  des  kleinen  Factors  —  nicht  so  genau  zu 

kennen,  als  d  (Jog  q).  Die  strengen  Formeln  für  (Ä  p)"  und  tc'i  bei  den  beiden  eraten 
Methoden  sinil  nicht  so  einfach,  als  die  für  lUi  bei  der  dritten  Methode,  dagegen  ist  es 
bei  dieser  .Methode  wieder  ein  Nachtheil,  dass  d  cj  getrennt  berechnet  werden  muss.  — 
Es  muss  dem  Rechner  überlassen  bleiben,  welche  Methode  er  anwenden  will,  denn  ver- 
glichen in  Beeng  auf  Zeit  und  Mühe,  welche  jede  in  Ans|iruch  nimmt,  sind  sie  nicht 
»i'hr  verschieden.  Eine  vielfache  Anwendung  :iller  drei  Methoden  hat  uns  jedoch  zu 
Gunsten  der  dritten  gestimmt. 


Hat  man  die  Su'inmgen  eines  nonen  Planeten  zn  berechnen,  dessen  Pllenienie  nicht 
für  einen  bestimmten  Zeit|iunkt  osculirende  sind,   sondern  sich    vielmehr  während   eines 

KliDk«rfu«t,  ThaorvtiKh«  Aitronomlc.  ua 
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o-ewisseu  Zeitraumes  möglichst  nahe  an  die  Beobachtungen  anschliessen,  so  ist  es  richtiger, 
die  störenden  Kräfte  mit  diesen  Elementen  direct  zu  berechnen,  und  dabei  also  nicht 
die  gestörten  Coordinaten  anzuwenden.  Da  man  im  Allgemeinen  diese  Störungsrechnungen 
mit  den  verbesserten  Elementen  zu  wiederholen  haben  -«-ird,  so  braucht  man  auch  während 
der  ersten  Rechnung  bei  den  Integrationen  nur  die  Glieder  erster  Ordnung  zu  Ijerück- 
sichtiijen,  so  dass  man  in  diesem  Falle  von  folgenden  Gleichungen  Gebrauch  machen  wii-d: 

I. 

(d„y   =  J_  fudt  —  lAii^  ÖQ. 

n. 


Po 


«0       r^ 


«1    + 


fc' W] 


m 


+  '^^fUät 


(AJ/y  = 


2»oroi 
2K 


(öco)' 


J'Udt. 


Bei  vorstehenden  Formeln  sind  l-  und  «o  wieder  auf  diejenige  Zeiteinheit  zu  be- 
ziehen, die  bei  der  Rechnung  als  Intervall  zu  Gnmde  gelegt  ist. 

Schliesslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  man  überhaupt  zunächst  die  Störungen 

erster  Ordnung    berechnen    und    darauf    den    Einfluss    der    vernachlässigten    Glieder    in 

grösseren  Intervallen  ermitteln  und  für  sich  berechnen  kann,  ähnlich  wie  dies  S.  653  für 

w'- 

— -  anffeeeben  ist.     Die  Formeln  dafür  werden  allerdings  etwas  weitläufig,  doch  genügen 

wenige  Decimalen  zu  ihi-er  Berechnung. 

Tafel  I. 

log  (1  —  c-""')  =  0'362215  7   -|-   logmvy  —  -^  ntVi  +  ri 


log  (C" 


1)    =  0,362  21.5  7   -f   Jogmvy    +  -^  n  >i\  -f  rj. 


n  u\ 

1 

u  n\                                n 

10  000 
20  000 
30  000 
40000 
50000 

+  '      3 
4 

9   ' 
6 

''      9 

+  ^*  11 

GOOOO 
70  000 
80000 
90  000 
100  000 

+  ^^  12 

61 

17 

78 
18 
+  96 

ntCi  und   r]  sind  in  Einheiten  der  siebenten  Stelle  ausgedrückt. 
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Tafel  II. 


3       ^  ^        |/ 

H   ^   «0   —  -r  "oP  •   i-'  ■  ^';      ^*f  1 


(),0CXI6 
0,<X>10 
0,)l()15 
0,0020 
0,0025 

o,oa3o 

0,0035 
0,0040 
0,0045 

4-  0,01  >,')() 


1 

4 

<» 
15 
24 
H4 
411 

70 
•14 


0,(KX)5 

o,m)io 

0,0015 
o,0(J20 
0,0025 
0,0030 
0,0035 
0,0040 
0,0045 
—  0,<Mt5(J 


log  D  bezieht  sich  auf  Einheiten  iUt  siebenten  Stelle. 


Tafel  m. 


öl^- 


1 

4 
9 
15 
24 
35 
48 
63 
79 
98 


I 


+  UlU 
200 
300 
400 
500 
600 
700 
800 
900 

laio 
lloo 
1200 
l.<)00 

14410 

15(NI 

±1600 


+  u,o(rj 

0,009 
0,021 
0,037 
0,058 
0,083 
0,113 
0,147 
0,186 
0,230 
0,279 
0,332 
0,.S89 
0,451 
0,518 
+  0,589 


+  IWJU 
1700 
1800 
1900 
2000 
2100 
2200 
2300 
2400 
•IM) 
2600 
2700 
2800 
2900 
3000 

-f  3100 


+  Ü,5ö9 
0,665 
0,746 
0,831 
0,921 
1,015 
1,114 
1,218 
1,326 
1,439 
1,557 
1,679 
1,805 
1,936 
2,072 

+  2,213 


76 
81 
85 
90 
94 
99 
104 
108 
113 
118 
122 
126 
131 
136 
141 


-^3100 
3200 
3300 
3400 
3500 
3600 
3700 
3800 
3900 
4000 
4100 
42(X> 
4.S<i() 
44(Ht 
4500 

+  4600 


1^,' 


ic'i    und  -—7-   beziehen   sich  auf   Einheiten   der  .siebenten   Stelle. 


+  2,213 
2,358 
2,508 
2,662 
2,821 
2,984 
3,152 
3,325 
3,502 
3,684 
3,871 
4.062 
4,257 
4,458 
4,663 

+  4,872 


86» 


145 
150 
154 
159 
163 
168 
173 
177 
182 
187 
191 
195 
201 
2«  »5 
209 
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Tafel  IV  !)• 


Mercur 
Venus 
Mars   . 
Jupiter 

Satui-n 
Uranus 
Neptun 


Sil 

46»  54',47 
75°  36',31 
48°  37',88 
99°  ll',50 

112°  37',10 
73°  23',42 

130°  27',40 


A9,i 

+  7M1 

+  5',48 

+  4',67 

+  ö',72 

+  5',12 

+  3',10 

+  6',63 


7°  0',16 
3»  23',60 
1»  51',03 
1»  18',56 
2»  29',42 
0°  46',34 
1°  46',80 


Ar, 

+  o',oi 
+  o'.oi 

0',00 

—  0',03 

—  0',03 

—  0',04 

—  0',05 


föi   und  »1  beziehen  sich  auf  das  Aequinoctiiun  und  die  Epoche   1880,0. 
A  ßi  und  A  «1  geben  die  Aenderung  von   Sli  und  ?\  in  10  Jahren. 


1 

10  +  log  Ml 

1600  k'  m, 

in  Einheiten  der 
siebenten  bteUe 

Mercur 

3  271  742 
401  839 
355  499 

2  680  337 

1047,879 

3501,6 
22000 
19700 

3,48522                   ii.ir,ri.-,(i 
4,39595          1         1.071  ^R 

Erde 

4,44916 
3,57181 
6,979689 
6,455733 

5,05758 
5,70553 

1,12444 

0,24709 

3,654972 

3,131016 

2,33286 

2,38082 

Jupiter 

Saturn  

Uranus     

Neptun 

')  Diese  Werthe  werden  jetzt  vortheühafter  dem  Berliner  Jabrbuche   entnommen.    Vergl.  Be- 
merkung auf  S.  636,  Anmerkung  des  Herausgebers  der  zweiten  Auflage. 


Siebente   Al•tllt•illlll^^ 

Die  Berechnung  einer  Bahn  aus  einer 

grösseren  Zahl  von  Beobachtungen  nach  der  Methode 

der  kleinsten  Quadrate. 


Hundertste    Vorlesung. 
Kiiih'itoiule  Bemei'kuiiü:eii.  Bildiiiiir  von  Normalörtern. 

Wir  hallen  im  Vorhergeheiiileu  geselieu,  wie  man  die  stüreude  Einwirkung  der 
Planeten  berechen  kann. 

Bevor  wir  nun  z\ir  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  übergehen, 
bleilit  noch  kurz  die  Bildung  der  Normalorte  /u  erläutern. 

Es  lagen  für  den  Kometen  18'J0  III  folgende  Differenzen  im  Siiine  Beobachtung 
minus   llt  (.liiiiiiiLr   vor,   wuk-he   in   eiueu   Nuniialort   vereiniirt   werden   sollen: 


I 


Epoche 


Sternwarte 


J  a  cos  d 


Verglei- 

cbauiren 


.liil 

JJ.lKI 

Nico 

+  OMx; 

+  0.,045 

+    S",Ü 

5 

-'.'.i'»; 

Marseille 

—  0  ,13 

—  0  ,097 

+   7,8 

6,6 

(2J,41.-.> 

Padua 

(-L  1  .81) 

— 

— 

(22.4 1'.| 

Padaa 

(+0,77) 

(+0,674) 

(+26,7) 

8,4 

22.4:«» 

Toulouse 

+  0,29 

+  0  ,216 

+   9  ,5 

10,12 

-'J.4^7 

Kiel 

+  0  ,62 

+  0  ,463 

+  16  ,9 

5 

J-',4:.7 

Paria 

—  0  ,36 

—  0  ,269 

+  10  ,5 

6,4 

22,t;i7 

,        Cambridge 

—  0  ,56 

—  0  ,419 

+    7,4 

4 

.•.-{,371 

{              Korn 

—  0  ,42 

—  0  ,317 

+   6,1 

4,3 

2:!,38<; 

Nice 

+  0  ,05 

+  0  ,0;« 

+   6  ,5 

5 

•j:t,899 

Marxrille 

—  0  ,43 

-0  ,325 

—   2  ,4 

5,5 

■.•.'i.4Il 

Kreiiisiiiüuster 

+  0  ,35 

+  0  ,264 

—   0  ,6 

3 

23.453 

Paria 

—  0  ,39 

—  0  ,295 

+   *.7 

12,8 

23,612 

Cambridge 

-0  ,46 

—  0  ,341 

+   8  ,6 

6 

])it' Epochen  dieser  Beobachtungen  (in  mittlerer  Berl.  Ortszeit)  sind  bis  auf   '  iooo''"^>J 
augegeben,  was  für  den  vorliegenden  Zweck  weitaus  genügend  ist.    Neben  ^u  (im  Sinne 
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Beobachtung  miuus  Rt-chuiing)  geben  wir  ^  ot,  cos  d  (d.  h.  J  u  mulüplicirt  mit  dem 
Cosiuus  des  der  ßeobachtuugszeit  eutsprecbenden  ö);  endlich  in  der  letzten  Colonne, 
wie  oft  der  Beobachter  den  Kometen  mit  dem  Vergleichsstern  verglichen  hat.  Steht 
in  dieser  Colonne  nur  eine  Ziffer,  so  war  die  Anzahl  der  Vergleichuugen  in  Recta- 
scension  und  Declination  gleich  derselben.  Stehen  in  dieser  Colonne  zwei  Zahlen  durch 
einen  Punkt  getrennt,  so  giebt  die  erste  die  Anzahl  der  Yergleichungen  in  Recta- 
seeusion,  die  zweite  die  Anzahl  derjenigen  in  Declination.  Sei  »,•  die  jeder  Beob- 
achtung entsprechende  Anzahl  der  Yergleichungen  in  Rectascension,  so  könnte  man 
das  mittlere  zf«  wie  folgt  bilden: 

Ja  ^=  — ^-= -'  • 

2.  )(,■ 

So  würde  man  die  Verschiedepheit  der  Zahl  der  gemachten  Yergleichungen  bei 
der  Mittelbilduug  berücksichtigen.  Dieses  Verfahren  wäre  aber  ungerechtfertigt.  Wenn 
nämlich  ein  Beobachter  eine  sehr  grosse  Zahl  von  Yergleichungen  macht,  so  geschieht 
das  gewöhnlich  deshalb,  weil  ihm  bei  der  Beobachtung  Schwierigkeiten  entgegentraten. 
(Mondlicht,  Nebel  oder  dergl.) 

Man  hat  daher  gar  keinen  Grund,  von  vornherein  anzunehmen,  dass  die  Beobach- 
tungen mit  einer  grösseren  Zahl  von  Yergleichungen  genauer  sind. 

Was  die  Yerschiedenheit  unter  den  Angaben  der  einzelnen  Beobachter  bedingt, 
ist  hauptsächlich  ihr  Auge.  Der  eine  Beobachter  glaubt  den  Kern  des  Kometen  an 
einem  anderen  Punkte  des  Himmels  zu  sehen,  als  der  andere.  Sehr  häufig  sieht  man, 
dass  gerade  einer  der  allergeübtesten  Beobachter  von  den  anderen  in  coustanter  Weise 
abweicht  Während  z.  B.  in  einem  gewissen  Stücke  der  Bahn  alle  übrigen  positive 
z/cs  finden,  findet  er  negative.  Manche  Bahnrechner  pflegen  dann  „eine  systematische 
Correction"  an  die  Resultate  anzubringen.  Dieses  Yerfahi'en  kommt  aber  im  Wesent- 
lichen darauf  hinaus,  die  Beobachtungen  überhaupt  wegzustreichen.  Man  thut  jedenfalls 
besser,  die  systematisch  abweichenden  Beobachtungen  in  ihrer  ursprüngüchen  Form 
stehen  zu  lassen.  Manche  Bahnrechner  geben  ferner  einer  Beobachtung  ein  um  so 
grösseres  „Gewicht",  je  mehr  sie  sich  an  eine  möglichst  genau  bestimmte  vorläufige 
Bahn  auschliesst.  Aber  auch  dieses  Yerfahi'en  ist  zu  verwerfen,  da  auf  diese  Weise 
die  definitive  Bahn  künstlich  der  vorläufigen  näher  gebracht  wii'd.  Es  ist  daher 
meistens  zu  empfehlen,  alle  Beobachtungen  in  gleicher  Weise  zu  berücksichtigen.  Im 
vorliegenden  Falle  weichen  die  Beobachtungen  von  Padua  (22.  Juli)  stark  von  der 
Wahrheit  ab.  Da  sie  nach  Angabe  des  Beobachters  unter  sehr  ungünstigen  Yerhält- 
nissen  stattfanden,  so  lassen  wii-  sie  weg,  was  durch  die  Klammer  angedeutet  ist ;  indem  man 
nun  aus  den  noch  übiig  bleibenden  zwölf  Beobachtungen  das  Mittel  nimmt,  ergiebt  sich: 
Epoche:     Juli  22,951 

^a  =  —  (>,114 
J8  =z   ^   6",79. 

Wenn  die  Bewegung  des  Kometen  in  Decliuation  stark  ist,   so    ptiegt  mau  z/a  in 
etwas  anderer  Weise  zu  berechnen.     Man  nimmt  das  Mittel  von  z/a  cos  8  (wo  8  die  ziu- 
Beobachtungszeit  gehörige  Decliuation  des  Objectes)  und  erhält  so  im  vorliegenden  Falle: 
zla  cos  8  =z  ~  0%086. 
Zur  Zeit  Juli  22,951   war  8  ungefähr  gleich   -\-  41°  19'.     Somit  erschlicsst  man: 

Ja  =  —  0S115. 
In  diesem  Falle,    wie  in    fast  allen  übrigen  ist  es  mithin  völlig  belanglos,  ob  man 
das    Mittel    der  z/a    oder    der   J u  cos  8    bildet    und    aus    letzterem   z/«    schliesst.      Die 
Epoche  Juli  22,951  fällt  in  die  Nähe  von  Juli  23,0.    Für  diese  letztere  gab  die  Ephemeride: 
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«    -  140»38'2y",()4 

i)  —    \      4l"18'3y",7«. 

Wir  iii'liiiu'ii  nun    an,    da.ss    die  t'orrt'ctioiion    ^u  iiiid  Ud  cltr  Kp'"!"    Juli   '.''J/JOl 
uiu-li   iKH-li  fiii'  Juli  23,0  gulu-ii  iiiul  crhikltcMi  ho  folgenden  Xoriniilort: 
.liili  J.t.O:     «  —.         140»:J8''27",33 
d  —    f     41M8'46",55. 
.Man    pIli'Ljt    ijalifi,     wie    liier   j,'eschehcn ,    al»    Epoche    des    Xorinalurtes    die   den    nai-lisl- 
liegendeii   K|du'ini'ridenorte8  r.xi   wählen,    nin  «  und  d    direct   der  K|>licnicride  entnehmen 
zu  kiinnen. 

Ks  i.Ht  iTvichtlich,  dass  zur  Hilduni^  de»  Nornialurtes  an  sich  dir  Kenntni.ss  der 
Sl<>run;;en  nii-ht  iinliedingt  iiiilhii;  ihl.  In  der  Tliat  kt'innte  man  ja  die  Beobaohluni^en  mit 
einem  lielieliigen  Klemeiitensysteme  vert;leifhen,  welches  »ich  der  Hewegung  gut  anschlieB.st. 
Hasselhe  hellt  »ich  dann  bei  Hildung  des  Xormalortes  wieder  vollständig  heraus. 

Die  Differenzen  ^u  und  _/Ä,  ilie  man  hei  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  braucht,  hingegen  sind  natürlich  von  dem  Au8gang»elementensystem  abhängig. 
Sind  die  Störungen  durch  die  Planeten  merklich  (was  unter  normalen  Verhältnissen  erst 
nach  zwei  Monaten  oder  noch  längerer  Zeit  eintritt),  so  bringt  mau  sie  an  der  Kjihemerido 
an,  bevor  man  sie  mit  den  Beobachtungen  vergleicht.  Hat  man  die  Störungen  z.  H. 
in  den  rechtwinkligen  Coordinaten  berechnet,  so  bringt  man  dieselben  (nach  Keduction 
auf  die  Fundamentalebene  des  Aequators)  an  die  rechtwinkligen  heliocentrischen 
.Veijuatorialcoordinaten  des  Objectes  als  C'orrectionen  au.  Hat  man  hingegen  die  Stö- 
rungen nach  der  Methode  iler  Variation  der  Constanten  berechnet,  so  muss  man  die  ver- 
schiedenen Theile  der  E|>hemeride  mit  langsam  variireuden  Elementen  rechnen,  ^fan 
kaim  natürlich  auch  die  Beobachtungen  zunächst  mit  der  lu'sjirünglichen  Kejiler'schen 
Bewegung  vergleichen  und   die  Störungen   dann  nachträglich  au  /d u,  und  ^ö  anbringen. 

Im  Allgemeinen  sollte  man  nur  Beobachtungen,  welche  sich  über  einen  Zeitraum 
von  etwa  zehn  Tagen  erstrecken ,  in  einen  Normalort  vereinigen.  Für  längere  Zeit- 
räume könnte  die  Voraussetzung,  dass  z/a  und  Jb  der  Zeit  proportional  sind,  zu  merk- 
baren  l'ngenauigkeiten  führen. 


I 


H  u  n  d  e  r  t  II  lul  e  1"  s  t  e  Vorlesung. 

DirtVroiitialfuniiclii  für  di«'  directe  Verbesserung  äquatorialer 

Elemente. 

Wir  haben  in  der  vorhergehenden  Vorlesung  gesehen,  wie  man  mehrere  Beoljach- 
tungen  in  einen  Nornialort  vereinigt  und  die  C'orrectionen  da  und  dS  für  die  Epoche 
des  N'onnalortes  (im  Sinne   Beobachtung  minus  Rechnung)  erhält. 

Bei  der  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  t^uadrate  setzt  man  nun  voraus, 
das«  die  an  dem  Ausgangselementensystem  (den  Osculationselementen)  anzubringenden 
Correctionen  so  klein  sind,  dass  sie  die  Werthe  der  Störungen  nicht  merklich  beeinllusseu 
können.  Man  setzt  mit  anderen  Worten  die  Störungen  als  vollständig  bekannt  voraus 
un<l  beschäftigt  sich  nur  mit  den  an  dem  Ausgangselementensystem  anzubringenden 
Correctionen.     Sollten  jedoch  nach  vollendeter  Ausgleichung  diese  Correctionen  so  gross 
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ausfallen,  dass  eine  Veräuderuug  der  für  die  Störungen  vorausgesetzten  Werthe  statt- 
findet, so  bliebe  weiter  nichts  übrig,  als  die  ganze  Rechnung  wieder  von  vorn  anzu- 
fangen. 

Um  eine  derartige,  ungeheure  Vermehrung  der  Arbeit  möglichst  zu  vermeiden, 
muss  man  sich  so  einrichten,  dass  die  vorläufigen  Elemente  schon  der  Wahrheit  so  nahe 
kommen,  als  nur  ii-gend  möglich.  Unter  allen  Umständen  sollte  man  zur  Bestimmung 
einer  definitiven  Bahn  Elementensysteme  verwenden,  welche  die  Normalorte  auf  circa  .5" 
darstellen.  Noch  besser  aber  ist  es  mit  Hülfe  von  drei  oder  vier  Xormalörtern,  die  man 
für  die  allergenauesten  hält,  ein  neues  vorläufiges  Elementensystem  zu  rechneu,  das  man 
dann  der  definitiven  Bahnbestimmung  als  Ausgangspunkt  zu  Grimde  legt.  Man  ver- 
«rleicht  also  die  Normalörter  mit  einem  möglichst  genauen  Ausgangselementeusystem, 
und  bildet  du,  respective  du  cos  d  und  d8  im  Sinne  Beobachtung  minus  Rechnung. 

Nun  fracrt  man,  um  wie  viel  ändert  sich  z.  B.  ein  für  die  Epoche  eines  Normalortes 
durch  die  Ephemeride  gegebenes  ö  (Decliuation) ,  wenn  statt  der  vorausgesetzten  Länge 
des  Knotens  ft  eine  wenig  verschiedene  Sl  -\-  dSi  angenommen  wii'd;  mit  anderen 
Worten,  man  sucht  die  Differentialquotienten  von  Rectascension  und  Declination  nach 
den  Bahnelementen  für  die  Epochen  der  Normalorte  zu  bestimmen.  Liegen  nur  drei 
Normalorte  vor,  so  könnte  man  auf  diesem  Wege  sechs  Bahnelemeute  finden,  welche 
die  Beobachtungen  vollständig  darstellen.  In  diesem  Falle  hätte  man  sechs  Bedingungs- 
o-leichungen  (nämlich,  dass  die  drei  du  und  die  drei  dd  gleich  Null  sein  sollen)  imd 
dementsprechend  die  Zuwüchse  der  sechs  Bahnelemente,  z.  B.  di,  zu  bestimmen.  Diese 
Aufgabe  wäre  also  vollständig  strenge  lösbar.  Liegen  aber  mehr  als  drei  Normalorte 
vor  (und  das  ist  überhaupt  für-  jede  einigermaassen  gute,  definitive  Bahnbestimmung  noth- 
wendig),  so  übersteigt  offenbar  die  Zahl  der  Bediugungsgleichungen  die  der  Unbekannten. 
Es  ist  dann  also  unmöglich,  alle  Beobachtungen  vollständig  darzustellen.  In  diesem  Falle 
präcisii-t  man  nach  dem  Vorgange  von  Gauss,  Legend re  und  Bessel  die  Aufgabe 
dahin,  dass  für  die  zu  suchenden  (definitiven)  Bahnelemente  die  Summe  der  übrigblei- 
benden Fehlerquadrate : 

z[{du  cos  öy  +  (ddy] 

ein  Minimum  wird  (Methode  der  kleinsten  Quadrate). 

In  dem  vorliegenden  Falle  ist  es  leicht  genug,  sich  über  die  geometrische  Bedeu- 
tung dieser  Minimalbedingung  Rechenschaft  zu  geben-  Es  sind  nämlich  du  cos  d  und 
dd  die  wirklichen  sphärischen  Abweichungen  der  Ephemeride  von  dem  Noimalorte 
in  beiden  Coordinatenrichtungen.  Obige  Minimalbedingung  besagt  also  mit  anderen 
Worten  Folgendes  aus:  Es  wird  ein  Elementensystem  von  der  Beschaffenheit 
gesucht,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  sphärischen  Abstände  zwischen 
berechneten  und  beobachteten  Oertern  (von  der  Erde  aus  gesehen)  ein  Minimum 
wird.  Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  sich  ein  auf  diese  Weise  bestimmtes  Elementen- 
system sehr-  gut  an  die  Beobachtungen  anschliessen  muss.  Die  theoretischen  Gründe, 
aus  denen  man  diese  Bedingung  gewählt  hat,  werden  wir  später  kennen  lernen. 

Der  erste  Schritt,  um  diese  Bedingung  zu  verwii-klichen,  ist  die  Aufstellung  der 
Differeutialquotienten  von  Rectascension  und  Declination  nach  den  Bahnelementen. 
Bedeuten  x,  y  und  s  die  heliocenti-ischeu  Aeqatorialcoordinaten  des  Objectes,  X,  Y 
und  Z  die  geocentrischen  Aequatorialcoordinateu  der  Sonne,  p  den  Abstand  des  Objectes 
von  der  Erde,  und  schliesslich  «  und  8  seine  geocentrisehe  Rectascension  imd  Decli- 
nation, so  ist: 

Q  cos  a,  cos  8  =:  X  -\-  X  I 

Q  sin  u  cos  8  ^  y  -\-   Y  \ (A) 

Q  sin  8  =  g   -\-  Z  j 


GH« 


Ahm  Jii'itun  Foriiielii  or^iubt  üiuli: 

V  +  y 

Ig  u  r-  -—^ 


in  6 


(•«; 


Wi'iiii  »ifh  die  ßnliiieli'inentü  voritinlvm,  »o  bluibvu  tlie  SonuoncoonliiiaUtii  A',  Y 
uixl  /  coiiHtniit.  l>ciiiii!U-li  hftnj^cii  da  uiul  dd  nur  vuii  di-ii  V'uriutiuiicii  vuii  x,  y  uikI  « 
ab.     Aus  (H)  und  (A)  folgt  joUl: 

Q  da  cos  i  =  rfw  cos  a  — •  di  sin  a 

■  (C) 


Q  d  d  r—:  de  cos  6  —  sin  8  [cos  «  dx    1    sin  «  rfi/J  | 

l)iu  FuiidanitMiUilglfichnngen  (C)  stellen  die  Zuwächse  von  u  und  d  !iln  Functioneu 
von  d f,  dy  und  dt  dar.  Wir  müssen  also  jetzt  noch  die  Zuwächse  der  helioccntriscben 
Aequntorialcoordinaten  des  Objectes  (</x,  dy  und  di)  als  Functinuon  der  Zuwächse  der 
Bahnelemente  ausdrücken. 

Hierzu  wählen  wir  <ler  Einfachheit  halber  die  ä<|  iiatoriulen  Bahnelemente  des 
Objecte«.     Es  ist  alsdann: 

X  ■=  r  cos  (yi   ■{-  v)  cos  Ji   —   i  tu>  i  .-.//i  i  w   -\-  ij  sin  Sl  \ 

y  =  rcos  {a  +  v)  sin  Q,    +  rcosi  sin  {a  -\-  v)  cos  i>t  \     .     .     .     .     (D) 

e  =  r  sin  i  sin  (a  -{-  v)  ] 

In  diesen  Formeln  sind  die  äquatorialen  Hahnelemcnte  im  (Tauss'schen  Sinne 
gezählt.  Für  rückläufige  Bewegungen  (bezüglich  des  Aequators)  ist  also  i  >  90"; 
Sl  ist  wie  immer  die  Rectascension  des  aufsteigenden  Knotens;  a  der  Winkel  vom 
aufsteigenilen  Knoten  bis  zum  l'erihel,  gezählt  im  Sinne  der  heliocenti'ischen  Bewegung 
des  Objectes.     Dieser  Winkel  kann  also  in  allen  vier  Quadranten  liegen. 

Wir  leiten  nun  zunächst  mit  Hülfe  der  Formeln  (D)  und  (C)  die  Differential- 
qnotienten  der  geocentrischen  Kectascensiou  «  und  Dedination  Ö  nach  den  Bahn- 
elementeu  der  Lage  (ft,  i  uml  w)  ab;  r  und  v  hängeu  von  diesen  Gröaseu  nicht  ab 
und  sind  daher  bei  den  Differentiationen  als  constant  zu  betiacLteu. 

£b  ergiebt  sich: 

-7-^  Qcosd  =  rcos{ta  -f  f)  cos{u  —  (,1)  -|-  rcosi  sin{co  -f  t)  sin{u  —  Q,)  .     .  (1) 

Q  jYj-  =  ^  sind  [rcos(ca  -f  v)  sin{u —  <i)  —  rcosi  sin{co  -f  v)  cos(a  —  ft)|  .     .  (2) 

—r-r  Qcosd  r=  —  r  siti  i  sin{a  -{-  f)  cos{u  —  ft ) (3) 

o-j-r  =  rsin{a}   +   v)  [cosö  cosi  -f  sind  sin  i  sin(a  —  ü)] (4) 

Qcosd- —  =  -f  rsin{a  -f  t)  si«(«  —  Q)  -\-  rcosi  cos^tj  -\-  v)  cos(u  —  ft)  .     .     .  (ö) 

Q -j—  =  +  r«n(oj  -(-  f)  cositt  —  Uj  sind  \  /~^ 

-f  r  cos  (ra  +  v)  [ —  cos  i  sin  («  —  ii)  »»>i  d  \-  sin  i  cos  d  \  \ 

Diese  Formeln  können  leicht  durch  Einführung  von  llülfsgrössen  auf  eine  für  die 
logarilhmischc  Kechnuug  bequemere  Form  gebracht  werden.  Wir  betrachten  aber  zu- 
nächst  die    Differentialquotienten    nach    den    sogenannten    phoronomischen  Elementen, 

K  n  n  k  •  r  f  u  •  • ,  Theorvlltchc  AttronomU.  wT 
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der  grossen  Halbaxe  a,  der  Exceiitricität  e  imd  der  Durchgangszeit  diu'ch  das 
Perihel  T. 

Diese  Grössen  kommen  in  den  Gleichungen  (D)  für  die  heliocentrischen  Coordinaten 
explicile  nicht  vor.     Sie  sind  aber  implicite  iu  r  und  v  enthalten. 

Daher  sind  zunächst  die  DLffiereutialquotienteu  dieser  Grössen  nach  den  phoronomi- 
schen  Elementen  zu  bestimmen. 

Der  natiirgemässe  Ausgangspunkt  hiei'zu  ist  die  Kepler'sche  Gleichung; 

E—  e  sinE  =  (t—  T)  ^■ 

a  ■? 

Dieselbe  ergiebt  uns  unmittelbar  die  Differentialquotienteu  von  E  nach  den  phoro- 
nomischeu  Elementen : 


dE 
dT 
dE 
da 


4#(i 


Oder  indem  man  setzt: 


e  cos  E)  = sr ('0 

ecosE)  =  —  ^(t—  1)4- •     •     •     0') 

e  cosE)  =  sinE (c) 


cosE  =  ~ 


auch: 


SinE  —  i 

a  ]ll  —  f2 

cosE  =r  —  cosv  4-  e, 
a 

dE 

k 

dT 

f^r 

da  2  ^  '  a^'^r 


dE 


(a') 
(c') 


de  ^|l  —  fä 

Nun  ist  r  =  a{\  —  c  cos E).  Man  ist  also  jetzt  durch  die  Gleichungen  (a),  (b)  und 
(c),  oder  (a'),  (b')  und  (c')  im  Stande,  die  Differentialquotienteu  von  r  nach  den  phoro- 
nomischen  Elementen  aufzustellen.     Es  ergiebt  sich: 


dr 

eh       sinv 

dT 

fail 

—   «2 

dr 

= 

r 

a 

3 

e  sin  V 

da 

■^   a 

.yi- 

«2 

dr 

de 

= 

a  cos  V 

{t-T)k 


(E) 


Aus  diesen  Gleichungen  gewinnt  man  leicht  die  Differentialquotienten  von  i\  wenn 
man  beachtet,  dass: 


')  Hier,  wie  überall  im  Folgenden,  ist  die  Masse  des  Körpers,  dessen  Bahn  zu  bestimmen  ist, 
gleich  Null  gesetzt ;  (  ist  die  Epoche  des  betreffenden  Normalortes ,  T  die  Durcbgangszeit  durch  das 
Perihel,  beide  gezählt  von  demselben  Anfangspunkte  aus,  z.  B.  vom  Anfange  eines  Jahres  oder 
Monates. 
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..lir: 


a  (l  —  «»)         1 


iluli 


««) 


da  2      ^ 


dv 


yar 


—  (2  -)-  e  cosf) 


Wir  si't/en  fcri 


da 


(fe 


=  (/G 


1  —  e' 

Nach  ilicaer  Substitution  werJcn  ilie  obigen  Gleichungen  in  endgültiger  GcsUilt: 
dr  ck  sin  v 


dT          v7> 

dr                    '^  esin 

'kU—  T) 

d'A          '         2 

\P 

dr 

dv               kYp 
dT  "          r» 

:i-  i^c 

nß 

00 


— —  =  sin  V  (2  -|-  c  cos  f) 

Es  erübrigt  nun  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  Differentialquotienten  von  Rcct- 
:i.~cen8ion  und  Declination  nach  den  plioronomischen  Elementen  erhält  Zu  diesem 
Zwecke  betrachten  wir  zunächst  den  Differentialquotienten  einer  heliocentrischen  Coordi- 
nato,  7_  R.  r,  nach  einem  dieser  Elemente,  z.  \i.   T.      3Ian  hat: 


dx  dx   dr 

j  T         TT  TT  "• 


dx   dv 

dT'~77dl'^lüdl' 
Die  Sonnencoordinaten  sind  von  der  Form: 

X  =^  r  ^  (v  -\-  ca,  Q,,  /). 
Also  wii'd: 


Vergl.  die  Gleichungen  (D). 


Wir  setzen  nun: 


dx   _      dr^  dj_ 

dT  ~  ^  dT  '^  ''  dv 


dT 


dr  _ 

—  =  <7r  cos  Gt 

dv  .    ,, 

r  j^  =  gr  sin  hr 

und  analog  für  die  anderen  phoronomischcn  Elemente.     Dann  wird ; 
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dx         ,  d|  . 

-—  =  i  (/r  cos  Ltt  +  -j-  gr  sin  ffr. 

(11  UV 

Null  ist  aber  nach  (D): 

I  ^  cos{a  -}-  r)  fos  ft  —  cosi  si)i{ia  -\-  c)  sin  Sl. 
Man  erhält  also: 

dx 


—  ^  <7r  fosft  cos{a  -f  r  -|-  Gj) 


gr  cos  i  sin  Q,  sin  (a  -\-  v  -\-  Gi). 


und : 


Setzt  man  mithin  allgemein: 

X  =  r^{a  +  V,  Sl,  i) 

y  z=  rri(co  -\-  V,  Q,,  i) 

z  =  r  ^  (a  -\-  V,  9>,  i) 


dr  dv  . 

— .  =  ^j.  cos  Gt  r  -T-f  =  Ot  sm  Gi 


dr 
dr 


dv 
(7.;i  COS  G'n  r  -j^  =  g<i  sin  G^ 


=^  (7e  cos  G-g 


dv 
dl" 


=  g(i  sin  G@ 


so  ergiebt  sich  ganz  einfach: 
dx 
7l 

dji 
dl 

dz 

Jt 

dx 
d^ 

dy^ 
rfSt 

dz 


=  i?re(ö  +  f  +  Gt,  ß,  0 
=  gid{^  +  V  -\-  Gm,  ß,  /) 

=   gnVi'^   -T    ^'   -\-    6^51,    ft,  i) 


rf^  =  J?«5(a  +  '•  +  G*  ß,  0 


rf» 


=  i/L.|(<a  +  '■  +  Ge,  ß,  0 


Mit  Hülfe  der  Formeln  (M),  (C)  und  (D)   ist   es   leicht,   die  DifEerentialquotienten 
von  «  und  ö  nach  den  phoronomischen  Bahnelementen  zu  erhalten.     Mau  hat  z.  B. : 


m 


(M) 


da, 
'  d~f 


oder; 


cos  8 


dy  dx    . 

--cosa-—sma 

=  gr  cosu  [cos(a)  +  v  -\-  Gy)  sin  Sl  -\-  cosi  sin  (a  -{-  v  -\-  Gt)  cos  Sl] 
—  gr  sina.  [cos(ca  -\-  v  -\-  Gt)  cos  Sl  —  cosi  sin{a  +  i'  +   Gj)  s/wft] 

Q  Ty  cosö  =  gr  { —  cos(<o  -\-  v  -\-   Gt)  sin  («  — ■  ß) 


-\-  cosi  sin  (oj  -|-  v  -j-  Gt)  cos(a  —  ß))  J 


(N') 
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/iir    liil'liiiii;   \<>ii   ()  liat  man: 

(I  1 

''■<"  <' '/  1       /       .  .     ..   \         /  /->\ 

foitt  t-  8111  u  j-  — ■■  (/r  |Co»(w  -f-  r  -f   (rr)  <"os(a  —  hl) 

-f-  cosi  «/«(w  +  t*  -|-  Cr)  smf«  —  P)l 


tlT 


=  (/r  j*!»!  /  sin  (to  -^  V  -\-  Gt)- 


Woraus  sifli  inittflot  (C)  ergielit: 

9  -j—  ^=  —  r/r  cos((a  +  «'  +  Gt)  cos{a  —  Q.)  sin  i)  \     ,  v-». 

-f  ijT  sinia  -\-  V  -\-  Gt)  | —  shi  Ö  cusi  si)i{u  —  Si)  +  cosd  sini]  J 

Die  Cilficliuiigou  (N')  uiul  (N")  golicn  zur  Eiiifiilirimg  gcwißser  lliilfsgrüsseii  Vor- 
aiilaiisuiiL;. 

Setzt  man : 

Hl  »1«  M  =:  sin  (ee  —  Sl) 

m  cos  21  =  cos  I  cos  (a  —  ft ) 

H  sin  N  =  sin S  cos i  sin  (a  —  Q.)  —  sin  i  cos Ö 

n  eosN  =  sin  d  cos{u  —  ft) 
Dann  foL't : 


(O) 


Q  -j-=  COS  ö  =  m  gT  sin  {(o  -\-  i:  -^  Gt  —  H) 


JT 


=  —  »9t  cos{a  -\-  V  -\-  Gt  — •  -A') 


(N) 


iinil   entsi'recliend  für  d%  und  d(5. 

Wir  werfen  nun  noch  einen  Blick  auf  die  Formeln  (1)  bis  (6). 

Die    Formel    (2)    wird    mittelst    der    durch    die  Gleichungen  (O)    gegebeneu  Ilülfs- 
griisseii : 

p  ,  .,-  =  -\-  rill  sinö  sin{ —  M  -\-  a  -\-  i) (2') 

Formel  (3)  hat  eine  für  die    logarithmische  Kecl-.nung    hinläui^lich    be<|ueme   Form. 
Ams  (5)  folgt: 

Qcosd    , ^^  ^  nircos{a  -\-  r  —  Ji) (5') 


da 


Aus  (6)  ergiebt  sieh: 


dd 
da 


=  rn  sin  {ta  -\-  v  —  A') 


(6') 


Ks    sind    :dso    nur    noch    die    Gleichungen   (1)   und   (4)    in    geeigneter  Weise    uni/.u- 
formi'ii: 

Wir  setzen  cla/.u  : 

f  OS  («  —  ft  )  =  qp  ros  *  I  . 

cos  I  sin  («  —  ft )  =  qj  sin  0  ( 

In  Folge  dieser  äubatitutiou  ergiebt  sich  aus  (1): 

du, 

(fcoso  =^  r(pcos{a  ■{-  V  —  <P) (1') 


dSl 


Schliesslich  sei: 


cos  d  =  4-  c"s  'f  I 
sin  d  sin  («  —  S?  )  =  «(•  sin  '/•"  | 


«?) 


—     694     — 
Dann  wird  (4): 

Q  -—  =  r  t  sin  (ca  -f-  r)  cos  CP"  —  i) (4') 

Die  dritte  der  Gleichungen  (O)  wird  schliesslich: 

nshiN  =  ipsinC^ —  i) .     (O') 

Die  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  lassen  sich  natürlich  leicht  auch  auf 
Planeten  anwenden.  Liegen  Beobachtungen  mehrerer  Oppositionen  vor,  so  hat  man  den 
Periheldurchgang  für  eine  derselben  als  T  zu  bezeichnen.  Die  Grösse  (t  —  T)  wird 
also  mit  der  Zeit  immer  grösser  und  wächst  von  einer  Opposition  zur  folgenden  um  die 

Umlaufszeit   des  Planeten.     In  Folge   dessen   wird   die  Grösse   -; —   mit   der  Zeit    immer 

°  da 

grösser.     In  der  That,  man  weiss,  dass  ein  kleiner  Fehler  in  der  Ilalbaxe  der  Bahn  bei 

periodischen    Objecten    im    Laufe    der    Zeit    bedeutende    Aliweichungen   im   scheinbaren 

Orte  hervorbringen  kann. 

Stellen    wir   zum    Schlüsse    die    gewonnenen    Gleichungen    zusammen,    so    hat   man 

also   folgende   Formeln: 

Zur  Variation  der  äquatorialen  Bahnelemente  für  nicht  parabolische  Bahnen. 
dr  eh  sin  v  ^ 

-77^  = 7J=—  =  9TC0S  Gt 

dl-  ky  p        f/T     .     „ 

d  T  r^  r 

dr  3    esinvk{t  —  T) 

■dn='-2 y; =  ^«^"^  ^'' 

dU  2      ^  '    r-  r 

dr  „ 

-37^  =  —  1)  cos  r  =  ga  cos  Crg 

— —  =  sin  V  \2  -\-  c  cos  rl  =  sin  c    1  4-  —    ==  —  sin  G^ 
dg  '-      '  -■  L  r]         r 

il>  cos  ^  =  cos  d 

ipsinW  =  sind  sin{cc  —  Sl) 

msinM  =  sin(oi  —  Q>) 

m  cos M  =^  cos i  cos  {k  —  Si) 

nsinN  =  tl>sin{W —  /) 

ncosN  =  sind  cos{k  —   ft). 


Setzt  man  dann: 

so  ist: 

da  cosd 


u  =  V    -\-    03, 

=  —  [costi  cos{k —  Sl)  -\-  cosi  sinu  sm(a —  Si)]  .     .     ■     .     (1) 


d  Sl  Q 

Oder  wenn  man  noch  q)  und  0  einführen  will: 

cos(a  —   Sl)  =  (p  cos  0 
cosi  sin{a  —  Sh)  ^  cpsin0 
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da  eosd        r  ,  ^ 

-^Pjj-  =  -9co.  («-«•)     ...  (1') 

dd  r  ^        , 

dSl  ^    e   ms„.ds,n(u- J/)      .     .  (2') 

da  coaS  r     .    .    .  ,  _^ 

T-; —  =^ stn  I  stn  u  cos  (a  —  64)  (3) 

d8          r 
,r^^        U'  Silin  cos  {V —  i) (4') 

Ja  cos 4  r  ,  ,.. 

—^-^  =  -mcos{u-M) (5') 

^^  »•         •    / 

3 —  =  —  n  sni  (i4  —  J\) (6') 

da         Q  ^  '  ^    ^ 

du  cosi         tu         .   f, 

dT      =  -^  9r  sm[{u  -  31)  +   Gt] (7) 

'^,j,==  —  ~9tcos\(u  —  N)+Gt] (8) 

du  cos d         m  .   . .  ,,.         „  . 

—J^g—  =   „  9^  «•"[<«  —  M)  +  G^] (9) 

-j^  =  -  *- 9n  cos[{u  -  N)  +  G^] (10) 

du  cosd         m              .          „X    ...  1  ,,,. 

—-^  =  -g^s,n[(u  —  M)-\-(ra] (11) 

A_  =  -  -^  <7e,  cos[{u  —  .Y)  +  G,j] (12) 

Diese  Formeln  zeichnen  sich  durch  ausserordentliche  Kürze  und  Einfachheit  aus. 
Wir  fügen  ihnen  der  Vollständigkeit  halber  noch  die  Definitionsgleichungen  von  dH 
und  (/  6  hinzu : 

a  1  —  e' 

Diese  letzteren  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass  die  vorstehenden  Formeln  für  die 
DifFerentiahiuotienten  nach  <i  und  e  für  die  Parabel  ungültig  werden.  Daher  soll  dieser 
(Jrenzfall  in  einer  besonderen  Vorlesung  betrachtet  werden. 


H  u  II  <1  e  r  t  u  n  tl  z  \v  e  i  t  o  Vo  r  1  o  s  u  ii  g. 

t'clicr  die  Difft'iviiti!il<|Uotit'iift'ii  iiarli  den  plioroiioiDisclKMi  Elciiiciifpii 
iii  nahezu  oiKt  Vüllstiimlii;  parabolisclu'u  Balinen. 

Zunächst  wollen  wir  uns  darüber  orientiren,  ob  diu  Formeln  der  vorigen  Vorlesung 
noch   im   Falle  iiahe/u  parabolischer  Hahnen   verwendbar  sind.     Wir  hatten: 

a  1  —  e» 


und  es  ergab  sich: 


696 


dr  _   .3    e  (|  —  T)  k  sin  v 


d%  2  yfp 

dr 
dW 


p  cos  V 


——  =  sin  V     2  -\-  c  (OS  v\. 

Diese  vier  Differeutialquotienten  werden  nun  keineswegs  für  die  Parabel  unendlich. 
Um  die  wirkliche  Schwierigkeit,  welche  besteht,  besser  zu  erkennen,  setzen  wir,  wie  das 
für  die  Parabel  der  Fall  ist: 

e  =  1  ,•  =  — ^— . 


Dann  folgt : 


dr 


d% 


q  cos  V 


—  =  -2cicosv 

—  =  —  ^  sn,  V  (2  +  cos  v) 

— —  =  Sin  t;  (2  4-  cos  v). 
d<i  \      >  j 

Jetzt  wird  die  Schwierigkeit,  welche  sich  der  Lösung  des  Problems  im  Falle  nahezu 

parabolischer  Bahnen  entgegenstellt,  dentlicher  ersichtlich. 

Es  ist  nämlich  nahezu : 

d  r      d  r  d  v      dv  1 

rf¥'rfg~(T¥'rfl'~"~2"' 

Hieraus  folgt  z.  B.  für  d  8 : 

d^      '''•       ,.,    ,    '^ö      '?'•      ,,- 
dd  =  -r-  ■  -—  ■  dil  +    —  •  — r  •  <7(i 
dr     d%  dr     rfü 

I     f'^        ''^'       jcir     1     d^       f''''        1,-c 

4-  -r  ■  -r^  ■  d%.  +  --  ■  --Z  ■  dd 
dv     d'ä  dr      dS 


\dr  rfß  ^   dv  düj  \       2  ^         r 


d.  b.  mit  anderen  Worten:   im   Falle   nahezu  parabolischer  Bahnen    kommen  rf-Jt  und  dS 
fast  in  der  Combination  —    ;-  cZ3l  4"  f'ß"  '^'or  und   sind   daher   nur   schwer  von   einander 

abzuti'ennen. 

Man  könnte  dann,  wie  das  auch  zum  Theil  geschehen  ist,  an  Stelle  von  da  und 
de  respective  (Z3l  und  dQ  andere  Unbekannte  einführen,  imd  für  die  Behandlung  der- 
artiger Fälle  besondere  Vorschriften  entwickeln.  Demgegenüber  ist  aber  zu  bemerken, 
dass,  wenn  die  Bestimmung  von  rf.31  und  dQ  schwierig  ist,  dies  ganz  einfach  in  der 
Natur  des  Problems  liegt.  Durch  Einführung  anderer  Unbekannten  an  Stelle  von  d'K 
und  dQ  kann  die  schliesslich  zu  erhaltende  Bahn  nicht  genauer  werden. 


f>'>7 


W  ii    ^alu-ii,  ihiM«  um  xii-herHtt'ii  clit>  l'nniliinaiinn : 


■^  du   +  </^S 


lii'>tiiiimi  ist. 

Kfi  isl   ;i\(i.T 


;'rjilin,'<ii 


r  Üaliiu'ii 
Naclitlu'il. 
der  Kcili- 


q  =  n  {\  —  e) 
dq  ^rr  da  (1  —  e)  —  ade 

=  d%a  (1  —  e)  _  „d(S  (1  —  e') 
=--q[dH  —  de(l    +   ,)|. 
I):i   nun  t-  naiiexii  gleich  eins   ist,    so  treten  t/fl   nnti  ild  in  (/«y   fast    in    • 
\'.itiin<lnnj;  auf,  welche,  wie   wir  sehen,  ;.'Ut  beslinwnt   ist,  nämlich: 

—  ^  '/«   +  d^S. 

Für  ilic   HestiMimuiii;   von   <l q   erwächst   also    im   Kallc    n:ilic/.ii   |i:ira1iiiiischi 
ans  den   in   der    vorigen   Vurlcsiing    gct;elienen   Vorschriften    kein    wesentlicher 
llinyegcn   isl  dQ   seihst   nicht   gut    bestimmt.      Wenn    maii   aber  nach  Schluss 
nuni;  hienius  d  r  nach   der   Furmel: 

dr  =  (1  —  '■')  rfg 
bestimmt,  so  wird  diese  Grösse  mit  dem  kleinen  Factor  (1  —  <•')  niidti|ilicirL,  wodurch  der 
erlittene  (Jenauigkeitsverlust   wieder  ausgeglichen  wird. 

Man  kann  also  die  in  der  vorigen  Vorlesung  gegebenen  Formeln  ohne  wesentlichen 
Xachthcil  auf  nahe/.u  |>ai-abolisehe  liahnen  anwenden.  Die  Bemerkung  über  die  schwere 
, Trennbarkeit'"  von  d'Ü  und  d<S  gilt  übrigens  nicht  mehr,  wenn  es  sich  um  Beob- 
achtungen verschiedener  t>|i[)ositionen  eines  langiieriodischen  Kometen  handelt.  Bezeichnet 
alsdann  T  die  für  eine  dieser  0|i]iositionen  angenommene  Periheldurchgangszeit,  so  hätte 
man   für  die  folgende  t  )|i|>osition  uähernngsweise: 

,„,■=,•+ V^  (,,  f +  1,4,. ■•), 

wobei  r  die  I 'ndaufs7.eit  des  Kometen  re]>räsentirt.  Die  schwere  Abtreiinbarkeit  von 
iia  und  ilQ  besteht  dann  also  nicht  mehr.  In  der  That,  die  Erfahrung  lehrt,  dass  die 
llahueleniente  eines  langperiodischen  Konieten  erst  dann  gut  bestimmt  sind,  wenn 
IJeobachlnngeii  aus   mindestens  zwei   ()|i|">silionen   \orlit'geM. 

Ist  jedoch  das  Ausgangselementensysiem  |iarabolisch,  so  gellen  die  in  <ler  vorigen 
Vorlesimg  gegebenen  Formeln   nicht   mehr. 

Wir  wählen  in  diesem   Falle  q  mid  r  als   l'nl>ekannte. 

Die  Diffcrentialiiuolienten  von  *•  und  r  nach  7  sind  leicht  zu  bilden.  Für  die 
Parabel   i-t   ja: 

k{t-T)  1         ,11, 

'  ^  ^  (A) 


Wir  halten  nun  zunächst  e  constant  und  differenziren  nach  tj.  Die  ]iarabolische 
Form  der  Bahn  und  die  lileicimngen  (.\)  bleiben  also  bestehen,  nur  variirl  der  rerihel- 
abstanil. 

So  erhält    n.an:  ,  .,     ,    ,_  .,,  ,        . 

-  S«  -  r (1» 


dr 
dq 


\2         9« 


K  llnkrrlur.      Tlnori-li.rl..    A- 
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Dieser  Fornu-l  kann  man  auch  eine  andere  Gestalt  geben,  indem  mau  statt  (/  —  2") 
seinen  Werth  aus  der  Iia  rker'soheu  Gleichung  (A)  einführt.     So  crgiebt  sich: 

dr                1      .        /           cos  v\ 
_=^_srnv[l+-^) (1) 

Audei'erseits   erhält    mau    durch    Diffci-entiation    der    Gleicliuug,    welche    c   ergiebt, 
nach  g : 

dr  1  sin  Va  ^   dv 

dq  cos  Va  ^'^  ''OS  Vs  v^  dq^ 

Substituirt  uian   in   diese   letztere  Gleichung  den   Wertli   von  - —  nach   (1'),   so  foltrt 

°  dq  ^    ■'  ° 

unmittelbar: 

—-  :=  cos  r (2) 

dq  ^  ' 

Nicht  ganz  so  einfach  gestaltet  sich  die  Ableitung  der  Differentialquotienten  nach  e. 

Wir    gehen    zu    diesem    Zwecke    von    der   Gleichung   aus,    welche    in   nahezu    para- 
bolischen Bahnen   (vergl.   Vorlesung  7,  Abth.  1)^),   die  Kepler'sche  Gleichung  vertritt 

Ht-T)  jTT'e  _  J,  _  I  ...  U  !!  Ii  _  i  ...J.     .     .     .     (B) 

2  3%  13  J  .b    l  a  J 

1  — e  1       .  ^ 

worin  e  =  -z — ; ,     T  =  ro  -r-  v  ist. 

1  +  e  ■'2 

Die  höheren  Glieder  in  £  sind   für   den    vorliegenden  Zweck   ohne  Bedeutung,  denn 

nach  der  Differentiation  nach  e  müssen  wir  offenliar  a  =  0  setzen,  wodurch  alle  Glieder, 

die  noch  £  als  Factor  enthalten,  wegfallen. 

Lässt   man   also   diese   Glieder   gleich   von    vornherein  weg,    so   ergiebt   sich   durch 

Differentiation  von  (B)  nach  e: 

^(^-^     =  ^  f  1  +  r^  -  2 r3  fi  +  ^^  4^ 

und  es  ist: 

d£___  _         2 
de  ~        (1  +  cy 

1  ^ 
dr 2    de 

de         cos  1/2  ^'* 

Setzt   man  jetzt  nach    volU'udeter  Differentiation  c  =  1,  so  folgt  zunächst: 

dv_ 

4g-.  12  2  cos  Va  r*   ^        V.S    ^    5/ 

Nun  besteht  aber  (da  wir  ja  den  Grcuzfall  der  Parabel  behandeln)  die  Barker'sche 
Gleichung: 

k{f-T) 


Man  hat  also: 


v^, 


r^         r3  _   1 
4   +  12  ^   2" 


-^  =  r 

+ 

3  ' 

dv 

de 

COS^    Vi 

«   V 

+ 

"3 

+ 

5" 

')  In  dieser  Vorlesuua;  bedeutete  t  die  seit  dem  Perilieldurchg-an.se  verflossene  Zeit. 


—     6U'J     — 


..Ur: 


^  «fa  t>  CO»  V.  t>*  fj  _  ^,  _  4   ^, 


(••') 


dr 
de 


i) 
hicHc    Fonni'l    Injwoi)    wir    in    dieser    Gestalt    und    buclien    die     ent^iprecliendo    für 

niif. 


V.X  ist  ja: 


Wenn    iiKin    al<o,    wie    das    liier   vorausgesotzt    wird,    q    constaiil    liiilt    und    nach    r 
diffiToniirt,  so  folgt: 

/i    I     \  g  (l  +  e)  e  sin  V  -z- 

g  (1  -\-  e)  cos  V    1 


dr 


de 


dr         l  -\-  e  cos  V  (1   +  e  cos  »)' 

oder,  Wenn  «r  =  1  ist: 


(1    -j-   f  CVS  v)'' 

dv 


in 

de 


q  cos  V 


q  sin  V 


+ 


de 


2  cos*  -^        2  cos*  y  2  cos*  -„ 


"  ^'"  2    f.     V   ^.         vdv\ 

=  :r~r-  r"  2  +  ^  ^"^  2  t^j 


dv 


OdiT,   wi-nn    «tan  für  -—  seinen  Wcrtli  aus  (3')  setzt: 
de 


dr        ^  '"*  2   /,     ,  V*  r,  ,         4      11 

j7=„ — 7*v  +  '''2V-'  -i>n\ 


W  ii  Mt/<ii  nun  die  ernie  1  in  der  geschweiften  Klammer  {  )  gleich: 
[cos  ^  +  s»«   2  j 


und  erhalten  so: 


de 


q  sm 


2  cos  — 

V» 


2  CO.  -  +  SM.  2  f<'s  2+5  >"•    2) 


q  stn 


2    f  11 


(•*) 


Die  IJercchnung  der  Klanunergrüsscn  in  (3)  und  (4)  i^t  wegen  der  Kiufaehheif  der 
Cocfficienlen  ziemlich  kurz. 

Es  besteht  aber  zwischen  den    heiilen  Klamnieru   > li   '■'<nf  Uezieluing,  welche  ihre 

Kichtigkeit  prüft,  nämlich: 

88* 
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=    1    +    2    r2    -f    t+   =:=   (1    +    t2)2   =      '        -^       ^  "  ■* 


2/         '''J 

Wir  setzen  nun  in  älmliclier  Weise,  wie  iu  der  vorigen  Vorlesung: 

dr  ^,  dv  .     ^, 

-—  =  (/„  cos  6r„  »•  -—  ^  g    sm  0„ 

dq  dq 

dr  „  dv  . 

-—  ^=   fl,.   cos    Ge  »•-;—=    r/c  Sin    Ge- 

de  de 

Dann  wird  ähnlich  wie  früher: 

-—  =  -^ — T.  Sin  [u  -\-   G„  —  31) 
dq         Q  cos  0  ^      '        1  / 

-—  ^  —  ^^^—  cos  (m  +  G^n  • —  iV^) 
dq  Q  \      '        •i  I 

da.  __     g^  m       .^  ,      .     „  ,,^ 


de         Q  cos  d         ^ 

dö                 ge  n           ,       ,      r, 
-;-  =  COS  (U    4-    Ge  

de                Q           VI« 

wobei  M  =  1)  -|- 

CO. 

Es  ergiebt 

sich  also  folgendes  Formelsystem  füi'  die 

Parabel: 

dr 

-—  =  COS  V 
dq 

dv               3    l-(t—T)         1     , 

-r-  = r=         ^v (^OS  TT  'i 

da           y2       a^'''           2 

rfe               2         [                  '     0       J 

dy         sin  v  cos  i/j  f-  f,           ,         "^41 

de-              4           M^         ^           5    '  J 

=  gq  cos  Gq 

'Jq       ■      n 

=^  —  sin  G„ 
r 

=  gc  COS   Ge 


Controle:      J2  +  r^  +  i  r^l  —  fl  —  r-'  —  4  r4  =  -^ 

cos  — 

du  n>  g„       ./,/-,  ,,x 

— -  =  -   -^\^  sm  (u  +   G.,  —  M) 
dq  Q  cos  0         ^  ' 

—-  =: —  cos  (u    -\-    Gg  .V) 

dq  Q  ^ 

da  m  ge       .     ,  . 

-;—  = „   SUl    [n    +■    Ge  .1/) 

de         Q  cos  0         ^  ' 

dd  n  ge         /      ,     ^  ,r\ 

-—  = cos  («  +   Ge  ^  N) 

de  Q  ^ 

M  ^=   f   -j-    03. 


ri»i    — 


11  iimli'it  iiiiiKlii  1 1  o    Vorlfsiuij 


Eli'iin."iilc'iisvsU'm    vor, 


(N.) 


Aii^liilirlii  lit's   Ücisiiicl  /iir  lüldiiii::-  'It'i'  i-iiicin   Nonnaldrl»' 
(■iiis|irt'rlifii(lrii  i  !i(  I  i  im  u  im' -^  orificii  Uli  irt'ii. 

Da  tlii'  in  lU-ii  vüilicigtlniiilcii  \'iirii>iiii;it;ii  iiitw  ii-kcitiii  Funiulii  ziiiii  Tlieil  iii-ii 
>iii<l,  so  scliifii  i-s  UU8  :iiii  l'laty.c,  <iit-M-llieii  ilurcli  ein  aiisfiihrliclit's  lii-ispicl  7.11  er- 
läutern. Wir  willili-ii  liiurzu  i-iiioii  Fall,  in  wi-K-lu-m  in  ci-stcr  Annälu-rnn;;  ein  paia- 
liolisclie.s  Elcnieuteusysteni  i,'i'gt'l>en  ist,  ila.-  clurcli  Einführung  einer  Excenlricitäl  ver- 
lH'>scrt   wenh'H  soll. 

Für   ilen    CoggiaVclicn    Konu-ten    Ib'JO   111    lair    folgende; 
iKZOL'in  auf  .lie  Eklii-tik   181(0,0: 

I  =  63»  l!S'  -.'S",«»» 
ft  =  14»  20'  3I",(iO 
lg  q  =  9,883  408  tJ 
a  =  85<>  42'  50",;KJ 

•r  T    1-    QCAi  -x-rv  I    '»im.   r>erl. 

1  =.  Jnli  8,601  3ti0        ,^  . 

)      Ort«izeit 

Der  \'i>llstän(ligkeil  luillier  sei  noch  hinzugefügt: 

/,,  (q    i)  =  0,174  8^7  1, 

r-owie  dir   Werth  iler   niittk-rcn   Schiefe    der   Kkli|>lik   zu  .hihresaufang  (d.   h.   der   Winkel 
zwisi'hi  n   der   Kkliptik    und   dem   niiltleren   Aecpuitor  im   Augi'iiblicke    181*0,0); 

a  =  23»  27'  12",7'J. 
Ans  iliesem  Elementensystonie  ergehen  sich  nach  den  Vorschriften  von  Alitheilung  I. 
folgende  Werlhe  für  die  Gauss'scheu  Coustanten: 

/(/  a  =  9,981»  095  1 
Ig  b  =  9,364  371  7 
Ig  c=  9,999  00.')  5 
A  =  96»  33'    7",27 
B  =  79»     7'  17",62 
C  =    5»  40'  ir)",67 
und    mithin: 

A'  =  182»  15'  58",  17 
B'  =  164»  50'  8",52 
C  =     91»  23'    (i",57 

Die  reclilwinkligen  helioceiitrischen  Aei|uat<)riulcoordinaten  des  Konu'ten  herechnen 
.sich   also   nach  den    Fornndn: 

j-  ^  r  [9,9S«»095  1]  shi  1182"  15'  58",17  4-  v\ 
y  —  r  |9,364  371  7|  sin  \  164»  50'  8",52  +  v\ 
s  =z  r  |9,!I<I!I0(I5  5|  sin  \    91»  23'     6",57  +  v\ 

Da  sich  ilie  iu  den  vorigen  N'orlesiingen  entwickelten  F'ormeln  auf  äi|  ua  ti>r  i:i  le 
Kiemente  lii'zichen.  so  niüssen  wir  ohiges  Elementensyslem  zunächst  auf  ilen  Aei|u:itor 
umformen. 
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Wii'  bi'ZL'ichuen  liiur  vorübi.'rgeht'iid  die  aijuaturialeu  ElenieutL'   durch: 
»',    Q>'  und  ü)', 
im  Gegensätze  zu  den  ekli ji t ikalen  Elementen: 

/,   Si  und  cj. 
Setzen  wir  feruer  vorübergehend: 

a"  sin  A"  =  sin  i  cos  Q> 

a"  cos  A"  =  cos  i 

h"  sin  B"  =  sin  i 

b"  cos  B"  =  cos  i  cos  Sl 


so  eraiebt  sich: 


Die  Rechnuu 


sin  i 
sin 
cos 


sin  i'  sin  Sl'  =  sin  i  sin  ft 
sin  i'  cos  Sl'  ==  a"  sin  {A"  -\-  e) 
sin  i'  sin  6  =:  sin  e  sin  Sl 
sin  a  cos  6  =  h"  sin  {B"  +  £) 
cos  i'  =  a"  cos  {A"  +  £) 
a'  :^  CO   -\-   6. 
estaltet  sich  nun  wie  folgt: 
9,951  057  2 


B" 


9,953  762  8 


cosi  cosQ, 

9,638  704  4 

cos  Sl 

9,986  249  3 

sin  i  cos  Sl 

sin     II 

A 
COS 

cosi 

9,937  306  5 
9,948  2114 
9,652  455  1 

A" 

£ 

B" 

62»  34'  18",12 
23»  27'  12",79 
64»     1'  40",00 

Ä"  +  e 

L"    +    £ 

86»     1'  30",91 
87»  28'  52",79 

sin  i 

sinQ, 

sin  £ 

9,951  057  2 
9,393  945  6 
9,599  889  1 

sin  (A"  -}-  «) 

a" 

cos  (A"  +  «) 

9,998  954  1 
9,989  095  1 
8,840  838  5 

h" 
sin  {B"  -f  £) 

9,997  294  4 
9,999  580  3 

sin  i  sin  Sl ' 

'"'  ft' 
cos 

a"  sin  {A"  +  f) 

9,345  002  8 
9,989  043  8 
9,988  049  2 

sin  Q>  sin  £ 

sin 

6 
COS 

h"  sin  {B"  +  £) 

8,993  834  7 
9,997  869  2 
9,996  874  7 

sin  i' 
cos  i' 

9,999  005  5 
8,829  933  6 

6 
a 

5»  40'  15",67 
85«  42'  50",90 

12»  48'  57",07 
91»  23'     6",57 

i' 

86«    7'  26",28 

Man    hat    also    jetzt   das  folgen 
Elementcusystem : 


Ulf    den    nültlereu   Aecjualdr    1890,0  bezogene 


i'  =  86»    7'  26",28 

Sl'  =  12»  48'  57",07 

«'  =  91»  23'     6",57 

lg  q  =  9,SS3  408  6 

r  =  Juli  8,601  36 
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iiiicl   :il-    IIiilfit''rö.«M'ii: 


I   III  ilirsc  :ii|ii:it<>ri:i|i'ii   l'.li 
ilir   <i  :i  II  ss'hcIicii   C'<>ii>taiiti'ii. 


/'/  </ 


=  0,174  887  1 
'3»  ■J7'  r.'",7!l. 


iii'f  /ii  ('(iiiU'olii'i'ii,  lii'n'i'liiK'ii  wir  :iii>  ilimii 


N'clKIII 


N'niiiliiT'^rliciiil  sia/i-ii  wir  wiciU-r: 

«I  SM.  A'"  =  cosSl' 
II  cos  A'"  =  —  »in  Q'  cosi' 
U  Sil,  B"'  =  sin  a' 
b  los  B"'  ^^  eos Q.'  cosi' 
c  =;  stn  i' 
A'  =  A'"  +  a' 
B'  =  B'"  +  a' 
Cf  =  a' 

I  laiiii    i>t  : 

X  ;=  tu  siti  (/!'  -f-  f) 

»/  =  rb  sin  (/>'  -\-  v) 

:  -^  r  c  sin  (6"  -|-  ») 

l'ii'    l{colinuin;  •jfslaltet   sich    wie   foli^t: 


I 


sin  Q.' 
*■'■"  B- 

9,345  997  4 
!t.981  li-j:.  7 
8,818  977  3 

Ig  A'" 
tg  B'" 

i.si3ir_".i,. 

0,527  020  1 

cos  0- '  cos  i' 

A'" 
B'" 

90'  52'  51  ",60 
73»  27'     1",92 

8,829  933  5 

A' 
B' 

=  A'" 

=  B"' 

C 

+  <d' 
+  o' 
=  ö' 

182»  15'  58",  17 

cos  Q.' 
sin  ^,„ 

9,989  043  8 
9,999  948  7 
8,175  930  9, 

164«  50'    S",49 
91»  23'    6",57 

—  sin  Q.'  cosi' 

c  - 

a 

b 

-  sin  i' 

9,9S9  095  1 
9,364  3717 
9,999  005  5 

Die  liier  gcfiiinleiicn  Wertlu'  der  Gauss 'sehen  ConstanU-n  stimmen  vor/iiglioli  mit 
ili'ii  obiireii  iilicrciii.  Wir  wollen  nun  die  Differentialquotienteu  von  Rectascciisioii  und 
l)«-oiinatiiin  imcli  den  Elementen  für  die  Kpoche  des  /.weiten  Normalortes,  Juli  23,0, 
liereclineii. 

Zunäciist  wollen  wir  die  Itcrechnung  des  Ortes  des  Kometen  für  «liese  Epoche 
wiederi,'el>en,  weil  liierliei  gleieh/.eitig  alle  für  das  Fnl^'cnde  iiötliigeii  Ilüifsgrössen  er- 
halten  werden. 
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t  =  Epoche 

t  —  T 

Jog  {t  -  T) 

logM 

Juli  23,0 
14,398  {)4 
1,158  3215 
1,293  336  3 

X 

X 

—  0,409  539  1 

—  0,515  426  7 

y 

Y 

—  0,044  316  4 
+  0,802  973  3 

+  28»  45'  29",54 
140  22'  44",77 

9,986  177  5 

9,972  355  0 

0,027  645  0 

V 

2" 

z 
Z 

+  0,703  008  4 
+  0,348  3712 

V 

cos^ 
cos^ 

1  =  X  +  X 
t  =  z  +   Z 

—  0,924  965  8 
+  0,758  656  9 
+   1,051379  6 

»2 

sec  — 

log  Hl 
sin 
cos 

^ogt 

u 

9,880  045  4 
9,888  287  3„ 

logr 

9,911053  6 

9,966125  7« 

Ä'   +  V 

B'  +  V 

a  -\-v 

211«     1'  27",71 
193»  35'  38",06 
120«     8'  36",11 

140»  38'  29",04 

logt 
sin   » 

0 

cos 

QCOSS 

0,021  759  6 

sin  {A'  +  v) 
ar 

9,712  146  6„ 
9,900  148  7 

9,875  7191 
0,077  838  4 

9,371  139  4„ 
9,275  425  3 

sin  {B'  +  v) 

d 

Jogg 

+  41«  18'  39",76 
0,202119  3 

sin  (C  -{-  v) 
er 

9,936  901  4 
9,910  0591 

logx 
logy 
löge 

9,612  295  3„ 
8,646  564  7„ 
9,846  960  5 

Die  hier  gefundenen  Grössen  «  und  d  -mirden  in  der  100.  Vorlesung  benutzt, 
uiu  den  zweiten  Xormalort  zu  bilden,  und  es  waren  an  dieselben  nach  den  Beobachtungen 
noch  die  Correctionen : 

z/«=—  1".71  z/d=  +  6",79 

anzubringen,   um   den  folgenden   Xormalort  zu   erhalten: 

Juli  23,0  :  K  =         140»  38'  27",33 
Ö  =  +     41»  18'  46",55. 

Diese  Coordinaten  beziehen  sich  auf  das  mittlere  Aeijuinoetiuni  des  Jaliresanfanges. 

Bei  Vergleichung  der  Epheiueride  mit  den  Beobachtungen  bildet  man :  beobachteter 
wahrer  Ort  minus  berechneter  wahrer  Ort.  Bei  Bildung  der  Normalorte  hingegen 
setzt  man  voraus,  dass  diese  Differenz  gleich  ist:  beobachteter  mittlerer  Ort  minus 
berechneter  mittlerer  Oi-t. 

Man  fügt  sie  also  zu  dem  berechneten  mittleren  Ort  hinzu  und  erhält  so  den 
Norinalort,  bezogen  auf  das  Aequinoctium  des  Jahresanfanges. 

Die  Berechnung  der  Differentiahjuotieuten  kann  wohl  ausnahmslos  fünfstellig  durch- 
tjeführt   werden.      Man   erhält: 


-     7(i:, 


+  28"  4r.',4y 

+    U«  22',75 


h9{t  —  T) 
cos  — 

/((;/  l'roilllüt 

'/  ' 
(/ 


9,39504 
9,98018 


8,5G218„ 

1,15.S32 

9,94472 


9,66522« 
9,70852 


dq 

9,95G70„ 

r 

9,91105 

■=..f 

9,40887 

r» 

8,81774 

t« 

7,63548 

5 

6,93651 

niiMicri:  24-^' 

2,06578 

+  V»  f 

0,00086 

^\ 

2,06659 

1  —  r» 

0,93427 

-   *U  T« 

—  346 

--• 

0,93081 

Coiilrolc : 

2;,  -2;, 

i,i.;r)7s 

1 

1  13571 

'  "^    '1 

log  l 

9,58238 

Slll    — 

8,7!KMI.s 

/()-/  i", 

0,31525 

sin  (" 

9,68225 

ros   '  ,  r' 

9,97236 

'.w  '  . 

9,3!>794 

/..;/   1; 

9,!I68S6 

-;—        ■  (/,,  COS  Ga  =  COS  r 

ilq  ^ 


9.94  2  H3 


cos 
•     G„ 

»1M        ' 

9,8h380 

'■  [ilj  ^-  9i8inG, 

9,86775» 

igG, 

9,92492„ 

G, 

—  40»  4',31 

9t 

0,05903 

dr 

,      =r  q,  cos  Gt 
de 

8,68771 

cos   ,, 

G, 
stn 

9,93906 

g,  sin  Gt 

8,93246 

-;—   =  Sin  Ge 

de  r 


G, 


cos 
sin 
qt  sin  Ot 


dv 
dT 


kiJ 


gr 


=  —  sin  Gj 


Gt 

gr 


9,02141 


logr 

9,91105 

igGt 
Gt 

Joggt 

0,24475 

600  21',  14 

8,99340 

logk 
log-fp 

8,23558 
0,09222 

8,32780„ 
9,82210 

he 

SJtt  V 

8,14336„ 
9,68225 

dr             ek  sinv   1 

Tf--     ^/J 

=:  gr  cos  Gt      ' 

7,82561,, 

9,9S61,s 
8,41675„ 


S,50'>70„ 


255"  37',26 
8,43057 


K  litikr  r  lii'  •.    Ihoorrliolix   Aalr 
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Man   hat  jetzt  also  : 


255»  o7',26 
40»  4',31 
60«  21',14 


8,43057 
0,05903 
8,99340 


Die  weitere  l»echmiug  gestaltet  sieh  iiiiii  wie  folgt: 


d 

-f     41»  18',66 

«  —  ß 

127»  49',53 

4'  cus  W  =  cos  S 

9,87572 

cos   ^ 
sin 

9,91459 

ijj  sin  W 

9,71720 

sind 

9,81964 

m  cos  M 

8,61757,, 

cos  ^J 

SVH 

9,99940 

sin  (cc  —  ß) 

9,89756 

cos  i 

8,82993 

cos  («  —  ß) 

9,78764,, 

sin  d 

9,81964 

sind  cos{a—Sl)=ncosN 

9,60728,, 

sin 

9,93949 

n  sin  N^il}  sin  ( 'P"  —  i) 

9,85381« 

jp- 

84«  46',07 

86»     7',44 

W  —  i 

—  51»  21',37 

sin  {W  —  i) 

9,89268,, 

jP 

9,96113 

cos  {W  —  i) 

9,79552 

(p  cos  0 

9,7S7G4„ 

cos    . 
sm 

9,99836 

(p  sin  0 

8,72749 

tgW 

9,84148 

ig  M 

1,27999,, 

ig  N 

0,24653 

ig  * 

8,93985,, 

M 

N 

0 

34"  46',07 

93»     0',25 

240»  27',20 

175»     l',44 

in 
n 
9 

9,96113 
9,89816 
9,91432 

9,78928 

V 

(a 

28»  45',49 
91»  23',11 

u 

1 20»     8',60 

u  —  M 
n  —   N 
u  —   <P 

27»     8',35 

239«  41',40 

—  54«  5 2 ',84 

H  —  M  +  Gl 
u  —  N  +  Gt 

282«  45',61 
135«  18',66 

u  -  M  +  G, 

u  ~  N  +  Gj 

—  12«  55',96 
199"  37',09 

U   —    M   +     Ge 

u   —   N   +    Ge 

87"  29',49 
300»     2',54 

cos  (u  —  O) 

9,78928 
9,75988 

m 

sin  ä 

sin  («.  —  31) 

9,89816 
9,81964 
9,65911 

—  sini 

sin  11 

cos  {a  —  ß) 

9,99901,, 
9,93690 
9,78764,, 

sin  II 
cos  (?*■  —  0 


9,96113 
9,93690 
9,79552 
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ms  (m  —  M) 
u 

A(ll    («     -  •      .V) 

9,94934 

9,91432 
9,93617« 

siH  (m  —  Jtf  -{^    Gt) 
9t 

cos  (i4  —  JV  +  Gt) 

9,98914. 

8,43057 
9,85183, 

iin  (m  _  ,V  +   G^ 

9« 

f<«  (m  —  JV  +  G,) 

9,34987« 

0,05903 

9,97403« 

«M  (m  —  3/  -r  Gt) 

9» 

cos  {u  —  N  +  G,) 

9,99958 
8,99340 
9,09952 

9,91105 
0,20212 


9,70893 


(/  a  coi^  i) 

9,25809 

d(,i 

dd 

du 

9,08584 

da  cos 8 
di 

9,43243 

di 
di 

9,40248 

da  cosd 
da 

9,55643 

dd 
dm 

9,55942„ 

tu 

9,89816 

Q 

0,20212 

-  -  n 

9,91432, 

m 

9,69604 

n 

9,71220« 

Scliliesslicli    ergicl)!    sich    für    die   Differeiitialquotienteu   uacli   den   phoronomischen 
Elementon: 


in  Liiiearmaass 

in  Bogenmaass 

du  cos S 
dl 

8,11575,, 

3,43018, 

du  cosö 

dq 

9,10494,, 

4,41!t::!7« 

du  cosS 

8,68902 

4,00345 

dd 
dT 

7,99460 

3,30903 

dö 
dq 

9,74526 

5,05969 

dd 
de 

8,40512« 

3,71955« 

Die  ersten  sechs  der  so  erhaltenen  DifferentiaUiuoticutcn : 

du  cos d  dö 

d  Sl  da 

hahen  die  für  die   jtniktisehe  Anwendung  wünschcnswerthe  Form.     In   der  That,   ist  da 

in  HogeuBocuoden  gegeben,  so  erhält  luau  auch  d  6  in  Bogensecuuden ,  weil  — — ,  so  wie 

wir  08  benihnel  haben,  eine  Zahl  ist. 

Andern  verhält  es  »ich  mit  den  letzten  sechs  Differentialquotieuten : 
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Diese  Gi-össen  müssen  augensctemlicli  noch  mit  206264,S  mnltiplicb-t  ■weräen»  damit 
sie  z.  B.  Ijei  eiDem  gegeTaeuen  Werlhe  Ton  äe  die  Grösse  äö  in  Bogensecimden  ei-gel>en. 

Xach  dieser  Tertältnissniässig  ktu-zen  Reckmmg  iaben  "wir  also  jetzt  die  Wei-the 
der  12  Differentialquotienten  erlangt  Dieselben  "bilden  die  Grundlage  fm-  alle  "vreiteren 
Ilechnnngen  und  müssen  daher  auf  das  Sorgfältigste  geprüft  wei-den.  Zn  diesem  Zvecke 
bildet  man  meist  für  die  Epochen  der  Isonnalorte  die  a  nnd  S  mit  zwei  Elementen- 
systemen,  velche  sich  Ton  dem  AnsgangselementensTstenie  niu-  ireuig  unterscheiden, 
und  mnss  alsdann  haben: 

„        da  cos ö     ,  ^     ,     da  cos S      ,       ,     du  cos S    , 

ä  a  cos  0  ^= — - —  ä  1   -\-  ; ■  «  2   -! r a  e 

dl  dg  dt 

,     du  cos ö     ,  .       ,     du  cosS    ^  ^      ,     d a  cosd 

H jr dl      H — d6:-    -\ da, 

dl  du  da 

analog  für  ä  S. 

Man  kennt  nttn  z.  B.  du  als  Differenz  zwischen  dem  a  des  neuen  Mementen- 
gystemes  und  dem  des  ursprünglichen.  Andererseits  kennt  man  die  entsprechenden  Zu- 
wächse der  Elemente,  z.  B.  d  Sl,  tind  kann  somit  diu-ch  Bildung  Ton  du  cosS  und  äö 
durch  directe  Rechnxmg  sowohl,  wie  mittelst  der  Differentialquotienten  diese  letztei-en 
einigermaassen  oonti-oliren. 

T7m  die  eTentuell  zu  suchenden  Fehler  hessei'  zu  localisii-en ,  kann  man  die  Ter- 
gleichselementensysteme  so  "wählen,  dass  in  dem  einen  um-  die  Bahnelemente  der 
Lage,  in  dem  anderen  die  phoron  omisch  en  Elemente  Ton  denjenigen  des  Aus- 
gangselementensystemes  vei'schieden  sind.  Trotzdem  aber  dürfte  diese  Gonti-ole  nicht 
vollständig  genügen,  da  sich  hierbei  Fehler  in  Terschiedenen  Differentialquotienten  gegen- 
seitig verdecken  können.  Wir  wollen  daher  im  Folgenden  Terfahien  geben ,  mit  Hülfe 
deren  man,  ohne  zu  beträchtliche  Arbeit,  jeden  einzelnen  der  obigen  Diffej'entialquotienteu 
prüfen  kann.  Hierbei  wird  der  Tortheil,  dei'  in  dei'  Anwendung  äquatorialer  Bahn- 
elemente besteht,  bald  bervortreten.  'Wh-  beginnen  mit  dei-  Prüfung  der  Diffej'ential- 
quotienten  nach  a  und  setzen: 

^03=   -L  2'  =  -f-   120". 

Auf  Grund  obiger  Differentialformeln  ergiebt  sich: 

da  =z  -{-   57",53  (?ö  =  —  43",öL 

Die  tu'spr anglichen  Werthe  von  u  vnä  ö  wai'en ; 

K„  =        140»  38'  29",04 
öo  =  -L     41«  16'  39",76. 

In  Folge  dessen  hat  mau  für  eiu  Elemeutensystem,  in  dem  a  nun  2  grösser  ist 
als  Lu  dem  Ausgangselementensysteme,  folgende  Wei-the  zu  erwai-ten: 

a  =        140^'  39'  26",57 
ö  =  -L     41"  17'  5C",2ö. 

In  dei-  urspiünglicheu  Ephemeride  (siehe  Beginn  dieser  Yoiiesung')  kann  man  nun 
den  Anfang  ganz  beibehalten;  r  tmd  v  haben  offenbai-  dieselben  Weithe,  desgleichen  ar. 
Ir  und  er.     Nur  hat  man  Ä'  -\-  v,  £'  -\-  t  und   C  +  v  um  2'  zu  vennekren. 

Die  Rechnung  gestaltet  sich  dann  T*ie  folgt: 


.11» 

1  ■ 


—     700     — 

y  rr.n 


'•  (C  -r  r) 

e  r 


lo'j!f 


a7O2  7708 

•     =    £    -      .V 

1    =*    +     1 

■'     "     ■               ' 

»in 

fli 

»y888  386  6 

fcvS 

9^)6^ 

f*/':: 

a 

- 

•;  ,' 

•.c:  ■..  :  ! 

logQ  cosü 

tgö 

.....».,  7 .-. ;, 

a 

-  41»  17'  56";>6 

U4230 

'>^)2a7;^3 


Ehe    so    dnrch    directe   Rechnang^    gefundenen   Werthe    von   a  und  9   stimmen    in 

_   ..  ■;  -  -.],»r  Weise  mit  den  oben  gefundenen  überein.     Man  kann   natürlich   keine    !".- 

U.'jel  angeben,  welche  Zuwächse  man  den  einzelnen  Bahnelementen  ziizuc  ' 

:..r.     >ind  dieselben  in  gri>sa  gewählt,  so  künnen  sich  Glietier  höherer  Ordnung  iuiui;ii- 

:i>'hen .   und  dann  stimmt    die  Controle    nicht   mehr.      Wählt    man   andererseits   ilie  2^- 

\  \  '  '        1,   so  sind  die  Differendalquotienten  nicht  mehr  genügend   cuntrolirt.     Es 

_  -meinen  vortheühafl  sein,  sich  so  einzurichten,  ilasa  die  Zuwächse    von  « 

nn.l  ')    ■.:.  I.-   -.v^sentlich  eine  Bogenminute  übersteigen. 

Wir  gehen  nun  zur  Prüfung    lier    DifferLTicial<iuotienteu    nach   Q    über  und    setzen 
hierxu: 

dQ  =  -^   W  =  -\-  600". 

.\iis  den  DLfferentiatformeln  folgt  dann : 

dm  =  -{-   r  24",72 

di  =  +  V  13'Ml 
iiid  mithin: 

o  =  140»  40^  53^,76  «  =  -u  41«   1^  52";S7. 

Der   Zuwachs    toq    d  Q    ist    also    etwas    groes    gewählt,    wie  auch    ans  den   ent- 
sprechenden da  und  dd  hervorgeht.     Wir   können  daher  von  vornherein  erwarten,    dass 
hier  die  Uebereinstimmnng  zwischen  den  beiden  Rechnungen  eine  weniger  befrie-üj  -  ' 
sein  wird.     Die  Verilication  der  Dlfferentialiinotienten  nach    '^    und  i    könnte  auf  ' 

■  Itr    Gauss'schen    C-instanten    für   die    betreffenden   neuen    \\  inii. 
■len.     Man  kann  aber  einfacher  wie  folgt  verfahren: 

'     '       T"  •    des  heliocentrischeu  Railius  vect4)rs  auf  clen 

i-->cension   mit    .-R    bezeichnet.      Duua   sinil   liie 
[•■l:n:ir.,  n    r    la.i  j   gleich: 

j  =r  r  «OS  .R 
7   ^  r  s'i»  .R. 


der  Xen'  ■ 
voa  •   nr. 

Wem. 

.  lator   mit 

heliocentriachen  * 
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Wenn  nun  die  Rectasceusion  des  Knotens  Q,  wächst,  so  dreht  sich  Alles  um  die 
i'-Axe,  oder  mit  anderen  Worten,  mau  kann  au  Stelle  von  Sl  auch  M  um  d  Q,  wachsen 
lassen.     Man  erhält  also : 

dx  =  —  r  sin M  d  Si  ^=  —  y  d  Si 

d !/  =  -\-  X  cos  jR  d  Q,  =  +  x  d  9>. 

Mit  Hülfe  dieser  Formeln  ist  es  leicht,  die  au  x  und  y  anzubringenden  Correctionen 
zu  berechnen  und  aus  den  verbesserten  x  und  y  von  Xeuem  a  und  d  zu  berechuen. 
Im  vorliegenden  Falle  gestaltet  sich  die  Rechnung  wie  folgt: 

y  I     —  0,045  507  7 
r  I     +  0,802  973  3 


dSl 

logdSl" 

log  206  264,8 

600" 
2,77815 
5,31443 

log  d  a  1) 

7,46372 

—  y 

dQ, 
+  X 

8,64656 
7,46372 
9,61230,. 

log  dx 
log  dy 

6,11028 
7,07602„ 

dx 

+ 

0,000128  9 
0,409  539  1 

dy 

0,001  1913 
0,044  316  4 

X 

X 

0,409  410  2 
0,515  426  7 

0,924  836  9 
0,757  465  6 


logri 

sin 

u 
cos 

log^ 


9,879  362  9 
9,888  537  3 
9,966  065  1„ 


lg« 
u 

9,913  297  8„ 
140"  40'  53",85 

logt 
Q  cos  d 

0,021759  6 
0,077  527  8 

tgd  9,944  2318 

8      _|-  410  19'  52",92 


Die  durch  dii-ecte  Rechnung  gefundenen  Werthe  von  «  und  Ö  stimmen  in  völlig 
"■enügeuder  Weise  mit  den  aus  den  Differentialquotienten  geschlossenen  überein,  be- 
sonders wenn  man  die  Grösse  von  d  Sl   in  Betracht  zieht. 

In  ebenfalls  einfacher  Weise  kann  man  die  Diffcrentialiiuotienten  nach  /  prüfen. 
Wu'  hatten : 

X  =  r  [cosu  cos  ii  —  sinu  sin  Si  cosi\ 
y  =  r  [cosu  sin  Q,  -\-  sinu  cos  Q>  cosi] 
s  ^  r  sinu  sini. 

In  Folge  dessen  ist : 

dx  =  -\-  r  sin u  sin  Q,  sin i  d i 
dy  ^  —  r  sin u  cos  Sl  sin i  d i 
d  z   =  -\-   r  sin  u  cos  i  d  i. 
Wir  nehmen  nun  an,  dass  (7  /  =   -|-   3'  =■  -|-    180"  sei. 
Die  Differentialformeln  ergeben  alsdann: 

da  =  +    1'     4".87 
dö  =  +        45",47 
und   mithin   hat   man   zu   erwarten: 


')  bi  Liuearmaass. 


MI 


u  —       1  lo»  :i;t'  ;i:i",'Ji 
d  z=  {     11»  i'j'  2.V',2;t 

Di«'   lU'clinitiii;  f^csUiltfl  sioli   wit-  fulj;!: 
r  y,'.)1105 

<i,!i;ii;<iu 

(i,'.l408J 


1/ (     in   l.iiK  :ii  iiia:t>~ 


sin  I 

CO«  ^ 


s/n  Q,  sin  i 

cos  Q>  sin  i 
cosi 


log  dx 
hg  dij 
hg  dz 

•''o 

dx 


(i,7SS7'.l 

st>o    TM 
12«  48',05 

y,:{4r.!(!i 

ll.ü'.tlMMl 
9,'JS'J04,. 

9,34499 

9,98804,. 

8,82993 


X  u,4<  19  40.10 

\  •»,51.5  426  7 

y  0,044  914« 

y  '    +  0,802  97;i;t 

11,703  0500 
/  0,348  3712 


^0 
de 


6,13378 

f.,7768:t„ 
5,61872 

-  0,409  539  1 
+  136  1 


—  0,044  316  4 

—  598  2 

+  0,703  008  4 
-f  416 


n 

0,924  .S29  7 
4-   0,758  058  7 
+    1,0514212 

lu;l  1] 

sin 
u 

cos 

9,879  702  9 
9,888399  4 
9,966  0618,, 

Iga 
a 

9,913  641  1., 
140"  39'  33",9l 

l'xj'i 

logg  cosi> 

0,021  776  8 
0,077  C62  4 

IgS 
ö 

9,944  114  4 
+  41»  19'  25",26 

I  >:i    aiifli    ilii'si'    W'iTlln'    mit    den    olit-n    gt'fiiiulciK'ii    m-iiügi'ncl    iiluTciiistiiiiiiieti,   so 
sind  hicTMiit    die  l)i{fcri.-ntiali|UotiunU'n    niu-li    den   Haiini'lcnienti-i)    der   Lage   gcjirüfl. 
Wir  gfliun  nun  dazu   iilirr,   die  Diffcrcntialquoticnten  nach  den  |ihoruuoniisclicn 
KUincnl  i'n  zu   prüfi-n   und  svlzi-n  dazu  /.unäolist: 

,IT  —   +   0-',02. 
I>aiui   urgicl»!    sich: 

da  —  —  V  11  ".(Üt  </d  =    I    40",74 

lind   man   liat   drinliacli   /.u   erwarten : 

«  =r   140»  37'   17",35  A  =  +  41»  19'  20",50. 

I  >ic  roriheldiirchgangszc'il  T  um  0'',02  zu  vermehren,  kommt  ahcr  offciiliar  darauf 
hinaus,  ilie  Werthe  von  (^  —  T)  um  0''.02  zu  vermindern.  Man  könnte  also  die  helio- 
ceiitrischen  C'oordiiiaten  aus  der  K]ihemeride  sellisl  diireii  Iiiter|>(ilation  für  eine  um 
il'',(12  frühere  K|ioclie  entnehmen. 

l)a  sich  aber  in  den  x,  1/,  f  mei^IellS  1  »ifTennzreilien  liolierer  Oninung  fülill>ar 
machen,  so  ist  es  einfacher,  die  Hc-chnuni,'  mit  dem  veränderten  Wertlie  von  T  noch 
eiiiiiial   durchzuführen.      So   ergield   sicli : 
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t  -  -  I' 

Joff  (t  -  T) 
logM 

14,378  64 
1,157  717  8 
1,292  732  6 

M 

19,621518 

V 

V 

"2 

28"  43'  17",34 
140  21'  38",67 

V 

cos-^ 
cos   2 

9,986  213  2 

9,972  426  4 

logr 

9,910  982  2 

A'  -[-  V 
B'  +  V 
6"  +  V 

210"  59'  15",51 
193»  33'  25",86 
120«     6'  23",91 

sin  (A'  +  v) 
a  r 

9,711  683  4„ 
9,900  077  3 

sin  (B'  +  v) 
br 

9,369  986  7„ 
9,275  353  9 

sin  (C  +  v) 
c  r 

9,937  062  9 
9,909  987  7 

logx 
logy 
log  z 

9,611760  7,, 
8,645  340  6,. 
9,847  050  6 

X 

X 

— 

0,409  035  2 
0,515  426  7 

y 

Y 

+ 

0,0441917 
0,802  973  3 

z 
Z 

+ 
+ 

0,703  1542 
0,348  3712 

1 

+ 
+ 

0,924  4619 
0,758  781  6 
1,051525  4 

logrj 

sin 

« 
cos 

logt 

9,880116  8 
9,888163  4 
9,965  889  0„ 

tga 

9,914  227  8„ 
1400  37'  17",28 

logt 
logQ  cosS 

0,021  819  8 
0,077  725  6 

fgS 
d 

9,944  094  2 
+  41«  19'  20",50 

Es    sollen    nun     die   DifEerentialquotienten    uach    q    geprüft    werden.       Wii'    setzen 
hierzu : 

fi!(j  =  +  0,0005  [6,69897]. 
Dann  folgt : 

da  =  —  17",48  dd  =  +   57",37 

«  =  140°  38'  11",56  d'  ==  +   41»  19'  37",13. 

Nun  war  aber: 

log  Ho  =  9,883  408  6. 

Um  aus  h[/ Hl)   und   d  q,  jetzt   lu;/ q  zu  berechnen,  bihleu   wir: 

d  log  Qo  =  0,43429  -^  =  [9,63778]  ^  • 
'io  2o 

Die  Zald   0,43429   ist,    wie  man    weiss,    der  Modul    der  Brigg'sehen  Logarithmen. 
Es  folsrt  so: 


dq 
3o 


dq 
log  Med. 


6,69897 
9,88341 


logd  log  qo 

d  log  3o 

log  äo 


6,81556 
9,63778 


logt 


6,45334 
+  0,000  284  0 
9,883  408  6 


9,883  692  6 


•i;i 


logq''* 
log  (l  -  1) 


log  M 


w 


I,,.,  r 


X 

IS"  + 

t"   1- 


sm{A' 


•-in  I  /. 


br 
s.n{C  +  ') 


0,825  538  Sl 
1,158  ;{21  5 

1,2'J21H(»:» 
l'.M)21)54« 
2S"  \A'  56",24 

II»  21'  5.V',12 
'J,y86  202  7 
!I,'J72  405  4 


y,911287  2 
2100  5!)'  54",4l 

11(3"  :i4'    4",7(; 

120»     7'     2",81 

;i,7118l!J7„ 
11,1100  382  3 

11,370  326  2, 
•J,275  658!l 

1MI:17  015  5 
1I.!»10  21I2  7 


logx 


11,612  202  0, 
S,(J45  985  1„ 
li,K47  30K2 

11,40'.!  4510 
0,515  426  7 

0,044  257  3 
0,802  973  3 


z 

r 

+ 

0,703  5715 
0,348  371  2 

+ 

0,924  877  7 
0,758716  0 
1,051942  7 

logt} 

sin 
« 

cos 

log^ 

9,880  07U  2 
9,888  257  1 
9,966  084  3, 

tga 
a 

9,913  994  9, 
140«  38'  11  ",54 

%5 

Q  COS  d 

0,021  9112  1 
0,077  S27  2 

d 


11,944  164  9 
41'  111'  37",15 


llii  iiluiili   >iiul   die    I)iffiiLnliali|Uutii;iiU'li   li:ich  q  gt'iuüft. 

Zum    Schliiss    sollen    noch    ilie    l)iffc'ri.ntial<|iiolienti.ii    nach   c 

.lic>rni   Zwccko  setzen   wir: 

(Ir  z=   +    0,003, 
ai.-o: 

r  =   1,003  000  0 
iiiiil   t'i'lialtcn  : 


1  — c 
1  +  c 


0,003  000  0 
2,003  000  0 


^C'iiriift    werden;    zu 


—  1 7,1 75  im  4,.  |. 


Hieraus  folirl: 

und   mithin: 

a 

Kerner   liatten   wir: 


du  —  +  40",26 
:=r   140^  39'  9",30 


dd  =  —  15",73, 
Ö  =  41"  18'  24",03. 


dv 
de 


9,02141      oder: 


</  v" 


=  4,33584, 


dv  =    f    1'  5",01 
Oller   für  das  zu   erwartende: 

f  T=  2s»  46'  34",55. 
l>ie  Keniitni-s  dieser  Werthe  ers|i:irt  die  iudircctc  Recbniing  liei  Anweiiduni;  von  Tafel  1\. 
Ks  wird  nun   weiter: 

KUokcrfuel,  Thsoretitcho  AitroDomi«.  <))) 
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V 

2 

14 

"  23'  17",28 

9,409  147  6 

r2 

8,818  295  2 

£ 

7,175  4404« 

log  £t2 

5,993  735  6„ 

£T2 

— 

0,000  098568 

Mit  diesem  Werthe  cutnimiiit  mau  mm  a\is  Tafel  IX  die  Grössen: 
log  B  =  9,960110  6  log  C  =  9,999  988  6. 

Nacb  Vorlesung  (7)  ist: 


zu  setzen.     Es  wird  also : 


g%yi    ■_(_    £ 


logD 
log  (t  -  T) 

9,960110  6 
1,158  3215 

V  1    +   £ 

9,825112  9 
9,999  674  6 

D{t—  T) 

,i%Vl    +    £ 

.1,118  4321 
9,824  787  5 

log  21 

1.293  644  6 

M 

19,662  765 

w 

28»  46'  37",11 

VaW 

14»  23'  18",56 

ig  Va  w 

9,409  158  8 

C 

9,999  988  6 

tgy^v 

9,409  147  4 

Vaf 

14»  23'  17",25 

V 

28^  46'  34",50 

Dieser  Weith  stimmt  in  genügender  Weise  mit  dem  oben  gefundeneu  übereiu   und 
wii-  setzen  mit  ihm  die  Rechnuug  fort. 

Die  jetzt  zu  betrachtende  Bahn  ist  nicht  mehr  parabolisch.     Es  wird: 
P  _    g  (1  +  e) 


1  -f  e 

1  -|-  ecosv 
2,003  000  0 

1  +  ecosv 
sin  {A! 

+  ^0 

ar 

9,712  373  8,, 
9,900  226  4 

%(1  +e) 
logq 

0,301  680  9 
9,883  408  6 

sin 

{B'  +  v) 

9,371  704  6,. 
9,275  503  0 

loae 

0,001  300  9 
9,942  755  0 

log  cosv 

sin 

(C 

+  r) 
er 

9,936  822  0 
9,910136  8 

löge  cosv 

9,944055  9 

logx 
logy 
logz 

9,612  600  2,, 
8,647  207  6„ 
9,846  958  8 

logq_  (1  +  c) 
log  (1  -{-  ecosv) 

0,185  089  5 
0,273  9582 

logr 

9,9111313 

X 

X 

—  0,409  826  7 

A!  -Y  V 

211»     2'  82",67 
193»  36'  43".02 
120»     9'  41",07 

—  0,515  426  7 

B'  ^v 

y 

Y 

—  0,044  382  1 
+  0,802  973  3 

715 

.'  I  I     0,70.J  Oü:»  C.  Igu\  'J,U  13  7471, 

/  0,348  371 '2  «I  140«  39'     9",23 

{1  —  it,;i'2.'>3.')3  4  logl;  (»,021758  4 

1]  \  l    (),7.')S5!ll  2  Qcosd  0,077  !»03'.l 

:  '  J     1,051 376  S                                                             

' Infi  '.»,943  854  5 

lui/tj  ,  '.»,880  007  8  d  41»  18'  24",05 


9,888  356  8 


« 
lo{/^  '  9,966  260  7, 


l)ii-M'  Wcrllic  sliinincn  gi-iiiii;oiiil  mit  dun  .-»ns  ileii  Difforfiitiali|Uotii-riti'ii  gefnii- 
ili-iu'ii  ü)>cri'iii. 

Sulltvii    sich    l>ci   W-riticatioii    <lcssi-llii-ii   Diffcrinilial'iuotii-iilc-ii  (z.   H.  — \    für    eine 

\  <'c/ 

urftsscre  Zahl  von  Xormalortcn  Glieder  höherer  Ordnung  fühlbar  maclien,  weil  man  das 
Incrcmeiit  (de)  r.»  gro!*s  gcw.ihlt  hat,  »o  genügt  es  eventuell,  sich  von  der  Kcgelniässig- 
keit  des  Ganges  der  Differenz.: 

^Direrl    <)  DiffrnntieU 

von  einem  Normalorte  /um  anderen  zu  üher/.eugcn.  Man  kann  dann  der  Siciierheit  hallicr 
noch  für  einen  der  Xomialorte  nachsehen,  ob  diese  Differenz  hei  Venninderun"'  des 
Incrementes  schnell  abnimmt  Die  hier  vorgeschlagene  Jlethode  zur  Prüfung  jedes 
einzelnen  Differenlial<|uotienten  ist  zweifellos  etwas  zeitraubend.  Indessen  lässt  sich  die 
Kechniing,  wenn  es  sich  um  (."ontrolirung  desselben  DifferentiaUjuotieuten  für  mehrere 
Normalorte  hanilelt,  gewissermaasscn  ephenicridenartig  anordnen. 

Andererseits  erfordert  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten  Ciuadrale  einen 
»o  grossen  .Arbeitüanfw.ind,  dass  es  sich  wohl  der  Mühe  lohnt,  ihre  Grundlagen  auf  das 
Sorgfältigste  zu  ]>rüfen. 

Wir  sahen  in  der  100.  Vorlesung,  dass  für  den  hier  behandelten  Normalort  im 
Sinne  Beobachtung  minus  Rechnung: 

du  cos 6  —  —  1",29 
</d  -^   -t-    6".79 
ist. 

Kr  ergiebt  also  folgende  licdingungsgleichungen  in  ä<|uatorialen  Eie- 
rn e  n  l  e  n  : 

—  I",29  =  [9,25809  ]  dSl  +  [9,55643  ]  doj  +  [9,43248  ]  di 
+  [3,430I8„J  dT  +  [4,41937„]  dq   +  [4,00345  J  de 

■  ■,    6",79  =  [9,08584  J  d^l  +  [9,55942«]  rf«a  +  [9,40248  ]  di 
-r  [3,30903  Jrfr   -f  [5,05969  \dq   +  [3,71955,J  de. 
In  diesen  tileichungeu    sind  </i7,  da  und  (/ 1    in  BogeDSCOiiuden .   d  T  in    mittleren 
Sonnentagen,  und  d  q  in   birdliahni-adicn  auszudrücken. 

IJevor  wir  zeigen,  wie  mau  derartige  Systeme  von  Bedingung>gleichungen  weiter 
bch.Hnilell,  soll  zunächst  Kiuige>  über  die  theoretischeu  Grundlagen  der  Methode  der 
kleiu>tcu  (Quadrate   n  orausgeschickl   werden. 
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H  u  n  (1  e  r  t  u  n  d  v  i  e  r  t  e    V  o  r  1  e  s  u  n  g. 

Eutwickelung  der  GruiKlvoraussetziui^en  für  die  Methode  der 
kleinsten  Quadrate. 

Um  die  Fehler  der  Beobachtuiigen  möglichst  unschädlich  zii  machen,  ist  es  noth- 
wendig,  zwei  Ai'ten  von  Fehlern  streng  zu  unterscheiden,  nämlich  diejenigen,  welche 
unter  ganz  gleichen  Bedingungen  der  Beobachtung  in  gleicher  Grösse  und  in  demselben 
Siune  wiederkehren  werden,  die  sich  daher,  wenn  man  einmal  ihren  Ursprung  kennt,  für 
jeden  eiazelnen  Fall  vorausberechnen  lassen,  und  zweitens  diejenigen  Fehler,  welche 
unter  ganz  gleichen  Umständen  in  verschiedener  Grösse  uud  ebenso  oft  in  dem  einen 
wie  in  dem  anderen  Siune  begangen  werden.  Die  erstere  Art  nennt  man  die  gesetz- 
mässigen  Fehler  (was  in  speciellen  Fällen  gleichbedeutend  sein  kann  mit  constanten 
Fehlern),  die  zweite  Alt  die  zufälligen,  auch  wohl  unvermeidlichen  Beobachtungsfehlei-, 
Um  Beispiele  gesetzmässiger  Fehler  zu  haben,  denke  man  an  Messungen,  mit  einem 
metallenen  Maassstabe  ohne  Rücksicht  auf  die  Temperatur  ausgeführt,  oder  auch  Be- 
stimmungen von  Läugenunterschieden,  bei  denen  die  Verschiedenheit  der  Beobachter  in 
der  Auffassung  der  Uhrscbläge  (die  sogenannte  persönliche  Gleichung)  nicht  elimiairt 
ist,  oder  auch  an  den  Gebrauch  von  nicht  kalibrii-ten  Thermometern  und  Barometern. 
Hier  würden  offenbar  die  begangeneu  Fehler  unter  ganz  gleichen  Umständen  iu  der- 
selben Grösse  wieder  begangen  werden,  soweit  nicht  die  dabei  ausserdem  begangenen 
zufälligen  Fehler  dieses  Verhalten  stören.  Es  ist  nun  eine  Grundvoraussetzung  der  unter 
der  Benennung  ..Methode  der  kleinsten  Quadi-ate"  zum  Unschädlichmachen  der  Fehler 
uud  Bestimmen  der  wahrscheinlichsten  Werthe  begriffenen  Vorschriften,  dass  die  Fehler 
ebenso  oft  das  positive  als  das  negative  Vorzeichen  haben,  \md  dies  auch  noch,  wenn 
man  sie  ihrer  absoluten  Grösse  nach  in  Gruppen  theilt;  demnach  wh'd  vorausgesetzt 
dass  die  Beobachtungen,  welche  mau  jenen  Vorschriften  unterwirft,  von  den  gesetzmässigen 
Fehlern  schon  befreit  seien.  Ob  die  Beobachtungen  dieser  Anforderung  wii-klich  ge- 
nügen, ist,  wenn  auch  meistens  nicht  a  prioi-i,  doch  immer  a  posteriori  zu  erkennen,  da 
man  die  Fehler,  welche  nach  dem  Resultate  der  Rechnung  begangen  sein  sollen,  nach 
dem  eben  genannten  Bj'iterium  in  Betreff  ihrer  reinen  Zufälligkeit  prüfen  kann.  Auf 
diesem  Wege  kann  man  auch  die  Grösse  der  begangenen  gesetzmässigen  Fehler,  und 
wenn  die  Beobachtungen  mit  hinreichender  Mannigfaltigkeit  vorhanden  sind,  die  Ge- 
setze, nach  denen  sie  sich  richten,  kennen  lernen  und  etwaige  noch  unbekannte  Fehler- 
quellen entdecken. 

Nehmen  wir  demnach  an,  dass  wir  aus  einer  grossen  Zahl  von  Beobachtungen  von 
gleicher  Zuverlässigkeit,  die  nur  durch  die  unvermeidlichen  zufälligen  Fehler  etwas  von 
der  Wahrheit  abweichen,  ein  System  von  Unbekannten,  deren  Zahl  aber  weit  hinter  der 
Anzahl  der  angestellten  Beobachtungen  zurückbleibt,  bestimmen  sollen,  mit  der  Anforde- 
rung zugleich,  dass  die  nach  der  Substitution  der  zu  findenden  Werthe  in  der  Darstellung 
der  Beobachtimgen  übrig  bleibenden  Fehler  imd  das  ganze  System  Wahrscheinlichkeit 
für  sich  haben  sollen,  so  muss  vor  allen  Dingen  nach  dem  Vorhergehenden  das  arith- 
metische Mittel  aller  Fehler  sich  auf  Null  reduciren.  Jede  wahrscheinliche  Lösung 
muss  diese  Bedingung  erfüllen,  aber  offenbar  ist  nicht  jede  Lösung,  welche  das  thut, 
wahrscheinlich,  weil  ja  auch  sehr  grosse  Fehler  mit  verschiedenem  Vorzeichen  die  Summe 
Null  bilden  könnten.      Man  hat   deshalb    noch    einen    besonderen  Grimdsatz   nöthig,   um 
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iiiitt'i'  ileii  iiii/.itlili^fii  ualirsc'bi'iiilirlicMi  Ij^iHiiii^uli  ilie  \valii>clifiiilichiitc>  lif/i-iclilu-ii  /.ii 
köiiiK-n.  .Man  liiit  fcsti^cüli-llL,  ihiss  als  ilas  wuhrselii-inliclislf  SyHlfiii  von  Uiilivkaniili-ii, 
wolchi'  niiit  fiiiiT  jiroiison  Zahl  \iiii  liooliaclitiiiii^eii  gleiclu-r  Itiitc  xu  urtiiittulii  »<iiul,  da«- 
ji'iiiyc  zu  in'ltfii  hat,  l>i'i  \v  l-1cIiciii  «lii-  Siiiiinii'  der  liiiadralf  der  ül>rigl)leil>i-iidcMi 
Feliler  xii  klein  aU  inüj^licli   wird. 

Die  l'"ia<;c  nacli  ik-r  l>fivclilij;iinj;  zur  Aufwlidlung  difsos  Satzes  ist  eine  ülivr- 
llüssiye,  dn  er  auf  eine  Dvtiniliou  des  |{ej,'riffes  „Wahineheinlichstes  System"  liinuiisllluft, 
ilie,  wie  jede  Definition,  wiilktirlii'h  ist;  mau  liUtte  z.  li.  auch  die  vierte  Potenz  der 
l'V)deri|uadrate  anstatt  der  zweiten  wählen  können.  Wir  werden  indessen  sehen,  dass 
lue  Krfahruuj;  die  unter  Anwendung  des  ohigen  Grundsatzes  gewonnenen  liesultnte  in 
allen  Theilen  liestäligt  und  dass  die  auf  diesem  Wege  zu  findenden  wahrsclieinliehen 
Kehler  ihrer  Grösse  nach  mit  ileneu,  welche  eine  mehr  unmittelliare  rntersuehung 
ergieht.  durchaus  iiliereiiistimmeu.  In  der  folgenden  Vorlesung  wird  sich,  wenn  wir  die 
einfachsten  l-'olgerungen  des  oliigeu  l'riuci|i8  machen,  die  Harmonie  zwischen  dieser 
Theorie  und  <ler  Erfahrung  deutlicher  nachweisen  lassen. 


II II II 1 1  (•  f 1 11  n ( 1  fü  11 1t 0    Volles u n <j:. 

Kiiif.irli^f»'  Fulfrr'i'iiiii:'  ;iiis  (|<>iii  (iruiKlsat/c  der  ^IcIIkhIc  dn-  klciiiNtfn 
(/lliidliih'.     (icsct/.  der   I)('ollil(dllllll^•^l'elllt'l•. 

Uetracliten  wir  uns  den  licsonderen  l'":ill,  ilass  das  zu  suchende  System  von  Un- 
hekaiinten  r,  j/,  r  etc.  sich  auf  eine  einzige  l'nlickanute  x  reducirt,  für  welche  letztere 
man  durch  eine  Reihe  von  Messungen  die  folgenden  mit  den  unvermeidlichen  l>eol)- 
;ichlungsfehleni   liehaf teten  Bestimmungen : 


u.  8.  w. 
erhalten  hat ;   es  wird  dabei  noch  vorausgesetzt,   dass  alle   diese  ^lessungeii    das   gleiche 
Vertrauen    verdienen.      Nach  dem  Grundsatze  der  Älethode  der  kleinsten  Quadrate  wird 
nun  derjenige  Werth  von  x  der  wahrscheinlichste  sein,  welcher  die  Summe  der  Fehler- 
■  |U.'iilrate: 

(x  _  „)»  +  (x  —  „y  +  (r  -  n"y  +  (x  —  n'y  +  ... 

zu  einem  Minimum  niachU  Xach  den  bekannten  Regeln  aus  iler  Lehre  der  Äfaxima 
und  Minima  muss  also  das  Differential  dieser  Summe  nach  jr  genommen  und  der  Null 
gleich  gcset/A  werden;  man  erhält: 

(x  —  «)  +  (r  —  I,')  -f  (x  —  «")  +  (x  —  "'")  +  •  •  •  —  I», 
oder,   wiiin   die   An/Jihl   der   lieobachtuiigen   mit  p   bezeichnet   wird: 

»  +  n'  +  h"  +  n'"  ->-••• 
P 
>\.   h.  also  das  :lritllmeti^clle   .Mittel   ans  ihn   einzelnen    I>eslimmun''en    als    waln-scheinlich- 
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sten  Werth  von  x.  Dasselbe  lebrt  aber  auch  für  diesen  gowöhulichsten  aller  Fälle  die 
tägliche  Erfahrung. 

Wir  können  das  eben  erhaltene  Resultat  sogleich  noch  zu  weiteren  wichtigen 
Folgerungen  benutzen.  Die  unvermeidlichen  Fehler  fallen  sämmtlich  innerhalb  zweier 
zu  beiden  Seiten  von  der  Xull  gleich  weit  abliegenden,  für  die  angewandten  Ilülfsmittel 
nicht  mehr  oder  eben  noch  zu  imterscheidendeu  Grenzen.  Die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
ein  Fehler  ausserhalb  der  Grenzen  fällt,  wii'd  daher  gleich  Xull ,  die ,  dass  er  innerhalb 
fällt,  gleich  der  Gewissheit,  d.  h.  gleich  1  gesetzt  werden  müssen.  Ueberhaupt  werden 
die  grösseren  Fehler  seltener  vorkommen  als  die  kleinen;  es  wird  sich  daher  eine  Formel 
dafür-  finden  lassen,  welchen  Theil  von  der  Gesammtheit  aller  begangenen  Fehler  die 
zwischen  zwei  Grenzen  —  |  und  -\-  |  enthaltenen  ausmachen  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  ein  Ausdruck  für  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  begangener  Fehler 
zwischen  0  und  ^  liege,  während  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  überhaupt  ein  Fehler  be- 
gangen sei,  gleich  1  zu  setzen  ist.  Der  Einfachheit  halber  können  wir  dabei  die  Ein- 
heit, in  welcher  die  |  auszudrücken  sind,  so  wählen,  dass  der  grösste  Fehler,  der  über- 
haupt begangen  werden  kann,  ebenfalls  gleich  1  wird,  demnach  |  ein  echter  Bruch 
bleibt.  Dies  vorausgeschickt,  ist  klar,  dass  die  Anzahl  der  zwischen  0  und  |  der  Wahr- 
scheinlichkeit nach  vorkommenden  Fehler  durch  dasjenige  Segment  einer  Cui-ve  repräsen- 
tirt  werden  kann,  welches  den  Abschnitt  der  Abscisseu  von  0  bis  |  zur  Basis  hat. 
Werden  mit  x  die  laufenden  Abscissen,  mit  y  oder  f(x)  die  Ordinaten  der  gesuchten 
Cnrve  bezeichnet,  so  wird  ferner  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Fehler  zwischen  den 
Grenzen  |  und  |'  begangen  sei,  durch  das  bestimmte  Integral: 

j  i/dx       oder       |  /'  (x)  d  x 

vorgestellt.  Lät^st  man  in  diesem  Integrale  die  Grenzen  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  erhält  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  gerade  der  Fehler  |  oder  |'  begangen  ist. 
Diese  ihi-er  Natur  nach  unendlich  geringe  Wahrscheinlichkeit  wird  hiernach  aus- 
gedrückt durch: 

f{^)äx. 

Ausserdem  liemerken  wir  noch  gleich,  dass  nach  den  oliigen  Vereinliarungen : 

1 

J  2/(?.r  =  1 
~i 
werden  muss;    da  jedoch   für  Werthe   von   x   zwischen   — oo    und  — 1,    sowie  zwischen 
-|-  1    und    -\-  CO    keine    Fehler   mehi-   begangen   werden   sollen,    so    wird   für    diese   Ab- 
schnitte y  überall  gleich  der  Xull  werden;   es  ■wii'd  also: 

+  1  +00 

\f{x)dx  =   ^f{x)dx 

—  1  —y> 

gesetzt  werden  düi-fen. 

Es  seien  nun  ferner  bei  einer  Reihe  von  Messungen  oder  Beobachtungen  die 
Fehler  |,  |',  |",  |"'  u.  s.  w.  begangen;  die  Function  y  ■=  f  (x)  können  ^vir  jetzt  so  be- 
stimmen, dass  ein  anderer,  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnimg  entnommener  Ausdruck 
für  die  Wahi'scheinlichkeit,  dass  gerade  diese  Fehler  vorgekommen  seien,  zu  einem 
^Maximum  wii'd.  Es  ist  nämlich  die  Walu'scheinlichkeit,  dass  unter  allen  möglichen 
Fehlern  sich  gerade  die  begangenen  |,  |',  |",  |"'  u.  s.  w.  vereinigt  finden,  nach  einem 
bekannten  Satze  und  nach  den  obigen  Bemerkungen  gleich : 

f{^)  .  /(§')  .  /(D  •  /er")  ...dx.  dx  .dx.dx..  ., 


71!» 
<l<  iiiiiaili   Ki>\\  ila.s   l'riMliK't: 

Oller  aiii-li   ilit'   Siimiiii'; 

'<>.//({)    (    %/(!')    h  log/a")  +  iog/iD    F     •  • 
zu  uiiifin   .Maxiiimiii  wvrduii.     Diu  DifforL-nttutiun  iiooli  x  ergiubt: 

dloff/d)  dlo.,/(n     ,     dlog/a")         dlogfiD 

dx  *"  </x  ^  </x  ^  </x 

Sflirfil)t  man  ilicsu  (ili-icliiiiig  in  >lur   l-'orni: 

{dl    ^  "^    i'rfi'    *  "^    r^r  '  "^    r^rr'  *  -(-•••-"• 

iiiiil   \  orgleiclit  sii-  mit  der  ohvu   licwiescnen : 

^  4-  r  +  s"  +  r"  +  •  •  •  =  0, 

so  ■Miiit  Midi,  ila.ss  die  orslei'c  Gleichung  aus  diestT  IftztiTcn  iliircli  Multipru'atiou  mit 
einem  consUintc-ii  Factor  k  hervorgehen  muss,  wenn  liciilc  niemals  in  Widerepnich  ge- 
ratlien  sollen.     Es  wird  daher: 

d  log  f  (x)  d  log  y  _ 

X  d  X  X  (/  X 

hgy=  ^Ithx-'  +  logC 
/{x)  =  ,j=  Cc''"^. 
Die  Integnitionsconstauto  C  wird  nun  durch  die  ]>eilinguiig  Ijcsliniml,  dass : 

+  X  +<D 

\/(.r)dx   =    C   f  €"*"='' dx    =    1 

»ein  soll.  Set/en  wir  in  liiieksiolit  darauf,  dass  /(j)  al)iiiniiiit,  wenn  r  wächst,  '/a /■  gleich 
einer  negativen  Grösse  —  h'^,  und  bemerken,  was  in  der  Lehre  von  den  bestimmten 
Integralen  gezeigt  wird,  dass  nämlich : 

ist,  so  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Wahrsclieinliclikeit,  da.'-s  ein  Fehler  zwischen  den 
Grenzen  {  und  |'  liege,  der  Ausdruek: 


Die  Grö>se  //  häni.'t  von  der  Güte  der  Beobachtungen  ab,  auf  welche  die  Formel 
Anwendung  finden  soll;  haben  in  zwei  Bcobachtungsreihen  von  verschiedener  Güte  die 
PY-hler  |  und  w  | 'beziehungsweise  dieselbe  Wahi-sdicinlichkeit,  ist  also,  wie  man  in 
diesem  Falle  zu  sagen  pflegt,  die  Genauigkeit  der  erstcren  Art  wimal  so  gross  als  die 
der  anderen,  so  muss,  wie  man  leicht  aus  obigem  Ausdrucke  erkennt,  für  die  erstere 
auch  h  mmal  grösser  genommen  werden,  wenn  für  beide  die  Wahrscheinlichkeit  den 
gleichen  Werlh  annehmen  soll.  Die  Grösse  h  wird  deshalb  auch  ilas  Maass  der 
Genauigkeit  genannt;  sie  liisst  sich  numerisch  bestimmen,  wenn  man  durch  Abzählen 
der  in  der  Beobachtungsreihe  bis  zu  einer  gewissen  (irösse  begangenen  Fehler  den- 
jenigen Fehler  ermittelt,  welcher  ebenso  oft  eiTeicht  als  überechritteu  worden  ist,  für 
welchen  sich  demnach  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  bei  einer  einzelnen  Beobachtung 
nicht  ül)crschritten  worden  sei,  auf  V,  rediicirt.    Die  diese  Eigenschaft  besitzende  Grösse 
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winl   der    walirscliuiulii-lio  Fclilcr    uiiier    ciiizfliiL'U  Beobachtung   guuauut;    bczeichueu 
wir  (leuselbeii  mit  p,  so  haben  wir  die  Bedingung: 


1 

oder,   wenn   hx  =  t   gesetzt   wird: 


1  fc -''-'' (ix  =  lA, 


0,44311. 


Um  aus  dieser  Bedingungsgleichuug  den  Werth  von  liQ  zu  finden,  geuügt  hier  die 
einfachste  Keihenentwickelung  des  Integrales,  nämlich: 


e    '■'dt  =  liQ 


'j-91  _|_  1  .    ^''P' 


1      /*'■  p  ■■ 


2 


+ 


und  es  ergiebt  sich: 

hQ  =  0,4761)4. 

Uurch  diese  unveränderliche  Ivelation  ist  h  gegeben,  sobald  man  p  kennt,  imd 
daher  l)ei  jeder  hinreichend  zahlreichen  Beobachtungsreihe  die  Möglichkeit  geboten,  das 
numerische  Resultat  der  obigen  Wahrscheinlichkeitsformel  mit  dem  wirklichen  Vor- 
kommen der  P''ehler  zu  vergleichen. 

In  den  Fuudamentis  astronomiae  hat  Bessel  an  470  Bradley'schen  Beoliachtungen 
der  Kectascensionen  (Bestimmungen  von  a  Aquilae  nnd  «  Cauiminoris)  eine  solche  Unter- 
suchung ausgeführt.     Es  ergab  sich  dabei: 

p  =  0",2637, 
welchem  entspricht : 

/*  =  1,8087. 

Unter  Einsetzung  dieses  Werthes  in  die  Integralformel  stellt  sich  für  die  470  Be- 
obachtunoen  die  Vergleichung  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  wie  fol^t: 


Fehler  zwischen 


Anzahl  nach 


der  Theorie        der  Erfahrnuar 


()",U  und  0",1 
0",1 


0",2 
0",3 
0",4 
0",5 
0",0 
0",7 
0",8 
0",9 
Über  1 


0",3 
0".4 
0",5 
0",G 
0",7 
0",S 
0",i) 
1",0 
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Wuiiii  mau  lit'ili-iiki,  ilnsM  iiiitiT  i-itiur  ^rnssuri-ti  Z:ilil  von  Itfobai-litungi-n  Rieh 
iiiiiiifr  ciiii^f  tiiiilfii  wvnU-ii,  tVw  iinlor  iiiilifkaiiiilfii  iiiid  huU'rogciii'ii  KiiilliUson  ;xc>littc-i) 
IihIioii,  ko  iiius»  iHi-  relKTfiiiNtiiiimuiij;  <lcr  Tlicorie  inil  «lor  Krfaliriinif  i»f\viss  vhw  »olir 
lii'frii-diin'iuli»  yi-iiaiiiit   wonU-ii. 


II II ml i-rf  II  11(1  sechste   N'iii-lesunir. 

l!i'L:iill'  iiinl  Aldt'iliiiii;"  (!•'>  iiiillleicn   i'eliler<.   Kehiliuii  /.wischen  (h-in 
walii'si'lu'iiiliilicii  iiimI  "hm  mittleren  Fehler, 

Die  Melhofle  «Icr  Vorlesunj^  Id."),  »K-ii  walii-sclicinliclicii  Fclilur  /u  siu-lu-ii,  näinlicli 
ila>  Altziihli'ii  «liT  Fehler,  ist  eiuo  iiulirecte;  wir  wenleii  im  Fiii-^eiulen  eine  directe 
Metlioile   für  diesen  Zweek  kennen   lernen. 

Sobalil     man     einmal    weiss,    ilass    /"  (t)    der    voriLCen    Vorlesiin«;    von    der    Furni 

— =  c    '' ■''  i>t,  kann   man  «ileicli  die  IJenierknnj',  dass: 

/(i)/(i')/(n /(!'") 

ein   .Ma\imnm   werden   muss,    noch   weiter  verwertiien.      Es   sei    wieder  jt    die   .\n/.ahi    der 
aii'.'esteilten   Ik'cd)achtnngen,  so  erscheint  jenes  Prodnet  nntcr  der  Form : 
h 


/-iVc    ''''=■*  +  '"  +  «"*+'""+•  •>. 


Wenn    nun    die  Fehler    |,  |',  |",  |"'   n.  s.   w.    liekannt    sind    oder    die   Snninie    iln'er 

•  Quadrate  i^e^ehen  ist,  so  kann  der  Forderung  eines  ^faximnms  nur  dadurch  irenügt 
wenlen ,  dass  man  den  Werlh   von  h  denients|irechcnd  bestimmt ,    d.  h.  den   Differenlial- 

•  |iiotienten  des  I'rodnctes,  nach  h  genommen,  gleich  Null  setzt.  Wii-d  der  Kürze  halber 
die  Summe  der  Fehler. (uadrate  |'^  4  |'»  +  |"*  +  |"'>  +  •  •  •  mit  [||J  bezeichnet,  so 
erhält   man: 

7'/»'— •  ..,=  r,  2/«l'  +  > 


oder: 
.1.  h.: 


_      .     Mi:J]  _  "-        e-»«t{Jl  .  [11]  =  0, 


2/,'lllJ  =  0. 
]2  f     l> 


h 

Die  Wur/elgWisse  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  wird  der  mittlere 
Fehler  der  r.eobachtungon  genannt;  es  ist  derselbe,  der  bei  jeder  der  ;» Ik'obachtungen 
bei{ani;eii  sein  müsste,  um  die  Summe  der  Fehleri|nadrate  der  wirklich  stattfindenden 
gleich  zu   liefern,    üezeichiiet  man  den   mittleren   Fehler  kurz  ndt  ^,  so  ergiebt  die  eben 

irefundene   Kelation   =  —  f,  wenn   man   sie  mit    der  für  den  \\ahr>clieiidichen   l'"(hlir  p 

abgeleiteten  : 

/ip  —  0,47G1)4 
verbindet: 

Q  =  0,6744 'J     t. 

K  1  in  krrftiit«,  Th<^r«n*rht>  Aatmoomlr.  f|| 


^[it  einer  fast  immer  hinreichonden  Nälierung  pflegt  man  wolil  den  wahrschein- 
lichen Fehler  gleich  zwei  Drittel  des  mittleren  Fehlers  zn  setzen. 

Ueberblickt  mau  noch  einmal  die  Ableitung  des  Ausdruckes  von  f{x)  im  Fehler- 
gesetze, so  erscheint  derselbe  als  eine  F'olgerung  aus  dem  Principe  des  arithmetischen 
Mittels,  ohne  dass  es  schon  nöthig  gewesen  wäre,  das  Princip  der  kleinsten  Quadrate 
selbst  dafür  geltend  zu  machen.  Es  ist  nun  aber  fei-uer  klar,  dass,  wenn  wir  uns  in 
dem  Ausdrucke : 

welcher  ein  ^laximum  werden  muss,  die  Grösse  ]i  gegeben  denken  und  iiocb  eine  Be- 
stimmung in  Betreff  der  Summe  der  Fehlerquadrate  zu  macheu  haben,  diese  letztere 
daliin  lauten  muss,  dass: 

[^^]  ein  Minimum 

wird.  Und  so  steht  es  uns  deun  frei,  ob  wir  das  Princip  der  Ausgleichung  der  Fehler 
nach  dem  arithmetischen  Mittel  als  eine  Folgerung  aus  dem  Princijje  der  kleinsten 
Quadrate  betrachten,  oder  umgekehrt  das  Letztere  aus  dem  Ersteren  schliessen  wollen. 
Hat  man  eine  lineare  Function  der  Grössen  x,  y,  ^,  r  u.  s.  w. ,  welche  letztere  als 
unmittelbare  Beobachtungsergebuisse  aufgefasst  werden  sollen,  also  eine  Function  von 
der  Form: 

X  ^  ax  -\-  hy  -\-  cz  ^  ■  ■  -, 
worin  o,  h,  c  u.  s.  w.  gegebene  Constanten  vorstellen,  so  lässt  sich  auch  von  dieser  Func- 
tion die  Eigenschaft  nachweisen,  dass  sie  durch  den  Einfluss  der  Beobachtimgsfehler  in 
X,  y,  z  n.  s.  w.  ebenso  oft  und  ebenso  stark  im  positiven  wie  im  negativen  Sinne  beein- 
flusst  sein  wird.  Für  die  Fimction  "K  gilt  also  ebenfalls  der  Grundsatz  des  arithmeti- 
schen Mittels,  daher  können  alle  Folgerungen  wiederholt  werden,  welche  auf  die  einfache 
Function  x  oben  gezogen  sind,  insbesondere  kann  wieder  das  Maass  der  Genauigkeit  auf 
dieselbe  Weise  gefunden  werden.  Bezeichnen  wü-  die  Fehler  von  x,  y,  z  .  .  .,  welche 
bei  einer  einzelnen  Bestimmung  begangen  worden  sind,  mit  |,  »j,  ^  .  .  .,  die  bei  einer 
anderen  Bestimmung  vorgekommen,  mit  |',  ij',  5'  .  .  .,  so  wird  in  dem  einen  Falle  der 
Fehler  von  X  sich  ausdrücken  durch: 

a^^  +  b.;  -f  c?  +  ■  •  ., 
in   dem  anderen   durch: 

«r  +  6V  +  cS'  +  ■  ■  • 

und  ähnlich  bei  den  übrigen  Bestimmungen.  Stellt  noch  IAiS'J  die  Summe  der  Fehler- 
quadrate von   X  vor,  so  soll  nach  Obigem  der  Ausdruck: 

durch   die  Wahl   von   h  ein  ^Maximum   werden;  dazu   ist  erforderlich,  dass: 


V  2       r     jj 


sei. 


M 

Es  ist  aber: 

{SS\  =  [«I  +  br/  +  ce  +  •  ■  -f  +  [«r  +  hi  4-  cg'  +  ■    i^  +  ■  •  • 
Führt  man  rechts  die  Erhebungen  auf  das  Quadrat  wirklich  aus  und  bemerkt,    dass  die 
Prodnctens\nnuien : 

ah{^n  +  rv  +  ■••) 
«Mie  ^  !'£'  -f  ■■■) 

u.  s.  w. 


"•ja    — 

sich  auf  Null    rciliuirrii,    wem»    ubcunu    oft    ui'gative    :iIk   positiv.-   1".  i.i.t    bcgaii){i.-ii   si-in 
»ollen,  >u  i-rliiilt  man: 

[551  --  «'Uli  -^  tM»?.?!  +  r»iai  i 

Wiiiii  clalicr  ilii-  i'iii/.chu'ii   ISt'Ktimniiingi'n   von  x  diMi   iiiittU-rm   Kflik-r  r,   dir  von   ij  «It-n 
l-'i-liUr  r*  lialnii  n.  >.  w..  *«»  wird  dt-r  mitllero  Felder  einer  lieülimniung  der  Funutiou  X 

.gleich :  

^  tt'  r»  +  b'  »•''  +  C  r"'  4-  • 

Nun  kann  man  alier  aut-li  An»  aritlimetisclie  MitUd  aus  m  Hcstinimungen  einer 
(irö»e  als  den  Kall  einer  >ololic>n  linearen  Function  behandeln,  wenn  man  die  ein/.elncn 
l>c8tinimungen  der  licilie  nach  mit  i,  y,  e  u.  s.  w.  lie/.eicIineL     Es  wird  daim: 

.  1 

a  =  0  =  c  «I.  s.  w.  =z 

m 

r  :=  r'  ■=  r"  u.  s.  w., 
diiiiii:u-ii  der  miulere   Felder  des  Mittels  aus  m  IScsiimniungen  gleich: 

l/  ~^  1  '■ 

r  tu ,      also      -^  • 

r         '"'  ]  m 

Man  zieht  ilaraus  den  wichtigen  Schluss,  ilass  die  Genauigkeit  des  Mittels  aus 
gleich  zuverlässigen  IJeoliachtungen  wächst,  wie  die  tiuadratwurzel  aus  der  Anz:dd  der 
Itestinimiingen.  Hiernach  sind  z.  15.,  um  den  wahrscheinlichen  Fehler  des  Mittels  aus 
einer  Heihe  von  Hestimmungen  auf  ein  Zehntel  seines  IJetrages  herat »zudrücken,  die 
IJeobachtungen  zu  verhundertfachen,  und  es  findet  so  der  Grundsatz,  dass  man  durch 
Wiederholung  der  IJeobachtungen  zuletzt  jede  beliebige  Genauigkeit  er/ielen  könne, 
»eine  naturgemässe   Heschränkung. 

l'm  verschiedene  IJeobachtungsreihen  hinsichtlich  ihrer  Genauigkeit  be((Ueni<r  ver- 
gleichen zu  können,  hat  man  auch  noch  den  Hegriff  des  Gewichtes  einer  ISestimmung 
eingeführt.  Wenn  man  ausdrücken  will,  dass  die  Uestimmuugen  von  emer  gewissen  Art 
;(mal  so  oft  angestellt  werden  müssten,  als  die  einer  zweiten  Al-t,  um  dieselbe  Genauig- 
keit zu  erzielen,  so  sagt  man,  diese  letztere  genauere  Art  der  BestUnmung  habe  relativ 
zur  erstereii  das  Gewicht  p.  Die  Gewichte  stehen  in  umgekehrtem  Verhältnisse  des 
Quadnites  der  wahrscheinlichen  Fehler.  Hiernach  lässt  sich  nun  gleich  das  (Gewicht 
einer  Hestimmung  angel)en,  welche  (wie  z.  15.  die  des  Culminations-  oder  Rectascensions- 
untcrschiedcs  zweier  Gestirne)  aus  zwei  oder  mehreren  IJestimmungen  zusammengesetzt 
Werden  muss.  Hat  bei  der  liestimmung  von  x  +  y  oder  von  x  — »/,  x  «len  wahi-scheinlichen 
Fehler  r,  y  den  wahrscheinlichen  Fehler  r',  so  wird  derjenige  der  Summe  oder  Differenz 
nach  Obigem  gleich  )  r'  ^^  r'^  sein;  ist  daher  j«  das  (lewicht  der  Hestimmung  von  x, 
/>'  das  von  y,  P  da.<  der  resultii'enden   Hestimnning,  so  wird: 

J_  _     .. 
P    ~ 

\  =  r'* 
V 

77  =  *•'  +  •''"' 
d.   h.: 

und  allgemeiner,  haben  di«-  einzelnen  Hcstimm\mgen,   aus  welchen  eine  resultirende  He- 
stimmung  durch    blosse    Addition    und    Subtraction    herzuleiten    ist,    die    Gewichte  /«,  j/, 

tu« 


—     724     — 

l)"  11. 1-.  w.,  so  wird  das  Gewicht  der  resiiltu'eiidcii  Bestimumiig  gegeben  durch  die  Formel: 

^  =  -  +  ^  +  4r  +  ---, 

in    Worten:    der    reciproke    Wertli    des    Gewichtes    der    resuhirendeii    üestiinniuiig    ist 
gleicli    der  Summe    der    reciproken  Gcwichtswerthe  der  einzehicn  Ijestimmungen. 

Ein    Beispiel   für   Anwendung    dieses   Satzes   liefert   die    Ilorleitung   des    Meridian- 
uutorschiedcs  zweier  entfernter  Stationen  aus  denen  der  zwisehenliegendeu. 

Ferner  kann  man  mit  Rücksicht  auf   die  Gewichte    eine  Reihe   von  Bestimmungen 
einer  und  derselben  Grösse  zu  einem  Mittel  vereinigen.     Es  sei  erhallen : 

X  =  M,        Gewicht  2' 

X  =  )*',  „         2}' 

X  ^  n'\  ,,         [j" 

u.  s.  w., 

so   werden   diese  Bestimmungen   zu  dem  Älittel: 

2}n  -|-  jj'w'  -f-  i)"  n"  +  •  ■  ■ 

''-         l>+lf+p"  +  ---        ' 
welchem    das  Gewicht  jj  -|-  j/  -\-  i)"  -\-  ■  •  ■    /.uzusehreilieu    ist,    /.u    vereinigen   sein.     Die 
Analogie  dieser  Formel   mit   der   in   der  Statik    für    eine  Coordinate    des  Schwerpunktes 
verschiedener  Massen  von  den  Gewichten  ^j,  7/,  p"  .  .  .,  fällt  gleich  in  die  Augen,  so  dass 
die  l'enennung  .,Gewicht''  ganz  besonders  motivirt  erscheint. 


Hundert  lind  siel)  eilte   Vorlesung. 

Mittlerer  zu  befürchtender  Fehler.    Beispiel. 

Ueber  die  Berechnung  des  mittleren  Fehlers  im  Falle  einer  einzigen  Unbekannten 
wüi-de  wenig  noch  zu  sagen  übrig  bleiben,  wenn  mau  den  wahren  Werth  der  zu 
suchenden  Grösse  in  aller  Genauigkeit  kennte;  man  erfährt  aber  statt  dessen  immer  nur 
den  wahrscheinlichsten  Werth  und  muss  auf  diesen  Umstand  Rücksicht  nehmen,  um  so 
mehr,  je  kleiner  die  Anzahl  der  angestellten  Beobachtungen  ist.  Dies  erreicht  mau  so 
weit  als  möglich  durch  folgende  Betrachtung. 

Sind  I,  I',  I"  u.  s.  w.  die  Fehler,  welche  bei  jj  eiuzelneu  Beobachtungen  der  Reihe 
nach  begangen  zu  sein  scheinen,  wenn  man  mit  dem  wahrscheinlichsten  Werthe  ver- 
gleicht, so  werden,  wenn  der  letztei-e  uoch  um  die  Grösse  +  m  fehlerhaft  ist,  die  wahren 
Fehler  durch  |  +  w,  |'  +  '«!  I"  +  "'  "•  s.  w.  vorgestellt.  Die  wahre  Summe  der  Fehler- 
((uadi'ate  wii'd  demnach : 

[U]  ±  2<»[i  +  r  +  r  +  •■  •]  +  pm' 

oder,  da  f   +   |'  +  ^"   +   •  •  ■  =  <>,  gleich 

im  +  i^'"- 

Wenn  also  t  den  mit  Rück^icht  hierauf  resultirenden  mittleren  Fehler  vorstellt,  so 
hat  man: 

i'«-  =  [11]   +  Pm-- 
Den  Werth  von  m   keuut   mau   mm  zwar  nicht;    man  wird    sich    demselben  jedoch 
so  viel  als  möglich  nähern,   wenn  man   )»,   dem  mittleren  Fehler  des  Mittels,  aus  deu  p 


l!('uli:tclituii"oii,  al><)  ii;uli  iliii  \  himIji  ili<  u,  ilif  wir  ki-iiiii'H  Ifrntcii,  gleich  — =  netzt     IImt- 

(Iiiroli  iThiilt   man:  ^/    [||| 

*    ~    \  p—\' 
\hr   iKul.  iliüHür  Formel  crinillelU!  GrösBo  pflegt  iniiii  auch,  um  <leu  ulien   erwähnten 
UiilerHchieil  aii/.u<leuten    uml  aufrecht  zu    erlialten,    den   mittleren    zu    bef ürciiten'Un 
Fehler  zu  nennen.      Der  mittlere    zu   hefürchtvndü   P'eiiler  des  Mittels  au«  allen  ;<   Hcol.- 
acLtun;;cu  wird:  

1/    fsiT^ 


-L  =  y    '**' 


woraus    dann    wieder    der    w:ihi-M'heinli(.-he    Fehler     diuili    .Miilliplicatiuii     mit    der    Z:ihl 
0,f»74-l'.l   hervorgeht 

Als  Ueispiol  einer  sokhen  Krmiltelung  des  wahrscheinliihcn  Fehlere  mag  die  an 
dem  Keiehenliaeh'sehen  Meridiankreise  der  Göltinger  Sternw;irtc  ausgeführte  Jiestiin- 
mung  der  Schrauben  Umdrehungen  eines  Mikroskopes,  welche  in  einem  Intervalle  der 
Theilunii  des  Kreises  vou  ii'  enthalten  sind,  dienen.  Ks  wurden  zu  dem  Zwecke  die  den 
Kinstelhingen  auf  die  »irenzen  des  Intervalles  entsprechemlen  Ablesungen  von  einander 
abgezogen;  ilie  Differenz  wurde,  um  auch  ein  l'rtheil  über  die  zufälligen  Fehler  der 
Theilnng  zu  gewinnen,  an  72  verechiedeuen  Stellen  des  Kreises  bestimmt  Die  einzelnen 
I)ifr<nii/(ii   bei   n",  .")■',   10'  u.  s.  vv.  ergaben  sich   wie-  fülirt: 


Al.l.-aii- 

Hill,  ii-ii/ 

Ab 

weich  uDfj 

Fchl.T- 

AIjI.mmi- 

hri.  :.  !,■ 

Abwcicliuti;: 

1  .  :..    . 

vom  Mittel 

i|uailrnt 

vom  Mitt.l 

i|ii;iilr!it 

d' 

7,2Ü7 

4-  0,011 

(),U00121 

180° 

7,282 

—  0,004 

0,000016 

:, 

7,31!) 

-  O.Wl 

ICHl 

185 

7,264 

-f  0,014 

196 

11) 

7.2<)5 

—  0,017 

289 

190 

7,322 

—  0,044 

1936 

15 

7.250 

+  0,028 

784 

195 

7,374 

—  0,096 

9216 

2ii 

7,321 

—  0,043 

1849 

200 

7.314 

—  0,036 

1296 

^", 

7.278 

0,000 

0 

205 

7,275 

+  0,003 

9 

:>i 

7,295 

—  0,017 

289 

210 

7,332 

—  0,054 

2916 

.;.') 

7,2(>ü 

4-  0,018 

324 

215 

7,293 

—  0,015 

225 

III 

7,3«  »3 

—  0,(r25 

G25 

220 

7,317 

—  0,03!» 

1.521 

45 

7..'«  »3 

—  0,025 

G25 

225 

7,389 

—  0,111 

12;«1 

5<l 

7,192 

+  0,086 

7396 

2.30 

7,387 

—  0,109 

1  issi 

.">5 

7,272 

4-  0,UI6 
-f  0,021 

36 

235 

7,311 

—  0,033 

11  »••<!» 

*MI 

7.257 

441 

240 

7,349 

—  0,071 

.-.041 

liö 

7.23« 

-j-  0,040 

KJOO 

245 

7.322 

—  0,044 

1!».36 

7« 

7.278 

0,000 

0 

250 

7,395 

—  0,117 

1368!» 

75 

7,277 

-1-  0,001 

1 

2.'>5 

7,314 

—  0,0.36 

12!  »6 

80 

7,297 

—  0,019 

:m!I 

260 

7,295 

—  0,017 

289 

85 

7,318 

—  0,040 

\mt 

265 

7,260 

- 

1-  0,018 

3-24 

9f» 

7.2«J8 

4-  0,010 
4-  0,<M4 

ii»(» 

270 

7.268 

-  0.010 

100 

!»5 

7.2.S4 

v.m 

275 

7.2.39 

. 

-  0,039 

1521 

IIIO 

7.290 

—  0,((12 

144 

280 

7.233 

- 

-  0,045 

2025 

in,'-. 

7,189 

4-  0,089 

792 1 

285 

7.252 

- 

-  0,026 

676 

110 

7,217 

-  0,061 

.3721 

290 

7,270 

- 

-  0,008 

64 

II.1 

7,22G 

-  0,0.12 

2701 

2!»5 

7.264 

- 

-  0,014 

19<j 

121» 

7.251 

-  0,027 

72!» 

:tixi 

7,244 

- 

-  0,034 

1156 

\2:> 

7,212 

- 

-  o.iioe 

4;v.6 

:»»5 

7,260 

- 

-  0,018 

324 

imi 

7,258 

. 

-  0,021» 

4«»0 

310 

7,235 

4-  0,043 

1849 

i;t.-i 

7.2:15 

- 

-  0,043 

1.H49 

315 

7.260 

-1-  0,018 

AM 

I4II 

7,244 

-  o,o;ti 

U.V. 

320 

7.268 

j 

U  0,010 

101» 

115 

7,244 

-  0,1  »34 

ii.'jfi 

325 

7.274 

. 

-  0.»X»4 

16 

l.'il) 

7.241 

-  0,(»37 

I  :{••,!( 

:{:io 

7.262 

. 

-  f»,016 

256 

l.">5 

7.272 

-  0,iX»G 

■M 

■i'i'> 

7,227 

. 

-  0,051 

2601 

Dill 

7.273 

-  0,(K»5 

•S) 

AU) 

7.275 

. 

.  0,003 

9 

Km 

7.291 

—  (»,»13 

169 

■tir. 

7,:i06 

—  0,028 

784 

1711 

7,»25 

-1-  0,053 

2809 

:;.'iii 

7.310 

—  0,032 

11  »24 

17". 

7,2.HO 

-  0,002 

4 

7.269 

H 

.  0,01  H.t 

M 

—     726     — 

Das  ^Mittel  aus  den  72  Bestimmungen,  als  wahrscheinlichster  Werth  der  zu 
suchenden  Grösse  anzusehen,  ist  7,278;  hiernach  sind  die  Zahlen  der  dritten  und  vierten 
Columuo  berechnet.     Die  Summe  der  Fehlerquadrate  wird: 

[II]  =  0,126  909 
der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler  einer  Bestimmuuo;: 


y; 


I            1  /0,r26  909  ,„^_, 

L  =  y^-^^ =  0,04228, 


P 

also    der   wahrscheinliche  Fehler   einer  einzelnen  Bestimmung  gleich  0,67449   x   0,04228, 

gleich  0,02852;  der  mittlere  zu  befürchtende  Fehler  des  Mittels  aus  allen  Beobachtungen 

0  04228 
findet  sich   <;leich     '   , — —  ^  0,00498,  der  zusjehörige  wahrscheinliche  gleich  0,00336. 
]72  *         °  »  ' 

Nach  dem  Fehlergesetze  soll  der  wahrscheinliche  Fehler  r  einer  einzelnen  Bestim- 
mung von  500  unter  1000  Beobachtungen  nicht  en-eicht  werden,  bei  688  soll  der  Fehler 
unter  y^r,  bei  823  unter  2  r,  bei  908  unter  ■''/2>",  bei  956  unter  o  r  bleiben.  Es  sollten 
also  unter  72  Beobachtungen  Fehler 

bis  zu  0,02852    36  mal 

,,     ,,    0,04278    50   ,, 

„     ,,    0,05704    59    „ 

„     .,    0,07130    65    „ 

.,     ..    0,08556    69    ,. 
vorgekommen  sein.     Die   wirklichen  Zahlen  sind  der  Reihe  nach  39,  53,  63,  66,  66,  von 
den  theoretischen  nicht  allzu  stark  abweichend. 


H u ml e r t u nd a c h t e   V (i r  1  e s u n g. 

Die  Bestimmung  der  walirselieiiiliclisteu  Wertlie  aus  einem  System 
linearer  (Tleicliungen.    Aufstellung-  der  Normalgleiclmngen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  Fall,  wo  die  ^Methode  der  kleinsten  Quadrate  auf  ein 
System  von  linearen  Gleichungen  mit  mehrei-en  Unbekannten  x,  »/,  z,  welche  wii'  hier 
auf  die  Zahl  von  drei  beschränken,  in  Anwendung  kommen  soll.  Es  seien  die  aufzu- 
lösenden Gleichungen : 

ax      ■}-  1>U     -\-  cz     -\-  n     ^  0  1 

(1) 


ax 

+  hy      +  cz 

+   M      =  0 

a'  X 

+  h'y    +  dz 

-\-  n'    =  0 

a"  X 

+  ?/'»/    +  c"  z 

+   n"   =  0 

a"'  X 

+  h"'y  +  c'"z 

+  k'"  =  0 

Die  absoluten  Glieder  dieser  Gleichungen  »,  n\  n",  n"'  u.  s.  w.  sind  das  Resultat  von 
^lessungen  oder  Beobachtungen,  welche  möglichst  gut  dargestellt  werden  sollen  und  in 
Betreff  derer  hier  vorläufig  voi'ausgesetzt  wird,  dass  sie  alle  gleiche  Zuverlässigkeit  haben. 
Xach  dem  bekannten  Grundsatze  ist  nun  dasjenige  System  von  Werthen  der  drei  Un- 
bekannten X,  y,  z  für  das  wahrsclieinlichste  zu  halten,  welches  die  Summe  der  Fchler- 
quadrate  (im  Folgenden  mit  [J J\  l)ezeichuet): 
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(<iT    !    hy        ez    \    «)»  -f  (o'x    I-   Vy  -f  CS  +  »')«    f.  {a"x    \    h" >j    \    tf' t  +  n")» 

-»    («'"#  -f   6"'y  +  c"'/  +  >•'")*  +  ••• 

KU  einem  Miiiiiiiiiin  innclit;    iliese  Wertlio  werden  jjefuinlen,   wenn  man  die  Differential- 

t|Uo(ienten   uaoli  jr,  y  und  .'   Iiildut    und    jeden    gleich   Null    tietzU     SeUl  mau    der  Kür/e 

Imitier: 

o«  +  o'*  -}  a"*  -h  «'"^  -!-  .  .  ^  [aa] 
ah  4-  a'6'  +  a"ö"  r  a"'ö"'  +  •■  =  [oft] 
ac  +  aV  +  a"c"  -r  a"' d"  +  ...  =  [ae\ 
an  t  a'n  -j-  a"»"  -i-  «'"n"'  +  •.•  =  [an] 
u.  lt.  w. 
so  erli5ll   man  die  (Tleichungeu: 

[aa]x  +  [ab\>j  +  [ac\i  -f  [an]  —  0  | 

[o6jx  +  [66]y  +  [hc\g   +  [6hJ  =  0       (2) 

[ac\x  +  [öc]y   +  [cc\t   -\-  [en]  =r  0  j 

welelie  Noinialgleichungen  genannt  werden.  Tlicoreüsch  ist  über  die  Auflösung  der- 
sellien  wenig  zu  sagen,  es  sei  denn,  dass  man  die  Summe  der  Felilenjuadrate  benutzen 
will,  um  die  wahrscheinlichen  Fehler  von  x,  y,  e  zu  bestimmen;  hiermit  haben  wir  uns 
denn  im  Folgenden  noch  zu  beschäftigen. 

Hedient   man    sich   zur  Elimination  von  x  aus   den  Xormalgleichungen    des  gewöhn- 

iicheu   Verfahrens,  indem  man  die  erste  mit  -. {  multiplicirt    von  der  zweiten,  dann  mit 

l""J 

7 — ,   multipUcii-t    von  der  dritten  abzieht,  so  erhält  man: 

[bb,]y  +  [bc,]z  +  [bn,]  =  01 

lbc,]y   +  [cc,]z  +  [cn,]  =  0  | 

i".]  =  i"i  -  ^^ 

[aa\ 
II.   s.   w. 

gesetzt  ist.     Eliminirt  ni-nn  nun  y  aus  (3),  so  ergiebt  sich: 

[ccjjr  +  [er,,-]  =  0 (4) 

[«.1  =  [«,1  -  '-^^ 

Für    die  Summe    der   Fehlenjuadrate    ergiebt    sich,     mit    Rücksicht    .inf    die    Glei- 
chungen (2j: 

[JJ\  =  [nn]  +  [an]x  -\-   [b„]y  +  [ch].- (5) 

und  wenn  man    darauf   aus    dieser  Formel    und   jenen    drei    Gleichungen    wieder   J,  y,   - 

eliniiiurt : 

l<iaj  [bb,]  [ccj] 

wofür  zur  Abkürzung  [h»Ij]  gesetzt  wird. 


wobei  zur  Abkiir/.uni 
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Man  kann  für  die  Summe  der  Fehlerquadrate  noch  einen  anderen  Ausdruck  auf- 
stellen, der  uns  später  ebenfalls  von  Nutzen  sein  wird.  ISIultiplicirt  man  die  ursprüng- 
lichen Gleichimgen  (1)  jede  der  Reihe  nach  mit  «,  ax,  hy,  cz  imd  addirt  dieselben,  so 
ergiebt  sich: 

[z/z/]  =  \aJ]x   -f   [bz/]y  +   [cz/].-   +  [«z/] (7) 

{a^^    ^=  [ad\x    -\-  [ab]«/    -{-  [ac\z    +  [an\ (8) 

u.  s.  w. 
und  wenn  man  den  Werth  von  x  aus  (S)  in  (7)  einsetzt  und  die  Abkürzungen 

[bz^,]  für  [h\-\y  +  {hc.,-\z  4-  [b«i] (9) 

[wz/i]  für  \hn^]y  -\-   [cn^'\z  +   [m«i] (10) 


einführt: 


[z/z/]  =  E^  +   [hJ,\y  +  {cJ{\z  +  [«z/,] (11) 

Aus  (9)  folgt: 

^  [b^i]  _   [b^     _  JMl 
^  [bbi]  [bbj^  [bb,]' 

wenn  dieser  Werth  in  (11)  substiluirt  wu-d: 

[^-1  =  fef  +  '^'  +  ['^J'  +  ["-'■i ('^) 

wobei: 

[cz/g]  =  [ccj]^  +  [c«2] (13) 

[mz/j]  =  [cHj]«  +  [«nj] (14) 

Wii-d  der  aus  (13)  folgende  Werth  von  s  in  (12)  eingesetzt,  so  findet  mau: 

[z^^]  =  [^\.   [^  +  l£f^  _  Mi^  +  [,^^].     .     .     (15) 
"-       J  [aa]  [bbj      "^     [ccä]  [cc,)         ^  L       2j  \     j 

Rechterseits  ist  ir,  y,  z  nur  in  den  Grössen  [az/],  [bz/J,  \c/i.^  enthalten;  diese 
müssen  also,  jedes  einzeln,  zu  Null  gemacht  werden,  wenn  die  Summe  der  Fehlerquadrate 
[w»;i]  ein  Minimum  werden  soll.     Die  Gleichungen: 

\aA^  =  0,     [bz/i]  =  0,    [cz/j]  =  0 
sind  aber   nichts  Anderes  als    die  Normalgleichungeu    (2).     Zugleich  sieht  man,  dass  die 
Grösse  [wz/2]  mit  [»«3]  oder  dem  Minimum  der  Fehlerquadrate  identisch  ist. 


Hun  (1  er  tu  nd  neunte  Vorlesung. 

Fortsetznn»'  der  Eiitwickeluii2:  der  Vorlesung  Hundertniidaclit  zur  Ent- 
wickeluno'  der  wahrscheinlichen  Fehler  eines  Systems  von  Grössen. 

Die  Aufgabe,  den  mittleren  oder  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  beliebigen 
von  den  drei  Unbekannten  x,  y,  z  zu  bestimmen,  ist  als  gelöst  zu  betrachten,  wenn  mau 
die  Ausdrücke  für  jene  Unbekannten  in  der  Form  linearer  Functionen  solcher  Grössen 
dargestellt  hat,  deren  mittlere  oder  wahrscheinliche  Fehler  bekannt  sind.  Es  ist  dies 
z.  B.  nach  dem  Vorhergehenden  der  Fall  mit  der  Form,  iu  welcher  z  gefunden  wiril;  da: 

^  _         [«y 


ffnicr,  wie  olitMi: 
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iiml  |i'H,|  Kii-It  auf  I'roiluc-ti'  vuii  n  mit  bckaimtvii  Fuctoruii  ziirückfUhruu  IUmmU     Es  »cien 
iiuti,  um  diu  <luy.u  nöthigen  KiH-hntiiigeii  auMzuführuii,  A'  und  A"  /.wc-i  C'oefliciuuU<i)  von 

solcluT  lifscliaffcnhuit,  dns.s,  wt-uii  inaii  dii-  tTsli-  der  Ciloicliuni'en  ("J)  mit  -. -,  die  erste 

der  tilc-iuhuni'un  (3)  mit  ,.  .   .  und  diu  Cilcicliunir  (4)  mit  , ,    multipiicirl    und    ;iddirl, 

ilif  l'orflii-ii'utc'u  von   i/  und  von  z  yloich   N'idl  worden.     Es  soll  ilemn:ii'h  sein: 

\7ir\  +  ""'--'' -"'> 

[^   +   ^'[^   +   ^"  =  0 (17, 

[aa\  [bbt\ 

wüiluri'h  dann: 

Ktrner  soll  der  Coeffioient  von  r  verschwinden,  wenn  man  die  erste  der  Gleichungen 

(M)  mit  ,.  .    ,,  die  Gleiehuni'  (4)  mit  ; r  multipücirt  uml  addirt,  also: 

[bfc,J  -  [ccjj 

m-'^^' ^'"^ 

•gesetzt  werden.     Man  erhält  dann : 

'=-[:?,' <-' 

Lciuht  erkennt   man  noch,  dass 

[bbt]  =  A'  [ab]  -\-  \bb] (22) 

[fni,l=  A'\an]  +  \b„\ (23) 

[ac,\  =  A"[aa\  +   B'\ab\  +   [ac\ (24) 

[bCi\  =  A"[ab\   +  B'[bb\  +  [bc] (25) 

[cf,J  =  A"[ac]  +  S'  [bc]  +  [cc] (26) 

|c,^,l  =  ^"[aHj  +  B'[ö«]  -I-  [cij (27) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichungen  (24)  und  (2ö)  wird  zufolge  (16),  (17)  lunl  (19) 
gleich  Null,  also  [ac,J  =  0,  [bc^]  =  0. 

Stellt  nun  r  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  einzigen  Beobachtung,  d.  h.  eines 
einzelnen  Werthes  von  w  vor,  so  wird,  da: 

(««1  =^  an   -\-   a' n'    •-    <i" n"   -\-   ■  ■  ■ 

nach    dem    Satze    über    die    linearen    Functionen    der    wahrscheinliche    Fehler    \nn\    aus- 
gedrückt durch: 

r  V^  •-  a'»  -|-  a"»  +  •  •  ■  oder  »-Viani- 
Nach  der  Art  nun,  wie  ll*'»,  j  und  l^HiJ  gebildet  sind,  könnte  man  nach  Analogie  schon 
schliessen,  dass  der  wahrscheinliche  Fehler  von  |bHi|  gleich  »■Vl''''il  s'"'"  «erde;  völlige 
l'eberzeugung  aber  kann  man  »ich  auf  folgende  Weise  verschaffen,  \bn^\  ist  zusammen- 
gesetzt aus  Gliedern  von  der  Form  (A' a  -\-  b)n;  der  wahrscheinliche  Fehler  von  [öm,  j 
ist  daher: 

r  \A'*{aa\   -f   2.4'  [o6j  +   \bb\  =  r  V[66,J. 

KliDk«rfu«i,  Thcorctiflche  AitroDomic.  ao 
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Desgleichen  ist  [cn,]  zusammengesetzt  aus  Gliedern  von  der  Form: 

(.4"  ff   +   B'b   +   c)n. 
Das  Quadrat  des  wahrscheinlichen  Fehlers  von  [cn.^]  wird  demnach: 

A"r^  {Ä"[aa]  +  B'  [ab]   +   [ac\)  +  JS'r^  {A"[al]  -\-  H  {hh\  ^-   [hc]) 
+   r-^{A"[ac^  +  B'[bc]   +  [cc]), 
oder,  mit  Rücksicht  auf  (24),  (25)  und  (26)  gleich  r-[cC2J;  folglich  der  wahrscheinliche  Fehler 
von  [(•/r,]=  r^lrcjj.     Diese  Formel  enthiUt  ein  ebenso  interessantes  als  wichtiges  Resul- 
tat; da  nämlich  der  wahrscheinliche  Fehler  von  s  nun  gleich: 

,.  .  V[ccZi  _       r 

wird,  so  drückt  [f  c.>]  das  Gewicht  der  Bestimmung  von  g  aus,  das  einer  einzelnen  Beob- 
achtung als  Einheit  genommen.  Durch  Umkehrung  der  Reihenfolge  von  x,  y,  z  in  dem 
Eliminationsverfahren  kann  mau  mittelst  derselben  Formel  auch  die  Gewichte  und  wahr- 
scheinlichen Fehler  von  x  und  y  linden.  Ausserdom  kann  man  sich  über  für  diesen 
Zweck  auch  der  folgenden  Ausdrücke  bedienen : 


l/   1  ^'2  M"^ 

wahrscheinlicher  Fehler  der  Bestimmunar  von  a:  =  >•  1/  , =  -I-  ,  ,    ,  -f 


[rca] 


■•     ^^'-^P 


&,1  ^  \cc.A 


welche  nach  den  obigen  Entwickeluugen  ohne  Schwierigkeit  sich  ergeben. 

Um  nun  auch  r,  den  wahrscheinlichen  Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung,  zu 
bestimmen,  benutzen  wii-  die  aus  Gleichung  (15)  unmittelbar  folgende  Formel  für  die 
Summe  der  Fehlerquadrate: 

[-]  =  'p^';^'^  +  't^ +  ["".]■ 

Die  Substitution  der  wahrscheinlichsten  Werthe  von  x,  y,  z  zur  Ermittelung  der 
begangenen  Fehler  macht  a^i/,  b^j,  cz/j  zu  Null;  bei  der  Substitution  der  wahi-en  Werthe 
würde  dies  nicht  mehr  der  Fall  sein.  Bezeichnen  wir  mit  h  den  mittleren  zu  befürch- 
tenden Fehler  einer  einzelnen  Beobachtung,  so  wird  die  wahre  Summe  der  Fehlerqua- 
drate von  p  Beobachtungen  durch  die  Formel: 

[az^P        [&z^,P        [c^ 

gegeben,  wobei  [««3]  das  durch  die  obigen  Vorschriften  gefundene  31inimum  vorstellt 
und  unter  [wz/],  [i>z^i],  [cz/2]  gewisse  Fehlersummen  zu  denken  sind,  und  zwar  diejenigen 
Werthe  derselben,  welche  man  durch  Einsetzung  der  wahren  Werthe  von  o;,  «/,  z  erhalten 
würde.  Letztere  kennen  wir  nun  zwar  nicht;  wir  werden  jedoch  der  Wahrheit  so  nahe 
kommen,  als  uns  möglich  ist,  wenn  wir  bei  n,  n' ,  n" ,  n"'  u.  s.  w.  immer  den  mittleren 
Fehler  e  selbst  als  begangen  ansehen.  Es  wird  aber  der  mittlere  Fehler  von  [az/] 
offenbar  gleich  dem  von  [an],  also  nach  obigen  Entwickelungen  gleich  £  ![««],  der  mittlere 
Fehler  von  [ftz/j]  gleich  dem  von  [b«]]  oder  gleich  f][bbi],  der  von  [czi^]  gleich  dem 
von  [c«2]  oder  gleich  [cc.^].  Hiernach  haben  wir  denn  also  zur  Bestimmung  von  s  die 
Gleichung : 

p£i    =    f2     _l_    £2    ^    £2    _^    [„„3] 

oder:  

_  l/[»%] 
\  P  —  S' 
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(Ulli   liiiTaiiü   <1hiiii   r  imcli   iKt  Formel: 


)\  II  II  ,  \ 


AUciiiioiniT    fiiulet  «ii-li  für  m   riilifkannlc  dir  wahrBclieiiiliüho  Fulilur  r  uiiier  ein- 
r.cliii-ii  Bcobitchtung  nach  <Kt  Formel: 


r  =  Ü,C7449 


1/  [ww^]  , 
f  p  —  m 


Wir  hallen  liislier  die  nicht  immer  zuUeffende  Voraussetzung  gleicher  *.ui.  >«i<t 
gieii-hen  Gewichtes  der  einzelnen  Heobaclilungen  gemacht;  dieselbe  lilßst  sich  leicht  ver- 
bessern, wenn  man  über  die  verschiedene  Güte  bestimmte  Anhall8|»unkte  hat,  /,  B.  wenn 
man  weiss,  da«s  die  eine  oder  andere  lieobnchtnng  aus  einer  grösseren  Zahl  von  Wieder- 
holungen abgeleitet  worden  ist  als  die  übrigen.  Hat  man  aus  solchen  Uücksichten  und 
nach  einer  vorläutigon  Kenntniss  des  Verhältnisses  der  wahrscheinlichen  Fehler  einer 
gewissen  Ueobachtung  das  relative  <iowicht  p  zuzuschreiben,  so  hat  dann  die  derselben 
entsprechende  Bedingungsgleicluing  darauf  Anspruch,  ^  mal  aufgeführt  und  demgemäss  zur 
Hihlung  der  Xonnalgleichungen  aufgeführt  zu  werden.  Man  kommt  aber  offenbar  für 
die  letzteren  zu  demselben  UesulUite,  wenn  man  jene  Bedingungsgleichung  von  dem 
relativen  Gewichte  p  mit  ^p  midtiplicirt,  weil  auch  dann  die  von  diesen  Gleichungen  her- 
rührenden Producte  aa,  tib,  ac  u.  s.  w.  ;nnal  so  gross  werden  als  die  der  übrigen.  Es  ist 
dann  ausserdem  nur  noch  bei  der  Berechnung  der  einzelnen  Fehler  und  des  mittleren 
Fehlers  d.irauf  Rücksicht  zu  nehmen,  dass  die  betreffende  Bedingungsgleichuug  nicht  eine 
eiuzige,  sondeni  p  Beobachtungen  vertritt 


H 11  n  il  0  r  t  n  n  (1  z  p  li  n  t  e   Vo  r  1  e  s  u  n  er. 

lÜMmiir  (l«'r  Noniialirleiclmnircii  uiul  Hestiiiiimiiiir  (It-r 
walirsclu'iiiliclisten  Wortlie  iler  Unbekannten. 

In  der  vorigen  Vorlesung  wurde  gezeigt,  wie  man  aus  den  Bedingungsgleichungen 
die  Normalgleichungen  bildet.  Praktisch  ist  dieser  Uebergang  immer  etwas  langwierig 
auszuführen,  und  man  muss  sich  durch  besondere  Voi-sichtsniaaesregelu  vor  Rechen- 
fehlem  schützen. 

Wir  erl.nutern  hier  zun.ichst  das  gewöhnliche,  logarithmische  Verfahren  für  die 
Bildung  iler  Normalgleichungen.  Am  Schlüsse  dieser  Vorlesung  sollen  dann  noch  einige 
Worte  über  die  Bildung  der  Normalgleichungen  mittelst  Quadraltafeln  nach  dem  Vor- 
gange von  Bessel  und  über  die  Laplace'sche  Methode  zm- Bestimmung  wahrscheinlicher 
Werlhe  von  Unbekannten  aus  einer  grösseren  Zahl  von  Gleichungen  hinzugefügt  werden. 

Für  den  KomeUn  1890  III  lagen  folgende  Bcdingungsgleichuiigen  vor,  welche  fünf 
Nonnalörtern  {l),  (2)  .  .  .  (5)  entsprechen  >). 


')  I>B«  .\ui<gaDf^e)einciiteni]ritem  i»t  paraboÜBch.    Wir  führen  keine  Ex centricitAt  ein,  weil  •!«« 
betrachtete  Uahiutück  ni  kurz  iat,  um  die  BestiinmuD^  einer  solchen  zu  erlanben. 

92» 
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In    Rectascension: 

1.  —  0",n5  =  8,14G0„  dT  -\-  9,3181,,  ding q  +  9,5863  du     +  9,3680,,  sin  i  d Q,    +  9,4081  di 

2.  — 1",29  =  8,1158»  -I-  9,3506„  -f  9,5564  -f  9,2537,.  -f  9,4325 
;!.     +  0",29  =  8,0752,,          -^  9,374ü„                +  9,5163            -j-  9,0477„                       -f  9,4512 

4.  +  0",38  =  8,0234,.  +9,3853,.  +9,4647  +  S,5116„  +9,4601 

5.  —  7",26  —  7,9322,,  +  9,3704,,  +  9,3731  +  8,9490  +  9,4507 

In    Decliuatiou: 

1.  +5",93  =  7,9674  f?  T  +  9,9604  dJin/q     +  9,520G„  dn   +  9,6515  sini   d  Q,     -\-  9,4450  di 

2.  +  6",79  =  7  9946  +  9,9909  +  9,5594,.  +  9,6862                        +  9,4025 

3.  +  4",79  =  8,0173  +  0,0192  +  9,5977,.  +  9,7183                         +  9,3445 

4.  +  3",02  =  8,0321  +  0,0490  +  9,6327,.  +  9,7448                         +  9,2687 

5.  + 1",93  =:  8,0359  +  0,i)8S7  -}-  9,6733,.  +  9.7696                         +  9,1299 

In  dieseu  Gleicbiiugeu  beziehen  sieh  dn,  d  Q,  und  di  auf  die  Ekliptik.  Statt 
rfg  ist  dlogq  (d.  h.  der  Zuwachs  des  Bri ggh'scheu  Logarithmus  von  q)  und  au  Stelle 
von  d  Sl  bezüglich  d  Q,  sini  eingeführt  •worden,  was  einige  kleine  Vortheile  bei  der 
Berechnung  der  Differentialquotienten  darbietet. 

Diese  Gleichungen  sind  jedoch  in  Wirklichkeit  nicht  gluichwerthig,  denn  es  benihen 
die  Normalorte  (1),  (2),  (3),  (4)  und  (5)  auf  respective  7,  12,  7,  5  und  3  Beobachtimgen. 
Wir  setzen  daher  die  Gewichte  der  Normalörter  gleich  der  Anzahl  der  Beobachtimgen, 
d.  h.  wir  multipliciren  die  Gleichungen  respective  mit  1'7,  \\'2,  ]~,  \ö  und  \3  und 
erhalten  so  folgende  gleich  wertli  ige  Bedingungsgleichungen: 

1.  0,4003,,  =  8,5686,,  d  T  -{-  9,7407,.  dliH/q  +  0.0089  d  n  -\-  9,7906,.  si,i  i  d Q,  -\-  9,8307  dt 

2.  0,6502,,  —  8,6554,.  +  9,8902,,  +  0,0960  +  9,7933,,  +  9,9721 

3.  9,8850  =  8,4978,.  +  9,7971,,  +  9,9389  +  9,4703»  +  9,8738 

4.  9,9293  =  8,3729,,  +  9,7348,,  +  9,8142  +  8,8611,,  +  9,8096 

5.  1,0995,-  =  8,1708,,  +  9,6090,.  +  9,6117  +  9,1876  +  9,6893 

6.  1,1957  =  8,3900  (/!■  +0,3890,/%^  +  9,9432,,  rf  n  +  0,0741  s;ii  j  (/ft     +  9,8676  rf ; 

7.  1,3715  =  8,5342  +  0,5305  -J-  0,0990,,          +  0,2258  +  9,9421 

8.  1,1029  =  8,4399  +  0,4418  +  0,0203,,          +  0,1409  +  9,7671 

9.  0,8295  =  8,8316  +  0,3985  +  9,9822,.          +  0,0943  -L  9,6182 
10.  0,5242  =  8,2745  +  0,3273  +  9,9119,.          +  0,0082  +  9,3685 

^[aii  bleibt  aber  bei  dieser  Form  der  Bedinguugsgleichunüen  fdenen  wir  jetzt  die 
l.iiiri-iideii  Niiiuuurn  I  bis  10  zuerllieill  haben)  gewöhnlicli  noch  nii-lil  >lelieii.  In  dei- 
'1  li:ii  .  dir  Coefticifuteii  besitzen  si'lir  verschiedene  Gn'isse  (wie  riL-iu  .-ms  ihieii  L,>^a- 
litlniH-ii  n>i,litl.  Dio  ;ib,T  köunle  b.'i  der  l'.il.luii-  v,mi  \'i  ii\.  |  (( '.  |  ü.  s.  «.  wesentliche 
Xui-litlieile  iKii-h  >ii'h  ziehen.  .M:ui  u  iinlr  z.  I'..  .'.fii-r  ini  Xueifcl  .-ein.  \\  ii-  viel  Stellen 
mau  l.»ei  Bildung  der  Numeri  von  <(  <i ,  n  i  .  .  .  mitzuneiuueu  habe  und  dadurch  ent- 
weder unnütze  Mehrarbeit  leisten,  oder  sich  zu  Ungenauigkeiten  verleiten  lassen. 

Um  derartigen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege  zu  gehen,  pflegt  mau  die  Gleichungen 
homogen  zu  macheu.  Man  führt  z.  B.  an  Stelle  von  dT  eine  neue  Unbekannte  ein, 
welche  gleich  ist  d  T,  multiplicirt  mit  einem  grössten  Factor  in  obigen  Gleichungen. 

So  wurde  im  vorliegenden  Falle  gesetzt: 

V  =  [1,3715]  (als  Einheit  für  die  linke  Seite,  Fehlereinheit) 
a;  =  [8,6554]  rf  2;     y  =  [O/y'SOb]  d  log  q,     -'  =  [0,0990]  dn', 
n  =  [0,2258]  sin  i  d^i,  v  —  [9,9721]  d  i. 

Die    10  (nunmehr  homogenen)  Gleichungen  nehmen   alsdann   folgende  Fonn   an; 
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1.  !i,<>28(*,  -  'J,!M32«  x  -}-  '.VJKKJh  y  +  iVKiiK» 

2.  U.27M7,  =  O.dOOü«       4-  it,35(»7»  »    !>,!t!>7l) 

3.  8.5136  —  !>,8424»       +  0,2t56««  f  !•.««»;• 

4.  8.6S7Ö  —  !I,7I75»       +  !t.2(M3»  -f  9,7  IW 

5.  9,72«),  -=  9.51Mh       f  9,07Hri»  f  9,5127 


t    ;»,ri«UH«  II  -|-  9,8680  I' 


«.  0,8242  —  9,734« 

7.  0,0000  =  9,8788 

8.  9,7314  =  9,7846 

9.  9,4580  =  9,7262 
n».  9,1527  =  9,6191 


+  9,8586 
4-  0,0000 
-f-  9,9113 
+  9,8680 
+  9,7968 


f  9,8442» 
-f-  O,0000n 
+  9,9213« 
-f  9,8832» 
+  9,H129» 


+  9,2445, 
f  M,0353, 
-H  8,9618 

+  9,8483 

-\-  o.axx) 

+  9,9151 
-}-  9,H6M5 
+  9,7824 


+  9,9017 

-f  9^76 

+  9,7172 

-|-  9,8955 

-I-  9,9700 

+  9,7950 

-\-  9,(M61 

+  9,3964 


Im  Folgeiuleii  bescichneii  wir  «liu  auf  der  liiiki-n  Seile  8tclieii<kn  Grössen  mit  n, 
die  (."oeflieieiileii  von  x,  i/,  e,  h,  v  respectivo  mit  a,  b,  c,  d  und  c  und  lulialten  ferner  die 
fortlaufende   Xumerirung  der  Gleichungen  (l)  Ins  (1(1)  bei. 

Der  Coutrole  wegen  bilden   wir  nun  für  jede   dieser  GleicLungen    die   lliilfsgrösse: 

8=:a-\-b-\-c-\-d-\-e-\-n. 
So  ergiebt  sich 

(i  1  f  i  c  h  u  n  g: 


h,j 


(10) 


—  0,1(!2H  —  0,229«1 
■f  0,s|2f>  +0,9931 

—  0,3671  i  —  0,.S694 
f  0,7222  +  1,00(X) 


—  ii,i,:)."Mi  —  ^J,:l.;l.■^  —  u,.;.;7(; 

—  0,1847'  —0,1601    —0,1198 
-f  0,6916  +  0,5190   +  0,3256 

—  0,1756  -0,0432-1-0,0916 


-1-0,7975;  -|-0,(>879 


(».KHiO     —  O.UMX)    -f  0,0326'  -|- 0,0361 

0,0797     +  0,2047  1  -I-  0,4658  |  -|-  0,5179 
8,9015         9,3111  !        9,6682         9,7142 


-I-  0,5214 
—  0,5346 


—  0,0434 
8,6375„ 


f  u,.".4l;o 
-1-  0,7220 
—  0,6985 
-I-  0,7052 
-I-  0,78<U 
-i-  0,6671 


f  U,7.j(,.-, 
-1-1,0000 
—  1,0000 
-1-  1,Ü(KX) 
-1-  0,9333 
-1-1,0000 


-I-  2,7247  I  +  3,6898  +  2,5747 
0,5353    0,5670    0,4107 


I  l),tiU.--- 

-j-  0,8153 
—  0,8343 
-1-  0,8224 
-I-  0,6237 
+  0,5388 


l  0,5323 
-I-  0,7379 
—  0,7642 
+  0,7388 
+  0,4427 
-I-  0,2871 


-t-  1,9746 
0,2955 


-\-  0,4160 
-1-  0,6263 
—  0,6500 
-1-0,6059 
-1-0,2491 
-f  0,1421 


-f  1,3894 
0,1428 


Wir  stellen  nun  für  unsere  10  Gleichungen  lor)  n,  log  b,  log  c,  hg  d,  log  c,  log  n 
uncl  liig  .<  in  der  Weise  zusainmeu,  wie  das  für  die  weitere  Rechnung  am  betjuemsten 
ist,   nänilii'h: 

Gleichung: 


lo,i   .1 

lo'J  t> 
log  <• 
log  d 
log  r 
log  n 
lug  » 


;..9i:t2M 

().(KMNI„ 

:',-ijIm 

'.',717,'), 

9,51.-.!,, 

'.t.7:;ii; 

;i,-7- 

;',7-r. 

;t.73.- 

9,2lO.>, 

9,3597„ 

9,2666, 

9,2043, 

9.0785, 

9,ö56ö 

0,(HXK) 

9,9113 

9,8080 

9,!H»!»9 

9,9970 

9,8399 

9,7152 

9,5127 

9,8442,, 

0,0000« 

9,9213,, 

9,8832, 

9.5»M8„ 

9,5675, 

9.2445, 

8,6.353, 

8,9618 

9,84aS 

0,0(KX) 

9,9151 

9,8«W5 

9.H,'>80, 

0,(10110 

9,'.H)17 

9,8375      9,7172 

9,8955 

9,9700 

9,7950 

9,6161 

9,OÄUS„ 

9,2787, 

8,5135 

8,5578    1  9,7280,. 

9,8242 

0,0000 

9,7314 

9,4580 

8,0016 

9,3111 

9,6682 

9,7142 

8,6375, 

0,4363 

0,5670 

0,4107 

0,2955 

9,7968 

9,8129, 

9,7824 

9,.1964 

9,1527 

0,1428 


Zunächst  schreibt  n>an  nur  die  erste  Zeile  auf  einen  Papierstreifen  und  adilirt  sie 
zu  sich  selber  und  allen  folgenden.  Man  ihul  dann  d.'isselbc  mit  der  zweiten  Zeile  und 
erhält   so   nach   einander  für  die    lU  Gleichungen: 
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Gleichung: 

log 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

a  a 

9,8264 

0,0000 

9,6848 

9,4350 

9,0308 

9,4692 

9,7576 

9.569U 

9,4524 

9,2382 

ab 

9,1234 

9,3597 

9,1090 

9,9218 

9,5939 

9,5931 

9,8788 

9,6958 

9,5942 

9.4159 

ac 

9,8231« 

9,9970,, 

9,6823« 

9.4327« 

9,0281« 

9,5788« 

9,8788« 

9,7058« 

9.6094« 

9.4320« 

ad 

9,4780 

9,5675 

9,0869 

8,3528 

8,4772« 

9,5829 

9,8788 

9,6996 

9,5947 

9,4015 

ae 

9,7718« 

0,0000« 

9,7441« 

9,5550« 

9,2326« 

9,6301 

9,8488 

9,5795 

9,3723 

9,0155 

an 

8,9420 

9,2787 

8,3559« 

8,2753« 

9,2434 

9,5588 

9,8788 

9,5159 

9,1842 

8,7718 

as 

8,8147,, 

9,3111« 

9,5106« 

9,4817« 

8,1529 

0,1699 

0,3085 

0,1952 

0,0217 

9,7619 

bb 

8,4204 

8,7194 

8,5332 

8,4086 

8,1570 

9,7170 

0,0000. 

9,8226 

9,7360 

9,5936 

be 

9,1201« 

9,3567„ 

9,1065« 

8,9195« 

8,5912« 

9,7027 

0,0000« 

9,8326« 

9,7512« 

9,6097« 

bd 

8,7750 

8,9272 

8,5111 

7,8396 

8,0403« 

9,7068 

0,0000 

9,8264 

9,7365 

9,5792 

be 

9,0690« 

9,3597« 

9,1683« 

9,0418« 

8,7957« 

9,7540 

9,9700 

9,7063 

9,5141 

9,1932 

bn 

8,2390 

8,6384 

7,7801« 

7,7621« 

8,8065 

9,6827 

0,0000 

9,6427 

9,3260 

8.9495 

bs 

8,1117„ 

8,6708« 

8,9348« 

8,9185« 

7,7160 

0,2938 

0,4297 

0,3220 

0,1635 

9,9396 

e  c 

9,8198 

9,9940 

9,6798 

9,4304 

9,0254 

9,6884 

0,0000 

9,8426 

9,7664 

9,6258 

cd 

9,4747« 

9,5645« 

9,0844« 

8,3505« 

8,4745 

9,6925« 

0,0000« 

9,8364« 

9,7517« 

9,5953« 

ce 

9,7685 

9,9970 

9,7416 

9,5527 

9,2299 

9,7397« 

9,9700« 

9,7163« 

9,.5293 

9,2093« 

eil 

8,9387« 

9,2757« 

8,3534 

8,2730 

9,2407« 

9,6684« 

0,0000« 

9,6527« 

9,3412« 

8,9656« 

CS 

8,8114 

9,3081 

9,5081 

9,4294 

8,1502„ 

0,2795« 

0,5670« 

0,3320« 

0,1787« 

9,9557« 

,1(1 

9,1296 

9,1350 

8,4890 

7,2706 

7,9236 

9,6966 

0,0000 

9,8302 

9,7370 

9,5648 

de 

9,4234« 

9,5675« 

9,1462« 

8,4728« 

8,6790 

9,7438 

9,9700 

9,7101 

9,5146 

9,1788 

dn 

9,5936 

8,8462 

7,7580« 

7,1931« 

8,6898» 

8,6725 

0,0000 

9,6465 

9,3265 

8,9351 

ds 

8,4663« 

8,8786« 

8,9127« 

8,3495« 

7,5993« 

0,2836 

0,5670 

0,3258 

0,1640 

9,9252 

ee 

8,7172 

0,0000 

9,8034 

9,6750 

9,4344 

9,7910 

9,9400 

9,5900 

9,2922 

8,7928 

e  n 

8,8874« 

9,2787« 

8,4152 

8,3953 

9,4452« 

9,7197 

9,9700 

9,5264 

9,1041 

8,5491 

es 

8,7601 

9,3111 

9,5699 

9,5517 

8,3547« 

0,3308 

0,5370 

0,2057 

9,9416 

9,5392 

nn 

8,0576 

8,5574 

7,0270 

7,1156 

9,4560 

9,6484 

0,0000 

9,4628 

8,9160 

8,3054 

ns 

7,9303« 

8,5898« 

8,1817 

8,2720 

8,3655 

0,2595 

0,5670 

0,1421 

9,7535 

9,2955 

Zu    diesen  Grössen    suchen    ^^ir   nun    die   Numeri   auf. 
schiedene  Proben.     Es  niuss  z.  B.  für  jede  Gleichung : 


Hierbei   ergeben    sich   ver- 


aa  -\-  ab  -^  a  c  -\-  ad  -\-  (I  e  -^  a  n  ^  a  s 

sein.  Gewöhulifh  aber,  wenn  die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  nicht  zu  gross  ist, 
begnügt  mau  sich  damit,  die  Summen  dieser  Gleichungen  zu  verificiren.  Man  sieht  also 
zunächst  nach,  ob  z.  B.: 

[««]  +  [ab]  +  [ac]  +  [«d]  +  [„e]  +  [un]  =  [a  s] 

ist.  Erst  wenn  diese  Summen  nicht  stimmen,  verificirt  man  dann  jede  einzelne  dieser 
Gleichungen  und  sucht  so  die  Fehler  allmalig  zu  localisiren.  Hierbei  geht  freilich 
immer  ziemlich  ^-iel  Zeit  verloren;  auch  dem  geübtesten  Rechner  begegnen  bei  dieser 
logarithmischen  Bildung  der  Xormalgleichungen  Vorzeichenfehler,  weshalb  es,  wie  das 
auch  Oppolzer  thut,  vorzuziehen  sein  dürfte,  der  bald  zu  besprechenden  Bessel' sehen 
Methode  den  Vorzug  zu  geben. 

Im  vorliegenden  Falle  erhält  man: 


rhuiig 

fi  a 

ab 

(1  c 

n  '1 

i( ' 

ii  n 

" 

l'rol«; 

i.b 

fcc 

:) 

-1-0,6706 

1,0.  ii 

-j- 0,1328 

4-  n/j-'/N) 

—  0,Ö66& 
-0,9931 
-0,4811 

-  i>,37iw 

-f  O.KXKi 
-j-  0,3ti'Ji 
-f  0,1222 

—  o.:.;ti3 
- 1,1««« 

—  o,5:.47 

-f  o,0(j7:. 
4-0,1'joo 

—  0,0227 

—  (i,ot;53 
-..,2047 

—  I.,324<i 

—  n,27<^_' 

+  4,22?.2 

i-:viii' 

-f- 0,0203 

l    H.(,,-,2ll 

:) 

-0,1318 
—  0,2274 
-0,1278 

-O,,^»)    -f  0,5007 

-0,4068'  4-0,3933 

. -f  i.,i;jl     -rH,;,>iA^4|  —  0,2704  I  -|- 0,2021 

'    r  1,2282  I  -t- 2,9111  I  —  l,-r>snl    f    ■.,(171  vi 


+  " 


-|-o,iu.;;|  -^o.uoaij  -t-u,57c>«i| 


-j-0,6Ö47|  —0,0802 
-i- 0,5445  I  —0,5631» 
-f- 0,39221  —0,4071 


+  'i.ruvM-,  (  +  c,*;i.o '  u  fi,r,]7i  '■  +  3,2754  I  —  .;.7.;i. 


rtiuug 

'rr             <  ■                         r.-..i,c    ; 

1 

-  0,01 7o 

—  U,ül2lt|   +2,9111     +0,6604 

—  0,2ybJ  ;   +  0,5S6-'S 

—  0,066ö     -r0,064f> 

;- 0,0135 

—  0,0469     +3,2764     -|- 0,1.803 

—  0,3069 

1-  0,9931 

—  rt,1887    +  0,2033 

-  ".11.  . 

—  0,0060 

—  0,0861     —3,7010     +0,4784 

—  0,1214 

-1-  0,5510 

+  0,0226    +  0,3222 

—  0,1101 

—  0,0068 

—  0,0?2'..     +3.2768     -f  0,2694 

—  0,0224 

+  (.,3571 

+  0,01S8    +0,26S8 

.  ■.;■' 

—  0,0025 

-H  0,0640 

-1  0,0052    +  1,8260 ,  +  0,1060 

+  0,0298 

+  0,1698 

—  0,1741     —0,0  Hl 

0,601.1 

-j  o,5C75 

4-0,4816 

+  1,9670^  -j- 2,3347 

+  0,4880 

—  0,4926 

—  0,5491 

-0,4660     —1,9033 

.     1,(K1»» 

[   nO',.^? 

+  1,0000 

+  3,6898 

— 

+  1,0000 

-1,0000 

—  0,9333 

—  1,0000     —3,6898 

4-  0,4393 

+  2,0090 

— 

+  0,6960 

—  0,6861 

—  0,5204 

—  0,4496    —2,1478 

:  0,2118 

+  1,1566 

— 

4-  0,5840 

—  0,5645 

—  0,3333 

—  0,2194 

—  1,5090 

..,..,■.•,. 

-r",i  "M 

-i- 0,0690 
+  2,3347 

+  0,8702 

— 

+  0,4225 

—  0,3939 

—  0,1619 

—  0,0924 

—  0,9030 

2               3,2708 

-1-1,8260 

+  9,8590 

+  9,8694 

+  5.6910 

—  3,9163 

+  0,1554 

—  2,6350 

—  9,307» 

GUi- 
chunp 

r,-.,).o        ,          .      ,                        ,  .                       ,   .                        ,   ,                  |';,.l,..                 ,   r 

1                   1 

1 

-"     +0,134>     --iV.'il.M      +ü,(»39;i     — I>,ii21.3 

+  J,(i7i«i     +11,5214 

—  0,0772 

+  ",('57<.     —0,823s 

;       +0,1305    —0,3694     +0,0702     -0,0756 

+  3,27(i8    +1,(X)00 

—  0,1900 

+  0,2047:  +1,8260 

-  '"""- 

—  0,14111^—0,0057     —  U,0Ö18 

—  3,9163     +  0,6359 

+  0,0260 

+  0,3714^  +0,1564 

—  0,0297     _  (1,0016     —0,0224 

+  3,3989     +0,1732 

+  0,0248 

4-0,356-''  +1,7221 

T- 0,0478  1  —0,0490 

—  0,0040 

4-1.7221  '  4-0,2719 

—  0,2787 

—  0,0226;     r  5,0385 

j,6a..ti    -r  0,41)72 

4-0,5544    +0,4705 

+  1,9213 

+  2,2649 

+  0,6180 

+  0,5244'  +  2,1419  1  +1,4611 

—          +1,0000 

+  0,9333  1  4-1,0000 

+  3,6898 

— 

+  0,8710 

+  0,9333 

+  3,4435          — 

—       >  +0,6704            ■               0,4431 

+  2,1174 

— 

+  0,3890 

+  0,3360 

+ 1,6058          - 

—           +0,545.s                              0,2121 

+  l,45«>.s 

— 

+  (.,11.60 

+  0,1271 

+  0,8742  ,        — 

—       1  4-0,3671 
9,3081 1  +3,3989 

1     ■   '-'•^' 

+  0,8418 

~ 

+  0,0621 
+  5,0385 

+  0,0354 

+  0,3461  1        - 

- 

+  1,7221  1  +  2,2641) 

+  9,8160 

+  9,8104 

+  1,4011 

+  9,37as|  4-9,3793 

.•iiiiii^' 

1 

l'rcilio 

Glei- 
chung 

.„ 

"■    1 

l'r.il,,. 

(»> 

+  (),olu    —  o,()OH.^     ;  j,*«;!^; 

(ii| 

•  0,4450 

+  l,817ü 

■\  2.\:m 

(i) 

+  0,0301     —0,0388 

+  2,3347 

(7) 

+ 1,0000 

+  3,6898  1 

— 

(3) 

+  0,0011     +0,0152 

—  2,6366 

(6) 

+  0,2903 

+  1,3871 

— 

(0 

+  0,0013    +0,01ö7 

+  2,2649 

(9) 

+  0,0824 

+  0,5669  . 

— 

(ö) 

4- 0,2868  j  +0,0232 

1 

+  1,4611 

(10) 

4-  0,0202 

4-0,11.7.'-. 

— 

- 

r  2,17a> 

+  7,6686  1 

+  7,6083 
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Da  also  die  Proben  stimmen,  so  ergeben  sich  folgende  Normalgleichungeu : 

1.  +  5,6910  z  +  0,1554  r  —  4,8380  x  —  3,9163  u  —  3,7646  \j  =  —  2,6356 

■2.  -j-  0,1554  z  4-  5,0385  v  —  0,8288  x  +  1,7221  w  +  1,82G0  //  =  +  1,4611 

3.  —  4,8380  z  —  0,8238  i>  +  4,2282  x  -f  3,0700  u  +  2,9111  y  —  +  2,0696 

4.  —  3,9163  .-  +  1,7221  r  +  3,0700  x  +  3,3989  u  +  3,2768  y  =  +  2,2649 
:>.  —  3,7646  -■  -f  1,8260  r  +  2,9111  a:  -|-  3,2768  u  -j-  3,2754  //  =  -j-  2,3347 

Diese  Gleichungen   haben   wü"   so   geschrieben,   wie   man    das    gewöhnlich    zu   thuu 
pflegt.     Man  stellt  diejenige  Gleichung   und  Unbekannte   an  die  Spitze,  für  welche  der 
quadratische  Coefticient  den  grössten  Werth  hat.     In  diesem  Falle  hatte  mau: 
[cc]  >[ee]>  [aa]  >  [d  d]  >  [bh]. 
Man  schreibt  also  in  die  Diagonale: 
[cc] 


[ee] 


[aa] 


[_dd] 


[6&], 


woraus  sich  obige  Anordnung  der  fünf  Gleichungen  von  selbst  ergiebt.  Bevor  wir  zu 
ihrer  Auflösung  schreiten,  besprechen  wir  zuvor  kurz  das  Bessel'sche  Verfahren,  die 
Nonnalgleichungeu  zu  bilden,  sowie  Laplace's  Methode,  gewisse  wahrscheinliche  Werthe 
der  Unbekannten  zu  bestimmen. 

Bessel  hatte  den  glücklichen  Gedanken,  zur  Bildung  der  Normalgleichuugen 
Quadrattafeln  heranzuziehen.     Es  ist  ja: 

(fl  +  hy  =  a-  +  h^  -\-  2ab 

(«  —  b)-  =  «2  -if-  iji  —  2ab 
und  mithin  wird: 

«'  +  i*^  =  l  [("  +  ^y  +  (« -  m 

al  =  1  [(„  +  b)2  _(„_  ;,).]. 

Man  kann  demnach  in  einfacher  Weise  die  Summe  der  Quadrate  zweier  Grössen 
und  ihr  Product  durch  die  Quadi'ate  ihrer  Siunme  und  ihrer  Differenz  ausdrücken  und 
die  Rechnung  etwa  in  folgender  Weise  anordnen. 

Man  beginnt  damit,  wie  oben  die  Gleichungen  homogen  zu  macheu,  uad  schlägt 
dann  die  Numeri  von  a,  h  u.  s.  w.  auf.  Diese  Operationen  müssen  mit  der  grössten 
Sorgfalt  ausgeführt  werden,  da  sie  im  Folgenden  nicht  mehr  controlirt  werden.  Vor 
Fehlern  beim  Aufschlagen  der  Numeri  kann  man  sich  auch  sichern  dui-ch  abwechselnde 
Anwendung  logarithmischer  und  antilogarithmischer  Tafeln  (Tafeln,  welche  die  Numeii 
als  Functionen  der  Logarithmen  geben).  Die  Vorzeichen  müssen  besonders  verificiil 
werden.     So  erhält  mau  folsrende  Uebcrsicht: 
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Die  nun  folguudeii  Opi-rntiout'ii  budUrfou  keiner  bcsouJereii  Cuiilrole,  sie  coutrolireii 
»ich   j^egeniteitifj. 

Wir  Hchreiben  suoocsdive  die  erst«,  cwuiu-,  dritte  Linie  ii.  s.  w.  auf  einen  Papier- 
■iri-ifi'i)   und   erhalt«u  8o: 

<  i  I  e  i  ü  b  II  n  ■_' ' 


t 

) 

.1  -f  fc 

1      • 

' 

■      ■ 

■ 

< 

t    ' 

,  ; 

cl     --     ' 

a  +   ' 
a  —  1' 

b  +  c 
b  —  e 

6  +  d 
b  —  d 

b  —  e 

b-f   j 

h 

l 

+  » 
—  n 

1 

, 

c  —  d 

1 
1 

c  +  « 

e  —  « 

■      1 

c  -  ,.          .      1 

d     e\      .     \ 
d  - 

U  -,-    ■ 
d-> 

d  +  n 
d  —  n 

e  -f-  II 
e  —  n 

&Iittel»t  der  im  Anhange  gegebenen  Qnadrattafel  X^'I1I')  bildet  man  nun  die  Qua- 
drate »Her  dieser  Grösscu,   schreibt  dieselben   aber   in   etwas  anderer  Weise   wie  folgt: 


Gleichung  |((i    j-   '.)'  <<i  —  ly 

(<.  +  c)'   (..  -  cf 

■ 

1    - 

£ 

Z 

X 

')  Kntnommen  aui  Kremiker'B  Logaritlimijcli - TrigODometrischcn  Tafeln    mit    fünf  r>ecimal- 
rtellen,  mit  frenodl.  (icnehmigung  der  Weidmann'schea  bachhandlung  in  Berlin. 

Khbk*rfutt,  ThiS)ratitc)ip  A«trnnoiiii«i  gj 
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Zuoäclist  bildet  man  nun: 

2:  (a  +  b)2  +  Z  (a  —  ^)2  =  2  Z  a2  +  2  Z  b' 

2;  (a  +  c)2  +  2;  (a  -  c)2  =  2  2:  a^  +  2  2:  c» 

u.  s.  w. 

Aus  den  beiden  obeusleheiideu  Gleichimgen  erhält  man  dann  z.  B.  sofort  durch 
Subti'action : 

22;  fcä  —  22:  c«  =  2:  (a  +  b)-'  +  2:  (a  —  ly  —  Z  {a  +  c)'-  —  E  (a  —  c)«. 
Andeverseits  aber  hat  man: 

22;   fcä    -1-    22:   C2   =    2:    (b    -f    c)2    +    2:   (b   —    f)2. 

Hieraus  folgt: 

42:  b2  =  2;  (a  +  b)2  -1-  2:  (a  —  b)« 

+  2:  (b  +  f  j-^  +  2;  (b  -  ey 

—  Z  {a  +  cy  —  2  (a  —  cy 

42:  c^  =  2;  (b  +  c)-'  -^  2:  (h  —  cy 
-f  2:  (a  -f  cj-  +  2:  (a  —  c)2 

—  2;  (a  -f  b)-'  —  2:  (a  —  b)-^ 

42:  «2  z=  2:  (a  +  c)=  -L  2;  («  —  c)2 
+  2;  (a  +  by  +  2:  (a  -  b)2 

—  2:  (b  +  c)-  —  Z  (b  —  fjä 

Man  kann  also  dui'ch  solche  Formeln,  deren  Bau  leicht  ersichtlich  ist,  die  ver- 
schiedenen Quadratsummen  bestimmen. 

Weiter  erkennt  man  sofort,  dass  dies  auf  sehr  vielfache  Weise  geschehen  kann. 
Anstatt  z.  B.  oben  stehende  Formel  zur  Berechnung  von  427a^  zu  verwenden,  könnte 
man  z.  B.  auch  setzen : 

4  2;  «2  =,  z:{a  +  ^0'  +  -^C«  —  dy 
+  Z{a  +  ey  +  2{a  —  ey 

—  2:  (rf  -f  ey  —  Z{(1  —  ey. 
Indem  mau  so: 

4  Z!  a^,     4  2^  b-  .  .  .    u.  s.  w. 

bildet,  erhält  man  nicht  nur  die  Werthe  von  Z  a\  Zb^  .  .  .  u.  s.  w.,  die  für-  das  Folgende 
gebraucht  werden,  sondern  controlii-t  auch  gleichzeitig  Z  (a  -\-  by,  Z{a  —  b)*,  Z(a-{-  cy . . . 
Nach  dieser  Controle  kann  man  dann  ohne  Weiteres  die  Doppelproducte  bilden: 
4  a  b    =    (a   4-  &)^   —    («  —  ^y    u.  s.  w. 

Diese  Bessel'sche  Methode  ziu-  Aufstellung  der  Xormalgleichungen  hat  gegenüber 
der  logarithraischen  zwei  wesentliche  Vorzüge: 

1.  Es  ist  fast  unmöglich,  bei  ihrer  Anwendung  Voizeichenfehler  zu  begehen,  da 
ein  Quadrat  einer  Zahl  immer  positiv  ist. 

2.  Die  Controlen  ergeben  sich  von    selbst    und    erfordern    nicht   die  Eiuführimg 
besonderer  Hülfsgrössen. 

Es  sei  hier  auch  noch  kurz  ein  einfaches  Verfahren  erwähnt,  welches  Laplace 
vorgeschlagen  hat,  um  aus  einer  grösseren  Zahl  von  Bedinguugsgleichungen  gute  Werthe 
der  Unbekannten  zu  bestimmen.  Die  Bediugungsgleichungen  astronomischer  Aufgaben 
zeichnen  sich  gewöhnlich  dadurch  aus,  dass  sich  die  Difierentialquotieuten  nach  den 
Unbekannten  von  einer  Bedingungsgleichung  zur  anderen  nm-  wenig  ändern.  Z.  B.  in 
benachbarten  Normalorteu,  einer  Opposition  eines  Kometen,  sind  die  DifEerentialquotienten 
nach  den  Elementen  fast  nahezu  gleich,  was  einfach  dui'ch  die  Aehiilichkeit  der  geometri- 


Mcheii  W-rliiiltiiiKHu  Ituiliii^t  ixt  llicrnuH  fol^t,  «Iiihh  iiinii  kvineii  livKoinlcruii  Vorlhi-il  davon 
lia)H>ii  wilnlc,  joilt-  i>iiiEi-liu<  von  dicnvii  Hcdiii^iin^itglcicIiuiijL^eii  bIh  ein  licBonderes  Indi- 
viiliiiiin  m  bflrnclilüii.  In  der  Tliat,  wHron  die  Col'fticienton  ^lmiuii  gleich,  so  wilro  es 
ütterliiiupt  nicht  möglich,  »um  ihnen  eine  der  l'nliekiinnton  zu  elirninirun.  Mau  kfiiinU) 
dann  lt.  15.  gan«  einfach  hoidu  Gleichungen  dtircii  ilir  Mittel  einelr.cn,  oder  je"lc  Gleichung 
mit  der  Zahl  der  ihr  zugehörigen  Iieobuchlung<>ii  multiplicircu  und  die  beiden  ho  erhaltenen 
(fleichiingen   addiren. 

Aus  diesem  Grumlo  hat  La  place  vorgeschlagen,  immer  jo  benachliart«  IJe- 
dingungsglcichungen  zu  milleln  und  sich  <liilici  »o  einzurichten,  dass  die  Zahl  der  so 
erhaltenen  Mittelgleichungeu  gleich  ist  der  Zahl  ilcr  zu  besliiunienden  Unbekannten. 
Mau  gelangt  also  auf  diese  Weise  sehr  schnell  zu  einer  Art  Nuniialgleichungcn,  aus 
denen  mau  ilanu  ganz  gute   Werthe  der   Unbekannten   bestimmen   kann. 

Diese  Methotle  dürfte  sich  besonders  dann  eignen,  weun  man  Bedingnngsgleichungen 
unter  verschiedenen  Alinahmen  auflösen  will.  Aber  auch  in  der  Bahoi'echnung  kann  sie 
jedenfalls  oft  mit  Vortlieil  verw.n.l.  t    «■i.l.n 


Die  Auflösung  obiger  Xormalgleichungen  kann  man  etwa  in  folgender  Weise  vor- 
nehmen. Wir  Stelleu  die  CoSfHcienlcn  der  Xorinalgleichungen  in  Colonnen  zusammen 
und  geben  für  jede  Gleichung  (jede  llorizoiilallinie)  2J  die  Summe  aller  dieser  Grössen 
und  ilann  die   Loirarithmen  derselVien  Grössen. 


Coi'Kicient 

Coölficient 

Coi'fficient 

Cnefticifut 

t'...-tti..i.-iit 

Jieclit.. 

*iU'it*liiinjr 

von  -• 

Villi    f 

von  .i- 

von  u 

vim  1/ 

Seite 

' 

(i) 

4-  5,6910 

+  0,1554 

—  4,S380 

-3,9163 

—  3,7646 

—  2,6356 

—  9,3081 

(2) 

-f  0,1554 

+  5,0385 

—  0,8238 

+  1,7221 

+ 1,8260 

+  1,4611 

+  9,3793 

(3) 

—  4,8380 

—  03238 

+  4,2282 

+  3,0700 

+  2,9111 

+  2,0696 

+  6,6171 

'4) 

—  3,9163 

+  1,7221 

+  3,0700 

+  3,3989 

+  3,2768 

+  2,2649 

+  9,8164 

(5) 

—  3,7646 

+  1,8260 

+  2,9111 

+  3,2768 

+  3,2754 

+  2,3347 

+  9,3594 

'  II 

0,76519 

9,19145 

0,684(i7„ 

0,59287„ 

0,57572« 

0,42088« 

0,96886« 

9,13145 

0,70230 

9,91.582» 

0,2.3606 

0,26150 

0,16468 

0,97217 

0,68467. 

9,91582h 

0,62615 

0,48714 

0,46406 

0,31589 

0,82067 

'  1 

0,59287« 

0,23606 

0,48714 

0,53134 

0,61545 

0,35505 

0,99195 

!'■, 

0,67572» 

0,26160 

0,46406 

0,61545 

0,51526 

0,.36823 

0,99386 

Heim  .Aufscldageu  dieser  Logarithmen  kann  man  sich  natürlich  einige  Arbeit  sparen 
in   Folge  der  Symmetrie  der  Xorinalgleichungen  bezüglich  der  Diagonale. 

Anstalt  nun  aber  die  Elimination  so  fortzusetzen,  wie  da.s  gewöhnlich  geschieht, 
inullipliciren  wir  alle  Gleichungen  mit  einem  Factor,  so  dass  alle  Coefücicnten  von  ^ 
gleich   +  1   werden. 

Diese  Operation  führen  wir  natürlich  zunächst  logarithmisch  durch  und  schlagou 
dann  ilie  Xunicri  auf.  Hierbei  ergiebt  sich  für  jede  dieser  neuen  Gleichungen  eine 
(Jontrole:  Die  Summe  aller  der  vor  £  stehenden  Grössen  muss  gleich  der  unter  — 
stehenden  »ein.     Diese  erstero  Grösse  fügen  wir  unter  -Controle"  bei. 
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Gleichung 

-- 

V 

X 

u 

i  Rechte 
-''    j   Seite 

S 

Controle 

(1) 

0,00000 

8,43626 

9,92948„ 

9,83768,, 

9,82053« 

9,66569« 

0,21367« 

(2) 

0,00000 

1,51085 

0,72437„ 

1,04461 

1,07005 

0,97323 

1,78072 

(3) 

0,00000 

9,23115 

9,94148„ 

9,80247« 

9,77989« 

9,63122« 

0,13600« 

(4) 

0,00000 

9,64319„ 

9,89427« 

9,93817« 

9,92258« 

9,76218« 

0,39908« 

(5) 

0,00000 

9,68578« 

9,88834« 

9,93973« 

9,93954« 

9,79251« 

0,41813« 

(1) 

+  1,00000 

-f  0,02731 

—  0,85012 

—  0,68815 

—  0,66150 

-0,46812 

—  1,63558 

—  1,63558 

(2) 

-f  1,00000  +  32,42286 

—  5,30113 

-1-  11,08179 

-1-11,75027 

-1-  9,40220 

-f  60,35571 

-f  (0,35599 

(3) 

-1-1,00000-1-  0,17028 

—  0,87394 

—  0,63456 

—  0,60171 

—  0,42778 

—  1,36772 

—  1,36771 

(4) 

+  l,0O000l—  0,43973 

—  0,78392 

—  0,86790 

—  0,83672 

—  0,57834 

—  2,50659 

—  2,60661 

(5) 

-1-1,00000 

—  0,48504 

—  0,77328 

—  0,87042 

—  0.87004 

—  0,62017 

—  2,61894 

—  2,61895 

Nun  schi'eibe  man  die  erste  Gleichung  auf  einen  Streifen  und  ziehe  sie  von  allen 
folgenden  ab.  Hierdurch  verschwindet  e.  Dann  bildet  man  wieder  die  Logarithmen 
und  macht  alle  Coefficienten  von  v  gleich  -|-  1.  Hierzu  schlägt  man  wieder  die  Xumeri 
auf  und  bildet  die  Controlen.  Indem  man  dann  wieder  die  erete  Gleichung  von  allen 
folgenden  subtrahirt,  eliminirt  sich  f  u.  s.  w. 


Gleichung 

V 

X 

u 

y 

Rechte   | 
Seite    1 

2 

Controle 

(2') 

+  32,39555 

—  4,45101 

-1-  11,76994 

+ 

12,41177 

-t-  9,86532  -f 

61,99129 

(3') 

-1-  0,14297 

—  0,02382 

4-  0,05859 

+ 

0,05979 

-1-  0,03534  ^- 

0,26786 

(4') 

—  0,46704 

-1-0,06620 

—  0,17975 

— 

0,17522 

—  0,11522  I  — 

0,87101 

(5') 

—  0,51235 

-j-  0,07684 

—  0,18227 

— 

0,20854 

—  0,15705 

— 

0,98336 

(2') 

1,51049 

0,64846« 

1,07078 

1,09383 

0,99411 

1,79233 

(3') 

9,15525 

8,37694« 

8,72908 

8,77663 

8,54827 

9,42791 

(4') 

9,66936« 

8,82086 

9,25467« 

9,24358« 

9,06153« 

9,94003« 

(5') 

9,70957« 

8,88559 

9,26072« 

9,31919« 

9,19604« 

9,99271« 

(2') 

0,00000 

9,13797« 

9,56029 

9,58334 

9,48362 

0,28184 

(3') 

0,00000 

9,22169« 

9,67383 

9,62188 

9,39302 

0,27266 

(40 

0,00000 

9,15150« 

9,58531 

9,57422 

9,39217 

0,27067 

(ö') 

0,00000 

9,17602« 

9,55115 

9,60962 

9,48647 

0,28314 

(2') 

-1-  1,00000 

—  0,13739 

-\-   0,36332 

+ 

0,38313 

-1-  0,30452 

+ 

1,91357 

4-  1,91358 

(30 

+  1,00000 

—  0,16661 

-j-  0,37483 

4- 

0,41820 

+   0,24718 

+ 

1,87352 

-1-  1,87360 

(40 

-f-  1,00000 

—  0,14174 

-1-  0,38486 

+ 

0,37516 

-j-  0,24670 

+ 

1,86496 

-1-  1,86498 

(50 

+   1,00000 

—  0,14998 

-1-  0,35575 

+ 

0,40703 

-j-  0,80053 

+ 

1,91930 

-1-  1,91933 

(3'0 

—  0,02922 

-1-  0,01151 

+ 

0,03507 

—  0,05784 

_ 

0,04005 

(4'0 

—  0,00435 

4-  0,02154 

— 

0,00797 

—  0,05782 

— 

0,04861 

(5'0 

—  0,01261 

—  0,00757 

+ 

0,02390 

-|-  0,00201 

+ 

0,00573 

(3'0 

8,46568« 

8,06108 

8,54494 

8,75846« 

8,60260« 

(4'0 

7,63849« 

8,83325 

7,90146« 

8,76208« 

8,68673» 

(5'0 

8,10072« 

7,87910« 

8,37840 

7,30320 

7,75815 

(3'0 

0,00000 

9,59540» 

0,07926« 

0,29278 

0,13692 

(4'0 

0,00000 

0,69476« 

0,26297 

1,12359 

1,04824 

(., 

0,00000 

9,77838 

0,27768« 

9,20248« 

9,66743« 
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Cuutrole 


1  1'  - 

-f  1,00000 
f  1,00000 

4-i,oooo<i 

—  0,39391 

—  4,9517b 
-\-    0,60031 

—  1,20022 
+    133217 

—  139&30 

-f    l,9t>23<i 
4-13,29212 
—   0,16940 

-1-    1,37063 
4-  11,17487 
—   0,46430 

+  1,36823 
4-11,17261 
—  0,46489 

1  ;  " . 

-   4,567B7 
-1-   0,99422 

+    3,03231l 
—   0,69508 

-f- 11,32076 
—   2,12176 

+   930424 
—   132502 

1  1  ■ 

0,65876, 
11,99748 

0,48178 
9,84204. 

1,05422 
0,32670, 

0,99141 
0,26126, 

(li'")      i 

0,00000 
0,00000 

l),82302n 
•J,84456. 

0,3!t646, 
0,32^22, 

0,33266, 
0,26378, 

(-."■ , 

+    1,00000 
+    1,00000 

—  0,66530 

—  0,69913 

—  0,03388 
8,52930, 

—  2,48576 

-  2,13414 

+   0,36162 
9,54607 

—  2,15105 

-  1,83661 

-f   0,81644 
9,49892 

-  2,15106 

-  1,83327 

(V")    j 

0,00000 

1,01677, 

0,96962, 

1 

-f   1,00000 

— 10,39366 

—   9,32440 

—   9,39366 

Aus  dem  VorhergelieiuU'ii  ersieht  nuiii ,  wie  die  Rechnung  gegen  den  Schliiss  hin 
immer  ungenauer  wird.  Die  Normalgleichtingen  ■\videi-setzeu  sich  augenscheinlich  der 
Kliniination  und  die  Unbekannten  sind  nicht  sehr  gut  bestimmt.  Es  liegt  das  daran,  da.«is 
das  liahnstQck,  auf  dem  die  Xormalorte  vertheilt  sind,  zu  kurz  ist  Für  solche  Fälle 
hat  man  vorgeschlagen,  die  Xormalgleichungen  mit  sechs-  oder  noch  mehrstelligen  Tafeln 
aufzulösen.  Die  Anwendung  sechsstelliger  Tafeln  ist  vielleicht  manchmal  anzurathen. 
Obgleich  nämlich  z.  B.  die  Grössen  ab  jede  für  sich  nur  vierstellig  berechnet  werden, 
80  könnte  doch,  wenn  die  Beobachtungen  sehr  zahlreich  sind,  ihre  Summe  [ab]  etwas 
genauer  sein.  Mehr  als  sechsstellige  Tafeln  anzuwenden,  ist  iudess  wohl  immer 
zwecklos. 

Zu  verwerfen  sind  ferner  alle  diejenigen  Methoden,  nach  welchen  die  Unbekannten 
einer  dem  Probleme  fernliegenden  NebcnVtedingimg  unterworfen  werden,  wie  z.  B.  der, 
da*(s  zwei  Normalorte  vollständig  dargestellt  werden  müssen.  Nur  neues  Beob- 
achtungsmaterial kann  in  solchen  Fällen  die  in  den  Bahnelementen  be- 
stehende Unsicherheit  aufhel)en.  So  sind  die  Bahnelemente  eines  periodischen 
Kometen  im  Allgemeincu  erst  dann  als  gut  bestimmt  anzusehen,  wenn  Beobachtungen 
aus   mindestens  zwei  Oppositionen  vorliegen. 


AVir  gehen  nun  zum  Schluss  dazu  über,  die  Unbekannten  völlig  zu  bestimmen  und 
wählen  hierzu  die  folgenden  Eliniinationsgleichuugen: 

[0,00000];  rr-  [8,43626„]y  -f  [9,92948Jx  -f  [9,83768]tt  +  [y,820.53]y  —  0,46312     .     (1) 

[O.OOOOOJf  =  19,137971x    f  |9,.')6029„]u  -f  [9,58334,]»/  -(-  0,80452 (2') 

[0,00000]  j  —  [9,59540]  u  +  [0,07926]  .v  -\     1,96236 (3") 

[0,00(X)Oju  =  [9,82302 |y  -■  2,4857(1 (^4'") 

[0,00000]y  =  [1,01677,]       ...  (5"") 
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In  diesen  Gleichungen  bedeuten  die  eingeklammerten  Zahlen  Logarithmen ,  die 
nicht  eingeklammerten  hingegen  Numeri.  Die  Gleichung  (5"")  bestimmt  y  und  ist 
successive  aus  Gleichung  (5)  hervorgegangen;  Gleichung  (4"')  ergiebt  u  und  fliesst  aus 
Gleichung  (4)  her  u.  s.  w.  Aber  y  hatte  in  Gleichung  (5)  seinen  quadratischen  Coeffi- 
cienten   \bh\  u  hatte  in  Gleichung  (4)  seinen  quadratischen  Coefficienten  [rfd]  u.  s.  w. 

Die  Eliminationsgleichungen  stammen  also  jede  von  der  Xormalgleichung 
her,  Tt'elche  die  zu  bestimmende  Unbekannte  mit  quadratischem  Coefficienten 
enthielt.     Es  scheint,  dass  diese  Anordnung  im  Allgemeinen  die  vorlheilhafteste  ist. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  aus  obigen  Eliminatiousgleichungen  die  Unbekannten 
successive  zu  bestimmen.     Man  lindot: 

y  =  [1,01677„] 

u  =  [0,97316„] 

X  =  [1,15276„] 

V  =  [0,75959  ] 

z  =  [1,41580,,]. 
Um  die  so  erhaltenen  Werthe  der  Unbekannten  zu  prüfen,  schlägt  man  gewöhn- 
lich den  Weg  ein,  das  beti'efEende  Normalgleichungssystem  noch  einmal  anders  aufzu- 
lösen. Kürzer  ist  es,  die  Werthe  der  Unbekannten  in  die  Normalgleichimgen  einzu- 
setzen und  zu  sehen,  ob  diese  letzteren  dann  erfüllt  sind.  Im  vorliegenden  Falle 
erhält  man  so : 


Gleichung 

.rmal 

(■  mal 

.rmal 

(/  mal 

y  mal 

Rechte 

Linke 

Coefficient 

Coefficient 

Coefficient 

Coefficient 

Coefficient 

Seite 

Seite  2 

(1) 

2,17099„ 

9,95104 

1,88743 

1,56603 

1,59249 

(2) 

0,60725„ 

1,46189 

1,06858 

1,20922„ 

1, 27827» 

(3) 

2,10047 

0,67541,. 

1,77891„ 

1,46030,1 

1, 48083« 

(4) 

2,00867 

0,99565 

1,63990« 

1,50450„ 

1,53222« 

(5) 

1,99152 

1,02109 

l,61682n 

1,48861,, 

1,58203« 

(1) 

— 148,2483 

+   0,8934 

+  68,7750 

-\-  36,8155 

-(-  39,1282 

—  2,63^6 

—  2,6362 

(2) 

—     4,0481 

-1-28,9660 

-(-11,7105 

— 16,1889 

— 18,9787 

-f  1,4611 

-f- 1,4608 

(3) 

-f  126,0286 

—  4,7360 

—  60,1050 

—  28,8600 

—  30,2571 

-i-  2,0696 

-j-  2,0705 

(4) 

\- 102,0163 

+   9,9003 

—  43,6420 

—  31,9521 

—  84,0583 

-i- 2,2649 

-I-  2,2642 

(5) 

-j-   98,0660 

+ 10,4976 

—  41,3827 

—  30,8043 

—  84,0431 

-1-2,3347 

-1-  2,3885 

Die  Uebereinstimmung  der  rechten  und  linken  Seiten  der  Normalgleichungen  muss 
als  eine  für  fünfstellige  Rechnung  genügende  bezeichnet  werden,  denn  wenn  man  z.  B. 
in  Gleichung  (1)  den  Numerus  —  148,2483  fünfstellig  bildet,  kann  man  natürlich  nicht 
erwarten,  dass  die  letzten  Stellen  sicher  sind. 

Das  Ausgangselementcnsystem,  bezogen  auf  die  Ekliptik  war  nun: 
J  =  1890.  Juli  8,601  360  M.  Z.  Berlin 
a  =  85»  42'  50",90 
Sl  =  14»  20'  31",60 
/  =  63»  18'  23",80 
logq  =  9,883  408  6. 

Aus  obigen  Werthen    von   .r,  y,  s,  u  und  r,  die  sich  ebenfalls  auf  die  Ekliptik  be- 
ziehen, ergiebt  sich,  unter  Berücksichtigung  der  Fehlereinheit  (Jogv  =  1,3715); 
logdT=  3,8689«  sin  id  Q>  =  2,1189« 

dloga  =  1,8578«  di  =  2,1590. 

dn  =  2,6883« 
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ZuuSohst  ist  rii  UoiiiiTkoii,  <la»»  noch  <lur  AiiorJuuiij»,  wio  diu  Bo>lingungiif;leichunßen 
auf^c8tollt  waren  (Opitolzor's  AuorJiiuii};),  JT  und  d  lo;/ q  imrl»  diircli  206'2(il,H  tu  divi- 
direii  hliid,  um   «iu  in   den  gewöhnlichen   Kinhcitcn  zu  orhiiiten. 

Dio  Vai'iatiuiiün  der  droi  loUtun  [S:ihnolen)cnto  «ind  in  "  ^o^^elien,  nur  mu«it  noch 
/  Q  von  sini  liefreil  werden  (i  ^^  63°  18' 23",80)-  Uio  für  diu  Uuliokannten  gefundenen 
Wertho  »iinl  noch  mit  der  Fohlureinhuit  {log  v  =  1,3715)  tu  niuUipliuireu.  ilan  erhillt 
-o  HchliuMÜch: 

dl  =  —  O^OSÖSO 

dlogq—  —  0,0003  ly  5 

d»  =  —  8'  7",9 

di  =  -f  2'  24",2 

da  =  —  2'  27",-2 

tloi  —  dn  —  d(l  =  —  b'  40' ,7. 

Dicso  Corroclioueu  hat  nuiii  also  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  an 
»higes  EleuieulensysCeni  anzubringen,  un>  dio  definitiven  Elemente  zu  erhalten.  Man 
|itlei;t  dann  gcwOhnlicii  noch  das  detinilive  Eiementensystetn  mit  den  Normalörteni  zu 
vorgleichen,  bildet  hierzu  im  Sinne  Beobachtung  (Noruialort)  minus  Rechnung  ^turosÖ 
und  z/d  und  siclit  durch  ISildung  von  2.' [(^  a  cos  d)^  -\-  (z/d_)"j  für  das  definitive  und 
das  ursprüngliche  Elomontensystem,  wieviel  man  durch  Anwendung  der  ^leihode  der 
kleinsten  Quadrate  gewonnen  hat. 

Um  sich  aber  auch  noch   eu  vergewissern,    dass    man    nicht    etwa    bei  Bildung  der 

Zuwächse  der  Elemente  aus  den  Unbekannten  der  Normalgleichunfen  x.  i/,  z  .  .     Fehler 

egangen  hat,    setzt  man  x,  y,  r  .  .  .  in  die  homogen  goniachteu  Bediugungsgloichungeu 

■  iu.     Die  liesidua   derselben    müssen    (bei  Berücksichtigung   der   Fchlereinheit)    mit  den 

■  lurch  directe  liechuuug  (Normalorl  minus  detinilivo  Elemente)  gefundenen  /Ja cos d  und 
-/O   ideiilisch  sein. 


Achte    A  b  t  h  e  i  1  u  n  g. 

Die  Berechnung  von  Doppelsternbahnen. 


H  u  11  d  e  r  t  u  n  d  e  1  f  t  e    Vorlesung. 
Einleitende  Bemerkungen. 

TJuter  den  zahlreichen  Entdeckuugeu  des  älteren  Herschel  hat  sich  keine  füi'  die 
Fixstei-nasti'onomie  so  epochemachend  erwiesen,  als  die  Entdeckung  der  Thatsache,  dass 
ausserordentlich  häufig  auch  selbstleuchteude  Körper,  wie  die  Fixsterne,  zu  zweien, 
dreien,  zuweilen  in  noch  grösserer  Anzahl  in  einem  einzigen  engeren  Systeme  vereinigt 
sind  und  sich  um  den  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  des  Systemes  bewegen.  Die 
Fortsetzung  der  Beobachtungen  nach  Herschel  hat  zu  der  Kenntniss  einer  sehr  beträcht- 
lichen Zahl  solcher  Systeme  mit  nachweisbarer  Bewegung  geführt;  bei  einer  Reihe  von 
Doppelsternen  ist  es  sogar  gelungen,  die  Gestalt  und  Lage  der  Bahn,  sowie  die  Umlaufs- 
zeit mit  einiger  Sicherheit  zu  ermitteln;  bei  einer  für  jetzt  allerdings  sehr  beschi'änkten 
Zahl  ist  nicht  ohne  Erfolg  der  Versuch  einer  Bestimmung  der  wahren  Dimension  der 
Bahn  im  Vergleiche  zu  den  Bahnen  unseres  eigenen  Sonnensystemes  und  der  daraus 
folgenden  Vergleichung  der  Masse  des  Sternpaares  mit  dem  der  Sonne  versucht  worden. 
Das  Material  für  solche  Untersuchungen  wächst,  wie  an  Umfang,  so  an  Interesse;  es 
sollen  daher  in  den  folgenden  Vorlesungen  die  wichtigsten  Vorschriften  zum  Ordnen 
und  zur'  Vorbereitung  der  durch  die  Beobachtungen  gelieferten  Data,  sowie  eine  der 
sichersten  Rechnungsmethodeu  entwickelt  werden. 

Ehe  wir  zeigen,  wie  die  aus  der  Lehre  von  der  Gravitation  verallgemeinerten 
Keppler'schen  Gesetze  auf  Doppelsterne  (für  die  drei-  imd  mehrfachen  Sterne  besitzen 
wir  noch  keine  sicheren  Methoden)  Anwendung  finden,  ist  es  nöthig,  zu  wissen,  in 
welcher  Form  das  Beobachtungsmaterial  gegeben  zu  werden  pflegt.  Es  kann  dies  in 
der  Weise  geschehen,  dass  man  den  Rectascensions-  und  den  Declinationsuntersohied 
der  beiden  Sterne  augiebt;  doch  ist  diese  Form  kaum  mehr  im  Gebrauche.  Die  jetzt 
übliche  Angabe  bestimmt  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Sterne  durch  Distanz  und 
Positionswinkel.  Die  Distanz  ist  der  die  beiden  Sterne  verbindende  Bogen  eines  grössten 
Kreises,  in  Secunden  ausgedrückt,  der  Positionswiukel  derjenige  Winkel,  welchen  dieser 
grösste  Kreis  mit  dem  durch  den  helleren  Stern  gelegten  Meridian  des  Himmels  macht. 
Die  Positionswinkel  pflegt  mau  durch  Ost,    Süd  und  West   nach  dem  nördlichen  Theile 
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<lf»  Muruliaii.s  /iirUok/.iixiUiU'ii.  .Mit  iiiuUTon  Worten,  lii'/.i-icliiu't  man  div  I)iffvrfiiz, 
Ucol:iHci'nitiuii  »leit  NcltonHUTnc«  —  KecUitti-onHion  tlo»  IlauiiUtcrncü  mit  Ja,  «It-n  ent- 
^|itci-li.M.|.!i    |)i'<-linuliun8unU-rtii-hu-<l   mit,  Jd,  «luii   I'oüilioniiwiuki-l   mit  ji.  h..  lii^/t  jj 

wioclion     0*  und  90",  wi-nii  Ja  positiv,  Jd  jwsitiv, 

9()»     „  180.  positiv,      „  nt'giitiv, 

ISO»      ,,  JTO  iioj^ativ,     »  «i'galiv, 

'270"     «  MO",  „          „     uf^^jativ,     „  positiv. 

l>i'/.i'iclini-t  man  die  Distanz.  <U>r  Storne,  in  Si-ciiiideu  ausgedrückt,  mit  g,  so  hat 
man    noch: 

.J  a  .  cos  d  ■=  g  sin  p 
J  d  ■=  p  cos  ;t, 

»onaoh  ;>icli  Icidil  ]>  und  y  iKTeciini-n  lassen,  wenn  einmal  die  Ueoliaelituni^en  in  amlerer 
als  der  gewülinliehen   Form  geyehen   sein   sollten. 

Bei  fernereu  Untei-suehungen  ist  es  auch  nöthii;,  zu  l>eachten,  dass  in  Folge  der 
Präeession  der  «lurcl»  den  Ilauplslei-u  gelegte  Meriilian  nicht  immer  derselbe  grösste 
Kreis  der  Sphäre  bleiUt,  d.  h.  ilass  durch  die  Präeession  eine  scheinhare  Veränderung 
des  Positionswinkels  (offenbar  nicht  auch  der  DisUtn/.)  hervorgebracht  wird.  Die  des- 
halb an  die  Positionswinkel,  um  diese  von  dem  fremdartigen  Einflüsse  zu  befreien, 
anzubringende  Correclion  tindel  sich  leicht  aus  der  Formel  für  die  jährliche  Präeession 
in   Dedination: 

Präeession   in   Dedination  =  ncosu, 

wobei  »I  für  unseren  Zweck  als  eine  Constante  angesehen  werden  kann.  Stellt  d  ^  d 
die  sehr  kleine  Grösse  vor,  um  welche  der  Dedinationsunterschied  der  beiden  Stenie 
verändert   «ird,  i/^i  «leii   Kiiitluss  der  Präeession,  so   wird: 

(/  z/  d  =  —  II  sin  a  ^  OL, 
oder,  da  Jd  ^=  g  cos  p,  il  ^  d  ^^  — gsinpdp: 

»I  sin  u       . 
dp  =  — : —  -^u. 

g  siiip 


!>:i   nun: 
s..   wird: 


dp  =  + 


g  sin  p 
cosd 

n  sin  u 
cosd 


Das  ist  also  iler  jäiirliclic  Zuwachs  des  Positionswinkels.  Will  man  umgekehrt  von  p 
zur  Zeil  der  ISi'obachiung  /  auf  «las  Jahr  /«  zurückgehen,  so  hat  man  diese  C'orrection 
mit  entgegengeselztem    Vorzeichen   anzubringen. 

Für  tlie  numerische  Hechnung  hat  man  hiernach  die  Kegel:  l'ni  Positionswinkel, 
welche  für  das  .lahr  I  gegeben  sind,  von  dem  Betrage  der  Präeession  zu  befreien  und 
auf  4las  Jahr  tg  zu   beziehen,  hat  man  die  Correction: 

—  2t  »",0548  sinu  sccö  {t  —  t„) 
auzutiringen.      Wir  bemerken   liiiT  noch  gleich,    da.ss    man    bei    <len   Positiunswinkdii    ilie 
Seeunden,  wenn  sie  überhauia  noch   berücksichtigt  werden,    in   Bruchtheile  von   Minuten 
imizusetzcn   pflegt. 
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H  u  u  d  e  r  t  u  n  d  z  w  ( )  1  f  t  e  Vorlesung. 
Fortsetzung'  der  einleitenden  Bemerkungen. 

Die  Lehre  von  der  Gravitation  zeiijt,  dass  zwei  sieh  gegenseitig  anziehende 
Massen  m  und  tu'  einen  Kegelschnitt,  speeiell,  wenn  derselbe  ein  in  sich  zurücklaufender 
ist,  eine  Ellipse  um  ihren  geuieinschafilicben  Sehwerpunkt  beschreiben.  Der  Schwer- 
punkt theilt  hiernach  die  Verbindungslinie  zwischen  den  beiden  Componenten  eines 
Sternpaai-es  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Massen;  der  scheinbare  Abstand  der 
Masse  ni  vom  Schwerpunkte  ist  daher  gleich: 


der  der  Masse  m'  gleich : 


m  -\-  m' 


Da  man  nun  aber  die  Massen  nicht  kennt,  der  Ort  des  Schwerpunktes  daher  nicht 
markii-t  ist  und  erst  auf  eine  besondere  Ai-t,  die  wir  später  besprechen  werden,  ermittelt 
werden  müsste,  so  betrachtet  man  den  helleren  Stern  als  ruhend  und  die  um  diesen  von 
dem  schwächeren  Sterne  (der  gleichwohl  an  Masse  der  stärkere  sein  kann)  beschiiebene 
Bahn  als  den  Gegenstand  der  Rechnung.  Die  letztere  Ellipse  ist  offenbar  der  um  den 
Schwerpunkt  beschiiebeuen  ähnlich. 

In  einzelnen  Fällen,  wie  z.  B.  bei  dem  Doppelsterue  y  Virginis,  sind  die  beiden 
Componenten  so  nahe  von  gleicher  Helligkeit,  dass  die  verschiedeneu  Beobachter  in  der 
Wahl  des  Hauptsternes  von  einander  abweichen,  wodurch  ein  Unterschied  von  180"  in 
den  entsprechenden  Beobachtungen  hervorgebracht  wird. 

Die  das  Auge  mit  dem  helleren  Sterne  verbindende  Gerade  nennt  man  den  Visions- 
radius. Die  im  Hauptsterne  an  die  Kugel  zu  legende  Berühruugsebene,  eine  Ebene 
also,  zu  welcher  der  Visionsradius  senkrecht  steht,  dient  als  Fundamentalebeue,  um  die 
Lage  der  Bahn  anzugeben,  ganz  ebenso,  wie  bei  den  Körpern  unseres  Sonnensystemes 
die  Ekliptik  gebraucht  wird.  Die  Zählung  der  Längen,  wie  z.  B.  der  Länge  des 
Knotens  ft,  geschieht  in  demselben  Sinne  und  von  demselben  XuUpuukte,  wie  für  die 
Positionswinkel.  3r  —  Q,  ist  «ieder  der  "Winkel,  welcher  in  der  Ebene  der  Bahn 
zwischen  Perihel  und  Knoten  liegt.  Die  Xeiguug  der  Bahn,  /,  ist  Xull,  weim  die  wirk- 
liche Bahn  mit  der  scheinbaren  Bahn,  d.  h.  mit  ihrer  Projection  auf  die  obige  Berühi-ungs- 
ebene  zusammenfällt;  die  scheinbare  Bahn  nennt  man  auch  die  Projectionsellipse.  Es 
ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  nicht  entschieden  werden  kann,  ob  der  Xebenstern  sich 
diesseits  oder  jenseits  der  Ebene  der  Projection  befindet,  und  es  fällt  daher  bei  den 
Doppelsternbahnen  der  L'nterschied  zwischen  aufsteigenden  und  niedersteigenden  Knoten 
ganz  weg. 

Es  ist  eine  ebenso  leicht  zu  erkennende  als  oft  benutzte  Eigenschaft  der  Projections- 
ellipse oder  scheinbai-en  Bahn,  dass  sich  die  in  ihr  von  dem  scheinbai'en  Radius  vector 
beschriebenen  Sectoreu  zu  einander  wie  die  in  der  wahren  Bahn,  demnach  ebenfalls  wie 
die  Zeiten,  verhalten.  Das  doppelte  Element  des  Sectors  der  scheinbaren  Bahn,  auszu- 
drücken durch: 

^     dt 
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Willi  almi  i-iiii'  1  uii«ii;iiili'  Hein  und  ilit'  Winkolyescliwindijrkeit  wiril  «It-ni  liiiaJniU-  iliT 
DiNtan/.  unijffkt'lirl  |ir«>|iortioii!il  «fiii.  IUescr  Satz  kuiiiinl  liluiti<^  mit  Krfoljj  zur  Au- 
wi-uiluni;,  wo  i'»  i*ifli  üaruiu  h.-tiiiiclt ,  ilou  NVertli  eiiiiT  DiKlan/.,  iUtuu  Muhmuiijl;  nich 
Soliwicrigkeilcii  fiilf;i;gi'iii;i'(*l«-lil  liulu-n,  :iuf  ri-clinenili-ni  Wcyu  zu  i-nnittelii. 

Dil-  Aiixalil  iliT  lifi  i'iiii'r  l)(>|>|iclKtfrii\>alin  zu  bt-sliuiuieiiili'n  KU-iiicnlc  liuUiufi  ^icll 
im  tiaiizi-u  auf  dii-bun,  nikmlicli  auf  <li«'  foli;t'mleii  Stüokf: 

«lio  milUtTo  Anoinalii-  der  E|iOflie -1/ 

die  iJinye  des   Knotens W 

die  Neiguni;  der  Hahn i 

der  Winkel  zwisclien   Perilicl  unil   Kimteii     .    .    .    .    n  —    v; 

die  Excentrioitilt r 

die  hall)e  grosse  Axe   in   Sefunden ti 

die  l'mlaufszeit ''. 

Die  rndaufszeit,  deren  Angalte  aueh  durch  die  der  milliurc-ii  Winkelhewegung 
iiNetzi  werden  kann,  Irill  hier  als  selbständiges  Element  auf,  da  die  Masse  »les  Systeines 
nicht  hekannt  ist.  Hei  liekannter  Masse  und  Parallaxe  //  des  Systemes  würde  die  durch 
lue  Gravitalionstheorie  erlangte  Verallgemeinerung  des  dritten  Keppler'schen  Gesetzes 
dir  millUre  jidirlichc   Hiwegung  /i  nach  der  Formel: 

363,26  k  \  m  +  m' 
a  »  coscc  11  '» 

auf  die  wir  >|i;iter  /.yirückkomnu'n   werden,  ergeben. 

Wir  ziehen  den  Schluss,  dass  zur  Hestimmung  der  sieben  obigen  Kiemente  einer 
l)i)|iiielstcrnbahn  sieben  von  einander  unabhängige  Data  erforderlich  sind.  Darunter 
muss  sich  aber  wenigstens  ein  Positionswinkel  befinden,  weil  die  Hestinimung  der  Lage 
und  Gestalt  der  Bahn  aus  lauter  Distanzen  offenbar  nicht  möglich  sein  würde;  des- 
gleichen muss  aber  auch  mindestens  eine  Distanz  gegeben  sein,  wenn  die  Dimension 
der  Hahn  bestimmt  werden  soll.  Im  Allgemeinen  ist  es  vortheilhaft,  Gestalt  und 
Ijige  der  Hahn  so  viel  als  möglich  nur  aus  Positionswinkelu  zu  berechnen,  da  die 
Heobachtungen  der  Dist:inz  an  grösserer  Unsicherheit  leiden');  z.  B.  können  meist  sechs 
Positionswinkel  zur  Bestimmung  von  Lage  und  Gestalt,  wonach  dann  zuletzt  die  Di- 
mension möglichst  gut  mit  einer  Distmz  oder  mit  der  Gesammthcit  der  Distanzen  in 
rebereinstimmung  zu  bringen  ist,  für  eine  zwecktnässige  Combination  gelten.  Zwei 
.Vnsnahmen  machen  sich  jedoch  in  dieser  Hinsicht  für  die  Praxis  bemerklich.  Ist  die 
beobachtete  Hahnbewegung  nicht  bedeutend  genug,  so  werden  die  zu  sechs  Epochen 
beobachteten  Positionswinkel,  weil  die  Epochen  einander  zu  nahe  rücken,  in  praktischer 
Beziehung  nicht  mehr  für  ganz  unabhängig  gelten  dürfen;  man  muss  dann  von  Distanzen 
Gebrauch  machen,  um  grössere  Zeitintervalle  zu  bekommen.  Eine  andere  Ausnahme 
zeiijt  sich,  wenn  i  nahe  gleich  OO"  wird;  in  diesem  Grenzfalle  hat  ja  offenbar  der 
Positionswinkel  nur  zwei  von  einander  verschiedene  Werthe,  W  und  180"  -|-  _Q,  die  in 
der  Zeit,  in  welcher  der  Nebonstern  oder  die  Duiilicitüt  verschwindet,  in  einem  grossen 
Sprunge  in  einander  übergehen  (wie  z.  B.  nahe  bei  «  C'entauri  der  Fall  ist).  Durch 
diese  beiden  Positionswinkel  werden  (l  und  i  gegeben;  es  bleiben  dann  aber  noch  fünf 
Elemente  übrig,  welche  in  dem  strengen  (nenzfalle  n\ir  durch  ebenso  viele  Distanzen 
bestimmt  wenlen  können.      Bei    einer    blossen  Annäherung    an    den  Grenzfall    wird    man 


')  SBvary'ti  Mt-tliodc  (xieho  die  ('unnaissanoo  des  teiiips  vom  .Jahre  l.-vJtl)  nnci  Kiicko's  Me- 
thode (»ielii!  da»  Herliiu-r  .lahrhuch  für  1<S3U)  xind  trotz  aller  ihrer  P"li»)riiiz  doch  dcalinlli  woniif  zur 
AnweiidunK  gokomnien,  weil  sie  vier  I)i!itanzon  nl»  pi'ifcbon  lietmcliton. 

94' 
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wenigstens  wohl  daran  thuu,  mehr  als  eine  Distanz  zu  gebrauchen,  d.  h.  die  Distanzen 
nicht  lediglich  zur  Bestimmung  der  Dimension  zu  verwenden. 

Doppelsternmessungen  sind  begreiflicher  Weise,  trotzdem  mau  zu  denselben  nur 
die  stäi-ksten  Vergrösserungen  und  besten  Hülfsmittel  verwendet,  dennoch  wegen  der 
ausserordentlichen  Kleinheit  der  Beobachtungsgrössen  verhältuissmässig  weit  beträcht- 
licheren Fehlern  unterworfen,  als  die  meisten  anderen  Messungen.  Während  z.  B.  eine 
beobachtete  Rectascension  oder  auch  Länge  fast  immer  bis  auf  wenige  Secunden  zu 
xerbürgeii  steht,  ist  bei  einem  engen  Sternpaare  der  Positionswinkel  aus  einem  kürzeren 
Satze  von  Messungen  häutig  kaum  auf  einen  ganzen  Grad  sicher;  etwas  ungünstiger 
noch  verhalten  sich  die  Distanzen,  da  deren  Bestimmung  durch  ganz  besondere  Fehler- 
quellen, wie  persönliche  Unterschiede  der  Beobachter,  in  höherem  Grade,  als  die  der 
Positionswinkel,  beeinflusst  wird.  Es  ergiebt  sich  aus  dem  eben  Gesagten  die  Noth- 
wendigkeit,  bei  Untersuchungen  von  Doppelsternbahuen  vorwiegend  Normalörter  zu 
gebrauchen,  wie  sich  solche  auf  bekannte  Weise  bilden  lassen.  Wir  nehmen  weiter 
unten  stillschweigend  an,  dass  das  ganze  Beobachtungsmaterial  in  die  gerade  hinreichende 
Anzahl  von  Norraaldaten  zusammengezogen  sei,  z.  B.  in  sechs  Positiouswinkel  und  eine 
Distanz. 

Für  das  Ordnen  des  Materiales  der  gemesseneu  Positionswiukel  hat  Sir  John 
Herschel  ein  graphisches  Verfahren  in  Aufnahme  gebracht,  welches  überall  als  eine 
sehr  nützliche  Vorarbeit  zu  statten  kommt,  auch  wenn  man  bei  der  darauf  folgenden 
Bahnbestimmung  sich  einer  anderen  als  der  beiden  Herschel'schen  Methoden  bedienen 
wilU).  Das  Verfahren  besteht  darin,  dass  auf  einer  Geraden  die  Zeiten  als  Abscissen, 
die  Positionswinkel,  welche  dazu  gehören ,  als  Ordinateu  aufgetragen  werden ;  zwischen 
den  so  erhaltenen  Punkten  wird  darauf  möglichst  stetig  eine  Curve  hiudurchgeführt,  um 
so  die  unvermeidlichen  Sprünge  und  Unregelmässigkeiten  der  Messung  des  Positious- 
winkels  auszugleichen. 

Die  Berührungslinie  an  einem  Punkte  dieser  Curve  giebt  dann  durch  die  Tangeute 

(l  p 
des    von    ihr    mit    der   Abscissenaxe    gebildeten  Winkels    den    Werth    von  ~   oder   der 

'='  dt 

scheinbaren  Winkelgeschwindigkeit  für  diesen  Punkt  der  Bahu.  Es  wird  durch  dies 
Verfahren  also  auch  das  Verhältniss  der  Distanzen  und  der  Gestalt  der  scheinbaren 
Bahn  bekannt.  Ueber  die  Art ,  wie  aus  letzterer  dann  die  Elemente  der  wahren  Bahn 
bestimmt  werden,  muss  hier  auf  die  in  der  Note  citirten  Abhandlungen  von  Sir  John 
Herschel  verwiesen  werden. 

Das  eben  erwähnte  graphische  Verfahren  lässt  oft,  besonders  aber  bei  solchen 
Systemen,  wo  der  Nebeustern  durch  Jahre  hindurch  wegen  grosser  Annäherung  an  den 
llauptstern  unsichtbar  wii'd  (beispielsweise  bei  a  Leonis,  d  Cygni,  y  Coronae)  der  Willkür 
im  Ziehen  der  Curve  einen  beträchtlichen  Spielraum.  Es  ist  daher  sehr  wünschenswerth, 
leicht  prüfen  zu  können,  ob  die  aus  den  Winkelgeschwindigkeiten  geschlossenen  rela- 
tiven Distanzen,  zu  ihren  Positionswinkeln  um  einen  Punkt  herum  aufgetragen,  auch 
wirklich  nahe  in  einer  Ellipse  oder  auf  einem  elliptischen  Bogen  liegen.  In  der  Praxis 
der  Doppelsternbahnberechuuugen  kommen  Ellipsen  von  fast  jedem  möglichen  Axen- 
verhältuisse  mit  ziemlich  gleicher  Häufigkeit  vor,  darunter  auch  solche,  welche  mit  den 
meisten  der  üblichen  Eilipsographen  unbequem  zu  zeichnen  sein  wüi'deu.  Es  mag  des- 
halb hier  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  der  zum  Copiren  von  Zeiehnimgen 
im  verjüngten  Maassstabe  im  Gebrauche  beßndliche  Storchschnabel  als  bequemes  Hülfs- 


M  HerscbeTs  erste  Methode  fiudet  man  in  den  „Memoirs  of  the  Royal  Astvunoiiiical  Society". 
Vol.  5,  die  zweite  in  Vol.  18  desselben  Werkes. 
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Fig.  G3. 


I 


mittel  T.\\m  Zeiihnoii    von  Kllipucu  gora<lü    für   uii«ertMi  Zwft-k   Anwcn.lunj;;    finden    kann. 
Dio   Fij;.  (53  »kitzirt  oiuuu  Slorchsühniiliul  von  <Kt  l.fkauuUMi   Form  mit  CiuerloUlu. 

In  A  bflinJut  hioli  der  lk•felltil,'u^^'H^llift,  in  D  der  Handolift,  mit  welchum  man  in 
.leni  iTc\v..linliohin  t;ol.i!iuolic  dio  Liiiiin  dir  Orii;inal/A'irliiiung  vt-rfolgl;  G  i«l  dor 
topimtifi,  wi'Ubur  dio  Zeidinimi,'  in  di-m  YiTliällnisbo  von  JiC.Iil)  oder  XT  :  Ali 
virjüii;,'!  wicdcriiioliL,  voran* j,'080Ut,  dass  auch  TO  i'Ft  in  dorn  näujliclien  Verhällni»*o 
«uliiii.      W  ird    iUt   C"opir«lifl    in    i'in«!m    andcron   l'unklo    der  QuerlciBte  befesiigi,    z.  B. 

in  H,  so  hört  die  Aelmlichkeil  der  Zeiclmiin;;in  auf, 
in  der  Weine,  das«,  w:iliren<l  man  mit  dem  Ilandstifto 
in  D  eine  gerade  Linie  oder  einen  Kreis  beschreibt,  vom 
Copirsiifte  in  //  eine  an<lero  Curvo  besohriebea  wird. 
Für  uns  genügt  es,  den  Haiulütift  eine  durch  den 
l'unkt  A  gehende  gerade  Linie  beschreiben  r.n  lassen; 
die  von  II  gezogene  Curve  ist  dann  eine  von  der 
grossen  Axe  begrenzte  Kllipseiihiilfte.  Der  Mittelpunkt 
der  Ellipse  liegt  in  A,  die  Hichtung  der  grossen  Axe 
fällt  mit  der  durch  A  gehenden  Goraden  zusammen; 
man  überzeugt  sich  durch  eine  leichte  Entwickelung, 
dass  dio  halbe  grosse  Ave  der  Ellipse  gleich: 

AF  -\-  Fli    oder     2 £1^  +  GH, 
die  halbe  kleine  Axe  gleich: 

GU 
wird.     Setzt  man  nämlich: 

2iGAF=  2iAGF  =  2iHGT)  =  K 

ÄF=FG  =  BC  =  m,     GÜ  z=  n, 
80  wird: 

X  =:  (2  »I  -j-  n)  f**»"  "^     y  =^  "  »'"  «> 
also: 

f* +  ^  =  1. 

Man  orkennt  auf  diese  Weise  leicht,  ob  die  durch  das  obige  graphische  Verfahren  ab- 
geleiteten Winkelgeschwindigkeiten  mit  einer  Ellipse  sich  vertragen,  oder  ob  man  daran 
abändern  niuss.  Dadurch  wird  die  erwäimte  Willküi-  schon  sehr  beschränkt;  sie  wird 
es  noch  mehr,  wenn  man  mit  einem  Planiiueter  (am  besten  mit  dem  Hanseu'schcu) 
prüft,  ob  nicht  bloss  (was  durch  die  Ilcrleitungsart  der  Distauzon  verbürgt  wird)  einige 
Sectoren  der  Ellipse,  sondern  überhaupt  irgend  zwei  Sectoren  im  Verhältnisse  der  ent- 
sprechcnilen  Zeitintervalle  stehen.  I).i8s  Letzteres  erfüllt,  würde  nämlich  durch  jenes 
graphische  Verfahren  besonders  in  dem  Falle  nicht  hinreichend  gesichert  erscheinen,  wo 
in  der   Heobachlungsreihe  grosse   Lücken  vorkommen. 

Das  eben  beschriebene  grai>hische  Verfahren  verhilft  nicht  bloss  zu  einem  l'r- 
theile  darüber,  ob  das  Material  für  eine  Bahnberechnung  schon  hinreichend  ist  (wozu, 
im  tlegensatze  zu  den  Fianoton-  oder  Kometenbahnberechnungen,  ein  beträchtlicher 
Theil  der  ganzen  Bahn  «lurchlaufen  sein  muss),  sondern  auch  ausserdem,  wenn  die 
Versuche  wirklich  eiue  bestimmte  Lösung  in  Aussicht  stellen,  zu  der  Kenntuiss  an- 
genäherter Wertho  von  gewissen  Grössen,  die  nachher  auf  rechnerischem  Wege  in  aller 
Schärfe  zu  bestimmen  sind.  Was  uns  die  genannten  Versuche  iii  der  Beziehung  leisten, 
soll  in  nächster  Vorlesung  gezeigt  werden. 


und 
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Hundertunddreizehnte   Vorlesung. 

Leichte  Herleitung  verschiedener  Elemente  der  wahren  Bahn  ans  der 
Projectionsellipse  oder  Theilen  derselben. 

Da  die  Bestimmung  der  Dimension  der  Bahn  ganz  von  der  der  übrigen  Elemente 
getrennt  werden  kann ,  indem  man  nachher  au  die  Distanzen  so  gut  als  möglich  an- 
schliesst,  so  können  wir  von  derselben  vorläufig  ganz  absehen  und  uns  nur  mit  den 
sechs  dann  noch  übrig  bleibenden  Elementen  der  Doppelsternbahn :  Q,,  i,  n  —  ft,  itf^,  fi,  e 
befassen').  Wie  sich  zeigen  wird,  lassen  sich  aus  den  Bedingungsgleichungeu  für  die 
Darstellung  der  Beobachtungen  auf  sehr  einfache  Art  die  drei  Elemente  ft,  /,  n  —  ß, 
eliminiren,  so  dass  dann  Gleichungen,  welche  implicite  die  Unbekannten  Jf,,,  fi  imd  e 
enthalten,  zum  Vorschein  kommen.  Nach  der  Xatur  der  Aufgabe  sind  die  Gleichungen 
transcendent,  daher  nur  durch  Versuche  aufzulösen;  es  ist  also  vor  Allem  wünschens- 
werth,  Annäherungen  gerade  für  diese  Elemente  zu  kennen. 

Zuweilen  ist  durch  eine  Wiederkehr  zu  demselben  Positionswinkel  die  Umlaufs- 
zeit, demnach  auch  fi  gegeben,  oder  es  kommen  (wie  bei  r\  Coronae  borealis)  nur  zwei 
verschiedene  Werthe  der  Umlaufszeit  in  Betracht.  In  anderen  Fällen  findet  sich  in  der 
Beobachtungsreihe  ein  Periliel  und  ein  Aphel;  da  diese  beiden  Epochen  auf  dem  gleich 
zu  zeigenden  Wege  erkannt  werden  können,  so  ist  auch  bei  solcher  Gelegenheit  (t  ge- 
geben. Bei  weniger  umfassender  Beobachtungsreihe  ist  man ,  um  eine  Annäherung  für 
a  zu  haben,  darauf  angewiesen,  den  in  derselben  enthaltenen  Sector  der  Projections- 
ellipse mit  der  Fläche  der  ganzen  Ellipse  zu  vergleichen. 

Zur  Herleitung  von  JLfo,  der  mittleren  Anomalie  einer  bestimmten  Epoche  aus  der 
Projectionsellipse,  können  folgende  Bemerkungen  dienen.  Offenbar  sind  die  Projectionen 
dreier  in  gerader  Linie  liegender  Punkte  auf  einer  Ebene  wiederum  in  ger§der  Linie. 
Da  nun  der  Mittelpunkt  der  wahren  Ellipse,  die  Brennpmikte  und  das  Perihel  oder 
Aphel  alle  auf  einer  Geraden  liegen,  so  findet  dasselbe  auch  in  Beziehung  auf  den 
Mittelpunkt  der  scheinbaren  Ellipse,  den  Ort  des  Hauptstemes  imd  den  dem  Perihel 
oder  Aphel  entsprechenden  Orte  des  Nebensternes  statt,  d.  h.  man  erhält  den  Ort  des 
Perihels  und  des  Aphels  in  der  scheinbaren  Bahn,  wenn  man  den  ^littelpimkt  der 
Projectionsellipse  mit  dem  Orte  des  Hauptstemes  dm-ch  eine  gerade  Linie  verbindet 
-und  diese  zu  beiden  Seiten  bis  zur  Peripherie  der  Projectionsellipse  verlängert.  Der 
dem  Hauptsterne  näher  gelegene  Durchschnitt  ist  die  Protection  des  Perihels,  der  ent- 
ferntere die  des  Aphels.  Die  Beobachtungszeit,  welche  zu  den  Positionswinkeln  der 
Durchschnitte  gehört,  ist  die  des  Peiihels,  beziehungsweise  des  Aphels. 

Man  kann  nun  gleich  noch  weiter  bemerken,  dass  bei  der  in  Rede  stehenden  Art 
von  Projection  noch  ausserdem  die  Abschnitte  einer  projicüten  Geraden  in  demselbeu 
Verhältnisse  bleiben,  d.  h.  auf  den  gegenwärtigen  Fall  angewendet,  dass  das  Stück 
gerader  Linie  zwischen  Mittelpunkt  und  Brennpunkt  der  wahren  Ellipse  zu  der  halben 
grossen  Axe  derselben  in  dem  nämlichen  Verhältnisse  steht,  me  das  Stück  zwischen 
Mittelpunkt   und   Hauptsteru   in    der   Projectionsellipse   zu   der   eben   besprochenen    Pro- 


'l  Es  mag  hier  die  nachträgliche  Bemerkung  Platz  finden,  dass  man  der  mittleren  Bewegung  u 
das  negative  Vorzeichen  zu  geben  pflegt,  wenn  die  Positionswinkel  mit  wachsender  Zeit  abnehmen; 
man  erspart  sich  damit  eine  weitere  Angabe  über  den  Sinn  der  Bewegung. 
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jtH-tion  liiT  hiilbon    groMon   Axo.     I>ic  KxcontricitÄt  f    der    wahrLii  Huhn    int    niRO    glt-ioli 
ilfiii  Vcrliillliiiiuto: 

AUsUiiil  den  llauiititUriKH  vniii  MiUelpuiikto  der  ProjV-ilionsillipse  ni  dem 
in  der  Kichlung  «liiHcs  Almlande«  yenommeneu  iliilbiue»8er  der  «clieiiilmreu 
Klli|)8ü. 

Durch  liie  iijlniliiho  Hetraohtiini;«wei«e  kann  man  aiicli  diigtiii-^en  um  iHlt"  vor- 
»ohieduiiuu  ronilionswinktl  erniiltehi,  welche  »leu  walireu  Anomalien  v  ■:—  —  UU"  und 
V  -^r  -\-  90"  entfipreehon;  man  braucht  «u  dem  Zwicke  nur  zu  ermitteln,  in  welcher 
Richtung  eine  Sehne  der  Bcheinbureu  Ellii'so,  durch  den  llaupUsloru  gelegt,  von  diesem 
halbirt  wird;  die  dieser  Uichtung  entNprcchenden  Posilionswinkcl  sind  die  gesuchten. 

Wenn  tlas  Material  überhaupt  /u  einer  Babnbebtimmung  reif  iüt,  so  wird  man, 
seltene  FUllo  ausgenomnun,  auf  die  eine  oder  andere  der  vorelehend  besohriebenen 
Arten  zu  einer  angenäherten  Kenntnis»  von  jl/,,  ft  uiid  c,  mindestens  von  einer  dieser 
Grössen  -gelangen.  Nur  bei  Sternpaareu ,  die  fortwährend  den  Messungen  grosse 
Schwierigkeiten  darbieten,  bei  denen  daher  in  keinem  Theilc  der  Bahn  ein  einiger- 
raaassen  zuj^ammeuhängendes  Material  vorliegt  und  sich  wegen  der  Grösse  der  Intervalle 
auch  die  llerkituug  der  Winkelgeschwindigkeiten  erschwert,  ist  man  genüthigt,  J/q,  fi 
und  e  selbst  ganz  aus  dem  Uoheu  heraus  durch  liechnuug  zu  finden;  doch  wird  auch 
dann  die  liestimmung  durch  bekannte  Ilülfsmittel  sehr  erleichtert. 

Obgleich  die  im  Vorigen  angestellten  Betrachtungen  für  unsere  Zwecke  aus- 
reichen, so  mag  hier  doch  noch  gezeigt  werden,  wie  auch  ü  und  i,  überhaupt  die 
wahre  Ellipse  durch  ein  graphisches  Verfahren  aus  der  scheinbaren  Ellipse  conslruirt 
werden  kann.  Es  ist  klai-,  dass  durch  die  Projection  nm-  ein  einziger  Diameter  der 
wahren  Ellipse  keine  Verkürzung  erleidet,  derjenige  nämlich,  welcher  der  Linie  des  ft 
parallel  ist,  welchen  man  aus  der  scheinbaien  diidurch  graphisch  herleiten  kann,  dass 
man  von  den  Tunkten  der  letzteren  auf  den  Dianioter  Pei-pcndikel  fällt  und  diese  dann 
im  Verhältnisse  von  cos\  zur  Einheil  vergrössert;  der  so  erhaltene,  auf  demselben 
rerjienilikel  gelegene  Punkt  der  wahren  Ellipse  ist  offenbar  dann  derjenige,  von  welchem 
der  Punkt  der  scheinbaren  Ellipse  die  Projeclion  ist  Der  Winkel,  welcher  am  t'entrum 
der  Ellipse  von  dem  liadius  des  so  constiuirten  Punktes  mit  jenem  Diameter  gebihlet 
wird,  ist  demjenigen  gleich,  welcher  von  demselben  ceutrischen  Itadius  in  der  wahren 
Bahn  mit  der  Linie  des  £h  gebildet  wird.  Um  aber  die  beschriebene  Construction 
wirklich  ausführen  zu  können,  muss  man  die  Kuotenliuie  und  i  zuvor  kenneu,  wozu  die 
vorhergehenden  Betrachtungen  selbst  das  Mittel  geben.  Denn  aus  denselben  geht  her- 
vor, dass  man  durch  Vergiösserung  des  Perpendikels  für  den  einen  Endpunkt  der  con- 
jugirteu  jVxe  '2  a  einen  Endpunkt  der  grossen  Axe  2  a  erhalten  muss,  ebenso  durch 
Vergrösserung  de»  Pei-peudikels  für  einen  Endpunkt  der  conjugirteu  Axe  2 /J  einen 
Endpunkt  der  kleineu  Axe  1h.  N'enueu  wir  demnach  A  den  Posilionswinkel  zur  Zeit 
des  Perihels,  der  der  Axe  2  a  zukommt,  ferner  B  denjenigen  der  conjugirlen  ^Vxe  2 /i, 
so  haben   wir: 

a'«>s(/l  —  ft)«  -f  «"sin(^  —  ft)«  sfci«  =  a' (1) 

fi^cos{B  —  ft)'  -f  /S'sm(JB  —  fl,)»  scci^  =  \P (2) 

Nun  ist  aber  a'  -{-  t*  das  Quadrat  der  Sehne,  welche  in  der  wahren  Ellipse  die 
Endpunkte  von  grosser  und  kleiner  Axe  verbindet.  Die  vorhergehenden  Belrachuingen 
liefern  für  dieses  Quadrat  aber  noch  den  Ausdruck: 

|«cos(.4  —  i-Ö  —  ^cus{B  —  fl))«  +  srci-i  |«stri(.-l  —  ft)  —  ^sin(B  —  a))«, 

Welcher  in  Verbindung  mit  obigen  Gleichungen  die  bemerkeuswerthe  Relation : 


(4) 
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cos  {A  —  Q,)  cos  (£  —  ß)  +  sec7-2  sin  (Ä  —  Q>)  sin  (B  —  Q,)  =  0   .     .     (3) 
ergiebt. 

Dividiit  man  die  Gleichung  (1)  und  (2)  und  sulastituLi-t  für  sec  P  seinen  aus  (3) 
folgenden  Werlh: 

secP  —  —  cvtg{Ä  —  Sl)  cotg  {B  —  Sl), 
so  erhält  man: 

b^w"    _   sm{B  —  Q,)  cosjB  —  Sl) 

a^ ^2   —   sin{A  —  Q>)  cos{A  —  Sl) 
sin(A  —  5l)cos{B—Sl)  —  cus{A— ^)sw{B— Q>)  _  _  sin 2  (B~Q>) 
coslA—Sl)siniB—Q,)  —  sinlA—9>)coslB  —  Q^  ~        sm2(i— fi,) 

Auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  ist  nun  Alles  bekannt,  da  ja  die  Werlhe 
von  — -  =  1  —  e^  =  cos  (p\  ebenso  wie  die  von  a  und  ß  der  Projectionseilipse  ent- 
nommen werden  können.  Da  in  dieser  Gleichung  2  Sl  die  Unbekannte  ist,  so  würde 
man  in  Beziehung  auf  ft  selbst  zwischen  \'ier  Quadranten  zu  wählen  haben,  wenn  nicht 
eben  noch  verlangt  werden  müsste,  dass  cosi^,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden  das 
Product : 

fg  (A  —  ß)  fg  (ß  —  B) 

positiv  und  kleiner  als  die  Einheit  werde.  Nach  Berücksichtigung  dieses  Umstandes 
bleibt  nur  noch  die  Wahl  zwischen  zwei  um  180»  verschiedenen  Werthen  von  Sl  übrig, 
in  Uebereinstimmung  mit  der  früher  gemachten  Bemerkung,  dass  bei  einer  Doppelstern- 
bahn aufsteigender  und  niedersteigender  EJioten  nicht  von  einander  imterschieden 
werden  können. 

Will  man  die  Gleichung  (4)  durch  Rechnung  auflösen,  so  setzt  man: 

ha 

rß  =  '^^' 

was  immer  bei  reeller  Lösung  erlaubt;  man  hat  dann: 

1  +  igt'    _  sin2{A  —  Sl)  —  sin2{B  —  ft) 
\  —  igi^    ~   sin2{A  —  ft)  +  sin 2  {B  —  Sl)' 

d.  h.: 

cos2t  =  cotg  (A  —  B)  fg  (A  +  B  —  2  Q) (5) 

Wenn  mau  dagegen  die  Gleichung  (4)  durch  Constructiou  auflösen  will,  so  zieht 
man  aus  dem  Centrum  der  Projectionseilipse  zwei  Geraden,  den  Positionswinkeln  oder 
Richtungen  2B  und  2A  entsprechend,  und  dieseu  parallel  zwei  andere  Geraden,  deren 
Abstände  von  jenen  sich  beziehungsweise  wie  l^u^ia^ß'^  verhallen;  die  den  Schnitt- 
punkt der  letzteren  und  den  Älittelpunkt  der  Projectionseilipse  verbindende  Gerade  hat, 
wie  leicht  zu  erkennen ,  die  Richtung  oder  den  Positionswinkel  2  ß.  Um  auch  die 
Neigung  i  der  wahren  Bahn  gegen  die  Ebene  der  Projectionseilipse  durch  C!onstruction 
zu  finden,  bemerke  man,  dass  nach  den  obigen  Eutwickeluugeu  cos  i  die  mittlere  Propor- 
tionale zwischen: 

tg  (A  —  Sl)     und     tg  {Sl  —  -B), 

wonach  sich  dann  die  fratjliche  Construction  ohne  Weiteres  ei-'äelit. 
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\ll\\r||illlIILr    <l''^    -iJlpIii-xJii'li    \  <■!  r.llirt'li^    ;|lll'    die    l'i,i||||     \u||    ..-    I.rolliv. 

V\  ir  wollni  \t'iüiiflicii ,  ilif  f«>lL;i'iiilcii  lifuliai'litctcii  l'nMtioiü^u  iiikol  iiml  I  )i>.laii/.('ii 
lU-s  cliciiMo  Hi-liwicrigL-ii  aU  inU>roHs:iiiU'ii  I)o|>|ii-lst<jriic.s  10  Lcuiiis,  (K-h8oii  Ort  am  IliiiiiiK-l 
fiir  tlk'  K|iorho  1800  für  iinseri-n  Zwi-ck  aiigciiüliert  j^ciui;;  «liircli  diu  lieoUiHcciiHion 
:>'■  'iO'",'.!  iiikI  ilie  Dei-Iinatioii  -{-  !•"  40'  jjojjebcn  winl,  an  eiiii;  ilcii  vcrallguiia-inortcii 
K  ('|>|ilcr'Nclifn  Gi-setzeii  guiiiäss  tliirchlaiifi'iio  lia\\n  aii/.iiüchlie^scn  : 


K|i(iclic 

riiMitiKiiüuilik)-! 

llUtUD/ 

Üoiiliiiclilrr 

1 7Sl>,87 

IIO» 

54' 



KlTS.lul    I. 

l,su4.(»'.t 

130» 

53' 



^ 

1^2.Vil 

153» 

5(J' 

0",!t7ii 

W.  Striivo 

32,25 

1(13» 

24' 

0",515 

„ 

33,29 

172" 

48' 

0",447 

_ 

43,408 

280" 

ir 

0",350 

Mäilh-r 

r.6,153 

35«" 

30' 

0",333 

S  u  c  c  h  i 

5«,l(i7 

350" 

12' 

0",36 

n 

5tl,18(i 

4" 

10' 

0",40 

n 

5(j,38() 

357» 

311' 

0",45 

r> 

.'.G,42ö 

0" 

5'J' 

0",358 

Mä.ller 

.-.7,342 

2" 

41' 

0",35 

Secclii 

.'>7,3"8 

5" 

45' 

0",35 

71 

58,323 

0" 

47' 

— 

n 

58,3(17 

357» 

18' 

— 

„ 

58,37ü 

2» 

42' 

— 

„ 

(!(J,300 

32" 

54' 

o",3 

_ 

117,310 

3:)" 

45' 

0",57 

Eiigcliiiaiiii. 

Die    jälirliclii-   rriu-efisimi    im   l*ositioiis\viiik(.'l,    zu    hcrocliiieii    nach    der    früher    eiil- 
w  ickelteii   Foriiu-l : 

ilii  =  T-    =    0,34  siiitt  seco 

cos  0 

lii'iragl  für  o)   Leoiiis :  0',22. 

Auf  die  Kpoche  oder,   wir  man   aiuli   sa'_'l.  ileii  Meridian  mhi   1850   rediieirl,   wenleii 
die  obigen   Positinnswinkel: 


1782,87 

111" 

;i' 

1804,09 

131» 

3' 

25,21 

154« 

1' 

32,25 

163» 

28' 

33,29 

172» 

52' 

43,408 

280» 

12' 

56,153 

356» 

29' 

5(i,lG7 

359" 

11' 

5(i,18(; 

4" 

9' 

,  Thcorotiicho  Aalmnomi» 


5li,3s6 

357" 

38' 

56,425 

0» 

58' 

57,342 

00 

39' 

57,37.s 

5" 

43' 

58,323 

0" 

45' 

58,367 

357" 

16' 

58,370 

2" 

40' 

66,300 

32" 

50' 

67,346 

33" 

41' 

!»5 

IM 
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Diese  Positionswiiikel  wurden  iu  der  uacbfolgeuden  Zeichnung  (Fig.  64)  iu  dev 
Art  eingetragen,  dass  die  Richtung  von  dem  unteren  nach  dem  oberen  Ende  des  Blattes 
dem  Positionswinkel  O«  entspricht;  über  die  denselben  zugehörigen  Distanzen  wurden, 
wie  in  Vorlesung  112  beschrieben,  unter  vorzugsweiser  Berücksichtigung  der  Winkel- 
geschwindigkeiten Ver- 
suche gemacht,  welche 
mit  einem  ziemlichen 
Grade  von  Sicherheit 
(d.  h.  ohne  Ellipsen 
von  sehr  abweichender 
Form  zuzulassen)  die 
Projectionsellipse  der 
Fig.  64  ergaben.  Es 
war  nun  zunächst  deren 
Ceutruni  mit  dem  Orte 
des  Ilauptsterues  zu 
verbinden,  um  A  oder 
den  Positionswiukel  zur 
Zeit  des  wahren  Peri- 
hels  zu  ermitteln.  Es 
findet  sich: 

A  =  286",4. 
Aus  der  dazu  ge- 
höi'igeu  Distanz,  welche 
zugleich  die  halbe  con- 
jugirte  Axe  «  vorstellt, 
macht  man  eine  Schä- 
tzung der  Gesciiwindig- 
keit  der.Veuderung  des 
Positionswinkels  in  die- 
sem Punkte  der  Bahn. 
Diese  Geschwindigkeit 
zu  17"  angenommen, 
wird,  da  der  Positionswiukel  für  1843,408  gleich  280»,'2  gefunden  wurde,  die  Epoche 
des  wahren  Perihels  gleich  auf: 

184.^64 

fallen.     Für  die  Exceutricität  c  erhält  man   die  Annäherung: 

,'  =  0,62 

auf  beseliriebene  Weise    aus   der  Zeichnung,   desgleichen    den   Werth    des  Verhältnisses: 

fcä       «2 

—  •  — -  ^  0,.>lo. 

a-      li- 

Zieht  man  diesem  gemäss  in  den  Abständen  0,515  und  1  beziehungsweise  pai-allel 
den  Diametern  der  Richtungen  2  J5  und  2^4  die  in  der  Zeichnung  punktirten  Geraden, 
so  hat  die  den  Durchschnitt  derselben  mit  dem  Centrum  der  Ellipse  verbindende  Gerade 
den  Positionswiukel  2  ft,  hier  gleich  321'',0.  Cosi  oder  das  geometrische  Mittel  zwischen 
tg  (Si  —  A)  und  tg  {B  —  ft)  ergiebt  sich  gleich  0,61,  d.  h.  i  =  52''  25'.  Den  Ab- 
stand des  Perihels  vom  Knoten  in  der  Ebene  der  wahren  Bahn  findet  man  sodann  aus 
der  Gleichuni;: 
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ttj  {A  —   U)  =  cos  i  Uj  {71  —  Q) 
(iiliT  mit   KliniiiiatioM   von  co»' i  durch  das  Vorhcrgvhviulu: 

tq  (A  —   Q.) 

V*  j^ilt  liiiT  ilif  vi>ii  ili'ii  riikiR'U'iilialiiiuii  her  uns  lickamilf  IJcycl,  <l;i»iK  it  —  i>.  und 
.1  —  y>  in  dcniHcIlivn  (.juatlnuiti-n  lii'i;un  iniisHuu.  Diu  Aiiwuiidung  auf  vorliefrendcii 
Kali   irgiflit: 

jr  _   u    --   li;i",4'). 

Hfi  iltT  ISi-Mlinuniiiig  «k-r  iiallioii  grossi-n  Axen  in  Boifeusccunden  niuss  man  «ich 
iiafii  /.uvfrlä>sit;fn  Mi-ssuniron  diT  l)i>tan/.  uniHehen;  in  der  Kfi;t'l  wird  ilas  Kesuliat 
sich  V(»ni  Ueoliai'hu-r  und  vom  In!4trumi-nl  in  der  Art  al)h:ingig  erweisen,  da.ss  man  hei 
feineren  Iteclinungen  wohltliut,  jeilen  Heohachter  und  jedes  Inslrunieiit  ahgesonderl  zu 
herücksiehtigen,   welchen   Theil  der   Kechiiung  man   gewöhnlich  zulel/l   vornimmt. 

l'nter  den  obigen  Distanzen  findet  sich  nur  eine  einzige,  welche  durch  ihre  (irösse 
und  Zuverlässigkeit  zu  einer  ISestimmung  von  u  geeignet  erscheint,  die  lS'2ri,21  lieoli- 
achtete:  p  ^=  t)",970.     Sucht  mau  nach  hckannter  Formel: 

tg  ^^  ■=  tg  {y  -\-  3t  —  ft)  =:  sec  I  tg  (p  —  R) 
das  AriTumeul  der  IJreile  i(  zu  dem  Positionswiukel  p  =   104"  1',  so  findet  man  : 

r«  =  —   10»  33', 
die   IJreite  seihst   nacli   der  Formel: 

sin  Breite  =  ain  i  .  sin  u 
gleich   —  8"  20';  folglich  ist  der  zugehörige  Hadius  vector  r  gleich: 
0",y70  .  sec  lireile  hg  r  =  'J,d'JlA. 

Ferner  ist  die  wahre  Anomalie  i'  =  u  —  {tc  —  Q)  gleich: 
—   12:;»  57'       oder       v  =  236»  3', 
uuil,   da  :  fl  n  —  e'') 

1  +  ecosv 
so  wird: 

a  =  1",05. 

Die  äussersten.  in  Zeit  am  weitesten  von  einander  ali>teheiiden  der  oliigon  Posi- 
tionswinkel kann  man  benutzen,  nicht  bloss  die  Undaufszeit  zu  bestimmen,  sondern  auch 
noch  einmal  ilic  Kpoche  des  wahren  Perihels  herzuleiten,  für  welche  letztere  man,  soll 
ilie  IJahnbeslimmung  als  gelungen  gelten,  einen  dem  flüheren  nahe  kommemlen  Werth 
erhalten  mu»s.  Zu  dem  Zwecke  bestimmen  wir  die  wahrt'ii  Anomalien  ilcr  Positions- 
winkel : 

111'  'J'     und     33»   1;V, 
welche   zu   ileii    K|iochen: 

gehören   und    lindiii   dafür: 

184"   14'     un.l      131»  43', 

dantu>   ferner  die   mittleren   Anomalien: 

1!»4"  7'     und        5!»"   1', 
d.  h.: 

i;t4»  7'   und    4i'j"  r. 


17^•J,^7     un.l     ls66,82 


')  Will  man  die  Ilcrieituug  de»  Wcrthe»  von  i  auf  deui  WcRO   der  Coustruction   mit   der  rein 
iinatnictivfii  Betttimmunir  von  n  —   Q  in  einer  Uvgvl  zusumuicurasBcn,  so  kann  man  sa^cn: 
coni  ist  dos  gcometriiichc  Mittel  /wiücheu  tg(,A  —   Q.)  und  <(/  (  Q,   —  B) 
I,,  (n  -   Q,)    ,      ,  „  .  .        tg(A  -   Q,)  und  cotg(Q,  —  B). 

95« 
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Hieruach  beträgt  die  Umlaufszeit : 

134,3  Jahre. 
(Die    vorläufigen  Versuche    unter  Anwendung   eines  Planinieters   hatten    138,5  Jahre    er- 
geben.)    Die  Epoche  des  Perihels  ergiebt  sich  hier  auf  1844,8  fallend. 

Nehmen   wir   da,   wo    zwei    verschiedene  Bestimmungen   vorliegen,    das' Mittel,   so 
können  wir  als  vorläufiges  Elementensystem  von  a  Leonis,    welches   nachher  durch  eine 
vollkommenere  Methode  bestimmt  werden  soll,  annehmen: 
Epoche  des  wahren  Perihels   T  =  1844,2 
ft   =  160»,5 
n  —  Si  =  1130,4 
i  =     52»,4 
e  =     0,62 
a  =     1",05 
Umlaufszeit  =  136,4  Jahre. 


Hitndertundfüiifzelinte   Vorlesung. 

Methode  zm-  Bestinmiuiio-  einer  1  >oi»i)elsternbalm  aus  sechs 
PositionswiiikeliL 

Zu  einer  schäi-feren  Berechnung  der  Elemente  gelangt  man  durch  Anschluss  an 
sechs  Positionswiukel,  am  sichersten  an  sechs  Normalörter  aus  Positionswinkeln.  Die 
dazu  dienlichen  Formeln  erhalten  wir  durch  folgende  Betrachtung. 

Die  Flächen  der  wahren  Bahn  stehen  zu  ihren  Projectionen  in  der  scheinbaren 
Bahn  überall  im  Verhältniss  von  1  zu  cosi,  folglich  stehen  je  zwei  Dreiecksflächen  der 
wahren  Bahn  zu  einander  in  demselben  Verhältniss,  wie  die  zwei  entsprechenden  der 
scheinbaren  Bahn  oder  wie  ihre  Projectionen.  Man  hat  daher,  wenn  v,  u',  v",  v'"  u.  s.  w. 
eine  Reihe  von  wahren  Anomalien,  r,  r',  r",  r'"  n.  s.  w.  die  Radienvectoren  p,  p',  p", 
p"'  u.  s.  w.  die  zugehörigen  Positionswinkel,  p,  p',  (}",  o'"  u.  s.  w.  die  Distanzen  bedeuten: 

>•»•'  sin  {v  —  v')       Q  q'  sin  (p   —  jj') 

r' r'""  sin  (v' —  v'"")  ~~  q'  q'""  sin  {p'  —  p'"") 
Desgleichen  hat  mau: 

r  r"  sin  {v  —  v")      Q  g"  sin  (p  —  p") 


(1) 
(2) 
(3) 


)•"  r'""  sin  (y"  —  v'"")         q"  q'""  sin  {p"  —  i'"'") 

und  aus  der  Division  beider  Gleichungen  iu  einander: 

sin  (v'  —  v)  sin  (v"  —  v""')  sin  (j/  —  jj)  sin  (p"  —  p'"") 

sin  {v"  —  v)  sin  (v'  —  v"'")         sin  {p"  —  p)  sin  (p'  —  p"'") 
Indem   wir    noch  nach  einander  i'"',  j/"   und  v"'\  ji""  an    der  Stelle   von    v"  und  jj" 

in  dieser  Gleichung  einführen,  erhalten  wir  die  beiden  analogen: 

sin  (v'   —  v)  sin  (v'"  —  v""')  sin  (p'  —  p)  si»  (p'"  —  p'"") 

sin  (y'"  —  v)  sin  {v'  —  v""')  sin  {p'"  —  ;>)  sin  {p'  —  J>""') 
sin(v'  —  t;)  sin  (y""  —  y'"")  _  sin  jp'  —  p)  sin  (p""  —  p'"") 
sin(y"" —  v)  sin  (y'    —  v'"'')         sin{p"" — p)siu(p'    — p'"") 


(4) 
(5) 
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Dil'  voiherj,'t'hfiuU-ii  Cilvii-liiiti^i-ii  oiitlialtuii  auf  ilor  zuuiU'ii  Svito  diu  (;t'iiii-HKenen 
r<isitioiiKwiiikel  oder  Di.sUn/.L-n,  auf  der  i-rsli'U  Si-ilc  nur  wahre  Anomalien  und  liadicn- 
vectori-n,  d.  b.  ledijjlicli  dio  HogonannU-u  phoronomisclieu  KlcnioMle  T,  U  (Unilaufbzeit) 
und  f 'j,  für  wolche  man  l)Ot|ucmvr  die  mittlere  Anonnilie  J/,  einer  };e wählten  Epoche 
und  die  mittlere  jahrliclie  Uewegung  /t  (bei  alinehmendem  Positiontiwinkel  negativ  zu 
nehmen)  substiluiren  darf.  Die  geonietrischen,  d.  li.  die  Klenientv  der  I^ge  der  Itahn 
und  <ler  Uimenhiun  erscheinen  eliminirU  Hallen  wir  uns  zunächst  an  die  Gleichungen 
(3),  (4)  und  (5),  in  denen  auf  der  rechten  Seite  nur  Posilionswinkel  vorkommen,  so  wird  es 
sich  darum  handeln,  die  drei  Unbekannten  J/q,  ^  und  e  so  zu  bestimmen,  dass  jenen  drei 
Uleichungen,  mindetitens  sehr  nahe,  genügt  wird.     Folgende  Auflösungsweisc    hat  schon 

»bei  mancher  Gelegenheit  gute  Dienste  geleistet.  Man  macht  in  IJeziehung  auf  J/„  und 
^  eine  combiniite  Hypothese  (mit  IJenutzung  der  Annäherungen,  welche  man  durch  das 
graidiische  Verfahren,  überhaupt  durch  vorlUuligc  Bestimmungen  erhalten  hat),  ermittelt 
dann  durch  Versuche  denjenigen  Werth  von  e,  durch  welchen  einer  der  Gleichungen, 
beispielsweise  der  Gleichung  (3),  Genüge  geleistet  wird,  und  berechnet  die  bei  (4j  und 
(5)  in  Heziehung  auf  den  gegebenen  Werth  der  zweiten  Seite  übrig  bleibenden  Fehler. 
Dieselbe  Kechnung  führt  man  für  zwei  andere  combiuii'te  Hypothesen  von  J/q  und  fi 
durch  untl  schliesst  dann  auf  die  bekannte  Art,  die  wir  bei  früheren  Gelegenheiten  hin- 
reichend erörtert  haben,  auf  die  wahren  Werthe  von  J/q,  /*  und  mittelbar  auf  e. 

Durch  die  in  Abtheilung  I.  gegebenen  HUlfsmittel  ist  die  Bestimmung  der  wahren 
Anomalien,  welche  einer  gewissen  Hypothese  entsprechen,  selbst  für  grosse  Escentri- 
citäten,  nicht  allzu  mühselig.  Bei  dieser  Gelegenheit  mag  jedoch  noch  kurz  eines  anderen 
Hülfsmittels  zur  Auflösung  der  Kepj)lcr'schen  Gleichung  Erwähnung  geschehen.  Das- 
selbe beruht  auf  einer  Eigenschaft  der  Cykloide,  welche  sich  auf  folgende  Weise  aus- 
sprechen lässt : 

Wenn  man  einen  Kreis  vom  Radius  1  auf  einer  Geraden  rollen  lässt,  so  dass  ein 
vom  Cenlnim  um  die  Grösse  e  abstehender  Punkt  eine  verkürzte  Cykloide  beschreibt, 
so  ist  bei  passender  Wahl  des  Anfangspunktes  der  Coordinaten  die  Abscisse  des  be- 
wegten Punktes  die  mittlere  Anomalie,  die  Ordinate  desselben  der  l^adius  vector,  während 
die  Abscisse  des  eine  Gerade  beschreibenden  C'eutrunis  die  excentrische  Anomalie  vor- 
stellt, dabei  die  Excentriciiät  gleich  e  und  die  halbe  grosse  Axe  gleich  1  gesetzt.  Die 
rechtwinkligen  Coordinaten  sind  so  zu  wählen,  dass  für  x:=0,  y==l  —  e  wird. 

Dieser  Bemerkung  zufolge,  von  deren  liichtigkeit  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
'wird,  sobald  man  die  Cykloide  für  die  Excenti'icität  e  conslruirt  und  die  von  dem  Cen- 
trum des  Kreises  beschriebene  Gerade  gezogen  hat,  die  excentrische  Anomalie  für  eine 
gegebene  mittlere  Anomalie  dadurch  gefunden,  dass  man  aus  dem  Punkte  der  Cykloide, 
welcher  die  mittlere  Anomalie  zur  Abscisse  hat-,  als  dem  Centruni,  mit  dem  Halbmesser  e 
einen  Kreis  beschreibt;  der  Durchschnittspunkt  des  letzteren  mit  jener  Geraden  winl 
die  excentrische  Anomalie  zur  Abscisse  haben. 

Insofern  bei  dieser  Construction  der  excentrischen  Anomalie  ein  ganzes  System 
von  Cykloiden,  etwa  für  die  vollen  Zehntel  der  Excentricität  e,  gezeichnet  werden  muss, 
zwischen  denen  man  nach  dem  Augenmaass  interjfolirt,  steht  dieses  Hülfsmitlel  gegen 
lue  in  Abtheilung  I.  gezeigte  Sinuscurve  etwas  zurück.  Es  hat  dagegen  vor  jenem  den 
nicht  zu  uutei-schätzenden  Vorzug,  dass  keine  andere  Operation  als  das  Blessen  mit  dem 
Cirkel   vurkomnit   und   dass  die   Ordinate   zugleich    den    Werlh    des  Differentialquotienteu: 

dM 
dE 

')  Ihe  Kxcentricität  r  kann,  ala  in  der  Kcppler'sclicn  Gleichung  auftretcnrl,  fu  den  phoro- 
iioniincbcu  Klvnicuteu  gerechnet  werden. 
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darstellt,    durch    welchen    man   weitere   Näherungen   auf   bekannte   Weise   mit   grösster 
Leichtigkeit  erhalten  kann. 

Wh'  woUen  hier  auch  noch  kurz  eine  der  merkwürdigeren  Umformungen  erwähnen, 
welche  die  Gleichungen  (1)  bis  (5)  zulassen,  wenn  wii-  auch  kaum  Veranlassimg  nehmen 
dürfen,  davon  bei  der  praktischen  Rechnung  Gebrauch  zu  machen.     Es  ist  nämlich: 

f7?  sin  1/2  (v  —  V)  =  o  yi  —~^sin  1/2  (E  —  E') 
^IVr'  cos  1/2  (v  —  v')  =  a  {cos  ^  2  i^  —  E')  —  ecos  ».j  {E  -\-  E')} 
daher : 


(6) 
(7) 

(8) 


,.,.'  g;,i  (y  _  v')  —  a2  y  1  —  e^  [sin  {E  —  E')  —  esinE  +  esmE') 

=  a'-  \  1  —  e-'  [sin  {E  —  E')  —  {E  —  M)  +  (E'  —  M"}]  ■ 
(1)  bis  (5)  kann  man  demnach  in  folgender  Fonn  schi-eiben: 

sin  {E  —  E')  —  {E  —  M)  +  {E'  —  M')      ^       9  q'  sin  (p  —  p') 
sin(E-E"'")  -  {E'  —  M')  +  (£'""  —  HL'"")         q'  q'""  sin  {p'  -  p'"")  ' 
sin  {E^  E")  —  {E  —  M)  +  {E"  —  M")      ^      Q  g"  sin  (p  —  p") 
sin  iE"  —  £'"")  —  {E"  —  JU")  +  (£'""  —  M'"")         q"  q'""  sin  {p"  —  p"'")  ' 

sin  {E'  —  E)  —  JE'  —  M')  +  (E  —  M) 

sin  (£"—  E)  —  {E"  —  M")  +  {E  -  M) 
sin  (£"-£'"")  —  iE"  —  M")  +  {E"'"  -  M'"")  ^  sm  0'  -  p)  sin  (p'"  —  p'"") 
sin  (£'  —E'"")  —  (£'  —  M')  +  Ie""'  —  M""')         sin  (jp"  —  p)  sin  (i>'  —  p'"")  \ 

u.  s.  w. 

Mau  erspart  hier  zwai-  die  Berechnung  der  wahren  Anomalien;  dagegen  haben  die 
Formeln  an  Uebersichtlichkeit  soviel  verloren,  dass  man  wohl  den  msprünglichen  bei  der 
Rechnuno-  den  Vorzug  geben  wii-d;  doch  giebt  es  einzelne  Fälle,  wo  die  Gleichungen  (6) 
bis  (8)  mit  Nutzen  in  Anwendung  gebracht  werden  können.  Der  Gebrauch  einer  Tafel 
der  Function: 

sinx  —  X 
wird  übrigens  auch  für  die  Fonn  (6)  bis  (8)  eine  grössere  Bequemlichkeit  herbeifühi-eu ; 
in  welcher  Weise  ist  leicht  zu  erkennen. 

Hat  man  Mo,  ft  und  e  so  bestimmt,  dass  den  Gnindgleichungen  nahezu  Genüge 
o-eschieht,  so  werden  Q,,  i  und  n  —  Sh  leicht  auf  folgende  Art  gefimdeu.  Man  dividire 
in  einander  die  bekannten  Gleichungen: 

tg  (j)    —  a)  =  cosi  ig  {v    +  Jt  —   ß)   | 

ig  {p'  —  Sl)  =  cosi  tg  {v'    -\-  n  —  Q,)   \ (I) 

tg  Ip"  —  a)  =  cosi  tg  (y"  +  :r  —  ft)  J 
wodm-ch  man  nach  leichter  Transformation  erhält: 

sin  (p'  —  p)  sin  {v'  +  v  +  2[7t  —  a>])  =  sin  (v'  —  v)  sin  (j)'  +  i?  —  2  ft)    | 
sin  {p"—  p)  sin  {v"  +  v  +  2[7t  —  Sl])  —  sin  {v"  —  v)  sin  {p"  +  p  —  2  ft)    i        (II) 
sin  (p"—  p')sin  (u"  +  v'  -j-  2 [ro  —  ß])  =  sin  {v"  —  v')  sin  {p"  +  p'—  2  ß)   J 
Multiplicirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit: 
sin  (p"  —  p)  sin  (p"  —  p')  sin  {v'—  v), 

die  zweite  mit: 

—  sin  (p'  —  p)  sin  (p"  —  p')  sin  (v"  —  v), 
die  di-itte  mit: 

sin  (p'  —  p)  sin  (p"  —  p)  sin  (v"  —  u'), 
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iiiiil   aildii't,  M>   litiilet    liiuii 
Itf'iU    = 


I»  ( />' 4-  ;>)     .    ,   ,  ,,       s'"(/'"  +  i')      .    /   «  V,   , 

,,.\,'       ,.)  '         sm(p"-i>)         ^  ' 


mn{p"  —  p') 


!•')-' 


'tp'   t   >')     .    /   .         V.        co»(i<"  +  ;*)     .    -   „         \,  ,   «w(p'' -|-;j')      .        „ 


(111) 


f 


«II  (/.'  —  iO  ««(//';.)  «»»(p"— p) 

Die  Siil»slitiitioii  des  siiim  (III)  iHTfohiii-U-n  W'i-itlios  von  U,  in  fiiie  der  IJIeicliiiiigeii 
(11)  liefert  .leii  Wertli  von  X  —  U,  und  endliili  gel»en  l>eide  Werllic,  in  (1)  Biilmlituirt, 
roa  i.  Die  N'ierdeutiykeit  in  der  Ik'slininuin;^  von  vy  wird  dnroli  den  Umstand,  da»s 
cus  i  reell,  positiv  nnd  kleiner  als  die  Einheit  sich  erstehen  innss,  auf  die  liekainite  Zwei- 
deuti^ikiil  liesehriinkl,  naeh  welcher  aufsteigender  und  niedersteii,'ender  Knoten  nii-hl 
von  einander  unterschieden  werden  können. 

Khe  wir  nach  diesen  Formeln  das  ohen  gewählte  lJeisi)iel  lieendigen,  wollen  wir 
auch  noch  tliejenigen  (iriuidformeln  entwickeln,  welche  zu  einer  ebenso  unmittelbaren 
Anwcmlung  sich  eignen,  weini  mehr  als  zwei   Distanzen  gegeben  sind. 


lIiiiidiTt  iiii(lsocliszcliiito    Vorlosun«;. 


(iniiiiir<'niiclii  liir  llciccliimiiii-  einer  liopiiclstcnilialiii .  uciiii  Mii-^scr 
vier  r(i>itiniiN\viiikt'lii   \uh-]\  \v('niu>t('iis  drei   Histaiizcii  ^.-c^clicii   ^iinl. 

Die  Methode  der  lieslimmuug  aus  sechs  Posilionsw  inkeln  wird  unbrauchbar,  wenn 
I  =  IMl»  wird,  weil  dann  jeder  l'ositionswinkel,  von  den  Beobaclitungsfchlern  natürlich 
al)gesehen,  gleich  Q,  oder  gleich  ISO"  -|-  ft  sein  muss.  Es  versagen  die  Formeln  (3) 
bis  (5)  vollständig  ihren  Dienst.  Je  näher  i  der  genannten  Grenze  kommt,  ilesto  mehr 
wird  man  genöthigt  sein,  auch  schon  bei  der  Bestimmung  von  M,  fi,  r  DisUmzen  zu 
Hülfe  zu  ziehen.     Die  folgende  Methode  ist  sowohl  für  die  C'ombination : 

Vier  Positionswinkel  und  drei   Distanzen 
als  auch  für: 

Drei   Fosilionswinkel   uinl   vier   Distanzen 

von  grosser  Bet|uentlichkeit;  denn  sie  gewährt  die  liesondere  Annehndichkeit,  d.iss  die 
Versuche  zur  Auflösung  der  tJrundgleichungcn  in  aller  Strenge  sich  nur  auf  zwei  Un- 
bekannte, statt  wie  oben  auf  .1/,  /i  inul  /•  zu  eretreckeii  haben. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  Projectionsellipse  durch  den  Ilaupt.stern  als  Xull- 
jiunkt  ein  schiefwinkliges  l'oordiiiatensystem  gelegt,  dessen  X-Axe  mit  der  Projection 
der  grossen  Axe  '2  a  zusammenfällt,  während  die  l'-Axe  der  Projection  der  kleinen  Axe 
'2  li  parallel  sein  soll;  es  seien  auch  wieder  .1  und  H  beziehungsweise  die  Posilionswinkel 
der  liichtungeu  dieser  Axen,  von  denen  wir  schon  in  Vorlesung  lO'J  Gebrauch  gemacht 
haben. 

Stellt  r  den  vorläufig  allerdings  luibekainiten  Cosinus  der  Projeclionswiiikel  für  b 
und  die  mit  ihm  parallelen  Sehnen  der  wahren  Mahn  vor.  so  haben  wir  die  //  >ämmtlich 
unter  tler  Form: 

c  sin  E, 
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wo  wieder  E  die  exceiitrische  Auoinalie  bedeutet.     Feruev  ist  aber  auch: 

y    sin  (p  —  Ä) 

Q         sin  (J5  —  Ä)^ 
und   wir  liaben   dalier  aus  drei  Positiouswiulceln  p,  p',  [i"  und  den  zugehörigeu   Distanzen 
p,   (j',  q"  die   Gleieliungeu: 

c  sinE    =  Q   cosec  (B  —  A)  sin  (p    —  .4)   1 

c  sin  E'  =  q'  coscc  {B  —  Ä)  sin  (p'   —  -^) {^) 

c  sin  E"  =  p"  cosec  {B  —  Ä)  sin  (p"  —  Ä)   J 
und  dnrcli  deren  Division  in  einander: 

sin  E'    q'      sin  (p'  —  A)  j 


sin  E  Q       sin  (p  —  A) 

sin  E"  q"     sin  (p"  —  Ä) 


(B) 


sin  E  Q      sin  [p  —  A)  ) 

Bedeuten    t,  t',  t'\  t'"  die  Beobaehtungszeiten ,    so  besteht   zwiselien  E,  E'  und  E" 
die  Bedingungsgleichung: 

E'  —  E  —  e  (sin  E'   —  sin  E)    _  l'  ~  t 


(C) 

(D) 

(E) 

(F) 


E"  —  E'  —  e  (sinE"  —  sinE')         t"  —  t' 
Ausserdem   fanden  wir  in  Vorlesung   115: 

sin(E'   —  E)    —  (■  {sinE'   —  sinE)  p  sin  (p    —  j)) 

siH(E"  —  E')  —  e  {sinE"  —  sinE)  ~  q" sin  {p"  —  p') 
Aus  Gleichung  (C)  ergiebt  sich : 

_  _  (<"  —  f)  {E'  —  E)    -  {f  —  t)  {E"  —  E') 

''  "  (<"  —  t')  {sinE'  —  SinE)  —  {f  —  t)  {sinE"  —  sinE)  ' 
aus  (D)  folgt: 

q" sin  (p"  —  ji')  sin  (E'  —  E)  —  gsin  {p  —  p)  sin  {E"  —  E') 

q" sin  {p"  —  p')  {sin  L'  —  sinE)  —  Q  sin  {p'  —  ^i)  {sinE"  —  sinE') 

Es  empfiehlt  sieh  nun  folgende  indirecte  Bestimmuugsweise.  Mau  macht  in  Betreff 
der  beiden  Unbekannten  A  und  E  eine  Hypothese  und  berechnet  mittelst  der  Gleichungen 
(B)  die  exoentrisehen  Anomalien  E'  und  E".  Man  hat  sodann  für  die  Richtigkeit  der 
beiden  Werthe  von  ^-1  und  E  die  beiden  Bedingungen,  dass  die  Werthe  von  e  aus  (E) 
und  (F)  übereinstimmen  müssen,  und  ausserdem,  wenn  ein  vierter  Positionswinkel  ja"' 
gegeben  ist,  nach  Vorlesung  114  die  Gleichung: 

sin  {v'   —  i>)  sin  {v'"  —  v")  sin  {p'  —  p)  sin  {p'"  —  p")  ,px 

sin  {v"  —  v)  sin  {v'"  —  v')  sin  {p"  —  p)  sin  {p'"  —  p') 

Sollte  sich  zeigen,  dass  die  Positiouswinkel  sich  sehr  nahe  nur  zwischen  zwei  um 
180»  verschiedenen  Werthen  bewegen,  oder  durch  eine  sehr  rasche  Wiukelveräuderung 
von  dem  einen  zum  anderen  übergehen,  so  würde  man  vorziehen,  eine  vierte  Distanz 
darzustellen,  da  der  Positionswinkel  dann  für  die  Bestimmung  kein  Gewicht  hat. 

Man  könnte  diese  Prüfung  durch  Vergleichung  des  aus  E,  E',  E"  abzuleitenden 
Werthes  der  Distanz  q'"  mit  dem  beobachteten  in  der  Weise  ausführen,  dass  mau  nach 
den  Formeln  (1)  bis  (III)  der  115.  Vorlesung  aus  v,  v',  v",  p,  p',  p"  die  Elemente  Sl, 
31  —  ft  und  i  bestimmte,  wonach  man  danu  unter  Anwendung  von  Grundgleichuugen 
aus  Abtheilung  I.  haben  wird : 

Q  cos  {p  —  ß)  =  r  cos  {v  -\-  7t  —  Sl) 

Q  sin  {p  —  Sl)  ^=  r  cos  i  sin{v  -f  n  —  Q,). 
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l'iii  jedoch  iiifhl  l>ci  jvili'in  Vcrsucliu  hi«  /ii  iliT  IJcKliiiiiiiiiuf,'  ilcr  Klciuciilf  ■> , 
a  W.  und  )'  /.iirüekgelu-ii  xii  iiultuii-n,  kann  mau  auch  so  verfahren,  da«»  man  zuornt 
,  "  .|.  I    |:<  .lin;;ung  ((•)  gvnQguud  beütiiuiut.    SeUt  man  /.ur  Abküntiing: 

p  ain  (v  —  v")     at'ii  (v'"  —  v')     sin  (p"  —  p') 

.sin(v"        v')      sih  {v'"  —  V)      sin  (/-  /"T 

>o  wird  die  (tleichung: 

'.'/'  1  (p  +  P    -  -'i'"')  =^  In (.*•>"  +  i)  (9'/i(p  -  r) 

linen  M'lclieii   Werth  von  p'"  liefern,   und  dieser  Werth  wird  immer    alle  zu  erl.-mi^eiide 
~>charfe  hesil/en,    i;er:ide  um   so   sicherer,   je    mehr   ilie  Gleicliunj^  (G)   zur  Bestimmung 

•  1er  Kiemeute    unlmuichliar   werden    würde.      Fü'^t    man    nun    nocli    den  GleiiliunL'eii  (15) 
die  foljjendo  hinzu : 

sin  E'"  q'"     sin  (p"  —  A) 

sin  E  Q        sin  {p  —  A)  ^ 

-»  l:i!*st  sich,   nachdem   man  K'"  auf  gewöhnliche  Art    herechnut    hat,   sogleich  g'"  ohne 
Kenntniss  von    U,  ä  —    '■■'    und  i  ermitteln. 

Kür  beide  oben  erwähnte  Combinatiouen ')  hat  mau,  wenn  die  über  A  uml  £ 
.'emachte   Hypothese  nicht  beiden  Prüfuniien  genügt,    eine  zweite  und  dritte  Hypothese 

•  liirchzurechnen   und  dann  auf  von   früher  her  schon   bekannte  Weise  die   wahren  Wertlie 
.11  interpoliren. 


II  iiiultTt  und  siphciiz oliiit  0  Vorlosunü;. 
Ki'ilniuiigsbeisiik'l  für  tlic  .Methode  der  ^o^lesull^•  11"). 

Wir  wollen  jetzt  die  Vorschriften  der  Vorlesung  110  auf  folgende  sechs  Positions- 
winkel von  a  Leonis,  in  denen  so  ziemlich  das  ganze  bis  jetzt  vorhandene  Beobachtungs- 
uiaterial  der   r'.-i'i""«winkel  vertreten  ist,  z\ir  .iVuwendung  bringen: 
1782,87  p      =111«     9' 

1804,09  p'    =  131«    3' 

32,23  p"    =  166°  58' 

43,41  p'"  =  280«  20' 

50,28  p""  =  344»  2:>' 

66,0::  p""'z=     25»  33' 


Ks  «erden: 


sin  (;/ 

—  p)  sin  (p"  —  p'"")  _ 

sin  (ji" 

-    p)  sin  (p'    —  p'"") 

ain  (p' 

-  p)  sin  (i>"'  -  p'"") 

sin  (p'" 

—  p)  sin  ip'    —  p'"") 

sin  (p' 

-p)sin(p""-p'"")_ 

0,2663 
1,8162 
0,2899 


')  Auf  Wille  läi»t  sich  auch  die  in  Nr.  MO  der  Astronom.  Nachrichten  gegebene  Methode  mit 
:iitem  Erfolg  anwenden. 

Kllnkcrfart.  ThrarrUfchr  A'tronainir.  ib; 
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Zur  Abkürzuug  für  das  Folgende  schreiben  wir  die  aufzulösenden  Grundgleichungen 
(3),  (4)  und  (5)  in  der  Form: 

u  =  0,2663  ß  =  —  1,8162  y  =  0,2899 

Das  Aufsuchen  der  Werthe  von  J/q,  (i  und  c  oder  der  Zeit  des  Perihels,  der  Um- 
laufszeit und  der  Excentricität  der  wahren  Bahn,  welche  jene  Gleichungen  befriedigen, 
können  wii-  uns,  W"enn  wir  von  den  dui'ch  das  graphische  Verfahren  erhaltenen  Annähe- 
rungen ausgehen,  die  Bestimmung  der  da-ei  Unbekannten  wesentlich  erleichtern.  In  der 
Regel  werden  wir  nämlich  in  solchem  Falle,  wo  das  Resultat  eines  graphischen  Ver- 
fahrens zu  verbessern  ist,  schon  mit  vier  H\-]iothesen  zum  Ziele  kommen.  In  der  ersten 
Hypothese  legen  wir  die  erhaltenen  Annäherungen,  im  gegenwärtigen  Falle  beispiels- 
weise die  Werthe  i) : 

T  =  1843,8 

r  =:     142,0  Jahr 

c  =         0,62 

zu  Grunde,  um  zu  prüfen,  welche  Unterschiede  in  Darstellung  von  «,  ß,  y  übrig  bleiben. 
In  der  zweiten  Hypothese  werden  die  mittleren  Anomalien  sämmtlich  um  eine  gewisse 
Grösse,  hier  beispielsweise  um  1°  vermehrt,  imd  die  erwähnte  Prüfung  vorgenommen; 
in  der  dritten  Hypothese  wird  versucht,  welchen  Effect  es  hervorbringt,  wenn  bloss  die 
Umlaufszeit  oder  ft  geändert  \vii-d,  beispielsweise  hier  die  mittleren  Anomalien  mit  1,01 
multiplicirt  werden;  in  der  vierten  Hypothese  endlich  ist  lediglich  mit  e  eine  Aenderung 
vorgenommen,  im  gegenwärtigen  Falle  durch  Vermehrung  des  obigen  Werthes  auf  0,63. 
Dividirt  man  mit  der  Aenderung  von  M  in  der  zweiten  gegen  die  erste  Hypothese  in 
die  entsprechenden  Aenderungen  von  a,  ß  und  y,  so  sind  die  Quotienten  sehi'  angenähert 
als  die  partiellen  Differentialquotienteu : 

du  dß  dy 

JJl'  dM'  Jm 

zu  betrachten.  Die  Vergleichung  der  dritten  Hypothese  mit  der  ersten  liefert  ebenso 
die  Differentialquotienten : 

da,  dß  dy  _ 

aus  der  Combination  der  vierten  mit  der  ersten  Hypothese  ergeben  sich: 

du  dß  dy 

rf e  '  rf e '  de 

Bezeichnet  mau  die  Werthe  von  es,  ß,  y  der  ersten  Hypothese  mit  Uq,  ßo,  yo,  so 
darf  nach  dem  Taylor'schen  Lehi'satze  gesetzt  werden: 

dM  d^  de 

in  welchen  Gleichungen  z/ü/,  z/jt,  z/c   die   gesuchten  Verbesserungen  von   31.  ji    und 
bedeuten. 


(A) 


')  Es  sind  hier  zu   grösserer  Sicherheit   nicht  die  Eesnitate   aus   einer  ersten  Anwenduns:  des 
graphischen  Verfahrens,  sondern  aus  dessen  Wiederholung  zum  Ausgangsiiunkte  gemacht. 
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\V:»>  null  hIiit  il;i«  I)iiivlirf>'liiii<ii  diT  i'iii/.i'liii'ii  II)  |iotlivbcii  uiiluiif^t,  «o  merken  wir 
liier  »lio  <  ioli'^oiiliril  /.ii  «loii  lii'ik'iilciKlMtuii  AlikUr/iiiigcii  iiiul  Krii-ioliluriiii^uii.  Dio 
i-\ct>utriHolifii  Aiioiniilii'ii  lier  /woiti-ii  lly|iiitlii-.si'  i-rliält  man  näiiilicli  »um  di-ni-n  «k-r 
crHtvn  K,  E\  £",  K'"  u.  k.  w.,  indeni  niun  «lii-  uii  M  angeliruclilc  Aemlenuig  l»c- 
/.ivliiing8\vei8o  mit: 

Jl 1  1  1 

1  —  ecosK  I  —  ecosE'  1  —  ecos  E"  1  —  t-  cos  E'" 

iiiulii|ilicirt.  Dil-  i'XCfiilristehcii  AiioniHlicii  iIit  ilriltfii  Ily|'<>llii'si-  wcnk-ii  crlialti'u,  iinK-iii 
man  iHi-m'Mii'Ii  Faolomi  mit  dem  fiit-^jireclieiideii  IiiiTemeiit  der  mittleren  Anomalie 
muliijilieirl  und  da^  rroduct  zu  E,  E'  E",  E'"  addirU     Da  der  Dlfferentiaiijuolienl  von 

E  nach  e  i/luieL :  .    _ 

8mE 


\>l,    M)    hat    man    • 
Keilie  iiaeli  mit: 
sin  E 
l  —  ecos  E 


lie 


1  —  ecosE 
vierteil    ]Iy|i(itliesc    vorgeimmmt'iie    Aeiidenin;^    von   i;    dur 


sin  E' 


sin  E" 


sinE'" 


1  —  e  cos  E' 


1  —  c  cos  E" 


1  —  ecosE" 


zu  muhi|iliciren,  um  die  eiit«|)reclieiiduii  Aenderuiigeii  der  excuntrisclien  Anomalien  zu  lialieii. 
l'nter  Anwendung  der  elieii  angegelienen  ungemein  grossen  Erleichterungen  wurden 
geführt.      Die   sechs    mittleren  Anomalieu    der    Hypothese  I. 


die    folgenden   I{irliii 
findet  man : 


—  154»  28'  —     0«  59' 

—  100»  40'  -f    Ifi"  26' 

—  2y»  20'  +   5G»  22', 

uoraus  die  excentrischeu  Anomalien  der  vier  ll\  juitlusen,  wie  folgt,  hervorgehen: 


ll,vi>iitlie!<c  I. 

Hypothese  11. 

Hypothese  HI. 

Hyiiüthese  IV. 

(.1/  für  1X43,8-11", 

(M  für  1843,s  =  1", 

(M  für  1843,8  =  (!', 

(.1/  für  184;s,8=0<', 

rmlaufszt.=  142J., 

Umlauf 8zt.  r=  142  J., 

Umlaufszt  =  140,58  J., 

Umlaufszt.  =  142.1., 

e  =  0,62) 

e  =  0,(i2) 

e  =  0,G2) 

e  —  0,Ö3) 

—  164«  10' 

—  163«  32' 

—  1650     8' 

—  164«  16' 

—  128    29 

—  127    45 

—  129    12 

—  128    48 

—     60      9 

—     58    41 

—     60    35 

—     60    52 

—       2    35 

+       03 

—       2    37 

—       2    39 

+     38    36 

+     40    31 

+     38    55 

+     39    18 

+     91    52 

+      92    51 

+     92    25 

+     92    26 

Nach  der  Formel 

'.'/ 


^  "  =  \T^e'  '^  '■'  ^ 


»iinl  dann  weiter  die  wahren  Anomalien  i',  i'',  v",  v"'  u.  s.  w.  der  vier  llypotlie.sen 
liereehnet  worden.  Die  folgende  Zusammenstellung  enthält  diex'  Werthe  sowie  die  von 
a,  ß,  y  in  den   vier  Hypothesen: 


I. 

II. 

III. 

IV. 

172"   17' 

171"  .VJ' 

-   172«  46' 

—  172«'  28' 

153    41 

—  153    17 

—   154      (i 

—  154    17 

100     11 

—     98    30 

—   100    41 

—  101    5.-) 

.'.    2(1 

+       06 

—       5    24 

—       5    34 

71     44 

+     74    37 

+      72     1 3 

+     73    42 

129   n; 

+   130    31 

(    i:i<»    12 

+    130    55 
!t6* 
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I. 

IL 

111. 

IV. 

«  =        0,2638 

0,2599 

0,2693 

0,2733 

ß  =  —  1,0252 

—  1,8249 

— 

-  1,0208 

—  0,9824 

y  =         0,3095 

0,2979 

0,2995 

0,2972 

'iii'ch  VtTgleichuiig  lU 

■r  Hypothesen 

erhält  mau : 

;'«   =        0,0039 
dM 

dK 

0,0055 

da 

77  ~ 

0,0095 

fl=- 0,7997 

dß  _ 
dii 

0,0044 

dß  _ 

de    ~^ 

0,0428 

^  =  —  0,0116 

du 

-  0,0100 

dy 
77  ~ 

—  0,0123 

wobei  der  Kürze  halber  die  Incremente  vou  M,  ft  uud  e,  nämlich  1",  0'',0254  und  0,01 
beziehungsweise  als  Einheiten  füi-  die  betreffenden  Correctionen  ge^\ählt  sind.  Die 
Bedingungsgleichuugeu  (A)  werden  somit: 

—  0,0039  z/  ill  -I-  0,0055  ^  fi  +  0,0095  z]  c  =        0,0025 

—  0,7997  .^Jf  +  0,0044  z/fi  +  0,0428  z^c  =  —  0,7910 

—  0,0116  z/üi  —  0,0100  z/fi  —  0,0123  z/e  =  —  0,0196 

Die  .Vuflösung  derselben  ergiebt: 
JJI  =  1»,033  z/jx  =  —  0,29  X  0,0254  zJ  c  =  0,86  x  0,01 

oder : 

T  =  1843,391 
U  =  142,413  Jahr 
e    =  0,6286 
Mit  diesen  verbesserten  Werthen  ergeben  sich  die  wahren  Anomalien: 
i>    =  —  171«  47'  v'"    =  +       0»  17' 

v'  =  —  153»  21'  i'""  =  +     760  16' 

v"  =  —     99»  48'  v'""  =  +   131"  24' 

und: 

«  =  0,2674  /3  =  —  1,7804  y  =  0,2886 

Die  hier  sich  zeigenden  Ungenanigkeiteu  der  Darstellung  entsprechen  so  geringen 
Differenzen  im  Positionswinkel,  dass  sie  sich  durchaus  der  praktischen  Wahrnehmung 
entziehen.  Drei  von  den  sechs  Normalörtern ,  z.  B.  den  ersten,  vierten  und  sechsten, 
können  wir  scharf  dai-stellen,  wenn  wir  die  Formeln  (I)  bis  (III)  der  Vorlesung  115 
darauf  zur  Anwendung  bringen.     Diese  Rechnung  ergiebt: 

a   =  161»  58' 

n  —  Q,  =  107»     9' 

i  =     54»  25' 

Im  Mittel  gelien  diese  Elemente  die  sechs  Positionswinkel  um  15'  zu  klein;  wir 
fügen  deshalb  zur  besseren  Darstellung  diese  15'  zu  ft  hinzu  imd  haben  dann  folgende 
Unterschiede  zwischen  Rechnung  und  Beobachtung: 


Keobn.  —  Beob. 

Kechn.  —  Beob. 

i2,87 

+   15' 

1843,41 

+    15' 

14,09 

—    4' 

1850,28 

—  12' 

12,23 

—  27' 

1866,03 

+   15' 

W'hm  ilio  Krilik  ilioKor  Abwi-ichuii^eii  liclrifft,  so  8ui  liiur  nur  honii-rkt,  tlniui  die 
l>iNtuiix  für  1N3'2,'23  nur  0",&  betritt  und  daoB  die  grÖMte  obigur  DifFeronM'ti,  wenn 
man  »\v  liieniarh  auf  den  gröiwU'n  Kroi«  re<lucirt,  einem  Bcobachtuugufc-hler  von  nur 
()",(KI4   i-nlüprichu 

Der  VollKlündigkeil  halbi-r  beütiuiuien  wir  uuch  noch  die  halbe  utohhü  Axe  der 
wahren  Mahn  aus  der  beobaclilcU-n  DiMtanx  von  1825,21.  Soteten  wir  a  ^=  1,  so  wQrde 
nach   <K-n   Formeln : 

)~r  sin  '  t  V  =  Vo  (l  +  e)  .  »in  '/i E 
V7  cos  '/,  V  =  Va  (1  —  e)  .  cos  '/i  A' 
für  jene   Kröche  V  —  —   122"  C,    log  r  =  9,97908,  and  nach  den  P'ormeln: 
Qcos(p  —  ^)  =  rcos{v  -f  »  —  Sl) 
QsiH{p  —  f )  =  rcosisi)i{v  -\-  x  —  ^) 
der  I'<>!<ition.swinkel  =  153"  21',  logQ  aber  gleich  9,94843  sich  ergeben,  während  lelzUrer 
iiacli  iler  Ueobachtung  gleich  9,98677   i.st.     Die  Differenz  beider  Ix>g:»rithnien,  d.  h.: 

0,03834 
ist  gleich  logn. 

Stelleu   wir  noch  einmal  nftnimlliche  Elemente  von   a  Leonix  /.usammcn: 
T  =   1843,391  I    =  54"  25' 

U  —     142,414  Jahr  c   =  0,6286 

S^  =  162M3'  u  =  1",092. 

w  —  Q  =  107»     9' 


II II  inlpit  IUI  da  cht  zehnte  Vcjrlesung. 

Kiiiiixc  AnwtMKluiiireii  der  Itdiipolstenihalm-MftlKMlt'ii  auf 

andere  Tlieile  der  Fixsteniastroiiomie.   Uerechmiui;  der  hypothetischen 

Parallaxe.    Massenbestinnminiren. 

Zu  den  interessantesten  Hesultaten,  welche  durch  Berechnung  der  Elemente  einer 
l»i>j>|>el!itenibahn  erlangt  werden  können,  gehiirl  die  Aufstellung  der  llelation  zwischen 
der  Masse  des  Sternpaares  und  seiner  Parallaxe.  Wie  schon  in  Vorlesung  111  erwälint 
wurde,  geht  der  uns  geläufige  .Ausdruck  für  eine  mittlere  jährliche  Bewegung  unseres 
Sonnensystems: 

365,26  k  VI  -t-  w' 

^  =  7^ 

bei   i'iiHin   Duppelsystcni   über  in: 

365,26  k  V»i  +  »"' 

u   = , 

a"^  coscc  II ' • 

wenn  in  letzterer  Gleichung  w  und  »ii'  die  Massen  beider  Sterne,  die  Jfasse  der  Sonne 
als  Einheit  genommen,  //  die  Parallaxe  des  Stenipaares  und  a  die  hallic  grosse  Axe  in 
S. •.•linden  ausgedrückt  vorstellt.     Die  Grosse: 

« cos«  n 
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ist  dubui  ofEeiiliar  nichts  Anderes  als  die  halbe  grosse  Axe  der  wirklichen  Bahn,  wenn 
die  der  Erdbahn  als  Einheit  genommen  wird.  Unter  Vernachlässigung  der  Masse  der 
Erde,  welche  bei  diesen  Vergleichungen  gar  nicht  in  Betracht  koiurat,  wii-d: 

365,26  fc  =  360°  =  2w  =  1  Umlauf; 
da  der  Umlauf,  dividü-t  dm-ch  ju,  gleich  der  Umlauf szeit   f7,  so  haben  wii-: 


a''>  cosec  U''''  =   U  .  ym-j-»/, 

oder  wegen  der  Kleinheit  von  J7,  welche  ei'laubt,  den  Sinus  mit  dem  Bogen  zu  identi- 
ticireu : 

-^  :=   U^h  (,„  -f  ,„')",. 

ÄLui  nennt  die  Grösse  — ^,   d.  h.    den  Werth,   welcher  für  77  als  Werth  der  Par- 

allaxe  in  Bogeusecunden  erhalten  wird,  wenn  a,  wie  oben,  in  Bogeuseouuden  ausgedrückt 
wüxl,  und  die  Masse  m  -\-  m'  des  Sternpaares  der  Sonneumasse  oder  richtiger  der  Masse 
der  Sonne  und  Erde  gleich  angenommen  wird,  die  hypothetische  Parallaxe  des 
Doppelsternes. 

Die  Folgen  der  Willkür  einer  solchen  Annahme  werden  dadurch  gemildert,  dass 
nach  der  eben  angeführten  Gleichung  aus  m  -\-  m'  die  Cubikwurzel  zu  ziehen  wäre. 
Ausserdem  haben  die  allerdings  bis  jetzt  nicht  zahlreichen  Erfahrungen  dm-ch  wirklieh 
ausgeführte  Parallaxenmessungen  wahrscheinlich  gemacht,  dass  unter  den  Fixsternen  sehr 
grosse  Verschiedenheiten  der  Masse  selten  sind  und  selbst  in  solchen  Fällen  sich  nicht 
bestätigen,  wo  mau  nach  den  ausserordentlich  grossen  Verschiedenheiten  der  Helligkeit 
solche  erwarten  sollte. 

Berechnen  wir,  um  ein  Beispiel  der  Anwendung  der  obigen  Gleichung  zu  geben, 
die  hypothetische  Parallaxe  von  a  Leouis,  wie  sie  den  gefundenen  Elementen  entspricht, 
so  erhalten  wir: 

j^  _    r,092^  _ 
ü^^  —   27,271 

Es  entspricht  diese  Parallaxe  einer  Entfernung  von: 

5,156000 

Halbmessern  der  Erdbalm  oder  etwas  über  100  Billionen  Meilen,  welche  das  Licht  in 
80  Jahren  durchläuft. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn,  wie  bis  jetzt  in  einigen  wenigen  Fällen  bei  Doppelsternen 
geschehen,  die  Parallaxe  gemessen  worden  ist,  durch  obige  Relation  die  Masse  des 
Sternpa.ares  gefunden  wü-d.  Die  Bestimmung  der  einzelnen  Massen  m  xmd  m'  selbst  wird 
möglich,  wenn  man  den  Schwerpunkt  des  Systemes  bestimmen  kann,  weil  bekanntlich 
die  Abstände  der  Componenten  vom  Schwerpunkte  des  Systemes  den  Massen  nmgekehi-t 
proportional  sind. 

Die  Kenntniss  des  Schwerpunktes  wird  erhalten  durch  eine  sehr  genaue  Unter- 
suchung der  sogenannten  Eigenbewegung  des  Sterupaares.  Unter  Eigenbewegung  eines 
Fixsternes  versteht  man  die  Winkelgrösse,  um  welche  derselbe,  abgesehen  von  der  Prä- 
cession,  Nutatiou  xmd  Aberration,  am  Himmel  seinen  Ort,  also  seine  Rectasceusion  und 
Decliuatiou  ändert.  Diese  kleine,  aber  mit  der  Zeit  selu-  merklich  hervortretende  Orts- 
veränderung ist  die  Folge  der  Bewegimg  der  Fixsterne  imd  imseres  Sonnensystemes  im 
Kaume,  einer  Bewegung,  welche  bei  den  verschiedeneu  FLxsternen  von  sehr  verschiedener 
Grösse  xmd  wegen  der  grossen  Räume,  durch  welche  die  Fixsterne  von  einander  getrennt 
smd,  eine  nicht  merklich  beschleunigte,  d.  h.  eine  geradlinige  mit  constanter  Geschwindig- 
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ki'it  i»t.  Wir  IihIx'Ii  fiiilii-r  ycHchon,  iIhsh  «li»-  Iticlitiiii^  ilor  V'^rliiiKliin^fNlinifii  der 
'riii-il|>iiiiku>  7.wi'iiT  (ii-nulon  im  Kjiiiiiif,  wi<iiii  ilii*  Tlu-iU<  lit-idcr  siiinintlicli  in  «IciiikoIIh-ii 
Vcrliiiltiiiss  Mtolion,  in  einen  j^rOssten  Kreis  «1er  Sphäre  fallen;  «In  niiHficrilein  die  Ent- 
ferniinu  <1<-«  Fixsternes  von  unserer  Sonne  ininier  nur  verli!Utnissni:i-i>>ij^  iiiiHscrordcntUch 
kleine  Aemlerun^en  erführt,  »o  ersieht  »ich,  «llisH  die  Ei};eiilie\vef;iin;;i'M  in  einem  j^röiutcn 
Kreise  erfoli^eii  uml  der  Zeit  prr>|iorti<>n!kl  unjjesehen  wenlen  können.  Für  Sterne,  die 
dem  Pole  nicht   :ill/.u    nahe    stehen,   erlaubt  man  sich,    wohl    auf    lauge  Zeit  hinauH,   die 

»Aenileruiig  der  Hectosoension  wie  die  der  Decliiiatiou  clun-h  Eigenliewegung  als  constant 
zu   hehandeln. 

In  jeilem  Sysli>me  halieii  w  ir  es  nach  ilem  Vorhergehenden  mit  zweierlei  Hewegungen 
zu  thun,  mit  einer  solchen,  welche  der  Zeit  proportional  in  einem  grössti-n  Kreise,  d.  h. 
perspectiv isch  in  gerader  Linie  vor  sich  geht  und  den  beiden  oder  sogar  allen  C'ompo- 
nentcn  mit  dem  Schwei-punkte  gemeinsam  ist,  und  einer  periodischen  oder  l'mlaufs- 
liewcgung,  welche  die  Stenie  eines  Systemes  in  verschiedenem  Sinne  und  vcrschie<lener 
(Jrösse  heeinflusst.  Die  Untei-suchung  der  Eigenhewegung  optisch  nahe  stehender  St-erne 
bildet  daher  ein  Mittel  zur  Prüfung,  ob  dieselben  zu  einem  engeren  Systeme  gehören 
oder  nicht,  speciell,  ob  mau  einen  bloss  optischen  oder  einen  jihysischen  Doppelstern 
vor  sich  hat. 

Es  folgt  noch  aus  den  eben  angestellten  Betnichtungcn,  dass  es  zur  ^Vufsuchung 
des  Schwerpunktes  eines  IJinärsystemes  genügt,  den  scheinbaren  I^idius  vector  so  zu 
theilen,  ilass  der  Theilpunkt  in  einem  grössten  Kreise,  d.  h.  pei^speetivisch  geradlinig 
mit  eonstanter  Geschwindigkeit  vorrückt. 

Es  seien  a,  «',  «"  die  Rectsisceusionen  des  Ilauptsternes,  ö,  ö',  5"  die  Deelinationen, 
^  /',  t"  die  zugehörigen  Zeiten,  ji,  p\  j>",  p,  p',  p"  die  entsjireehonden  Positionswinkcl 
und  Distanzen  des  Begleiters,  wobei  die  Winkelgrösseu  auf  ein  bestimmtes  mittleres 
Ae<|uinoctium  reducirt  sein  müssen.     Ferner  sei: 


^Ju  =  p  sin  p  secd 
da'  =  p'  sin  p'  secd' 
d  «"  =  p"  sin  p"  scc  S" 


/d  8  =  Q  cos  p 
/d  b'  =  p'  cos  p' 
z/  d"  =  p"  cos  p" 


sind  : 


tu  -f-  m 


+ 


Ja' 


m  -\-  m' 


+  — 7—  -''^ 

m  -f-  m 


Ö'    + 


ö"  + 


tu  -\-  im' 


m  -f  f«' 


zJd' 


Jd" 


(A) 


die  RecUiscensionen  und  die  Deelinationen  der  Projection  des  Schwerpunktes,  wrdirend 
»I  die  Masse  des  Ilauptsternes  vorstellt  Die  bekannte  He<lingungsgleichung  dafür,  dass 
drei  Punkte  der  Sphäre  in  einem  grössten  Kreise  liegen,  auf  die  Oertcr  des  Schwer- 
punktes angew.indt,  giebt  hier: 


.,(> 


,  Ji   )  sin  («"  —  «'  -1 — — y-  (Ja"  —  ^a')  I 

»I       -      Hl  /  \                                           '"     +    »'•                                                         / 

—  ln{b'   +        '"      ,  Ji'\  sin  («"  —  «    H '"'     ,-  (Ja"  —  Ja)\ 

■    \            "•  +  "•  /  \                       ♦"  +  »'                               ' 


(."  + 


»»I  -\-   im' 


Jf>"\  sin  («'    —  «    -f  — "^ — j-  (Ja'  —  Ja)  )  =  ii 
'  \  f»  -|-  »•    ^  '/ 


('*•) 
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Mittelst  dieser  Gleiehuiiy  kann  also  leicht  <las  Verhältniss  der  Masse  iii'  des  Neben- 
sternes zn  der  Gesammtmasse  bestimmt  werden,  da  Positionswinkel  und  Distanzen  dureli 
die  Bestimmung  der  Bahn  des  Systemes,  die  Rectasceusioneu  und  Declinationeu  des 
Haujitsternes  durch  Meridianbeobachtungen  gegeben  sind.  Es  existirt  aber  noch  eine 
zweite  Bedingung  fiu'  obiges  Verhältniss,  indem  verlangt  wird,  dass  die  Bögen  <les  vom 
Schwerpunkte  durchlaufenen  grössten  Kreises  sich  verhalten  wie  die  zugehörigen  Zeit- 
intervalle. 

Die  strenge  Foi-mel  für  letztere  Bedingung  ist  aus  den  Fundamentalgleichungen 
der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  herzuleiten. 

In  der  Regel  darf  man  sich,  wie  oben  ben\erkt,  erlauben,  statt  der  Bögen  jenes 
grössten  Ki-eises  die  Aendenmg  der  Rectascensiouen  und  Declinationen  des  Schwer- 
punktes der  Zeit  ]ir(>portional  zu  setzen.     Es  wird  dann  verlangt,  dass: 

«'   —  «  H , r  (<^w'   —  ^  ex) 

m  -|-  "' 

"  ,  »^'         /  ^    "  ^    \ 

«       «     H ; r     (Z/  a      ZJU) 

m  -\-  m 

6'  —6-1 "J^  Md'  —  zld) 

m  -f-  m     ^  ' 

ä"  —  d  H '-^f—y  (J6"  —  zl8) 

m  -\-  m  ' 

werde. 

Drei  vollständige  Bestimmungen  des  nuttleren  Ortes  des  Hauptsternes  liefern  zwei 
Gleichungen,  ülierhaupt  aber  n  Bestimmungen  der  Rectascensioa  oder  der  Declinatiou 
n  —  2  Gleichungen,  also  n  vollständige  Bestimmungen  des  mittleren  Ortes  des  Haupt- 
sternes 2  («  — •  2)  Gleichungen  zur  Ermittelung  von r-   \\\\\   lassen   unter   Anwen- 

m  -\-  m 

duiig  der  ^Methode  der  kleinsten  Quadrate  das  wahrscheinlichste  Resultat  finden. 


t"  —  t 


(C) 


Hundertundneunzelinte  Vorlesung. 

lieber  die  Berechnung  einer  Doppelsterubalin,  wenn  die  eine 
Componente  unsichtbar  ist. 

Bestimmungen  mittlerer  Oerter  von  Fixsternen  von  solcher  Genauigkeit,  dass  sie 
zur  llerleitiuig  der  Eigenbewegung  herangezogen  werden  können,  reichen  nicht  vor 
Bradley  und  Tobias  Mayer  zurück.  So  kurz  der  Zeitraum,  den  diese  noch  dazu  nicht 
mit  dem  Miki-ometer  allein  ausführbaren  Beobachtungen  umfassen,  mit  Fixsternperioden 
im  Aügemeiuen  verglichen,  auch  ist,  so  sind  doch  schon  zwei  der  hellsten  Sterne  des 
Himmels,  Sirius  und  Procyon,  durch  die  Discussion  ihrer  Eigenbewegungen  als  Doppel- 
sterne erkannt  worden.  Bessel  fand  bei  seinen  für  die  praktische  Astronomie  so 
epochemachend  gewordenen  Untersuchungen  und  BeobachtuBgen  von  mittleren  Oerteru 
und  Eigenbewegungen  die  des  Sirius  und  des  Procyon  veränderlich  und  zog  daraus  den 
vor  wenigen  Jahrzehnten  noch  als  sehr  kühn  geltenden  Schluss,  dass  die  Erklärung  für 
diese  Veränderlichkeit  in  unsichtbaren  Benleitern  zu  finden  sei.     In  nuithematischer  Ein- 
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klinluiij;  ilioBc«  Sohlti«««  kniiii  mnu  nagen:   wenn  in  Beriehiinjj  auf  dio  Rortanconiiiniu'n 
tiiid  <li(>  Di-clinatiüiicii  dt'«  SUtiic«  dii^  Doppclfrloichung  (C)  nicht  ho  cu  erffllU'n  Ktcbt,  daMt: 

«'  —  a  _  d'  —  d  _  e  —  t 
„"  _  «  —  d"  —  8  —  Tn—f' 

uIho  ilie  Eigt'nlicweguugcn   vcrändi-rlich   werden,   kann    im   nächHt   cinfnchHtcn  Fülle   nur 

durch  die  mit r  mulUiilicirtcn   Glieder   der   obigen  Gleichung   die  ErfflUung   der 

«I  -|-  '" 
lledingung  lierbeigefQhrl  werden.  C.  A.  V.  Peters  liat  in  einer  Abhandlung,  die  immer 
denkwürdig;  bleiben  wird,  xunSchst  l)ei  dem  Sirius  das  genannte  Iiidicium  weiUjr  verfolgt 
und  zum  erMt4.-n  Male  die  liahn  de»  damals  unsichtbaren  Hegleitcra  bcsliiumt.  Das 
KesultJkt  dieser  Itechnung  ist  seitdem  durch  die  wirkliche  Entdeckung  dieses  Kiirpers 
glänzend  bestätigt  worden. 

Der  rweite  Stern,  welcher  zu  einer  Untersuchung  dieser  Art  glückliche  Gelegenheit 
bot,  ist  Procyon;  nach  den  mit  ausserordentlicher  Sorgfalt  ausgeführten  Arbeiten  von 
Anwers  kennen  wir  die  Huhn  des  l'rocyonbegleitei-s  mit  nicht  geringerer  Sicherheit  als 
die  de«  Piriusbcgleitcrs;  aber  erat  im  Jahre  18DG  wurde  der  ProcyonLegleiter  von 
Schacburle  auf  der  Licksleruwarte  entdeckt. 

Wegen  des  ungemeinen  Interesses  solcher  Untersuchungen  auf  das  Vorhandeuaein 
'lunkier  Massen  und  deren  Bahnbestinimungcn  wollen  wir  im  Folgenden  noch  den  Weg 
angeben,  wie  das  Problem  auf  das  der  IJestimmung  einer  Doppelstembahn  der  gewöhn- 
lichen Art  reducirt  werden  kann. 

Es  erscheint  hier  in  noch  höherem  Grade,  als  bei  dem  leichleren  Falle,  gerathen, 
>ich  die  erste  Annäherung  mit  Zuziehung  eines  graphischen  Verfahrens  zu  verschaffen. 
Wenn  man  das  eine  Mal  den  Betrag  der  Eigenbewegung  in  Reclasceusioncn,  das  andere 
Mal  die  Declinationsveränderungeu  dieser  .Art  alsOrdinaten  der  als  Abscissen  betrachteten 
Zeiten  aufgetragen  hat,  so  wird  sich  in  jiraktischen  Fällen  beinahe  immer  sogleich  eine 
Schätzung  der  Umlaufszeit  und  des  mitlieri'n  Werthes  der  Eigeubewegung  erlangen 
hissen.  Nehmen  wir  zuu.ächst  der  Einfachheit  halber  an,  die  Beobachtungen  umfassen 
minilestens  einen  Umlauf  (was  auch  mit  KUcksicht  auf  den  praktischen  Erfolg  der 
Rechnung  gegenwärtig  noch  immer  sehr  wünschenswerth  bleibt),  so  wird  man  leicht 
diejenigen  Punkte  der  Rectascensionencurve  und  ebenso  der  Declinationencm-ve  erkennen, 
die  um  einen  Umlauf  von  einander  abstehen;  denn  in  diesen  Punkten  werden  bei 
gleichem  Sinne  der  Aenderung  die  Tangenten  parallele  Richtung  haben  müssen.  Wenn 
man  die  zwischen  je  zwei  solchen  P\inkten  vorkommende  Eigenbewegung,  also  die 
J)ifferenz  der  Ordinalen,  durch  ilie  Differenz  der  Abscissen  dividirt,  so  erhält  man  die 
mittlere  jährliche  Eigenbewegung.  Es  sei  letztere  gleich  n  für  die  Rectascensionen, 
gleich  q  für  die  Dcclinationen ,  so  wird  man  unter  Zuziehung  von  anderen  Punkten  der 
Curve  eine  Reihe  von  Gleichungen  folgender  Form  erhalten: 

u'    —  u  -\ '^ — r-  (Ja'    —  Ja)  z=  n  (t'    —  t) 

m  -\-  iti  ^ 

a"  —  «  -f  —^ — r  (^a"  —  -^a)  =  «  ('"  —  0 


m 

m' 

m' 

m 

+ 
m' 

m' 

a  -f-        •"     ,  {du"'  -Ja)  =  n  {('"  -  t), 
w  -f-  ♦»  ' 


desgleichen  für  die  Declination: 


IW   -J-   w 


KIlDkvrfntt,  ThforttiMha  AtlroDonilr. 
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m  -\-  m    ^  '  ' 

S'"  —  d  -\ "^—r  US'"  —  JS)  =  q  (t'"  —  f). 

ISfan  erkennt  sofort,  dass  es  nur  noch  der  Kenntniss  von  zweien  der  Grössen: 
^  u  ■ ■ r  ^  «  ; r  ^  «  - — : r  ^  « 


»«  4~  '"'  '"  "H  '"'  "'  "i"  '"'  ♦"  "I"  *"' 

bedarf,    um    die    übrigen    und    dann    die    vier    Positionswinkel  und   ; ^fache   der 

m  -\-  m 

Distanzen  abzuleiten.     Für   den  Fall,   dass   die  Umlaufszeit   gegeben    ist,   wüi-den    sogar 

zwei  dieser  abgeleiteten  Grössen  für    die  Bestimmung   der  Bahn   überflüssig  sein;  daher 

man,  wie  folgt,  vcrfabi-en  kann.     Man  entwii-ft  für: 

■ ; j-  z7a     rmd     r-  ^o 

m  -f-  m  m  +  m 

eine  Hypothese,  und  leitet,  wie  eben  gezeigt,  daraus: 

,      ,,                      m'                              m'           .                    m'  ,, 

P,  P^  P  ,  i r  Q  ■ — ; r  Q  , r  9 

ab.  Durch  das  Auftragen  dieser  Coordinaten  um  den  Ort  des  Hauptsternes  als  Null- 
punkt herum  werden  drei  Punkte  der  hyijothetischeu  scheinbaren  Bahn  erhalten,  welche 
der  Doppelbedingung  genügen  müssen,  dass  die  Sectoren  einer  durch  diese  Punkte 
gelegten  Ellipse  zwischen  dem  ersten  und  zweiten,  zwischen  dem  ereten  und  diitten  und 
der  Inhalt  der  ganzen  Ellipse  sich  so  verhalten,  wie  es  die  ZeitintervaUe  und  die  Umlaufs- 
zeit  verlangen.  Ist  dem  genügt,  so  lässt  sich  die  Bahn  nach  den  bekannten  Vorschriften 
finden,  wenigstens  der  Form  und  Lage  nach,  von  der  scheinbaren  Dimension  der  Bahn 
aber  nur  die  Entfernung  des  Sternes  vom  Schwerpunkte,  d.  h.  analog  unserer  fi-üheren 
Bezeichnung  die  Grösse: 


m  -\-  m 

Kann  die  TJmlaufszeit  nicht  als  gegeben  angesehen  werden,  so  muss  die  combiuiite 
Hj'pothese  über: 

z/a     imd ; r  ^  S 


m  -\-  m'  m  -\-  m' 

auch  noch  auf  die  mittlere  Bewegung  ausgedehnt  werden.  Es  genügen  aber  alsdann 
aus  bekannten  Gründen  nicht  drei  Epochen,  sondern  es  muss  eine  vierte  zugezogen  werden, 
um  di'ei  Sectoren  in  Beziehung  auf  ihi-e  Fläche  vergleichbar  zu  machen  und  so  die 
Fehler  der  Hypothese  ermitteln  zu  können.  Die  Versuche  im  Rohen  sind  natüi-Uch  auch 
hier  wieder  durch  das  graphische  Verfahi-en  sehr  zu  erleichtern.  — 

Ehe  wii'  nun  zum  Schluss  zu  einigen  interessanten  Anwendungen  übergehen,  mögen 
des  grossen  Interesses  wegen,  welches  sie  beanspruchen,  hier  noch  die  von  H.  Seeliger 
gegebenen  Ausführungen  über  Doppelsterne  Platz  finden.  — 


r7i 


1 1  uiiilcrt  11  Milz  \v;iii/,  i<;st  ••    Noilt-simtr- 
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Kiiioii  |«li\  ^iüolit'ii  l)i)|i|iflsti'rii  liililni  zwei  Slurne,  wuiiii  ihre  gegenBeitigo  Eiit- 
fcM-iiuii«;  so  klfiii  ist,  «lass  die  Einwirkiiiitj  «Icr  iiln-ii^en  Kixsleroc  auf  ihre  relative  lU- 
wi-u'iing  veriiacliliissiift  oiler  weniijstens  als  iiebensiiclilich  lietrachtet  werden  darf.  Stehen 
/.wfi  Sterne  iinr  scheinbar  in  grosser  Nahe  liei  einander,  so  entsteht  ein  optischer 
l>o|i|)olstern.  Das  Vorkoninien  eines  solchen  ist  den  Gesetzen  des  Zufalles  unterworfen, 
und  es  ist  deshall»  eine  wohl  delinirte  nialhenialisehe  Aufgal)e,  die  zu  erwartende  An- 
Kihl  optischer  |)o|>|iel8lerne  von  gegelieiieni  scheinbaren  Altstaude  zu  berechnen,  wenn 
Anwihl  und  Vertheiinng  der  Sterne  in»  Hniiiue  bekannt  sind.  Da  eine  strenge 
Lösung  dieser  Aufgabe  nicht  vorliegt,  entbehren  die  gewöhnlich  angeführten  Angilben 
über  die  zu  erwartenile  Anzidd  von  o|»tischen  Doi>iielsternen  der  genügend  sicheren 
(irundlai;e.  Leicht  kann  luau  sich  aber  davon  überzeugen,  dass  die  Aii/^ahl  hellerer 
ojitischer  Doi>|"elslerne  von  kleiner  Distanz  nicht  bedeutend  sein  kann,  und  in  «liesem 
Siinie  kann  man  in  <ler  That  behau|>ten,  dass  die  Con»iionenten  der  überwiegen<len 
Mehr/jihl  der  vielen  bekannten  Do|i](elsterne  nach  den  Gesetzen  der  Wahrscheinlichkeit 
phvsisch  mit  einander  verbunden  sein  wenleii.  .Man  hat,  zum  Theil  aus  äiisserlichen 
Gründen,  nach  dem  Vorgange  von  W.  Siruve,  als  .Maximaldistaiiz  eines  Do|(|ielsterues 
im  engeren  Sinne  'A2"  festgesetzt.  In  der  That  werden  der  llau|itsache  nach  die 
Svsteme  mit  schnellerer  lievolutionsbewegung  hierdurch  umgrenzt. 

Dass  die  Kiitdcckung  /»ihlieicher  engerer  Doiiiielsterne  eiuer  mit  optischen  llülfs- 
milteln  besser  ausgerüsteten  Zeit  vorbehalten  bleiben  musste,  ist  selbstverständlich.  In- 
dessen sind  vereinzelt  schon  sehr  frühe  Doppelsterne  aufgefunden  worden.  So  ■/..  ]>. 
«C'entauri  von  Fenillce  im  Jahre  17ü'J,  y  Virginis,  Castor,  61  Cygni  von  Hradley  etc. 
Dass  dies  aber  nicht  vereinzelte  Fälle  seien,  dass  vielmehr  eine  grössere  Anzahl  von 
Dop|pelsternen  am  Himmel  existiren,  hat  zuerst  Christian  Mayer,  llofastronom  in 
.Mannheim,  gezeigt.  Kr  suchte  nicht  nur  nach  solchen  Objccten,  sondern  bestimmte  auch 
die  Uect-iscensions-  und  Decliuationsdifferenzen  der  beiden  Componenten  mit  einem 
achtfflssigen  Hird'scheu  Manenpiadiautcn.  Diese  Thatüache  kann  nicht  verdunkelt 
werden  durch  die  nicht  ganz  einwaudsfreieii  ISemerkungen,  welche  <lie  erste  l'ublicatiou 
.Maver's')  ül>er  diesen  (iegenstjind  enthält  und  die  zu  Missverständnissen  Anlass  gebende 
von  ihm  gebrauchte  Bezeichnung  „Fi xsl ernlra bauten"*.  Die  .Vstronomcn  standen  übrigens 
den  -Mayer'schen  Kntdeckungen  nicht  gleichgültig  gegenüber,  was  aus  dem  Umstände 
hervorgeht,  dass  im  berliner  .lahrbnche  für  1784,  das  im  Jahre  1781  erschien,  ein  -Vor- 
zeichniss  aller  bi^her  enUKckten  Doppelsterne'*,  die  „fast  alle  von  Herrn  llofastronom 
Mayer  auf  der  Churfürstlichcn  Sternwarte  zu  Mannheim  zuerst  beobachtet  worden  sind**, 
abgedruckt  ist.  Dieses  Verzeichniss  enthält  l'J  Do|>pelsterne,  und  zwar  zum  grössten 
'l'heile  begreiflicherweise  sehr  weite  (bis  72"  DisUinz).  Es  scheint  sowohl  .Mayer,  als 
auch  dem  Ileniusgeber  des  Jahrbuches  Itoilc  sehr  fern  gelegen  zu  haben,  diese  oder  auch 


')  Mit  (icnchmigiiDg  de»  Herrn  VcrfassiTs  aus  deiii  Hamlworterbuclio  der  .\»trouoiiiic,  horaun- 
(tojtpbon  Von  W.  Valcntinor,  Bd.  I,  S.  (!71  bio  (>9(i,  abp'dniekt. 

•)  finindlinhe  Vprtheidi(rnnK  neiior  Ucobachtuiigcn  von  Fixsterutriiltatitoii  etc.  S».  Mann- 
licini    1778. 
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iiuv  einen  Theil  dieser  Doppclstcrne  als  physische  zu  betrachten,  denn  es  wii-d  das 
astronomische  Interesse  au  solchen  Systemen  ausdrücklich  darüi  gefunden,  dass  die  fort- 
schreitende relative  Eigenbewegung  der  beiden  FLxsterne  in  Folge  ihres  scheinbaren 
Xebeneinanderstehens  leichter  bemerkt  und  genauer  bestimmt  werden  könne,  was  offen- 
bar nur  bei  optischen  Doppelsternen  einen  Sinn  hat.  Von  nicht  wesentlich  anderen 
Gedanken  ^nu'de  W.  Herschel  bei  seinen  ersten  Forschungen  über  Doppelsterne  ge- 
leitet Auch  er  dachte  mu-  an  optische  Systeme  und  suchte  nach  solchen,  ohne  May  er 's 
Bemühungen  zu  kennen.  Nun  sollten  enge  Doppelsteme  die  Messung  der  jährlichen 
parallaktischen  Verschiebungen  erleichtem  und  also  die  Auffindimg  der  ersten  Werthe 
von  Fixsterniiarallaxen  ermöglichen.  Von  allem  Anfange  an  waren  seine  Nachforschungen 
nach  Doppelsternen  sehi'  ergiebig,  und  bereits  am  10.  Januar  1782  konnte  er  der  Royal 
Society  einen  Katalog  von  269  Doppelsternen  vorlegen.  Die  eigentliche  Bedeutung  der 
Herscherschen  Entdeckungen  erkannte  aber  erst  Michelli),  der  das  Vorkommen  so 
vieler  scheinbar  nahe  bei  einander  stehender  Sterne  als  mit  den  Gesetzen  des  Zufalles 
unvereinbar  erklärte  und  betonte,  dass  die  meisten  dieser  Doppelsterne  thatsächlich  nahe 
bei  einander  stehende  Weltkövper  seien,  die  sich  nach  den  Gesetzen  der  Gravitation 
um  einander  bewegen  müssen.  Diese  Ansicht  wiu'de  durch  die  ferneren  Arbeiten 
W.  Herschel's  bestätigt,  die  in  Folge  dessen  in  dem  Gebiete  der  Doppelsternastronomie 
von  grundlegender  Bedeutung  sind.  Herschel  begnügte  sich  in  der  Folgezeit  nicht 
damit,  neue  Doppelsteme  zu  entdecken.  Vielmehr  suchte  er  nach  Verlauf  eines  an- 
gemessenen Zeiti'aumes  die  ihm  bekannt  gewordenen  Doppelsteme  \vieder  auf  und 
konnte  in  mehi-eren  Fällen  eine  Veränderung  in  der  gegenseitigen  Stellung  beider  Sterne 
nachweisen.  Allerdings  hätte  diese  auch  eine  Folge  der  als  geradlinig  anzusehenden 
Eigenbewegungen  sein  können,  aber  es  waren  so  die  Grimdlagen  gegeben,  um  (wenig- 
stens theoretisch)  dm'ch  eine  dritte  Messung  auch  den  letzten  Zweifel  an  dem  Vor- 
handensein wh-ldicher  Doppelsterne  zu  zerstören. 

Endlich  gebührt  W.  Herschel  das  Verdienst,  zuerst  in  klarer  Weise  erkannt  zu 
haben,  welcher  Art  die  Beobachtungen  sein  müssen,  um  als  Grundlage  für  Betrachtungen 
über  etwaige  Revolutionsbewegungen  dienen  zu  können.  Mayer  hatte,  ähnlich  wie  es 
durch  die  jetzt  üblichen  Meridianbeobachtimgen  geschieht,  die  Rectascension  und  Decli- 
nation  der  beiden  Componenten  bestimmt,  ein  Verfahren,  das  nicht  die  nöthige  Ge- 
nauigkeit gewähren  konnte,  bei  engen  Doppelsternen  überdies  kaum  anwendbar  ist. 
W.  Herschel  daseien  bestimmte  die  «gegenseitige  Stellimg  beider  Sterne  mit  Hülfe 
von  ]\Iiki'ometennessungen,  und  zwar  in  eiuer  Weise,  welche  auch  die  Folgezeit  als  die 
zweckmässigste  anerkennen  musste.  Der  hellere  der  beiden  Sterne  wiu'de  als  Haupt- 
stem  und  als  das  Bezugsobject  für  die  Angaben  des  Ortes  des  schwächeren  betrachtet. 
Die  letzteren  enthielten  die  beiden  Polarcoordinaten :  Distanz  und  Positionswinkel. 
Distanz  ist  der  scheinbare  Abstand  beider  Sterne,  und  Positionswinkel  der  Winkel,  den 
die  Distanz  mit  einem  festen,  diu-ch  den  Hauptstern  gehenden  grössteu  Kreis  bildet. 
Den  Positionswinkel  hat  W.  Herschel  nicht  immer  von  derselben  KuLh-ichtung  an 
gezählt  und  durch  Angabe  des  Quadranten  jeden  Zweifel  zu  beheben  gesucht.  Die 
Folgezeit  hat  in  dieser  an  sich  ohne  Frage  nebensächlichen  Angelegenheit  ein  verein- 
fachtes und  allgemein  angenommenes  Verfahren  ausgebildet.  Man  zählt  seit  W.  Struve 
den  Positionswinkel  vom  nördlichen  Theile  des  Stundenki-eises  in  der  Richtung  Ost, 
Süd,  West,  Xord.  Steht  also  der  Begleiter  genau  nördlich  über  dem  Hauptsterne,  so 
ist  der  Positionswinkel  0"  zu  notken. 


'j  Mio  hell,  On  the  means  of  discoverinp  flie  distance,  magnitude  etc.  of  the  Fixed  Stars  etc. 
Philosophical  Transact.  1783,  Xov.  27. 
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Dil-  Ki'siilutf  Hi'iiuT  Kiililcckungon  iiiul  MeKHiiii^en  lisit  NV.  IIurHrliuI  in  «li-n 
■luhrcii  178'J,  1785  itiid  1801  /iiHaiimu-n^^CHteilt.  Dii'se  ciitlialti'ii  Aiij;al»t'ii  ühor  etwa 
"0(1  ])i>|i|ii>i-  Ulli]  iiu'lirfaclio  Slonii';  eine  Sflir  scliiit/ltan*  ZiiHatiiiiicM.Hti-lluiij^  «liener  Hi-- 
siilUtlu   \urilaiikt  man  .1.   Ilorscliol '). 

\\"\v  in  \ifli'ii  ainlcrcn  (.iiOiii-U-n  «Kt  Astronoinio,  nft/lu  auch  liier  «li-r  Sohn  die 
gro88ai"tijio  Tliälinkeit  «If«  Vntei-s  fort.  Jolin  llei-Hcbi'l  liat  nicht  unr  lion  ininllichirn 
lliiniiK'l  in  ilicsc-r  Kichtiing,  in  tlur  eniton  Zeit  in  (icnii-inschafl  mit  South,  auf  duH 
Eifritrstv  diirchforsdit,  Koudurn  dio  dolo'jcnlu'it,  welche  ihm  sein  so  reich  i^esegneter 
Aufenthalt  am  C'a|>  der  guten  Hoffnung  darbot,  auch  für  die  DoppelBtcrne  in  der 
ergieliigsten  Weise  ausgenutzt.  Die  versciiiedeiien  von  ihm  publicirten  Zusammcn- 
stelluiigeii  lieziehen  sich  auf  etwa  üOOO  !)o|'i>el.sterno,  von  denen  etwa  2000  der  süd- 
lioheu   Halbkugel  angehören^). 

Am  meisten  und  nachdrücklichsten  aber  wurde  nach  \V.  llcrschel  die  Kenutnibs 
der  Doppelsterne  gefördert  durch  W.  Struve.  Seine  Bemühungen,  durch  Aufsuchen 
neuer  Systeme  und  liestimmung  ihrer  Positionen  das  Fundament  für  eine  Astronomie 
der  vielfachen  Stenic  zu  legen,  beginnen  bcreit-8  um  das  .lahr  1813.  In  der  ersten  Zeit 
mit  sehr  beschriinktcn  Ilülfsmittelii  arbeitend,  konnte  er  seine  weitreichenden  Absichten 
erst  voll  ins  Werk  setzen,  als  er  in  Fraunhofer's  berühmtem  Hefractor  von  'J  Zoll 
Oeffnung  ein  ausgezeichnetes,  für  die  damalige  Zeit  sogsir  unvergleichliches  Ilülfsmittel 
erhielt.  Der  l'lan,  welcher  im  L:iufe  der  folgenden  Jahi-c  wirklich  ziu-  Ausführung  kam, 
erstreckte  sich  auf  folgende  Aufgaben: 

1.  Möglichst  alle  vielfachen  Sterne  zwischen  dem  Xonliiolc  und  —  15"  Decliiiation, 
ileren  DisUuix  kleiner  als  32"  und  deren  schwächster  Stern  nicht  schwächer  als  von  der 
neunten  Grösse  ist,  aufzusuchen   und  zu  katalogisireii. 

2.  Die  gefundenen  Systeme  mikrometrisch  so  genau  und  so  oft  als  nu'iglich  auszu- 
messen und  hierbei  Xotiningeu  über  d;is  Aussehen  der  Sterne,  namentlich  ihrer  Farbe 
zu   machen. 

;>.  Die  mittleren  Urte  aller  dieser  vielfachen  Sterne  mit  dem  Meridiankreise  zu 
bestimmen. 

Die  zwei  ersten  Aufgaben  hat  Struve  ganz  allein  mit  grosser  Energie  durch- 
gefülirl,  wie  die  berühmten  l'ublicationen  ')  der  gewonnenen  Resultate  zeigen.  Bei  der 
ilritten  Aufgabe  musste  er  liald,  von  den  beiden  ersten  völlig  in  Ausju-uch  genommen, 
auf  die  .Mitarbeiterechaft  von  l'reuss,  siiäter  auch  l^öllen  rechnen.  Für  den  vor- 
liegenden Gegenstand  bieten  selbstverständlich  die  „Mensurae  microm."  das  grösste 
Inleres-se,  es  wird  deshalb  wohl  angebracht  sein,  einige  Einzelheiten  über  dieses  Werk, 
wenn  auch   nur  in  grösster  Kürze,  zu  erwähnen. 

Struve  hat  die  gcfundeueo  Doppelsterue  nach  zwei  Gesichtspunkten  in  Gruppen 
eingetheilt:  erstens  nach  der  Grösse  der  Distiinz,  indem  er  acht  (.'lassen  in  gleich  zu 
erwidiiicnder  Weise  unterschied,  zweitens  nach  der  Helligkeit  der  beiden  Componenten. 
Er  nennt  die  Doppelsterne  entweder  „lucidae"  oder  „reliiiuae",  je  nachdem  keiner 
der  beiden  Sterne  schwächer  als  achter  Grösse  oder  dies  wenigstens  bei  einem  der  Fall 
ist.      Die  .Mens.  micr.  enthalten   nun  folgende  Anz;dilen   von   Dop|)el8terusystemen : 


')  A  Synopsi«  of  ull  Sir  William  QerBchel's  micronictrical  Mcasiiruincutg  etc.  Mcinoirs  of 
thc  U.  Aittr.  Society  London,  Vol.  35. 

')  In  vielen  Künden  der  Meinoir«  of  tho  R.  .-Vstr.  Society,  London.  Dann  niicli  in  dem  jfrossen 
Werke:    .Rcults  of  .Xstronomical  Olwcrviitinns  of  the  t'apo  of  (Sooil  llojie"  1847. 

•)  Catalogu»  novun  »tellaniin  dn|iliciiini  etc.  Dorpiit  I8:i7.  MoiiHiiruc  iiiicrometricac  stcllanim  etc. 
St.  I'etcrsburjt  IKl". 
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^■lasse 

Distanz 

Ineiilac 

reliqnae 

1      .     . 

.        0"  -    1" 

62 

29 

2     .     . 

1"_  2" 

116 

198 

3 

.       2"—  4" 

133 

402 

4     .     . 

.       4"—  8" 

130 

452 

5     .     . 

.       8"— 12" 

54 

298 

6     .     . 

.     12"— Ifi" 

52 

179 

7  .     . 

8  .     . 

.     Iß"— 24" 
.     24"— o2" 

54  ] 
52  1 

429 

Summa 

653 

1987 

Hierzu  kommou  noch  72  Paare,  welelie,  obwohl  ausserhalb  dos  Arbeitsjirogrammes 
liegend,  gemessen  worden  sind,  nämlich  28,  bei  denen  der  Begleiter  schwächer  als  neunter 
Grösse  ist,  und  44  von  einer  Distanz  >  32".  Diese  2712  Paare  sind  aber  nur  2641  von 
einander  verschiedene  Systeme,  weil  die  mehrfachen  Sterne  bei  der  vorgenommenen 
Classification  zugleich  in  mehreren  Classeu  erscheinen.  Die  ganze  Eiutheilung  Struve's 
ist  übrigens  willkürlich  und  dürfte  wohl  kaum  als  [iraktisch  anerkannt  werden,  sie  wird 
auch  in  der  neueren  Zeit  nicht  mehr  gebraucht. 

Durch  W.  Struve's  ')  Arbeiten  wurden  die  Doppelsterne  in  den  Vordergrund  des 
astronomischen  Interesses  gerückt  tmd  eine  grössere  Anzahl  von  Beobachtern  widmet 
seither  diesem  Gebiete  ihre  Kräfte.  Zuerst  ist  Otto  Struve^)  zu  erwähnen,  welcher 
seit  1840  bis  vor  kurzer  Zeit  die  Doppelsteruwelt  durchforschte  und  hierin  seine  Lebens- 
aufgabe fand.  Ihm  schliessen  sich  in  würdiger  Weise  au:  Dawes^),  Dembowski^), 
Duner-')  und  in  neuester  Zeit  Schiaparelli '>),  A.  Hall  und  II.  Struve.  Ferner  sind 
noch  als  verdiente  Doppelsternbeobachter  u.  A.  zu  erwähnen:  Mädler,  Kaiser,  Secchi, 
Fletcher,  Eugelmanu,  Jedrzejewioz,  Glasenapp,  Lewis,  Seabroke,  Gledhill, 
Wilson,  die  Beobachter  der  englischen  Privatsternwarten  von  Barclay,  Bischop  und 
Lord  Wrottesly  u.  s.  f. 

Trotz  so  vielfacher  Betheiliguug  war  aber  die  Anzahl  bekannter  Doppelsterne  in 
den  letzten  Jahrzehnten  verhältnissmässig  wenig  grösser  geworden.  Es  musste  deshalb 
nicht  geringes  Aufsehen  machen,  als  Burnham')  in  den  siebziger  Jahren  mit  ver- 
gleichsweise geringen  optischen  Hülfsniitteln  eine  grössere  Anzahl  neuer,  zum  Theil  sehr 
enger  und  lichtschwacher  Doppelsterne  auffand.  Nicht  selten  waren  es  Struve'sche 
Doppelsterne,  die  sich  durch  Auffindung  eines  nahen  oder  lichtschwachen  Begleiters  als 
mehrfach  erwiesen.  Diese  Entdeckungen,  die  sich  später  sehr  vermehrten,  als  Burn- 
ham  in  dem  36 zölligen  Refractor  der  Licksteru warte  ein  überaus  mächtiges  Hülfs- 
mittel  erhielt,  vers])rachen  für  die  Zukunft  eine  reiche  Ausbeute  an  schnell  bewegten 
Doppelsternsystemen,  haben  in  den  letzten  Jahren  auch  schon  zur  Kenntniss  sehr  inter- 
essanter Objecto  geführt.     Burnham's    verschiedene  Kataloge    enthalten   bis   jetzt   etwa 


')  SteUarum  fixarum  imprimis  dupliciuni  etc.  positiones  mediae  1852. 

')  Zahlreiche  kleinere  Arbeiten  und  Mittheilimgen  Otto  Struve's  über  Doppelsterne  finden 
sich  in  den  Schriften  der  Petersburger  Akademie.  Die  zahlreichen  Messungen  engerer  Doppelsterne 
sind  zusammengestellt  und  eingehend  bearbeitet  in  „Observations  de  Poulcova,  Tome  IX". 

")  Die  Beobachtungen  von  Dawes  sind  gesammelt  in  Memoirs  of  the  R.  Astr.  Society,  Lon- 
don, Bd.  35. 

■*)  Misure  micrometriche  di  stelle  doppie  etc.     Roma  1883  und  1884. 

')  Mesures  micrometriques  d'etoiles  doubles.    Lond.  1876. 

")  Osservazioni  sulle  stelle  doppie.  Publicazioni  del  reale  Üsservatorio  di  Brcra  in  Milano, 
No.  XXXni,  1888. 

")  Memoirs  of  the  R.  Astr.  Society,  London.     Bd.  XLVII. 


—     775     — 

l.itMi  iK'iic  Oliji'i'U:  ').  Im  (i:iii/.<'ii  Mfiiluii  go^i*iiwarti){  an  I'JUIXI  niulirfucliu  Stvriie  lic- 
kaiiiit  Mi-iii,  voll  (K'iii'ii  «'lua  10  l'rix-.  iiii'lir  «xlcr  weniger  •iL-iitlu-hf  ICcvuliitiuiiHbvwogiiUgi-ii 
:iiifwfiiti-u.  I)ii'8u  AbHi-hät/.iiii<;  beruht  auf  fulgendoii  Augaheii:  J.  il  frxohel ')  bat  t-iii 
N'fr/cioliiiiim  lU-r  ihm  lickuiiiiU-ii  nii-lirfai-ht-ii  Su-riie  hintcrhissoii,  weli-hix  IdiilMI  Olijecle 
i'uthlilt.  Nicht  inW-griffen  «iud  «lie  liuriihaiu'hchcn  St«?riic,  sowie  die,  ullerdin^M  nicht 
/:ihlreicheii,  in  den  letzten  Jahren  von  anderen  Aslrononieu  gefundenen.  Noch  mag 
erwalint  werden,  dasi>  man  die  l)u|>|ieUterne  mit  Vorliebe  nach  den  von  den  um  dienen 
Zweii;  der  Astronomie  verdientvblen  Aütronumen  bezeichnet,  indem  die  Nummern  der 
\oii  ihnen  heraungegebenen  Kataloge  eitirt  werden.  K.s  ist  üblich,  W.  Struve  mil  H, 
Otto  Struve  mit  02.',  Dawen  mit  D,  l>enibowski  mit  .J,  l>uner  mit />»,  ßurnhani 
mil  /i,  Schiaparelli  mit  Np  zu  bezeichnen.  So  wird  z.  IJ.  {  Cancri  auch  2,"  ll'Jü 
l>enannL 

Viel  ist,  namentlicii  in  früherer  Zeit,  über  die  Karln-n  der  l)op|>elsterue  geschrieben 
worden.  W.  Struve  hat,  wie  schon  erwähnt,  die  Untersuchung  dieses  Gegenstandes  in 
sein  Arbejts|>rügramin  aufgenommen.  Im  tianzen  hat  er  unter  5'J6  Systemen  gefunden : 
.i".')  l'aare  von  gleicher  Farbe,  IUI  Paare  von  wenig  verschiedener  Färbung  und 
12<»  l'aare,  deren  Com|>onenten  sehr  verschieden  gefärbt  sind.  Diese  Aufzählung  dürfte 
jedenfalls  der  vielfach  ausgesprochenen  Meinung  entgegentreten,  dass  sehr  verschiedene 
Färbung  beider  Compoueiiteu,  namentlich  in  complementärem  Sinne,  das  gewöhnliche 
Vorkommniss  sei.  Doppler')  hat  in  Verfolgung  dieser  Ansicht  die  Meinung  aus- 
gesprochen, dass  bei  Dop]>elsternen  mit  schneller  Revolutionsbevvegung  die  Neigung  zu 
complementärer  Färbung  sich  aus  den  Gesetzen  der  Wellenbewegung  des  Lichtes  ab- 
leiten lasse.  Wenngleich  die  Folgezeit  diese  Meinung  als  irrig  erkannt  un<l  das  dem 
erwähnten  Gedanken  zu  Grunde  liegemle  _Doppler'sche  Princip"  in  einigen,  allerdings 
nicht  wesentlichen  Punkten  moditicirt  hat,  so  bildet  dasselbe  doch  ein  überaus  wichtiges 
Fundament,  welches  in  den  letzten  Jahren  zu  wichtigen  tmd  interessanten  Ergebnissen 
und  Entdeckungen  geführt  hat.  —  Zur  Eikläruug  der  Falbenverschiedenheit  der  beiden 
Componenten  eines  Doppelstemes  dürfte  es  oftmals  ausreichen,  in  Erinnerung  zu  be- 
halten, das^  an  sich  geringe  Farbenuuterschiede  sehr  nahe  bei  einander  stehender  Ob- 
jecte  leichter  bemerkbar  werden.  Während  allerdings  einerseits  durch  Versuche  an  be- 
sonders auffällig  gefärbten  Stempaaren  gezeigt  worden  ist,  dass  die  Contrastwirkung 
nicht  Alles  zu  erklären  vennag,  muss  andererseits  hervorgehoben  werden,  wie  unsicher 
bisher  alle  Angaben,  welche  sich  auf  die  Stenifiirben  beziehen,  simL  Der  Fall  kommt 
nicht  selten  vor,  dass  ein  lieobachter  sehr  intensive  Farben  wahrzunehmen  glaubt,  die 
ein  anderer  nicht  oder  wenigstens  nicht  mit  Sicherheit  wahrnehmen  kann.  So  hat  sich 
eiii  so  erfahrener  Beobachter  wie  J.  II ersehe  1  stet«  sehr  skeptisch  gegenüber  der  ganzen 
Angelegenheit  verhalten.  Seiner  3Ieinung  nach  kommen  überhaupt  nur  Färbungen  aus 
ilem  weniger  brechbaren  Theile  des  Spectrums  (roth,  gelb)  bei  Sternen  in  ausges])rocheuem 
(irade  vor,  und  blaue  Sterufarben  seien  stets  nur  Folge  der  Contrastwirkung  naher  röth- 
licher  Sterne.  Die  Anwendung 'der  Spectralanalyse  wird  auch  in  dieser  Frage  mit  der 
Zeit  Klarheit  schaffen,  da  die  Feststellung  der  für  die  Gesammtfarbe  maassgebenden 
Zusammensetzung  des  Spectrums  nicht  subjectivem  Urtheile  preisgegeben  ist.  An  sich 
ist  nicht  unwahrscheinlich,   dass  die  Componenten  der  Doppelsteme  sich  häutig   in   sehr 


')  Eine  l'ebemicht  ülier  Burnbam's  Arbeiten  giebt  der  zweite  Band  der  .,Publicatiiins  of  the 
Lick  Obsorvatorj",  Sacrainentii  1h94. 

')  .\  CatalofTue  of  1030»  multiple  and  double  Stars.  Memoir»  of  the  K.  .Vatr.  S<.>eiety.  I^ndon, 
Vol.   40. 

')  Ceber  das  farbig  Licht  der  Dopjiclstcmc  etc.    Prag  lct42. 
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verscbiedeneu  Stadien  der  Alikiihluug  beüiiden  müssen.  Dann  werden  ihre  Spectren 
verschieden  sein  und  in  Folge  dessen  auch  ihre  Färbung. 

Von  der  grössten  Bedeutung  für  die  Astronomie  wurden  die  Dopjielsternmessungen, 
als  sie  anfingen,  deutlich  Revolntionsbewegungen  zu  enthüllen,  und  als  es  mit  ihrer 
Hülfe  gelang,  die  Einsicht  zu  erlangen,  dass  diese,  ebenso  wie  alle  Bewegungen  im 
Planetensysteme,  durch  die  Folgerungen  des  allgemeinen  Attractionsgesetzes  dargestellt 
werden  können.  Die  Aufgabe,  aus  den  gemessenen  Positionswinkeln  und  Distanzen  die 
Elemente  einer  Doppelsternbahn  abzuleiten,  wurde  auf  Anregung  von  Seite  Arago's 
zuerst  von  dem  leider  früh  verstorbenen  Felix  Savaryi),  und  zwar  in  durchaus  correcter 
Weise  gelöst.  Denselben  Gegenstand  hat  später  Encke^)  behandelt,  ohne  indessen, 
ausser  in  weniger  belangreichen  Dingen,  die  Savary'sche  Lösung  zu  überholen.  Von 
den  zmn  Theil  primitiven  graphischen  Methoden  J.  lierschel's ')  und  den  Vorschriften, 
welche  Y.  Villarceau*)  im  Anschlüsse  an  die  in  der  Mecanique  Celeste  zur  Berechnung 
einer  Planeteubahn  gegebenen  entwickelt  hat,  darf  wohl  behauptet  werden,  dass  sie 
einen  Fortschritt  in  dem  vorliegenden  Thema  nicht  gebildet  haben.  Dagegen  hat  J.  Her- 
schel'')  und  unabhängig  von  ihm,  wenn  auch  Jahrzehnte  später,  Villarceau«)  eine 
Methode  entwickelt,  die  in  den  meisten  Fällen  in  grosser  Kürze  und  mit  Sicherheit  die 
Berechnung  einer  Doppelsternbahn  auszuführen  erlaubt.  Der  Grundgedanke  dieser 
Methode  kommt  im  Folgenden  zu  kurzer  Auseinandersetzung  und  führt  in  der  elemen- 
tarsten und  einfachsten  Weise  zu  äusserst  leicht  ausführbaren  Rechenvorschriften.  In 
neuerer  Zeit  hat  das  Problem  durch  Kliukerfues")  und  Thiele*)  beachtenswerthe 
Lösungen  ei-fahren,  die  auch  in  der  Praxis  von  Wichtigkeit  werden  können. 

Von  besonderem  Literesse  ist  die  Frage,  ob  die  beobachteten  Bahnbewegungeu 
der  Doppelsterne  einen  directen  Beweis  für  die  Gültigkeit  des  Newton'schen  Gravitations- 
gesetzes auch  in  jenen  abgelegenen  Fixsternräumen  enthalten.  Dass  letzteres  den  Beob- 
achtungen genügt,  ist  schon  oben  als  bestätigt  erwähnt  worden.  Die  Untersuchung,  ob 
kein  anderes  Gesetz  dieselbe  scheinbare  Wirkung  hat,  gestaltet  sich  ganz  anders,  als 
bei  den  Planetenbewegimgen ,  weil  hier  die  Beobachtungen  nur  über  die  Ortsverände- 
rungen in  der  auf  der  Gesichtslinie  senkrechten  Ebene  Aufschluss  geben  und  über  die 
Bewegung  im  Visionsradius  gar  nichts  aussagen.  Die  Aufgabe  führt  auf  ein  inter- 
essantes mathematisches  Problem.  Dasselbe,  von  Bertrand^)  zuerst  formulirt,  wm-de 
vollkommen  gelöst  von  Darboux  und  Halpheni")  und  im  Anschlüsse  an  den  letzteren 
in  sehr  eleganter  Weise  von  Tisserand ").  Nach  diesen  Arbeiten  ist  allerdings,  wenn 
nur  gewisse  höchst  plausible  Annahmen  hinzugezogen  werden,  nur  das  Newtou'sche 
Gesetz  im  Stande,  die  beobachteten  Doppelsternbewegnngen  zu  erklären.  Ganz  anders 
gestaltet  sich  aber  die  Sachlage,  wenn  man  auf  den  Umstand  Rücksicht  nimmt,  dass  die 
zu  Grunde  liegenden  Messungen  vermöge  der  bedeutenden  Ungenauigkeiten ,  welche 
ihnen  anhaften,  durchaus  nicht  eine  bestimmte  Bewegungsform  mathematisch  genau 
definh-en,   vielmehr  nur  gewisse  Grenzen  anzugeben    im  Stande    sind,    innerhalb  welcher 


')  Connaissanoe  des  temps  für  1830  addit. 
*)  Berliner  Astronomisolies  Jahrbuch  für  1832. 
")  Memoirs  of  the  R.  Astr.  Society,  London,  Bd.  5. 
<)  Connaiss.  d.  t.  für  1852  add. 

^)  Memoirs  of  the  E.  Astr.  Society,  London,  Bd.  18. 
')  Connaiss.  d.  t.  für  1877  add. 

')  Theoretische  Astronomie,  Braunschweig  1877.     Auch  Astr.  Nachr.  Nr.  990. 
»)  Astr.  Nachr.,  Bd.  104. 
')  Compt.  rend.,  Bd.  84. 
")  Ebenda. 
")  Bidletin  astronomique,  Tome  TV,  1887. 


ilir  Al«\\eichuii>;eii  von  «ii-r  'riiiurio  lie^i'ii  uiüüh<-ii.  Dii-no  tireiizeii  üiml  aber  zieiiilicli 
wi'ilo,  »ril  lioi  fiigeri-ii  l)»|<|ii-lMteriii-ii  /,  15.  Fi-lili-r  in  DihUinz  vi>n  fi  In?,  Kl  I'roc.  uml 
ilarüluT  <lurchiiii8  niolit  si-lton  vorkoinuu-n.  l)a  m:in  fi-rniT  i-t»ai;;i>  Zwoiful  nn  «1er 
All^'i-nii-in<j;ültii;keit  ili>  Nc wton'üclii-n  GcHt-Uo  <l<>cii  nur  iiiif  LleiMore  Aliwoicbiingon 
•  Ifssfllu'ii  von  ilcr  Wahrlu-il  ln-ziehen  winl,  tto  iniKss  man  /.nycben,  ilan»  die  hiüher  l»e- 
re»-lniet»-n  I)(>|>|>i'liitfrnliahnfn  iliin-liuns  nicht  im  Stande  «iiid,  iu  der  be>|)roclieiien  Frajje 
lu-weiskraftii;  zu  wirken.  Im  Fol^^endeu  wird  »-in  hierher  gehöriges  Heispiel  erwähnt 
Werden.  Der  vicdfaehe  Stern  J  (.'ancri  zeigt  zum  Theil  Bewegungen,  die,  trotzdem  die- 
selben in  Wahrheit  »ehr  verwickelte  Stöning>bewegungen  sind,  doch  durch  die  Kc|iler*. 
>chen  tJeselze,  wenigütens  innerhalb  längerer  Zelträume,  genügend  durgestcllt  werden 
können. 


Khe  man  dazu  schreiten  kann,  die  vorhandenen  Messungen  eines  I)o{«|ielsteroes  zu 
einer  ISahnbestimmung  hemnzuziehen,  muss  überlegt  werden,  welche  Correctionen  man 
:in  sie  anzubringen  hat,  um  ein  homogenes  Material  zu  erlangen.  Hefr.iction,  Aberration, 
Nutjition  haben  auf  die  Messungen  der  engen  I)o|»|ielstcrue,  welche  hier  in  Frage 
kuniinen,  nur  einen  verschwindend  kleinen  EinHu.ss.  Ebenso  kann  iu  den  meisten  Fällen 
die  Einwirkung  der  Präcession  auf  den  Positionswiukel  unbedenklich  vernachlässigt 
Werden.  Dieselbe  ist  indessen  so  eiufach  zu  berechnen,  dass  man  die  damit  verbundene 
Mühe  nicht  scheuen  wird.  Bezeichnen  p^  und  p  die  zu  den  Zeiten  /q  »nd  /  gehörigeu 
rositionswinkel,  a  und  d  Kectasceusion  und  Decliuation  des  Doppelsterues,  so  hat  man 
nämlich : 

p  z=  p^  +  00,0056  sinu  secd  {t  —  ^o)- 

Clauz  anders  verhält  es  sich  mit  gewissen  Messungsfehlern,  die,  in  systematischer 
Weise  auftretend,  der  Person  des  Beobachters  eigeuthümlich  sind  und  deshalb  jiersön- 
liche  Fehler  genannt  werden.  Es  ist  das  Verdienst  Bessel's  und  W.  Slruve's,  auf 
das  Vorkommen  solcher  Fehler  hingewiesen  zu  haben,  als  sie  ihre  gleichzeitigen  Messungen 
gemeinsam  beobachteter  Objecte  verglichen.  Dann  aber  hat  besondere  O.  Struve,  die 
Wichtigkeit  des  Gegenstandes  erkennend,  zuerst  eingehende  Untersuchungen  über  die 
[lersönlicheu  Fehler,  mit  denen  seine  eigenen  Beobachtungen  in  hohem  Grade  behaftet 
sind,  angestellt.  Es  hat  sieh  gezeigt,  dass  vei-scbiedene  Umstände,  wie  die  Stellung  des 
Stenipaares  gegen  die  Verticale,  die  Grösse  der  Distanz,  vielleicht  auch  die  Helligkeit 
der  Sterne  uia;issgebeud  auf  die  Messung  einwirken.  Ferner  hat  sich  die  sehr  un- 
angenehme Thatsache  herausgestellt,  dass  zeitliche  Aenderungen  in  den  pei-sönlichen 
Fehlern  nicht  selten  sind  und  manchmal  in  sehr  merkbarem  Betrage  zum  NTorschcin 
kommen.  Thiele')  konnte  das  bei  mehreren  Beobachtern  in  unzweideutiger  Weise 
nachweisen.  Es  ist  begreiflich,  dass  unter  solchen  Umständen  die  jiei-sönlichen  Beob- 
achlungsfebler,  die  /-  B.  bei  O.  Struve  den  Positionswinkel  unter  Umständen  um 
mehrere  Grade  verfälschen,  genaueren  Untersuchungen  über  die  Bewegungen  der  Dopiiel- 
>terne  grosse  Schwierigkeiten  bereiten  und  dass  der  Berechner  niemals  unterlassen  darf, 
auf  sie  gehörig  Itücksichl  zu  nehmen.  Wegen  der  zeitlichen  Veränderlichkeit  derselben 
.■•ind  solche  Untersuchungen  aber  mit  grossen  Unsicherheiten  behaftet,  die  nur  durch 
vielfache  \'ergleii'hungen  der  Resultate  verechiedener  Beobachter  verringert  wenlen 
könnet).  Solche  Vergleichungen  wurden  in  neuerer  Zeit  in  der  Tliat  angestellt,  noch 
ist  aber  manche  Lücke  in  dieser  Beziehung  auszufüllen. 


')  l'astor,  CbIcuI  du  iiiouvemeDt  relalif  etc.     K>>|>i'iilia);eu  lH7'.t. 


TbvonUvch«  AttrODOmie. 
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Wie  schon  erwähnt,  wird  bei  der  Bahnberechnuug  eines  Doppelsterues  die  un- 
bedingte Gültigkeit  des  Newton'scheu  Gesetzes  vorausgesetzt.  Wir  haben  also  anzu- 
nehmen, dass  die  beiden  Oompoueuteu  eines  Doppelsternes  sich  nach  den  Kepler'sohen 
Gesetzen  um  einander  bewegen.  Diese  Annahme  können  wir,  da  nur  geschlossene 
Bahnen  in  Betracht  gezogen  werden  sollen,  so  formuliren:  der  eine  Stern  beschreibt 
um  den  anderen  (den  Hauptstern)  eine  Ellipse  und  hält  hierbei  das  Gesetz  von  der 
Constanz  der  Flächengeschwindigkeit  ein.  Diese  Bewegung  wird  von  dem  sehr  weit 
entfernten  Beobachter  betrachtet  und  es  werden  demzufolge  nur  die  Veränderungen  in 
der  gegenseitigen  Stellung  der  Projectioiien  der  beiden  Sterne  in  einer  Ebene  bemerkbar 
sein ,  \velche  senkrecht  zur  Gesichtslinie  steht.  Es  ist  leicht  zu  sehen ,  wie  sich  diese 
scheinbare  Bewegung  gestaltet.  Die  scheinbare  Bahn  wird  wieder  eine  Ellipse  sein;  der 
Hauptstern  wird  aber  nicht  in  ihrem  Brennpunkt,  sondern  irgendwo  im  Inneren  stehen. 
Das  Gesetz  der  Flächen  aber  wird  bekanntlich  nach  wie  vor  gelten.  Die  Kenntniss  der 
scheinbaren  Bewegung  genügt  indess,  wie  wir  sehen  werden,  vollständig  zur  Bestimmung 
der  wahren  Bewegung. 

Wir  haben  zunächst  festzusetzen ,  wie  viele  und  welche  Bestimmungsstücke  die 
wahre  Bewegung  bestimmen.  Grösse  und  Gestalt  der  wahren  Ellipsen  sind  gegeben 
durch  die  grosse  Halbaxe  a  und  die  Excentricität  e.  Die  Lage  der  Bahnebene  wird 
bestimmt  durch  die  Neigung  i  gegen  die  Pi-ojectionsebene  und  die  Länge  des  Knotens  Q, 
auf  letzterer.  Wii'  wollen  Q,  von  demselben  Anfange  und  in  derselben  Richtung  wie 
die  Positionswinkel  zählen.  Es  mag  gleich  hier  bemerkt  werden,  dass,  falls  i  stets 
positiv  und  kleiner  als  90"  angenommen  wird,  ß  nicht  eindeutig  bestimmt  werden 
kann.  Da  offenbar  die  scheinbare  Bewegung  entstehen  kann  durch  eine  wahre  in  einer 
Ebene  mit  der  Neigung  =  i  oder  auch  —  /,  so  ist  es  erlaubt,  nach  Belieben  den  Werth 
von  Si  um  180"  zu  ändern.  Man  hat  sich  aber  füi"  einen  der  beiden  gleichberechtigten 
Werthe  von  ft  zu  entschliessen ,  alles  Andere  ist  dadurch  unzweideutig  gegeben.  Die 
Lage  der  wahren  Ellipsen  in  ihrer  Ebene  wird  durch  den  Winkel  A  bestimmt,  welchen 
die  grosse  Axe  mit  der  Knoteulinie  bildet,  und  der  Ort  des  Sternes  in  der  Bahn  durch 
die  wahre  oder  mittlere  Anomalie  zu  einer  bestimmten  Zeit.  Mau  kann  auch,  und  das 
soll  im  Folgenden  geschehen,  die  Zeit  r  angeben,  zu  welcher  die  beiden  Sterne  die 
kleinste  Entfernung  von  einander  haben,  r  ist  also  die  Zeit  des  Passirens  des  Periastrons. 
A  wh'd  dann  den  Winkel  zwischen  Periastron  und  Knoten,  vom  Hauptsterne  gesehen, 
darstellen.  Schliesslich  muss  noch  die  Umlaufszeit  T  bekannt  sein,  weil  diese,  wie  wir- 
sehen  werden,  nicht  durch  a,  wie  im  Planetensysteme,  gegeben  ist. 

Zwischen  den  angeführten  Grössen,  der  Zeit  f,  der  wahi'en  Anomalie  v,  der  mitt- 
leren M  und  der  excentrischen  E  finden  die  bekannten  Beziehungen  statt,  die  durch  die 
Kepler'schen  Gesetze  gegeben  sind.  Wu-  wollen  eine  dieser  Gleichungen  näher  be- 
trachten. Es  seien  m  und  nii  die  Massen  der  beiden  Sterne,  k  die  Auziehungsconstante, 
dann  ist  bekanntlich: 

T  =  -^fi= (1) 

Aus  dieser  Gleichung  folgt: 


2¥' 


)■ 


Die  Coustante  k  ist  hier  natürlich  in  denselben  Einheiten  auszudrücken,  wie  die 
anderen  vorkommenden  Grössen.  Ob  bei  den  Doppelsternen  k  denselben  Werth  hat 
wie  in  unserem  Planetensysteme,  ist  eine  Frage,  die  wohl  discutirt  werden  kann  und  in 
der    That    discutirt   worden   ist.      Ernstliche  Zweifel    dagegen    hat   man    aber   nicht   vor- 
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tiringun  ki'tniu-n.  I>aiin  >;ill  iiIkt  (I)  auch  /..  H.  für  ilii-  Ik'\vi';;iiiin  dt-r  KrcU-  um  «lit- 
Soiiiu'.  Si'Ul  iiiaii  iiUo  dif  Soiiiiciiinutiiti-  )>e/.w.  Krdinaii»«.-  gleich  1  Uu/.w.  i',  die  Uiiilniifii- 
r.v\t  der   Krde   -^   I,  so  i»t: 

*  =  --'■■'      . 

wotiei    iiooli    mit    jfdeiifallrt    liiiireicheMder    (ieiiaiiij;keit    »'    einfach     fortgeluKseii     werden 

»kann.     Man  hat  jetzt  eiiifuoh : 
a  =  T^  (m  +  w,  )1 {'!) 

liier  iiit  also  'I'  in  Jahren,  m  und  m,  in  Sonnennla^sen  iitul  a  in  millUren  Ent- 
fernungen Sonne  —  Krde  ans/ndrik-ken.  Nennt  man  p  die  l'araUaxe  des  Kixsternci*,  a" 
den  seheinliaren   Wiiikelwerlli  von  d,  so  hat  man  in  Folge  von: 

a"  =  ap 
die  (ileichung: 

P  = r (3) 

[(m  +  m.)  r']5 

Da  nun  eine  l)o|i|>elsternl>ahnl>erechnung  nur  a"  angeV)en  kann,  so  enthält  die 
(Ileichung  (3)  eine  Beziehung  zwischen  p  und  »i  -|-  m,,  wenn  auch  noch  T  liekannt  ist. 
Diese  Hleichung  ist  demnach  liei  jenen  I)<)ii|ielsternen  von  besonderem  Interesse,  für 
welche  l'anilla\enl«estimmungen  vorliegen,  denn  sie  gestattet  die  Hestimmung  von  Fix- 
sternmassen. .\ls  Heisi>iel  mag  hierfür  der  |)oi>i)elstern  70  Ophiuchi  angeführt  werden. 
Nimmt  man  —  es  sei  dahingestellt,  ob  dies  die  beste  Annahme  ist  —  an: 

T  =  95,97  a"  =  4",958  p  =  0"'16-2, 

so  ergielit  Formel  (3)  m  -f  »»,  =  3,11.  Die  Gesammtraasse  des  Systemes  ist  also  etwa 
ilrei  Sonnenmassen  gleich. 

Nach  dem  Früheren  wird  also  eine  Do|iiiclstenibahn  durch  sieben  Elemente  be- 
stimmt.    -Ms  solche  kann   man  die  Grössen: 

a,  e,   Q^,  I,  A,  T,  r, 
oder  Combinationcn    aus    ihnen    wählen.     Sind    diese  Elemente    bekannt,    so    ist    es    eine 
sehr  leichte  Aufgabe,  hienuis  für  eine  gegebene  Zeit  /  Positionswinkel  p  und  Distanz  Q 
zu  berechnen.    Hält  man  die  früher  angeführten  Bezeichnungen  fest,  so  hat  man  zunächst 
die   bekannten    Formeln: 


M 

T 

('- 

-0 

E 

1 

—  e  sin 

\E  = 

=  M 

e 

-  i  J    i  —  c 

anzuwenden.      Hieraus  ergiebt  sich  die  wahre  Distanz  r  der  beiden  Sterne: 

r  =  «  ( 1  —  ecosE) 
und   entMprechend : 

'9il>  —  ft)  =  cosi(g{X  +  «•)  j 

cosß-^v)  (4) 

"  CO»  {p  —   Ö)  I 

wozu   noch  /.u   bemerken   ist,  da,ss  p  —  W,    und    A    f-  ''    •"  demselben  C^uadranteu   liegen. 

Die    umgekehrte   .\ufgalie,    aus    gegelienen    yi    und    Q    die    sieben    Bahnelementc    zu 

bestimmen,    ist    natürlich   viel  coin|ilicirter.      Offenbar    muss    im   .Mlgemeinen    aus    sieben 

Daten  eine  Bahnbestimmung  nu'iglich  sein.     .Man    sieht    aber   sofort   ein,   dass  l'ositions- 

9ö* 
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wiiikel  oik'r  Distanzen  allein  bieizn  nicht  ausreichend  sind,  denn  naeli  (4)  ist  p  lui- 
abhängig  von  a,  während  q  nicht  von  fl,  alihängt.  Sonst  können  die  Daten  in  ganz 
beliebiger  Weise  combinii-t  werden.  Es  sind  auch  für  einige  dieser  Corabinationen 
Methoden,  die  wegen  der  transcendeuten  Form  einiger  der  auftretenden  Gleichungen 
Näherungsmethoden  sein  müssen,  aufgestellt  worden.  Dieselben  sind  dem  Wunsche  ent- 
sprungen, die  Lösung  des  Problems  aus  der  gerade  hinreichenden  Anzahl  von  Daten  zu 
erlangen,  welcher  Wunsch  in  rein  theoretischer  Hinsicht  durchaus  berechtigt  ist.  In  der 
Praxis  liegt  die  Sache  anders.  Bahubestimmungeu  solcher  Doppelsterne,  deren  Stellung 
nur  durch  wenige  Positionswmkel  und  Distanzen  festgelegt  erscheint,  hal)en  meistens 
kein  Interesse  und  können  bei  den  bekannten  Ungenauigkeiten  der  beobachteten  Coor- 
dinateu  auf  irgend  welche  Zuverlässigkeit  keinen  Anspruch  machen.  Man  ^^'ird  deshalb 
wohl  in  allen  Fällen,  die  eine  Bahnberechnung  überhaupt  verdienen,  annehmen  dürfen, 
dass  eine  grössere  Anzahl  von  Messungen  vorliegt.  Es  soll  nun  für  das  Folgende  nm* 
angenommen  werden,  dass  entweder  fünf  zusammengehörige  Positiouswinkel  und  Distanzen 
direct  gegeben  seien  oder  wenn  es,  was  bei  engeren  Doppelsterneu  vorkommen  kann, 
an  letzteren  fehlt,  eine  fortlaufende  Reihe  von  Positionswinkeln  gegeben  sei,  die  erlaubt, 

für  fünf  Zeiten  den  Betrag  des  Differentiahiuotienten    - —    zu    berechnen.       Da    nämlich 

dt 

der  Flächensatz : 

p2  -y  =  consi. 

gilt,  so  kann  man  jetzt  für  die  fünf  gegebenen  Zeiten  die  zugehörigen  q  ableiten,  wenn 
das  einem  und  zwar  unter  den  gegebenen  beliebig  ausgewählten  Zeitmomente  zu- 
kommende Q  gegeben  ist,  oder  auch  ganz  belieliig  angenommen  wird.  Man  erhält  in 
letzterem  Falle  die  Dimensionen  der  wahren  Ellipse  natürlich  in  diesem  willkürlichen 
Maassstabe  ausgedrückt,  sonst  aber  sellistverständlich  alles  Andere  ebenso  richtig,  als 
wenn  die  eine  erwähnte  Distanz  bekannt  wäre.  Durch  die  fünf  Paare  p  und  Q  sind 
auch  die  fünf  Paare  rechtwinkliger  Coordinaten : 

a;  =  p  cosp  y  ^z  Q  ship 

gegeben.  Diese  aber  müssen  der  Gleichung  der  scheinbaren  Ellipse  genügen,  die  sich 
den   ol)en   gemachten   Bemerkungen   gemäss   in   der  allgemeinsten   Form: 

ßx-^  -^  Yiß  +  2Öxy  ^  2bx  +  ■li,y—  \=Q (5) 

darstellt.      Da   (.ö)   eine   Ellipse   darstellen   soll,  so  muss   bekanntlich  sein: 

/3  >  0  y  >  0  /3y  —  Ö2  >  0 (.Oa) 

Zur  Bestimmung  der  fünf  Constanten  /3,  y,  Ö,  £,  ^  reichen  fünf  gegebene  x  und  y 
aus.  Man  wird  indessen  niemals  versäumen,  etwa  mehr  vorhandene  Daten  mit  zu  be- 
nutzen und  so  viele  Gleichungen  anzusetzen ,  als  zusammengehörige  x  und  y  vorhanden 
sind.  Aus  allen  wii-d  man,  am  besten  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  die 
Werthe  der  ß,  y  etc.  berechiien. 

Ist  dies  geschehen,  so  lässt  sich  leicht  die  wahre  Ellijise  bestimmen.  Die  recht- 
winklige Protection  dieser  letzteren  ist  die  Ellipse  (5)  und  der  Coordinatenanfang, 
welcher  mit  dem  Hauptsterne  zusammenfällt,  ist  der  Brenni)unkt  der  wahren  Ellipse. 
Diese  geometrischen  Bedingungen,  in  passender  Weise  durch  Formeln  ausgedi'ückt,  geben 
die  einfache  Lösung  des  Problemes. 

(5)  kann  auch  als  Gleichung  eines  geraden  Cylinders  angesehen  werden,  dessen 
Axe  mit  der  Z-Axe  des  Coordinatensystemes,  also  mit  der  auf  der  Projectionsebene 
senkrechten   Gesichtslinie  zusammenfällt.      Wir  beziehen   nun   diesen   Cylinder   auf    ein    in 
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liiiii-c'll.cii  Aiifaiij;»'  (ji'lejffUOH  Coordiiiat<'iis_\>it'm  "Icr  x".  v",  r".  Oii-  r"-Axf  »o\\  in  der 
Kiiiili'iiliiiif  iKt  walircii  Klli|»i»'  lii'>;t'n,  «lii<  i/"-Am'  »•■iikn'i-lit  itaniuf  im  Sinno  diT 
Mc\M'i.'iiiiL;srii-litiiiiL,'  ili-H  SttTiu's  iiin  den  ll!iii|>t.><tci-n.  Dann  hat  man  in  sufort  frxii'lit- 
liclii  r   Wii'i-   für  diu  TninKfonuation   lii-itler  Coordinnton»yHU.Mnf: 

X  :^^  *"  eoi  iiA  —  y"  sin  W.  ciis  i  -\-  e"  sin  W,  sin  i 
y  =T  x"  sin  ^>-  -\-  y"  cos  U.  cös  i  —  r"  cos  U  sin  i 
t  =^  -\-  y"  sin  I  +  t"  cosi. 

Külirl  man  dii'?*  in  (."))  ein  nnd  si'lr.t  r"  =^  ü,  j-o  rrliäll  man  don  I)urcliüi'liuitt  des 
cruahntvn  CVlinder»  mit  der  waliron  Hiilinebene,  also  diu  wahre  E1U|>mc.  Ihn-  (Jl.l.l.nn./ 
Ut  also: 

ß  (y  cos  hl  —  y"  sin  Q,  eos  i)»  -f  y  {x"  sin  Ü  -\-  y"co8Q,  cos  i)»  j 

+    2d{x"co8Sl  —  tf"  sin  <.l  cos  i)  (x"  sin  Q,   -\-  y"co8Slcusi)  .     .     (I) 

+  '2t{x"cosQ  — y" sin  ^}- cos i)    +  2  5(x"sihQ,   +  y" cos  Q,  cosi) —  1  =  (»   1 

Andererseits  ist  aber  die  Gh'ichuny  der  walireu  £lii|>se  auf  diesellien  Axeii 
bezoiren : 

(ae  +  x"  cosk  4-  y"  sinky        (—  x"  sinX  +  y"  cosk)*  _ 

rt»                         "^                       b«  _        .     .     (,11) 

wenn  die  kh-ine   llalbaxe  mit  b  be/.eirlinet   wird.      Die  Gleiclinntren  (I)  und  (II)  müssen 
identiscli   für  alle  Coordinatenwi-rtlie   mit   einander   üliereiostimmen.      Es    müssi>n   demzu- 
folge die  C'oeftieienteu  gleicher  l'otenzen  der  Coordinaten  gleieh   sein.      IJezeirlmct  des- 
hald   I'  einen  zu  bestimmenden  Factor,  so  findet  sieh  sofort: 
/ras  i'  *f»i  il'\ 

i'f-^^  4-  ^^)  =  ßcosil-  +  ysini^i  +  28sinil  cosii      ....  (6) 

I'  (^^  +  ^^\  =  ißsin  ^i^  -h  ycos  U^  —  2dsmft  cos  ft)  cosi*    .     .  (7) 

V  sin -IX  (   i  —  r^)  =  (—  ßsinl  ü    +  y  sin  2  U    -f  1  d  cus '2  Si)  cos  i    .     .  (8) 

V  cosX  =:  s  cos  ft   -|-  5  sin  il ("J) 

V  —  sink  =  ( —  f  sin  W   -f  J;  c»s  M )  cos  / (10) 

r(e'-  I)  =  -    1 (II) 

Aus    (II)    folsft    V    ■=    — =    ——■      Führt  man   noi-li   den   iialben   Faniinetur 

1  —  e'  u^ 

b' 

p  =  —  ein,  Ml   kann   ni:in  (8)   nnd   ('.•)  si-hreilien: 


—  Cosk  =  f  cos  V    -+-  t  sin  ft 

P  I 

siM  k  =  ( —  £  sin  Q   -\-  ^  cos  ii )  cos  i 
1  )a»  dopjultf   I'rodiii't   die.-er  Gleiehnn^'en  i>t : 

—  sin  •_»  A  =  (—  t^sin  2  Q    -f  g»  sin  J  U  —  2  f  g cos 2  9,)  cos », 
w.'ihnihi  {f>)  die  Gestalt  annimmt: 

^  sin  2k  =  (ß  sin  2  Si  —  y  sin  '2  Ü   -\-  2d  cos  2  0,)  cos  i. 


(I-) 
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Hieraus  folgt  sofort: 

'»•^ß  =  7^|i^ (>') 

Diese    Gleichung   giebt   bereits    ein   Element,    näinlich    Q,.      Die    bestehende    Viel- 
deutigkeit soll  später  erörtert  werden.     Die  Differenz  der  Gleichungen  (6)  und  (7): 

—  —  cos  2  A  ^  (ß  cos  Q,-  -\-  y  sin  ft'^  _(_  2  6  sin  Q>  cos  Sl) 

—  (ß  sin  Sl-  -\-  y  cos  9>^  —  2  8  sin  9>  cos  Q,)  cosi- 

verglichun  mit  der  Differenz  der  Quadrate  der  Gleichungen  (12): 

—  cos  21  ^  [s  cos  Sl  -{-  t  siti  Sl)-  —  ( —  e  sin  Sl  +  t  cos  Sl)-  cos  i- 

giebt   sofort : 

,  -2  ^  (ß  +  E^)  cosSl'^  -{-  (y  +  t'')  sin  Q,-'  +  2(8  +  t  s)  sin  Sl  cos  Sl         .    . 
'""*  *    ~'  iß  -{-  £2)  cos  ftä  +  (y  +  S")  cosSl^  —  2  (tf  +  5«)  sin  Sl  cos  Sl  '  '  ^  ^ 

Addirt    mau    schliesslich    zu    (7)    das    Quadrat    der    zweiten    Gleichung   (12) ,    so 
findet   man : 

iß  +  £2)  si,i,  c^-2  _^  (y  _^  ^2)  cos  ftä  _  2  (d  +  ?£)  sin  Sl  cosSl  .  .  (15) 


})■'  cos  l 

Hiermit  ist  die  walire  EUijise  vollständig  bestimmt  und  es  erübrigt  nur  noch,    die 
Recheuvorschriften  durch  Einführung  von  Hülfsgrössen  zu  vereinfachen.     Setzt  man-: 

.«  =  y  +  t- 

r  =  ß  +  a-^ 

Q  =  8  +  te 

A  =  ^  sin  Sl-  +  vcos  Sl-  -|-  2  p  sin  Sl  cos  Sl 

B  ^  ^  cosSl-  -\-  V sin  Sl^  —  2  p  sin  Sl  cosSl, 
also: 

-4  +  -B  =  f  +  V, 
so  werden  die  Gleichungen  (13),  (14)  und  (15): 

J  1 

=  B. 


ta-^^          "  '^  ^ 

cosi^-  ^  ^ 

tg^..    _  ^  _  ^ 

Hieraus 

eririelit  sich  sofort: 

P- 

tg-i 

B  —  A 

~        A 

p^cost- 


(fi  +  v)p^  —  2. 

Für  A  kann  man  noch  etwas  bequemer  schreiben: 

A  =  ~'^-'  —  ^^—  C0S2SI  +  p  sin  2  Sl. 

Ehe  wir  die  gewonnenen  Formeln  endgültig  zusammenstellen,  müssen  wii-  noch  auf 
die  Vieldeutigkeit  in  der  Bestimmung  von  Sl  zm'ückkommen.  Soll  Gleichung  (14)  einen 
reellen  Werth  für  /  ergeben,  so  muss  ihre  rechte  Seite  stets  positiv  und  kleiner  als  1 
sein.  Aus  den  Bedingungen  (5  a)  folgt  aber  sofort,  dass  in  der  That  sowohl  Zähler  als 
auch  Nenner  des  Bruches  (15)  positiv  sind.  Es  muss  also  der  Nenner  grösser  als  der 
Zähler  sein,  d.  h.: 

{8  +  t^)  sin  2  ft  <  0 

oder  sin2Sl   muss  das  Zeichen   von  — p,    also  cos2Sl  das  Zeichen   von    (ft  —  i')    haben. 
Hierdurch  erscheint  2  Sl    eiudeutii;  bestimmt.      Sl   selbst   ist   es   aber   nicht,   iudera    man 
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CK  imi-li  Hvliolicii  um  ISU"  \fi-j;r«l»Bfrii  <lar£  odt-r  nicht.  Dic«ü  (Ibrigblvibonde  Zwfi- 
(K-uti;;kc'it  lii'fit  iibt-r,  wio  boicil«  nbi'n  iiusi'üittiiilL-i-|,'enüt/.l  wurde,  iti  der  Natur  dor 
Siiclio  und  kiiiiii  nu-ht  j^ohubun  werden.  Man  niusH  hu-Ii  abo  fUr  ein  l>fiitnnu>tcs  ii  ont- 
Hohuidvn,  weil  dann  erat   f.K   uiiKweidoutig  boNtiiunit  iüt. 

Wir  »lullen  nun  alle  Formeln  iruHnmmen,  die,  nach  Ermiltelun;;  ikr  C'oiftii-ienten 
^1  ?'i  <'■  'i  it  <u>°  UcHtimmung  der  wahren  liahnellipBO  zu  berechuou  sind  : 

/*  =  y  +  S' 

v  =  ß+  B* 
P  =  «  +  5« 

•'  (t  V 

cos  '2  fi,   hat  das  Vorzeichen  von  (^  —  v): 

igt*  =  (^  +  v)p^  -  2 

—  S(»A  ^^  ( —  tsinSi  +  l^co3Sl)cosi 
V 

—  coii  l  =  t  cosSl  4-  tsin  Q,. 
1> 

Will  man  für  die  Berechnung  dieser  höchst  einfachen  Formeln  eine  Controle 
haben,  sd  findet  man  eine  solche  u.  a.  in  der  oben  vorkommenden  Formel: 

—  «»I  2k  =  cos  i  [(ß  —  y)  sin2Q>  —  28cos2  9,]. 

Es  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  man  die  Gleichungen  für  p^  und  ig  i^  auch 
schreiben  kann : 

|r  =  (**  +  ")  -  V  (f*  -»')'  +  4  9' 

ig  O  =  ;.s  V(f*  — '')'  +  *<>*• 
Mati   >itlit   hieraus,    dass,   wie  es    nach    den    getroffenen    Festsetzungen    auch    sein 
muss,  Ig  i  immer  reell  wird,  wenn  es  ^i  ist.     Dieses  wird  imaginär,  wenn: 

p"  >  f»  "• 
Da.H  ist  aber,  wie  man  leiclit  einsieht,  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Coordin.iten- 
anfang  ausserhalb  der  scheinbaren  Ellipse  sich  befindet,   welcher  Fall  nicht  eintreten 
kann,   weil   der  Coordinatcnanfang   die  Projection  des  Brennpunktes  der  wahren  Ellipse 
sein  muss. 

Hat  nu»n  auf  diese  Weise  Grösse,  Form  und  Lage  der  wahren  Ellipse  berechnet, 
so  kann  man  aus  jedem  Positinnswinkel  p  und  der  zugehörigen  Zeit  die  mittlere  Ano- 
malie J/  berechnen,  denn  es  ist: 

tg{i   -\-  ;.)  =  secHg(^—  ft) 


'.'' 


Da  aber  anderersoite : 


M  =  E  —  csinE. 


M  =  -iTi, 
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ist,  so  giebt  jedes  M  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  beiden  Unbekannten: 

360« 

— —  =  n     und      7i  r  =  —  s, 

nämlich : 

M  =  nt  +  s. 

Aus  der  Gesanimtheit  der  vorliegenden  Werthe  füi-  M  ergeben  sich  dann,  am 
besten  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadi-ate,  die  gesuchten  Unbekannten. 

Auf  die  angegebene  Weise  wii-d  man  in  den  alleiTueisten  Fällen  eine  Bahn- 
bestimmimg  erhalten,  die  sich  dem  verfügbaren  Beobachtimgsmateriale  so  weit  an- 
schmiegen wird,  dass  man  sie  zum  Ausgangspunkte  für  eine  consequente  Behandlung 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  wählen  können  wird.  Zu  diesem  Zwecke  wii-d 
man,  ganz  ähnlich  wie  bei  Kometen-  und  Planetenbahnen  die  Beziehungen  aufzustellen 
haben,  welche  zwischen  kleinen  Aenderungen  der  Bahnelemente  und  den  zugehörigen 
Aenderungen  der  Beobaclitungsgrössen  bestehen.  Hier  sind  also  die  kleinen  Zimahmen 
dp  und  d  Q  diu'ch  die  Differentiale  der  sieben  Bahnelemente  auszudi'ücken.  In  Folge  der 
o-rossen  Einfachheit  der  auszuführenden  Operationen  wii'd  es  wohl  ausreichend  sein,  wenn 
niu-  das  Resultat  angefühi-t  wh-d.  Die  benutzte  Bezeichnung  ist  dieselbe  wie  früher,  nur 
ist  noch  der  Einfachheit  wegen  der  Excentricitätswinkel  q>,  wo  sinq>  =  e,  eingefühi-t 
worden. 

Man  findet  nun: 

dE  -^  ~(t  —  t)  dn (/ r  J sm  E  cos cp  dm 

r  "^  r  r 

dv  ^^  —  cos(p  [{i  —  t)  d»  —  )idv]  -f  -^  *'" E  ( \-  cos 'p'^)  d tp 

>■    j        r     «^      •  •     T  r/a  \  J  J    T     I     «^  (ß  —  cosE)  , 

dr  =:  —  da  -\ — ^  sin  (p  sin  E  \(t  —  r)  dn  —  ndx\  -j ^ ~  cos  cp  dtp 


und  hiermit: 


dp  z=  d  Si sin  (A  -j-  v)  cos(p  —  ü>)  sini  di  -\-  [  —  )  cosi  di. 

-\-  ( —  )  coscp  cos i  [( /  —  t)  dn  —  ndt]  -{-  ( —  \    cos i  sin  E  (—  -\-  cos 9)- )  (?  qp 


(16) 


Setzt  man  noch  zur  Abküi-zung: 

1  sini-  ,  , 
m  =  — r  sm  2  (p  —  Sl\ 

2  cost  ' 

so  wii-d  die  gesuchte  Differentialgleichung  füi-  die  Distanz: 
dg        da 


nidl  -\-  l  —  \  (esinE  —  mcos(p)  [(i  —  r)  dn  —  «rfr] 
tg i sin  (p  —  Q>)-di  —  ( — )     cos 9)  (cos E  —  e)  +  >»  sin e( \-  cos(p'-\\  d(p 


(1-) 


Diese  beiden  Gleichimgeu  ermöglichen  sofort  die  Aufstellung  der  Bedingungs- 
gleichungen. Die  Bildimg  der  Xormalgleichungen  hängt  von  dem  Gesetze  ab,  nach 
welchem  die  Beobachtungsfehler  dp  imd  d  Q  von  der  Distanz  q  abhängen.  Dass  eine 
solche  Abhängigkeit  stattfindet,  ersieht  man  aus  dem  Umstände,  dass  die  Genauigkeit 
der  Beobachtimg  der  p  schnell  mit  der  Distanz  q  abnimmt.  Man  wird  im  Allgemeinen 
sagen  können,  dass  beide  Coordinaten  gleich  genau  gemessen  sind,  wenn  qdp  und  dg 
gleich  gross  sind.  Trifft  letzteres  zu,  so  müsste  man  die  Xonnalgleichungen  nach  der 
Bedingimg: 
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2:p'rf;.>  +  Jidg'  rr-  Miiiim. 
Iiilileii.  Dii'S  int  jiI>it  nicht,  woiiiifstcn«  nicht  hei  iilK'ii  Mcnliachtoni,  iler  Fall  iin<l  Kclicinl 
namentlich  hei  kh-ini-n  l>istan/.i-n  (<Z.  1")  niclit  /.ii/.ut reffen.  Man  wird,  i|a  ilie  Sa<-he 
namentlich  mit  Herückxichtiifiini;  <ler  svstemaliwchen  Fehler,  ilie  hier  wie  /.unilli<;e  Fehler 
anjjesc'hen  werden,  hisher  nicht  jrenüirenil  untersucht  ist,  vielleicht  am  lieHten  tiiun, 
hei  niik.ssij^en  DistJin/.en  die  ohii;«  Mininium>lii'ilinLrnnj;  festzuhalten,  für  jjjin/.  kleine 
I  Ji'.iaii/eii   aher: 

i"  p'^d p'^  =:  Miniiii. 

/M  -ci/iii  und  die  heohachteteii  Distan/.en  mir  /.nr  AWleitun>;  der  l)iiMiii~ioriiu  der 
wahren  Kllipse,  also  zur  Hestinunnni;  von  a  zu  henutzen.  —  Die  auseinan<ler;,'esotzte 
Methode  reicht  nicht  aus,  wenn  /  nahezu  '.tu»  ist,  Kin  Beispiel  für  diesen  Fall  hiotet 
iler  enire  Dopiielstorn  42  Comae,  hei  welchem  die  Annahme  /  ;=  90"  ilen  lk'ohachtun<,'en 
am  hesten  zu  j;enüt;en  scheint,  liier  hat  man  die  l>ahnliestimmnn<;  allein  auf  die 
Distanzmessuniien  zu  j^rüinlen  und  <ler  unveränderliche  Positionswinkel  hestimmt  für  sich 
die  Knotenläiiije  der  Hahn.  .Vuf  <lic  ItchandlunL,'  dieser  .\usiiahmef;ille  kann  hier  nicht 
näher   einireifanyen   werden. 

l)ie  zu  ferneren  Untersuchmiiren  iilicr  l>ahiiliewegun!,'en  tauirlichcii  l)ii|i]pilstern- 
messuni;en  jjehen  his  auf  W.  Struve  zurück.  Die  ersten  J5eohachtuni,'eiL  dieses  Astro- 
nomen sind  indessen  mit  grösseren  imd  wenij^ter  s^ut  ermittelten  systematischen  Fehlern 
hehaftet,  so  ilass  man  hei  ihrer  Benutzun«;  öfters  auf  Schwierigkeiten  stösst.  Mit  Sicher- 
heit darf  man  sich  aher  der  von  1828  :in  von  W2^  gelieferten  Messungen  hedieneii,  und 
man  darf  sie  den  hesten  neueren  Heohachtungen  an  die  Seite  stellen.  Die  Beoliachtuugcu 
\V.  HerscheTs,  so  üheraus  werthvoll  wegen  ihres  Alters,  dürfen  nur  mit  grösster  Vor- 
sicht verwerthet  werden.  Die  Angaben  der  l'ositionswinkel  sind  nicht  selten  durch  grohe 
Vei-sehen,  z.  B.  falsche  Angabe  des  Quadranten,  entstellt,  die  Distanzen  sind,  wenn  über- 
haujit  angegeben ,  sehr  wi'iiig  sicher.  ,Vus  diesen  Gründen  winl  mau  diese  Messungen 
nicht  mit  Vortheil  in  die  Ausgleichungsrechuuug  einbeziehen,  dagegen  wird  ihre  Ver- 
gleichung  mit  dem  Kesultate  der  Bahnbestimmung  unter  l'mständen  sehr  werthvoll  sein 
zur  Beurtheilung  der  Sicherheit  der  erhaltenen  Umlaufszeit,  und  man  wird  deshalb  gut 
thun,  iliese  Vergleichuiig  nicht  zu  unterlassen.  —  Aus  der  verhältnissmässig  kin-zen  Zeit, 
über  welche  sich  «He  verfügbaren  Messungen  oi-strecken,  folgt  von  selbst,  dass  die  ISahnen 
von  mehreren  Jahrhunderten  Umlaufszeit  auf  Sicherheit  keinen  Ansj)ruch  machen  können. 
Eine  vollständige  Uebersicht  über  die  bisher  berechneten  Do]i|ielsternbahneu  soll  hier 
nicht  gegeben  werden,  eine  solche  würde  auch  bei  iler  raschen  Kiit«  ickclung  unseri'r 
Kenntnisse  in  dieser  Richtung  schnell  veralten. 

Man  tindel  u.  a.  eine  solche  Zusammenstellung  neuesten  Datums  im  „Annuaire 
|ii«ur  Tan  ISltG",  w.ihrend  der  St;ind  der  Kenntnisse  in  dieser  Richtinig  vor  20  Jahren 
in  einem  Werke  von  Flammariou')  und  dem  bekannten  1lan<ll>uclie  \i)ii  Crosslev, 
Gledhill  und  Wilson»)  dargestellt  ist.  In  der  folgenden  Tabelle  sind  jene  38  Doj.i.el- 
stenibahnen  nach  clem  „Annuaire"'  angeführt,  ilie  Uudaufszeiten  unter  100  Jahren  haben. 
Ausser  der  Umlaufszeit  werden  noch  die  Helligkeiten  der  Componeuten  und  die  ein 
allgemeines  Interesse  darbietenden  Elemente  i,  e  und  a  angegeben. 


')  C.  Flammarion,  CatAlofnic  des  ctoile«  doublcs  et  niultiiiios,  Pari»  1878. 

')  A  Ilandbouk  of  doulilo  Star«,  l>y  C'rosoU'v,  (.ilcdhill  and  Wilson,  liondmi   187!l. 


ThtforHliolio  Attronomic. 
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X  Pegasi 
(f  Equul. 
/J  883  .  . 
85  Pegas. 
t  Sagitta 


20  Pers.  .  . 
9  Argus  .  . 
42  Com.  Ber. 
^  416  ...  . 
^  612  ...    . 


ß  Delpli. 
2  3121  . 
C  Herc.  . 
T  Cygn.  . 
Procyon 


ij  Coron.  Bor. 
.r  2173    .    .    . 
,u^  Herc.     . 
0  .  -S'  269  .    . 
Sirius      .    .    . 


99  Herc.  . 
y  Andrem. 
t  Cancri  . 
{  Urs.  maj. 
y  Cent.  .    . 


0  .  -£■  234  . 
0  .  ;£■  298  . 
«  Cent.  .  . 
0 . Z  149  . 
70  Ophiuch. 


Z  228  .  . 
y  Cor.  Bor. 
ij>  Urs.  maj. 
X  Cygn.  .  . 
8  Sext.  .    . 


0.2-236 
?  Scorp. 
0  .  Z-  224 


Grösse 


4,3—  5,0 

11^4 

4,5—  5,0 

11,5 

7,0—  9,0 

16,4 

6,0-  9,0 

17,5 

3,5—  4,0 

18,7 

6,0—  7,0 

20,8 

6,0—  7,0 

22,0 

6,0—  6,0 

25,7 

7,0-  9,0 

27,7 

6,0-  6,0 

30,0 

3,5—  4,5 

30,9 

7,5—  7,8 

34,0 

3,0—  6,5 

35,0 

5,6—  7,9 

36,5 

1,0— 

40,0 

5,8—  6,2 

41,3 

6,0—  6,0 

45,4 

9,5—10,5 

45,4 

6,8—  7,8 

47,7 

^1,0—10,0 

49,4 

6,0—11,5 

53,5 

4,5—  6,0 

54,8 

5,0—  5,7 

59,1 

4,0—  5,0 

60,6 

4,0—  4,0 

61,9 

7,0—  7,4 

63,5 

7  0—  7,3 

65,2 

1,0—  2,0 

81,8 

6,5—  9,0 

8n,9 

4,1—  6,1 

88,4 

6,7—  7,6 

88,7 

4,0—  7,0 

90,4 

5,0—  5,6 

91,9 

5,0—  6,3 

93,4 

5,0—  6,0 

93,9 

6,0—  7,3 

94,4 

4,9—  5,2 

95,9 

7,2—  9,2 

96,1 

81°,2 
79,0 
28,5 
66,7 

58,8 

73  6 
77,7 
90,0 
59,8 
23,0 

59,3 
75,0 
44,9 
44,7 


59,6 
80,7 
67,0 
82,8 
42,4 

38,6 
78,9 
11,1 
55,9 

84,1 

47,4 
57,6 
79,7 
31,r 
60,1 

71,0 
83,4 
34,7 

58,8 
31,8 

54,5 
68,7 
49,8 


0,49 
0,14 
0,48 
0,16 
0,17 

0,48 
0,70 
0,48 
0,44 
0,13 

0,34 
0,33 
0,46 
0,24 


0,25 
0,13 
0,21 
0,06 
0,63 

0,79 
0,88 
0,38 
0,39 
0,63 

0,36 
0,53 
0,52 
0,46 
0,48 

0,53 
0,35 
0,45 
0,60 

0,47 

0,50 
0,08 
0,58 


0",42 

0,45 

0,24 

0,80 

0,53 

0,25 
0,65 
0,66 
2,04 
0,28 

0,52 
0,67 
1,31 
1,19 


0.R7 
1,00 
1,37 
0,58 
7,57 

1.12 
0,37 
0,86 
2,59 
1,50 

0,84 
0,86 
17,71 
0,50 
4,60 

0,98 
0.66 
0,29 
0,51 
0,52 

0,98 
1,26 

0,42 


liesoiiik're  Beachtuug  verdienen  die  mehrfachen  Sterusysteme,  von  denen  die  beiden 
interessantesten  J  Cancri  nnd  |  Scorpii  in  obiger  ZusainmensteUnng  vorkommen.  Die 
Bewegnugen  in  dem  erstereu  Systeme,  welches  aus  drei  nahezu  gleich  hellen  imd  aus 
einem  vierten  bisher  noch  nicht  gesehenen  Sterne  besteht,  sind  in  neuerer  Zeit  eingehend ') 


')  H.  Seeliger,  Untersuchungen  über  die  Bewegungsverhältnisse  in  dem  dreifachen  Stem- 
systeme  C  Cancri,  Denkschriften  der  Wiener  Akademie,  Bd.  44,  1881.  —  Fortgesetzte  Untersuchungen 
über  das  mehrfache  Sternsystem  f  Cancri.  Abhandlungen  der  Münchener  Akademie,  Bd.  17,  1889. — 
Ueber  den  vierfachen  Stern  C  Cancri,  Sitzungsberichte  der  Münchener  Akademie  1894. 
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stiiilirt  \V(ir<l<-ii  iiikI  halirii  /.ii  |{<-stilt»U>ii  ;;<'führt,  ilif  liiir  ;.'!iii/.  kiir/..  nhiii'  iiülx-rcn 
N:»<-liw»'i^,  •■ruäliiil   wcrili'ii   »olli-n. 

\'i>ii  ilcn  ilrt'i  sichtliHrfii  Sutiu'h  A.  li,  C  sU-licii  /.wt-i,  A  uiul  J{,  in  ^ronurr  Xälii' 
Ix-i  <'iii:iiii|<-r.  Sic  IteM-lirciluMi  in  t-tw»  (i()  .lalirfii  i-iiu-ii  vollt'ii  l'nikrfiM  tun  cinHinli-r  unil 
luiltrn  liit-rlici  «'int'  Distjtnx  von  (t",6  liis  1",1  «-in.  Der  Su-rn  C  ilii^t-tfi-n  lifMchrcilit  nni  «lit- 
Mitt«-  von  A  nnil  B  jiilirlioli  im  Dnn-Iiscliiiilt  ()",5  im  l'ositionswinki-l  Jk-i  i-iiu-r  nalicKii  coii- 
>Uintcii  Distanz,  von  5',".  Sowohl  ilif  I'riifiinj;  <Ut  Flili-lu-nwlt/f ,  itlt*  ani-li  di«-  Bort-ch- 
nnn;;  i'int-r  flli|itiüt*lifn  IJulin  iTj'iilH'n,  «lass  nisin  ilcn  iii-oliai'litiin^jfn  von  A  nn<l  Ii  In-i- 
iialn-  voll.tUkiiilii;  i,'»'iiiii;fn  kann.  oImu-  auf  eini-  Kinwirknnt;  des  dritten  St<Tnes  Küoksicht 
zu  ncliinfii.  Ilicr.kus  «larf  alier  niolit  m'seldosm-n  werdon,  dass  der  dritte  Stern  C  keinen 
)H>dentenden  Kinfluss  auf  die  ßewe^jun;;  von  B  um  A  ausübt.  Vielmehr  hat  sich 
erjfehen,  «lass  man  für  den  Stern  C  sehr  bedeutende  Ma.sseiiwerthe  annehmen  kann,  ohne 
die  rehereinstimmuni;  zwischen  Rechnnnt;  und  Beobachtung  xu  gefährden  und  dass  man 
ziemlicli  liedeutende  Massenwerthe  annehmen  muss,  um  die  beste  Darstellung  im  Sinne 
der  Methodi-  der  kleinsten  Quadnite  zu   erhalten. 

Die  Beobachtungen  des  Sternes  C  zeigt-n  Anomalien  höchst  nu-rkwürdiger  .Vrt. 
C.  Flammarion  und  Otto  Struve  haben  vor  mehreren  Jahren  <larauf  aufmerksam 
genmcht,  dass  die  Messungen  mit  grosser  Deutlichkeit  eine  periodische  Veränderung  im 
l'ositionsu  inkel  un<l  Distanz  ergeben,  die  beinahe  vollkommen  durch  ilie  Annahme  fort- 
geschafft werden  konnte,  der  Stern  C  bewege  sich  in  etwa  18  Jahren  in  einer  Krei.sbahn 
vom  Radius  0".'2  um  einen  Punkt,  der  wieder  in  einer  Kreisbahn  langsam  um  die  Mitte 
von  A  und  B  fortrückt.  In  der  That  ist  die  durch  diese  Hyi>othese  erzielte  Ueberein- 
stimmung  so  auffällig,  dass  an  ihrer  Berechtigung  schon  damals  kaum  zu  zweifeln  war. 
Indessen  war  doch  eine  erneute  Prüfung  aus  vei-schiedeuen,  hier  nicht  näher  zu  erörternden 
Gründen  nöthig.  Namentlich  musste  untersucht  werden,  ob  die  Annahme  eines  dunklen 
vierten  Sternes  nothwendig  sei  unil  die  beobachtete  Anomalie  nicht  durch  eine  andere 
Annahme  ebenfalls  erklärt  werden  könne.  Die  dahin  gerichtete  Prüfung  hat  nun  eine 
vollständige  Bestätigung  der  gemachten  .-Vunahme  geliefert  und  es  kann  als  eine  be- 
wiesene Thatsache  angesehen  werden ,  dass  sich  in  grosser  Nähe  des  Stenies  C  ein 
vierter  Sti-ni   befindet. 

Diese  Untei-suchungen  über  J  Cancri  führen  uns  auf  den  Fall  eines  Dojijielsternes, 
tici  dem  nur  die  eine  Comi>oneute  sichtbar  ist.  Ein  solcher  Stern  wird,  also  im  Gegen- 
sätze zu  den  gewöhnlichen  Fixsternen  eine  Eigenbewegung  zeigen,  die  ausser  einem  mit 
der  Zeit  |>ro|mrtionaleu  Fortschreiten  am  Himmel  eine  periodische  Veränderlichkeit  auf- 
weist. Man  sagt  deshalb,  ein  solcher  Stern  habe  eine  veränderliche  Eigeubewegung. 
Das  Vorkonimniss  dunkler  Fixaternbegleiter  darf  an  sich  nicht  verwundern.  Schon 
llessel  sprach  die  Meinung  aus,  dass  die  Leuchtkraft  nicht  nothwendiges  .\ttribut  stellarer 
.Massen  sei.  Diese  an  sich  unzweifelhaft  richtige  Ansicht  hat  den  grossen  .\stronomcn 
/,u  der  epochemachenden  Ent<leckung  eines  solchen  F'alles  geführt,  imlem  er  aus  den 
[leriodischen  Veränderungen  der  Rectasceusion  des  Sirius  die  wahre  Sachlage  erkannte  '). 
Ihm  war  es  nicht  vergönnt,  den  Gegenstiuid  weiter  zu  verfolgen  und  die  Bahn,  welche 
Sirius  um  den  Schwerpunkt  seiner  und  des  Begleitt-rs  Masse  beschreibt,  abzuleiten. 
Diese  -Aufgabe  hat  s|>äter  C.  A.  F.  Peters*)  in  mustergültiger  Weise  gelöst.  Darauf 
behandelte  .^uwers')  dasselbe  Problem  sehr  eingehend,  imlem  er  nicht  nur  die  Rcct- 
i-censionen,    sondern   auch   dir    Dccliiiatiom-n    in    den   Bereich    seiner   Betrachtungen    zog. 


■)  .\iitr.  Nachr.,  Bd.  22,  Kr.  514  bis  516.  .Xbbaudlungen  Bd.  2. 
•)  KWiida.  Bd.  32.  Nr.  7.15  bis  74«. 

')  Untcrüuchunjrcn  über  veränderliche  KijfenlK'Wftfuugen.     1.  Thcil.  K">iiijrsl)erg  1802;   2.  Theil, 
Leipzig  1868. 

99» 
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Diese  unifaugreiche  Arbeit  hat  den  uuwiderleglioheu  Beweis  für  die  Richtigkeit  der 
Bessel'schen  Auschauungeu  erbracht.  Noch  war  dieselbe  aber  nicht  iu  die  OefEentlich- 
kcit  getreten,  als  es  A.  Clarke  am  31.  Januar  1862  gelang,  den  genannten  Begleiter 
wirklich  zu  sehen,  und  zwar  sehr  nahe  au  dem  Orte,  welchen  ihm  die  Theorie  zugewiesen 
hatte.     Die  von  Auwers  gefundenen  Elemente  sind: 

t  =  1843,28 
a  =  610,97 
A  =  18,92 
i  =  47,15 
e  =  0,615 
a  =       2",33,   T  =  4*;4. 

Diese  beziehen  sich  auf  die  Bewegung  des  Sirius  um  den  8chwer})unkt  des 
Systeme«.  Sobald  aber  nur  eine  Beobachtung  des  Begleiters  bekannt  ist,  kann  man 
hieraus  das  Verhältniss  beider  Massen  bestimmen.  Auwers  hat  aus  den  ersten  bekannt 
gewordenen  Beobachtungen  gefunden,  dass  die  Masse  des  Sirius  2,05 mal  so  gross  ist, 
wie  die  des  Begleiters.  Daraus  folgt  die  Ilalbaxe  der  Bahn,  welche  Sirius  um  den 
Begleiter  beschreibt,  gleich  7",1-  Da  nun  weiter  die  Parallaxe  des  Sirius  zu  etwa  Vs" 
angenommen  werden  darf,  so  folgt  aus  den  oben  mitgetheilten  Formeln  für  die  Masse 
des  Sirius  und  des  Begleiters  zwölf  resp.  sechs  Sonueumassen.  Bringt  man  hiermit  in 
Verbindung,  dass  der  Begleiter  als  ein  Sternchen  von  höchstens  neunter  Grösse  erscheint, 
so  liegt  in  der  That  ein  auffälliges  Beisinel  dafür  vor,  wie  wenig  in  speciellen  Fällen 
die  Grösse  einer  stellaren  Masse  mit  ihrer  Leuchtkraft  zusammenhängt.  Denn  die  Licht- 
quantität des  Begleiters  verhält  sich  zu  der  des  Sii-ius  wie  1:16000,  während  das 
Massenverhältniss  beider  nur  1:2  ist.  Dieser  Berechnung  liegt  nach  Seidel  die  Annahme 
zu  Grunde,  dass  Sirius  uns  etwa  10 mal  soviel  Licht  zusendet,  wie  ein  typischer  Stern 
erster  Grösse  und  dass  sich  die  Helligkeit  eines  Sternes  der  iwteu  Grösse  zu  der  eines 
Sternes  von  der  (m  -\-  1)  ten  Grösse  verhält  wie  2,5 : 1.  Letztere  Annahme  ist  gewiss 
nahezu  richtig,  die  angegebene  Helligkeit  des  Sh-ius  vielleicht  etwas  zu  gross,  wogegen 
der  Begleiter  vielleicht  zu  hell  angesetzt  worden  ist.  —  Bald  nach  seiner  Entdeckung 
wurde  der  Siriusbegleiter  ein  verhältnissmässig  leicht  zu  beobachtendes  Object  und  blieb 
es  bis  vor  wenigen  Jahren.  Gegenwärtig  (1896)  steht  er  dem  Hauptsterne  noch  sehr- 
nahe,  die  Entfernung  vergrössert  sich  aber  wieder,  so  dass  er  wahrscheinlich  füi-  die 
grossen  Fernrohre  bald  erreichbar  werden  wird.  —  Die  zahlreichen  mikrometrischen 
Messungen,  welche  über  die  Stellung  des  Begleiters  vorliegen,  gestatten  den  Versuch 
einer  Bahnbestimmung,  dies  allerdings  nur  mit  bedingter  Zuverlässigkeit,  da  sich  der 
Positionswinkel  seit  der  Entdeckung  bis  1890  nur  um  etwa  80  Grad  verändert  hat.  In 
Anbetracht  der  schwierigen  Umstände  ist  die  Uebereinstimmung  der  Bahn  mit  der  aus 
den  Meridianbeobachtungen  abgeleiteten  recht  befriedigend.  Auwers  i)  fand  nämlich 
aus  den  Beobachtungen  zwischen  1862  und  1890,  bei  angenommener  Umlaufszeit,  für 
die  Bahn  des  Begleiters  um  den  Hauptstern: 

r  =  1844,22 


.0,  = 

37,51 

A  = 

39,94 

/  = 

42,43 

e  = 

0,629 

T  = 

49,4. 

')  Auwers.  Beiträge  zur  Keuutuiss  des  Siriussysteiues.     Astr.  Nachr..  BJ.  12'J. 
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Wir  M-Iinii  cruäliiii ,  i>t  ili<'  Hiihii  ilf»  Siriiih  am  Iliiiiiiu'l  nicht  da»  Stück  oiiieH 
;;rÖ!.,-.tfii  KrriM'!*,  soiiiIitii  i'iii«-  urwiii««'  viTWflilmijii'iii'  cykloidiKolu-  Curvc,  »«■Iclif  y.u  dcfi- 
iiircii  xiifol^'«-  der  oliigfii  Aii!<('iiiikiid«Tsct/.uii<;cii  Icirlit  ist.  Der  Scli\Vfr|iuiikt  dcM  SiriiiH- 
syjitj-iiu-s  hcwffjt  hii-li  iiHch  diMi  iiiccliuiiisclu-ii  üriliuUikt/rn  in  filuT  Gcnidi'li.  l^ie  Hclit-in- 
liarc  lialiiiciirvc  ilcsücllifn  l'uiiktfs  ist  also  «'in  ^rösslcr  Kn-is,  di-r  mit  gli>i<-lilj|filK-iidcr 
G(>si-Ii\\inili<;kt'it  lii-scltricltfü  wird.  IJf/.ficlinfl  Ao  >"i*l  -Do  Ki'cUiscfnsion  und  l)i-i-liiiatiiin 
dos  Srli\vfi|miikt4'>  zur  Zoit  1^  und  ^4'«,  Z/o  'l'«'  Kigi'iilii'wi'ijfunjfi'n  in  dicMMi  hi-iden 
Coordinatfii,  so   wird  die  Kcetasconsion  und  Dfoliimtion  di-ssdluMi  I'unktcs  zur  Zi-it  /  st-in: 

^0  +  A'o  (t  -  lo) 
lind: 

Do  +  LfA^  —  '»)■ 
Bodfiitcn  ft   uihI   p    ri>Nitii>n>wiMki'l   und    I)i>t;in/.  des  Sirius   m'ixcn   dfii  Si-Iiucrpunkt 
und   scty.t  man : 

I  =  Qiosp 
ij  =  Qsinp, 
SU  wiiil   dit'   Kfctasffusiiin   .1    imhI   ilic    I  )i'i-liiiatic>n   D    ilcs   Sirius    dun-li    die   Furuii-ln    <;e- 
-.lun   Min: 

A  ^  Ao  -\-  A'o  (t  —  to)  +  iJsecDo 

D  =  D,  +  ly^it  —  to)  +  |. 

Nun  m'nüjji'ii  aUor  |  und  t]  der  Gli'ichuu'j;  di-r  si-lu-inli:ircii  Kilipsi'.  Man  lial 
dalicr,  wenn   iioi-li   zur  A>>kiirzuuj;;  gesetzt  wird: 

^0  +  -A'oU  —  to)  =  IsecD^ 
Do  +  D'o  {t  —  Q  =  m 
y(A<osD,  —  /)»  +  ß(D  —  m)ä  +  2ö(D  —  ni)  {ArosDo  —  0 

+  2t(D  —  m)  +  2t{Ä,osD,  —  l)  —  l  =  0. 
In  dieser  Gleichung  siud  als  Unbekannte  die  Grössen  /J,  y,  ö,  f,  5,  I  uud  m  anzu- 
sehen, wohei  sich  die  letzteren  zwei  aus  vier  zu  bestimmenden  Grössen  zusammeusetzen. 
Man  wird  diese  Unbekannten  durch  ein  Näberungsverfahreu  bestimmen,  indem  für  1 
und  Ml  gute  Näherungswerthe  verhältnissinässig  leicht  zu  erreichen  sind.  Aus  letzteren 
folgen  aber  strenge  durch  Auflösung  eines  Systeines  linearer  Gleichungen  die  anderen 
Unbekannten.  Sind  schliesslich  die  Versuche  zu  Ende  geführt,  so  kann  die  wahre 
Uahuellipse  uud  die  Bewegung  in  ihr  nach  den  oben  gegebenen  Formeln  ins  Werk 
gesetzt  werden. 

Ausser  bei  Siri\is  hat  Hessel')    noch  in  den   Declinationen    «les  l'rocyon    eine    ver- 
änderliche   Eigenbewegung    constatirt,    was    ebenfalls    die    späteren   Uutei-suchuugeu    von 
\ii«.T>-')   bestätigt  haben.     Die  von  Letzterem  berechnete  Kreisbahn   war: 
Ejwche  des  Min.  in  ,1.  11...     1795,508 

Undaufszeit StK^O? 

liadius 1",053 

l)ii-  Auffindung  des  gesuchten  liegleitei-s  ist  bisher  nicht  gelungen.  Noch  bei 
einigen  anderen  Sternen  (/JOrionis,  allydr. ,  « Virg.)  hat  man  einen  dunklen  Begleiter 
vermuthet,  »pätere  eingehendere  Untersuchungen  haben  aber  diese  Vermuthung  nicht 
bestätigt,  so  dass  wir  dieses  interessante  Vorkommniss  nur  bei  den  drei  Sternen,  Sirius, 
l'rocvon   und  f  Cancri  als  erwiesen   betrachten   können.   — 


'l'Aftr.  Nachr.,  Bd.  22. 

*)  KlicDda,  Nr.  1371  u.  1373. 
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Hatte  mau  schon  durch  die  Hu  ruh  am 'sehen  Doppelsterue  äusserst  enge  Systeme 
kennen  gelernt,  die  in  einigen  Jahi'eu  einen  vollen  Umkreis  um  einander  beschreiben, 
so  hat  die  Anwendung  der  neueren  spectralanalytischen  Messungen  zur  Kenutniss  des 
Vorhandenseins  so  nahe  bei  einander  stehender  Weltkörper  geführt,  dass  ihre  optische 
Trennung  wohl  niemals  durch  das  Fernrohr  erfolgen  kann.  Die  Umlaufszeiten,  die  bei 
diesen  Systemen  aiiftreten,  berechnen  sich  nach  Tagen  und  zum  Theil  nach  wenigen 
Stunden.  Schon  seit  längerer  Zeit  war  man  geneigt,  die  veränderlichen  Sterne  vom 
Algolty})us  als  solche  überaus  enge  Doppelsterne  zu  betrachten,  bei  denen  die  eine 
Componente  gegenüber  der  anderen  wenig  hell  sein  muss.  Diese  Hy])othese  ist  für 
Algol  selbst  zur  Gewissheit  geworden,  nachdem  es  H.  C.  Vogel  gelungen  ist,  in  den 
photographischeu  Spectralaufuahmen  mit  Sicherheit  jene  Linienverschiebungen  nachzu- 
weisen, welche  in  Folge  des  Dopple r 'sehen  Principes  mit  der  Bahnbewegung  verbunden 
sein  müssen.  Aehnliche  Verschiebungen  der  Spectralünien  wurden  später  auch  bei  nicht 
veränderlichen  Sternen ,  z.  B.  bei  « Vb-ginis  gefunden.  Diese  Verschiebungen  ergeben 
die  in  der  Richtung  des  Visionsradius  liegende  Componente  der  Geschwindigkeit  des 
leuchtenden  Sternes  um  den  Schwerpunkt  des  Systemes,  und  hieraus  kann  man  die 
hauptsächlichsten  Elemente  dieser  Bewegung  ableiten,  was  gleich  gezeigt  werden  soll. 

Aber  auch,  wenn  beide  Componenten  des  sehr  engen  Doppelsternes  leuchtend  sind, 
giebt  die  Spectralanalyse  luiter  Umständen  die  Mittel  an  die  Hand,  eine  Bahnbewegung 
zu  constatiren.  Es  hat  wohl  zuerst  Edward  C  Pickering  die  Bemerkung  gemacht, 
dass  die  Spectren  einiger  Sterne  innerhalb  km-zer  Zeiträume  Veränderungen  aufweisen, 
indem  gewisse  Spectrallinien  bald  doppelt,  bald  einfach  erscheinen.  Dass  diese  Erschei- 
nung zufolge  des  Doppler'schen  Principes  durch  eine  periodische  Bewegung  zweier 
Sterne  um  einander  erklärt  werden  könne,  war  von  Anfang  an  klar.  Misst  man  nun  zu 
verschiedenen  Zeiten  die  Entfernungen  der  verdoppelten  Linien  von  einander,  so  erhält 
man  die  im  Visionsradius  liegende  Componente  der  relativen  Geschwindigkeit  der 
beiden  Sterne  des  Systemes  gegen  einander.  Solche  Beobachtungen  waren  bisher  mit 
Erfolg  möglich  u.  a.  bei  den  Sternen  ß  Aurig.  und  |  Urs.  maj. ,  und  es  ist  kaum  zu 
bezweifeln,  dass  sich  die  Anzahl  solcher  Objecte  in  der  nächsten  Zeit  schnell  ver- 
mehren wird. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  spectroskopischen  Verschiebungen,  welche  in 
Kilometern  ausgedi'ückte  Geschwindigkeiten  im  Visionsradius  angeben  imd  den  Bahn- 
elementen ist  sehr  leicht  aufzustellen.  Nach  Abzug  des  bekannten  Einflusses  der  Be- 
wegung der  Erde  luu  die  Sonne  auf  die  Verschiebimg  der  Spectrallinien  giebt  die 
Beobachtung  im  ersten  der  beiden  betrachteten  Fälle  (Algol)  die  Geschwindigkeits- 
componente  des  hellen  Sternes  gegen  die  Sonne.  Legt  man  also  die  ;ä'-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystemes ,  dessen  Anfang  in  der  Sonne  liegt,  in  die  Fortsetzung 
des  Visionsradius ,  nennt  m  und  5  die  Masse  und  die  ^  -  Coordinate  des  hellen  Sternes, 
m'  und  J'  die  analogen  Grössen  für  den  dunklen  Körper  und  setzt  s  =^  ^  —  S',  so  giebt 
die  spectroskopische  Messung: 

^  =  r  +  -^  ^ (19) 

dl  '     m  +  m'  dt  ^     -^ 

Hierin  bedeutet  I  die  relative  Geschwindigkeitscomponente  im  Visiousradius  des 
Schwerpunktes  des  Doppelsternsystemes  gegen  die  Sonne. 

Im    zweiten    Falle    {ß  Aurig.  etc.)    giebt    die     spectroskopische    Beobachtung    direct 

—^  =  z'.     Mit  den  oben  sebi-auchten  Bezeichnungen  hat  man: 

dt  '^  ° 

z  ^  r  sin  (v  -\-  A)  sin  i 

und    mit    Hülfe    der   Gleieliunu-en: 


rrli;ilt    111:111   Mifiirl: 


dt 

Hi/i  icliiHt   iiiiiti   mit  (I,   .li.-   urossf   Ihilhaxc    ihr   IJaliii,    wclclif   m    um    iliii   Scliwur- 

|nmkt    voll   m   iiikI   m'   lifM-hrcilit,   ><i   ist: 

(«I  -j-  m')(i,    =-   »h'(», 

.1.   h.: 

.-',    —  —  ■  [ecosk  4-  cus(r  +  K)\     ■     ■     ■     ■     (^0) 

wi   +   »I,   dt  y  1  —  gi 

IIa  .lic  Halmen,  wililu-  tu  iiixl  m'  i-iiu-rsiits  iiiul  tun  «Icii  Siliwtii>iiiikt.  von  m  uikI 
Hl'  an.ltr«rsi>it-x  Uoschn-iht,  älinliolif  nml  äliiilioli  «rflciruia-  Ellipst-n  sind,  so  »Tliält  man  r, 
»•infat'h  aus  r',  wenn  man  cli»-  EK-mentv  ihr  ti-stin  Balmluwi-'iung  »lurili  <iif  il»-r  zwi-itiii 
«rsi-t/.t  Oller,  was  dassellu'  ist,   winii   man   im   Aiisilnuke  für  /  an  SUlIc  von  a,  a,   si-tzt. 

Ks    ist    ilislialti    iinnötliii;,    ilic    lniili  n    Fälli-    zu    unttrsi-liciilcn,    oli    nämlich    ^    oiUr  — 

«liiroh  ilii-  Hcoliachtungen  gi-tri-hen   ist.    Ist  ilas  Ictztorf  ilir  Fall,  so  nimmt  man,  woriihir 

ilas    Nähfri-    wi-itor    unten    folgt,    lU-n    rein    perioiliselicn   Tlii-il  r*,    von   — ,    wi-lclier    in 

Fornu'l  (20)  genau  in  ilerselben  Verliimluiig  mit  ihn  Halinflemeiiti.'ii  vorkommt,  wie  ;'  in 
iler   iinniitt«'lliar  vorhergehemlen   Formel. 

Die   rechte   Seite   von   ('20)  lässt  sieh   ilurch   ilie   fünf   Ijahiielemeiite: 
üi  sin  I,  H,  c,  t,  A. 
aiiMlrüekeii.      .Man   kann   also  aus   spectroskopisehen   Messungen    nur    iliese    fünf  Elemente 
liestimmeii.      a,   kann  nicht  von    i   getrennt    wenliii    uml    ilie   Kimteulänge    ist,    wie    \  on 
vornherein   klar,  gänzlich   unbestimmt. 

Liegen  also  zu  fünf  verschiedenen  Zeiten  gemessene  s\  vor,  so  kann  man  aus 
iliesen  die  genannten  fünf  Babneleniente  ableiten.  In  dieser  iVllgemeinheit  wird  indessen 
die  L«>siing  der  Aufgabe  von  der  Praxis  wohl  kaum  jemals  gefordert  werden.  Schon 
in  Rücksieht  auf  die  Ciigenauigkeit  der  Messungen  wird  es  sieh  fast  stet«  darum  han- 
deln, aus  bereits  als  periodisch  erkannten  Veränderungen  der  Sjieetrallinieu  weitere 
Schlüsse  zu  ziehen,  und  man  wird  deshalb  annehmen  dürfen,  dass  aus  zahlreich  vor- 
liegenden Heobachtungeu  »  oder  die  Umlaufszeit  mit  genügender  Sicherheit  bereits 
festgestellt  ist.  Ist  aber  n  bekannt,  dann  wird  sich  die  Bestimmung  der  übrigen  Bahn- 
elemente sehr  einfach  vollziehen,  wie  die  Untersuchungen  von  A.  Rani  baut*)  und 
R.  Lehman  n -Füll  es')  gezeigt  haben.  Der  letzteren  Arlieit  folgen  die  weiteren  Aus- 
einandersetzungen, unter  Hinweis  auf  sie  in  Bezug  auf  Einzelheiten,  die  hier  nicht  be- 
sprochen  werden   können. 

Die    beobacliteU-n    Werthe    --—    in    Formel   (l'.t)    stelle   man   gra|ihisch   als   Ordinaten 

dar,  ilie   zu   den    zugehörigen  Zeitangaben    als   Abscisseii    gehören.      Die   Verbiiuliing    der 


')  A.  Kumhttut.  Monthly  Noticc»,  Bd.  51.  S.  .Sit;  ff. 

'1  Li-hmaDU-Filhös,    l'elier   ilie  Itc»tiiiiiiiiiiip   eiiicr   lio|>i«'l<tenilinlm   aus   siii-olniskniiisclicn 
McüüUDgcu  etc.     Adtr.  Xaclir.,  Nr.  3242. 
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einzelnen  Punkte  in  möglichst  gleichförmiger  Weise  ergiebt  eine  Curve.  Von  der 
Sicherheit,  mit  welcher  diese  Curve  gezeichnet  werden  kann,  hängt  die  Sicherheit  der 
Bahubcstimmung  ab,  vind  es  ist  kaum  zu  bezweifeln,  dass  eine  Bahnrechnung  nur  dann 
p-     g-  Aussicht  auf  Erfolg   hat, 

wenn  sich  die  genannte 
Curve  mit  einiger  Sicher- 
heit herstellen  lässt.  Zu- 
nächst wird  der  Curveu- 
zug  T  oder  n  erkennen 
lassen,  darauf  wii'd  man 
die  Beobachtimgen,  welche 
zu  Zeiten  gehören,  die 
sich  um  Vielfache  der 
Umlaufszeit  T  unterschei- 
den, zusammenziehen  und 
so  die  Sicherheit  des  Cur- 
venzuges  zwischen  zwei 
Zeiten  t  =  f,,  vuid  t  =  to  -\-  T  beträchtlich  erhöhen.  Mit  Hülfe  eines  Plauimeters  oder 
ähnlicher  Hülfsmittel  kann  dann  sofort  die  Fläche  angegeben  werden,  die  zwischen  der 

CurAC   und   zwei   lielieliigen  Ordinalen  liegt.      Da  nun  -^  eine  rein  periodische  Function 


von  A  mit  der  Periode    T  ist,  so   ergielit   sich  aus  (19): 


1 


(u  +  T 

j  ät 


dt. 


dt 
Mit  diesem   F  ergelieu   sich   die  iieriodischeu   Theile  2  ,   von    -r—   durch  Subtractiou, 
"  dt 

was  ül)rigcns  nichts  Anderes  aussagt,  als  dass  minniehr  die  Abscissenaxe  in  der  Zeich- 
nung so  gelegt  ist,  dass  die  Ordinalen  die  periodischen  Theile  z\  bedeuten.  Setzt  man 
noch  zm-  Abkürzimg: 

nui  sin  i 

"  l'  1  —  eä ' 
so  wird  also: 

z\  =  C[ccos>.  +  cos{v  +  l)] (-21) 

Aus  der  Curve  (Fig.  65)  kann  man  leicht  den  grössten  positiven  Werth  A  und 
den  absolut  grössten  negativen  Werth  —  B  von  z\  ,  welche  den  Zeiten  tg  und  /'„  ent- 
sprechen sollen,  entnehmen.     ]Man  hat  also : 

A  =   C(etosA  +  1) 

—  B  =  Ciecosk  —  1), 
woraus : 

2C=A  +  B,  A  —  B  =  2CecosX (22) 

und  die  Gleichung  (21)  kann  man  jetzt  schreiben: 


A 


B     ^     A  +  B        .      ,     ,^ 
H <, cos{f  +  A). 


2  '  2 

Aus  der  Zeichnung  nimmt  man  weiter  die  beiden  auf  einander  folgenden  Zeiten  t^ 
und  ^2  1  fi'i"  welche  z'i  =  0.  Die  diesen  Zeiten  entsprechenden  wahren  Anomalien 
seien :  v  =  t\   und  v  =  v^-     Es  wird  also : 

cos(ci  -(-  ^)  =  (■0A'(''2  +A)  =  —  ecosl  =  —    ,     .     p 


(23) 
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Di«-'  Aiiwfiicliiny  riiii-!.   l'hiniiiiftoni  t-rhiulit  die  (tn'isBuii: 

lo  I'» 

:kn/.ii<;i')K-ii.  Zuisclicii  /„  und  /,  i«l  r',  positiv,  «I.  Ii.  die  r-Coordiiialo  niiiiint  /.ii.  1^  ent- 
>|>riiiit  also  der  Zeit  ilos  Durchj^ui','^»  diin-ii  den  aii&ileigendcii  Knoten,  <*,  dem  ah- 
!ilfiL,'t-ndi-ii  Knoten.  Ks  ist  dt'inM:ii-|i  siii(r,  f  A)  positiv  und  s»m  (fj  -|~  ^)  ii<"_':ili\  :iii/.ti- 
»i'l/.i'ri.      |):tntiis  fol^rt  hIko: 


<os (r,  4-  A)  =  — 


A  —  li 
A  +  B 


.«0,+A)=    f    -2^^^^ 


cos(f^  ■\-  i.)  = 


A  —  B 
A-irB 


=        cos  (f,  -|-  A; 


«,.KH-A)=-2|^^  = 


s*n  (f,  +  ;.j 


m) 


Du  nun: 


so  ery;ielit  sii'li: 


un<l  iru'niue: 


j,  =  r,  siH  (c,  +  A)  sin  i 

Tj  =  r]5m(('|  -|-  A)s«nf, 

^1  r,  1  +  ecosvt sin(ü,  -|-  A)  —  estnA 

^j        r,         1  +  e  cos  Vi         sin{vi  -\-  A)  -|-  estnA 


esink  ^ 


(25) 


_  2  VJb    ;ga  +  gl 

ji  +  J?      ;fs  —  ^1 

Dadurch  sind  clii-  Grössen  C,  e  und  A  eindeutig  bestimmt,  t  kann  man  der  Zeich- 
nuni;  eiitneluneii.     Für  t  z=  r  wird  v  z^  0,  d.  h. : 

e\  =  C(l  +  e)cosA. 

Man  sucht  also  die  diesem  r*,  entsprechende  Zeit  auf.  Unter  Umständen,  nämlich 
in  der  Nähe  von  t^  und  <',,,  wird  dieses  Verfahren  aber  ungenau.  Es  ist  dann  besser, 
<,  zu  nelimen,  für  welches  je^i  ^  0  wird.  Mau  kennt  dann  nach  (24)  r,  +  A  und,  da 
A  bekannt  ist,  ist  es  auch  i\.     Man  hat  nun  noch  die  Formeln  anzuwemlcn: 


'4^,  =  '.|Yt 


/,  —  r  =^{E, 


+  c 
e sin  El) 


(26) 


Auf  diese  Weise  sind  alle  überhaupt  bestimmbaren  Elemente  bereclinet.  Die 
weitere  Verl»esseruni;  erfolgt  nach  bekannten  ^lethoclen ,  etwa  naeli  der  Methode  der 
kleinstiMi  Quadrate.  Die  Aufstellung  der  Differentialformeln  maelit  nicht  die  geringsten 
Schwierigkeiten,  und  es  wird  ileshalb  genügen,  diese  Formel  einfach  anxufüliren: 


ffr'i  =  ^  •  dC  —  C[csink  +  sin{v  +  A)]  .  dk 


-\-    cos  A 


sin  V  sin  {v  -\-  A) 


(2  +  ccos 


iv)^C. 


de 


^  »n'J^  +  A^^^cosv^  C[ndr  -  it-r)d,,] 

(1  —  e*y 


(27) 


Die  spectroskopisciieu  Messungen  erlaidjen  also  nur  die  Bestimmung  von  fünf 
IJahnelementen.  Andererseits  aber  ergänzen  sie  in  zwei  Hiclitungen  die  Bahnbestinimung 
aus  l'ositionswinkel    und  DisUiuzen.     Zuerst    ist   klar,   dass    mau    durch    die  Angabe    der 

Grösse   v<ui  —   die   Zweideutigkeit    in    der    Bestimuunig   iler    Knotenlänge    heben    kann; 

KKnkrrfiif«.  Thfoirtltchr  Aitronomi«.  iqa 
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liier/.u    o-cDÜgen    spoctroskopischc    Bcobuclilmigeu ,   die    nur    (.'ine    solche  Geuauigkcit   Ije- 

ä  z     . 
sitzeu,  dass  sie  über  das  Vorzeichen  von  —  eine  Entscheidung  treffen.    Zweitens  liefern 

aber  die  spectroskopisclien  Messungen  dadur-ch  eine  neue  Bezieliung,  dass  sie  die  Ge- 
schwindigkeiten in  absolutem  Maasse  (Kilometern)  angeben.  Hat  man  aus  Mikrometer- 
beobaehtungen  die  Doppelsternbahn  abgeleitet,  so  geben  in  Verbindung  mit  ihnen  die 
spectroskopischen  Messimgen  die  Parallaxe  des  Doppelstemes  und  die  Summe  beider 
Massen.  Denn  die  ersteren  geben  a  in  Bogensecunden  ^  a",  Q  dagegen  bestimmt  die- 
selbe Grösse  in  Kilometern.     Die  Parallaxe  des  Sternes  in  Secunden  jt"  ist  dann: 

,"  =  "--11. 
a 

wo  B,  die  Entfernung  Erde-Sonne,  sowie  a  in  Kilometern  angesetzt  ist.  Die  Gesammt- 
■masse  ist  gegeben  durch  die  Formel: 

*"  +  '"    =  -fci-  • 

Wenn  um-  die  Verschiebungen  der  Spectrallinien  des  einen  Sternes  beobachtet 
sind,  so  ist  durch  C  mid  n  nicht  a,  sondern  nur: 

fli  sin  i 
gegeben,  und  man  kann  weitere  Beziehimgen  nicht  aufstellen,  da  auch  die  relative 
Stellung  der  beiden  Weltkörper  gegen  einander  der  Beobachtung  nicht  zugänglich  ist. 
Bei  den  Veränderlichen  vom  Algoltypus  geben  aber  die  photometrischen  Beob- 
achtungen, d.  h.  die  Verfolgimg  der  Lichtvariation,  W'eitere  Daten.  So  sind  aus  diesen 
Beol)achtungeu  für  Algol  bestimmbar  die  Verhältnisse :  a :  p :  p',  wo  q  und  q'  die  Radien 
der  beiden  als  Kugeln  betrachteten  Massen  m  imd  m'  bedeuten;  hierbei  ist  allerdings 
noch  vorausgesetzt,  dass  die  Masse  in'  ganz  dunkel  ist  und  die  Masse  m  sich  als  eine 
überall  gleich  helle  Scheibe  darstellt.     Als  bekannt  dürfen  also  angenommen  werden: 

A  =  —  und  «  =  — 

Q  Q 

Die  beiden  Gleichungen: 

11- a-  =  Ifi (m  -\-  nii)  a,   =  -^ —  •  a 

^  ^  >«  -f  Dil 

kann  man  dann  auch  so  schreiben: 

Es  bezeichne  v  die  mittlere  Bewegung  der  Erde  nm  die  Sonne,  z/  die  Entfernung 
Sonne  —  Erde,  B  den  Sonnenradius  und  die  Dichtigkeit  der  Sonne  werde  =  1  gesetzt. 
Ist  w'eiter  D  die  mittlere  Dichtigkeit  der  beiden  Massen  m  und  m',  deren  Dichtig- 
keiten ö  und  d'  sind,  so  giebt  die  erste  der  beiden  genannten  Gleichungen: 


^  =   Z^3(l+A3)  ■   "' 


die  Diclitigkeit  D  und   die  zweite: 

a  =  rti  (^1  -f  -^3 


Nimmt   mau    z.  B.    in    ganz    roher   Annäherung    als    Resultate    der  photometrischen 

1      n 
Beobachtuniren  für  Alool  an:  «  :^  6,  A^'  =  — ,  —  =  127,4,    so    ergeben  diese  für  sich: 

B  =  0,237. 

Die  spectroskopischen  Messungen  ergeben  unter  Voraussetzung  einer  Kreisbahn  und 
für  /  =  90'':  ««1  =  42km  in  der  Secuude,  also: 
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d 


a  —  165(;(tO()kiii  (l    f  '^  f.,)- 


I 


I)iu   wi'itrrc   Aiiiialiiiio  jotloi-li  6  r—^  ü^,    «lii-  oft  •;i<iii:ii'lii     » i^i    je  .iiniMii«    » nr 

gcwayl;    innii    k:uiti    fn-ilicli    «lieso    oiler   ähiiliolir    Hyindhcni-ii    bei    völliger    UiikL-nutiiisB 
ü\>er  die  wahre  Snelil:i:;e  kiiuiu  ontbuhrcn. 


So  enge  l)o|i|ielsteriu',  wie  Ali;«)!,  wenleii  -.ifli  iiieiil  iiielir  in  aller  Streii^'e  imeli 
ilen  eiiifaolu«!!  Keple  r 'sehen  Gesetzen  um  einaiuler  bewegen  können.  Da  man  «liesen 
VVellkörpern  einen  AggregatzusUin«!  /.uschreiben  niuss,  der  jedenfalls  von  dem  der 
völligen  Stiirrheit  verschieden  ist,  oder  wenigstens  in  früheren  Zeiten  davon  verschieden 
gewesen  sein  nius»,  so  werden  sie  nicht  unbeträchtliche  Abweichungen  von  der  Kugel- 
forni  zeigen,  und  diese  in  Verbindung  mit  der  Fhifhreibung  winl  auf  die  Revohitions- 
bewegung  einwirken  müssen.  Selbst  wenn  diese  Einwirkungen  an  sich  klein  sin<l, 
werden  dieselben  mit  der  Zeit,  nach  Art  säcularer  Störungen,  beträchtliche  Verände- 
rungen iler  Hahnen  erzeugen  k*"mnen.  So  ist  leicht  einzusehen,  dass  unter  Umständen 
bemerkbare  säculare  Beweginigen  des  Periastrons  eintreten  müssen,  wie  sich  auch  bei 
einigen  Veränderlichen  vom  Algoltypus  zu  zeigen  scheint.  Es  ist  gegenwärtig  nicht 
möglich,  zu  sagen,  wie  sich  diese  liahnveränderungen  in  unbeschränkt  langer  Zeit  ge- 
seilten, ob  die  augenblicklich  st;itttindenden  Hahnen  dauernd  umgestjiltet,  oder  in  langen 
Perioden  früheren  Heweguugszuständen  wieder  näher  gel  »rächt  werden.  Die  Beantwortung 
ilieser  Fragen  hängt  wesentlich  davon  ab,  wie  man  die  fortschreitende  Abkühlung  der 
betreffenden  Weltkörjier  vor  sich  gehen  lässt,  und  schon  hieraus  lassen  sich  die  grossen 
Schwierigkeiti'n  abschätzen,  welche  hier  zu  überwinden  sind.  Man  muss  also  die 
schwierige  Frage  nach  der  „SUibilitiit"  solcher  Systeme  vor  der  Hand  gänzlich  offen 
lassen,  und  wenn  man  diese  dadurch  zu  beantworten  glaubte,  dass  man  einfach  die 
ilurch  die  allerelementjirsten  und  bekanntesten  Uechnungen  darstellbare  Thatsache,  dass 
die  Deformationen,  welche  die  beiden  Himmelskörper  gegenseitig  auf  einander  hervor- 
rufen, klein  seien,  wenn  man  die  Massen  als  homogen  annimmt  und  die  höheren  Potenzen 
iler  ileformirenden  Kräfte  vernachlässigt,  so  beweist  ein  solches  Verfahren  sehr  wenig 
Einsicht  uml  Verständniss.  Leicht  kann  man  dagegen  zeigen,  dass  in  solchen  engen 
Doppelsternsystemen,  wenn  nur  die  Fluthreibung  eine  gewisse  Grenze  nicht  überschreitet 
und  die  Excentricität  iler  Hahn  nicht  gross  ist,  die  Umlaufszeit  sich  vergnissern  muss, 
und  dass  ilasselbe  auch  mit  der  mittleren  Entfernung  beider  Sterne  von  einander  und 
der  Excentricität  der  relativen  Hahn  geschieht.  Es  ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  diese 
Dinge  näher  einzugehen. 


Zum  Schlüsse  mag  noch  auf  gewisse  Betrachtungen  hingowiesi^n  wenlen,  die  zuerst 
von  Savary  angeregt  worden  siml.  Die  endliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des 
Lichtes  bewirkt,  sobald  nur  die  wahre  Doppelsternbahn  nicht  zufällig  genau  senkrecht 
auf  ilem  Virionsnidius  steht,  dass  die  scheinbare  gegenseitige  Stellung  beider  C'onipo- 
nenten  nicht  der  wahren  zu  irgend  einer  Zeit  ents])richt,  vielmehr  gehört  der  beobachtete 
Ort  eines  jeden  iler  beiden  Sterne  einer  anderen  Zeit  an,  die  man  erhält,  wenn  man  von 
der  Heobachtuugszeit  die  Lichtzeit  abzieht.  Diese  ist  aber  für  beide  StiTue  verschieilen, 
weil  ihre  Entfernungen  vom  Heobacht«T  ungleich  sind.  Letztere  ändern  sich  aber  peri- 
odisch, und  wenn  die  Grösse  dieses  hierdurch  entstehenden  periodischen  Einflusses  durch 
die    Beobachtungen    festzustt'llen    möglich    wäre,    so    k<"mnle    m:in    die    Dimensionen    iler 
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DopiH'lstfmbaliu  iu  Lichtzeit  aiigcbuu  imd  hierdurcli  die  Parallaxe  des  Doppelsterues 
finden,  wie  auch  die  Zweideutigkeit  iii  der  Knotenläugeubestiimnuug  a\is  Positiouswiukel 
und  Distanzen  lieben.  Dieser  auf  den  ersten  Blick  sehr  bestechende  Gedanke  kann 
aber  in  Wirklichkeit  nicht  realisirt  werden,  wie  die  Untersuchungen  von  Villarceau  1)1 
BirkmajerS)  und  H.  Seeliger 3)  dargethan  haben.  Savary  hat  nämlich  bei  seinem 
Vorschlage  übersehen,  dass  nicht  der  Hauptstern,  in  Bezug  auf  welchen  die  Bewegung 
des  zweiten  Sternes  angegeben  wird,  sondern  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systemes 
sich  gleichförmig  im  Räume  bewegt.  Hierdurch  tritt  eine  neue  Unbekannte,  nämlich 
das  Verhältniss  der  beiden  Massen  auf,  und  die  Dimension  der  Bahn  kann  nicht  mehr 
für  sich  bestimmt  werden. 

Noch  mag  erwähnt  werden,  dass  man  die  Möglichkeit  erwogen  hat,  ob  nicht  die 
Fortpflanzimgsgeschwindigkeit  des  Lichtes  von  der  Helligkeit  der  Lichtquelle  abhänge. 
Solche  Einflüsse  sind,  wenn  auch  nicht  gerade  besonders  wahi-scheiulich ,  so  doch  denk- 
bar, allerdings  können  sie  nur  in  sehr  kleinem  Maassstabe  vorkommen,  wie  besonders 
zu  diesem  Zwecke  angestellte  physikalische  Messungen  ergeben  haben.  Li  der  Bewegung 
der  Doi)pelsterne  würden  sich  dadurch,  dass  die  beiden  Componenten  sehr  oft  an  Hellig- 
keit überaus  verschieden  sind,  sehr  merkwürdige  Unregelmässigkeiten  bemerkbar  machen, 
welche  H.  Seeliger  an  anderen  Orten  näher  untersucht  hat. 


Hundert  und  ein  Uli  dz  wanzigste   Vorlesung. 

Auliaug-  zu  der  Berechnung  der  Doppelsterne.    Grundzüge  der 
Theorie  des  Saturnringes. 

Der  Planet  Saturn  ist  bekanntlich  ausser  seinem  Reichthiun  an  Satelliten  noch 
dadurch  vor  den  anderen  Planeten  imseres  Systemes  ausgezeichnet,  dass  ihn  mehi-ere 
concentrische ,  in  der  Richtimg  seiner  Rotationsaxe  vmgemein  abgeplattete  Ringe  um- 
geben. Wir  wollen  hier  wenigstens  die  Grimdzüge  der  Theorie  der  Erscheinungen, 
welche  die  Gesammtheit  dieser  Ringe  bietet,  vom  Standpimkte  dieses  Buches  behandeln. 
Wir  schliessen  also  diejenigen  Fragen  aus,  die  nur  durch  die  schwierigeren  Theile  der 
Gravitationslehi-e  theoretisch  beantwortet  werden  können,  wie  die  Stönmgen,  welche  der 
Ring  erleidet  und  ausübt.  Unter  Anderem  nehmen  wir  ohne  weitere  Discussion  als 
Thatsache  hin,  dass  die  Ringe  (der  Kürze  halber  -nii-d  im  Folgenden  stets  von  einem 
einzigen  Ringe  gesprochen  werden),  kleine  Abnormitäten  ausgenommen,  überall  von  dem 
Saturnsphäroid  gleich  weit  abstehen  und  ein  zu  der  Rotationsaxe  des  Saturn  symme- 
trisches System  bilden.  Die  Beobachtungen  stehen  mit  dieser  Annahme  in  keinem  nach- 
weisbaren Widerspruch;  es  scheint  unter  allen  Verhältnissen  der  Mittelpunkt  der  Scheibe 
des  Saturn  mit  dem  31ittelpuuktc  der  Ellipse,  als  welche  der  Ring  sich  uns  präsentirt, 
zusammenzufallen. 


1)  Connaissance  des  temps  für  1878  add. 

*)  L.  Birkmajer,  Ueber  die  durch  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  hervorgerufeuen  Ungleich- 
heiten etc.    Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie,  II.  Abth.,  Bd.  93,  1886. 

')  H.  Seeliger,  Ueber  optische  Ungleichheiten  in  der  Bewegung  der  Doppelsterne.  Sitzungs- 
berichte der  Münchener  Akademie  1889,  S.  19  ff. 
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Wiiiii  man  ^i^■ll  ilir  Kix'luiiiiiiii^  ilrs  Kiii|;fr>  iliiii'h  ilif  fiiuT  ^{roshoii  Zalil  \><u 
'rraliaiitt'ii  crM't/.t  «li'iikt'),  «flclif  liiiitcr  iiml  iiflii'ii  ciiiaiiilt'i'  kroiKförmi^'«-  KiihiU'ii  iliirt-h- 
laiift'ii,  M)  i!<t  (lii-  UcMtiiiiiiiiinj^  einer  M>lflit'ii  Halm  auf  oiiit'ii  sclir  leit-liU-ii  Fall  c-iiifr 
I)ii|i|it'|.st<-i'iil>iiliii  y.iirüokjtc'filhrt.  Denn  die  I'rnji'etiuiijiellipse  itst  hei  jeiler  lteiilia<-litiin|[r 
iintnittelliar  voIl.sUinili<;  yeijelien,  e  ist  ji;leieli  0,  die  Z»'it  de»  IVriliels  also  belieliij^;  die 
Undaiifs/.eit  übt  auf  <lie  Eivelieiunni;  «les  Hin;;es  keinen  leielit  zu  henu-rkenden  Kinfliiss 
aus  und  niuss  auü  der  Verfolgung  von  uufFullenden  l'unkten  des  Kinges  niitti-lst  Hehr 
>tarker  Fernrohre  heslimnit  werden.  l)ie  Knotenlinic  der  Hingebene  fällt  bei  obiger 
ISehandlimg  mit  der  Kiehtung  der  grossen  Axe  der  Itingellipse  zusammen.  Der  Quotient 
aus  der  Division  der  grossen  Axe  in  die  kleine  ist  der  Cosinus  der  Neigung.  Endlieh 
ist  n  —  ii   beliebig,   wenn   es   nnr  dc-r  über   T,  die  Zeit  des  Perisaturniums  gemachten 


Fig.  G6. 


Annahme  entspricht  Nun  wünscht  man  allerdings  diese 
Elemente  nicht  in  Beziehung  auf  die  im  Grossen 
nach  der  Stellung  von  Saturn  und  Erde  veränderliche 
Ebene  der  Projectionsellijjso  zu  wissen,  son<leni  in 
Heziehung  auf  den  Aeijuator  oder  auf  die  Ekliptik. 
Dazu  gelangt  man  durch  folgende  einfache  Betrach- 
tung. Offenbar  hängt  die  Oeffnung  des  Saturnringes 
oder  seine  Neigung  gegen  die  Ebene  der  Projcc- 
tionsellipso  davon  ab,  welchen  Winkel  die  Verbin- 
dungslinie Saturn -Erde  mit  der  Ringebene  bildet,  mit 
anderen  Worten,  von  der  chronoceutrischeii  Breite  der 
Erde,  aber  auf  die  Ringebeue  als  die  Fundamentjil- 
ebene  bezogen.  Die  Neigung  der  Ebene  der  Projec- 
tionsellipse  ist  nichts  Anderes  als  der  Abstand  des 
chronocentrischen  Ortes  der  Erde  vom  Pole  des  grössten 
Kreises  der  Si>häre,  welcher  der  Ringebene  entspricht. 
Den  Pol  des  grössten  Ki-eises,  welcher  der  Ebene 
des  Ringes  entspricht,  findet  man  hiernach,  da  der 
chronocentrische  Ort  der  Erde  dem  geocentrischcn  Orte 
<les  Saturn  diametral  entgegengesetzt  ist,  durch  ein 
mIu-  linfaclus  Verfahren.  Sind  a  und  h  die  halbe  grosse  und  die  halbe  kleine  Axo 
lies  Ringes,  wie  sie  die  Messimgen  unmittelbar  ergeben,  so  wird  der  Abstand  des  geocen- 
trisehen   Ortes  des  Saturn  von  jenem  Pole  durch  die  Gleichung: 

b 

cost  =  — 

a 

gefunden;  man  gelangt  dalicr  zu  jenem  Pole,  wenn  man  den  Bogen  i  in  der  Richtung 
der  kleinen  Axe,  und  zwar  nach  derjenigen  Seite  der  Ringebene  hin,  welche  der  Erde 
zugekehrt  i>t.  aufträgt  (siehe  Fig.  66). 

Dieselbe  Betrachtungsweise,  welche  auf  diese  Construction  geführt  hat,  liefert 
uns  ohne  Weiteres  die  Formeln  zur  Berechnung  des  Positionswinkels  p  der  Richtung 
der  kleinen  Axe,  wenn  der  Pol  der  Ringebene  einmal  bekannt  geworden  ist,  und 
das  Verhältniss  der  Axen.  Die  letzteren  werden  auch  ihrer  Grösse  nach  bekannt, 
wenn    man    eine   von    ilinen    bei    bekannter   Entfernung    des    Saturn    vom    Auge    einmal 


»Sfe. 


')  F.m]iiri!>ch  lio8tÄtif;t  wurde  (liege  AnRchauuDg:  durch  die  Wrühmten  zu  Kndo  der  nchtxiircr 
.liihrc  (foiniichteii  Barnard'schen  Beobachtungen.  Sioho  deren  thcorclische  Diücuiision:  „Uebcr  die 
JaiM'tiiüvortiiiüterunf;  durch  Satuni  und  pciu  itiiigsystcm  vom  Jahre  18f<9"'.  Astroui'iu-  Nachrichten, 
IM.  137,  Nr.  328«).  —  Anmerkung  des  Ilerausgelwrs  der  2.  Auflage. 
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gemessen  hat.  Es  seien  «  iiud  d  die  geocentrisclie  Rectasceusiou  imd  Declhiatiou  des 
Satiu'n,  A  und  D  beziehungsweise  dieselben  Coordinaten  für  den  mit  der  Erde  auf 
gleicher  Seite  gelegenen  Pol,  so  vrird  nach  der  bekanntesten  Grundformel  der  sphäri- 
schen Trigonometrie : 

cosi  = =  sin  d  sin  B -\- cos  d  cos  D  cos  {a  —  A)^) (1) 

Ferner  ergiebt  sich  für  den  Positious'^vinkel  der  nördlichen  Hälfte  der  kleinen  Axe: 

sin  p  cosB  ,.-., 

sin  (es  — •  A)  sini 

Ist  c  der  llal1)messer  des  Ringes  in  Theileu  der  mittleren  Entfernung  der  Sonne 
von  der  Erde,  z/  die  Entfernung  des  Satm-n  von  der  Erde,  so  ist  die  halbe  grosse 
Axe  der  Ringellipse  in  Bogeusecunden : 

«  =  z (^) 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichimgen  findet  man  Lage  und  Aussehen  des  Satui-m-inges  für 
irgend  eine  Zeit,  Avenn  die  Grössen  A,  D  und  c  abgeleitet  sind.  Wenn  man  auf  die 
obige  Construction  noch  einmal  die  erwähnte  Grimdfonnel  anwendet,  jedoch  so,  dass  i 
aus  dem  gemessenen  Axenverhältniss  und  ausserdem  8  und  p  als  bekannt  gelten,  so 
ergiebt  sich: 

sin  D   =  sin  d  cos  i  -\-  cos  d  sin  i  cos  p (4) 

wonach  dann  weiter  unter  Zuziehung  von  (2)  auch  A  bekannt  wird.  Aus  einem  ge- 
messenen a  folgt  endlich  c  ^  V./1. 

Rechnungsbeisjjiele.  Am  31.  December  1849  war  die  Südseite  des  Ringes 
sichtl)ar  und  der  PositionswLukel  des  nördlichen  TheUes  der  kleinen  Axe  ^  :^  3"  52',1, 
ferner  6  =  —  1",57,  a  =  19",68,  «  =  0»  42',7,  d  =  —  !'>  27',7,  log ^  =  0,97906. 
Hieraus  sollen  A,  JD  und  c  bestimmt  werden.  Xach  Gleichung  (4)  ergiebt  sich,  da  hier 
i  =  85f'  25',2, 

D  =  82"  50',0 
als  Declination  des  Nordpols  der  Ringebene.     Nach  Gleichung  (2)  wird: 

M  —  A  =  —  32°  o7',l,     also      A  =  33°  19',8 
als  Rectasceusiou  des  genannten  Poles;  endlich  wii-d: 

logc  =  2,27309. 
Wollten  wir  aus  diesen  Werthen   umgekehrt   die  Erscheinung   des  Satm-n   für   den 
1.  Januar  1860  herleiten,   wobei   yfh:  zur  Berücksichtigung  der  Präcession  des  Ringpols, 
aber  in  Vernachlässigung  anderer  kleiner,  hier  nicht  zu  behandelnder  Correctionen : 

A  =  33«  42',1 
D  =  82°  52',8 

setzen,  so  bekommen  wir,  da  füi-  jene  Zeit  die  geocentrisehe  Rectascension  des  Saturn 
«  =  148»  lo',4,  die  Declination  d  =  +   U»  15',3  ist: 

log  ^  =  0,92814  nach  Formel  (1) 
,  =  78»  47',4. 


•)  Hierbei  ist  h  negativ  zu  nehmen,  wenn  die  verdeckte  Hälfte  der  kleinen  Axe  die  südliche 
ist.  Nach  dieser  Bestimmung  über  die  Vorzeichen,  und  wenn  A  und  D  sich  auf  den  Nordpol  der 
Kingebene  beziehen  sollen,  wird  der  Abstand  i  des  Saturnortes  von  jenem  Pole  ein  stumpfer  Winkel, 

wenn  ^  positiv  ist,  d.  h.  die  nördliche,  Fläche  des  Ringes  uns  zugekehrt  ist. 


i'iiiHicIi: 


—     7!t!t      — 


=         f.»  38',7, 


(I  =      2'i",l:(,     die  «rosso  Axo  =       44",2r., 
b   =  —  4",30,     .Uo   kleine  Axe  =  —  8",R0. 

Dor  süilliohf  Tlii-il  «Kt   kli-iiu-ii  Axe  wird    iliircli   diu  ScliL-ibo   dos  Sutiirii   viTdci-kl. 
Kt   m:i;^   liii'i-  lioi'li  aiiyi'gi'bfli  werden,  da8s  naeli  Bessel  die  LUnge  L  ilen  Nurdpol» 
diT    IJinjjeliene    auf    ilie    bei    ileii    Ik-ubaciitinigen    iibliciie   bewegliclie    Kkli|>tik    bezogen, 
il.  b.  mit   Kiuksiibt  auf  die  Säeulai-Btöiungeu,  nach  der  Formel: 
L  =  76«  53'  8",9  -f  4«",46'2  (<  —  IHOO) 
dif   IJreite   11  naob  den  folgenden: 

II  —  61«  4'J'  44",7   +  0",350  (/  —  ISOU) 
XU  berechnen  ist. 


1 1 11  n 1 1  (' r t  u  !ul  /  w  (■  i  u  II  il  /.  \v a  11  z  i gs  t  ('   \'  n  r  1  o s  u  1 1  lif. 
Ki'itt'riuiii  l'iii'  die  Siclitltarkfit  des  Siituniriiiires. 

iJer  Kiiig  dt■^  Sutimi  l.liibl  niclil  iuiuK-r  sichtbar.  >iiuer  schon  erwähnten, 
ungcineiu  starken  Abplattung  wegen  bietet  der  Hing  deu  erleuchtenden  Strahlen  der  Sonne 
fast  gar  keine  Fläche  dar,  wenn  die  Sonne  sich  in  der  Ebene  des  Ringes  befindet;  die 
Uingelliiisc  reducirt  sich  dann  auf  eine  äusserst  feine  helle  Linie,  welche  aber  nur  in 
stärkeren  Fernröhren  noch  wahrgenommen  werden  kann.  Beleuchtet  die  Sonne  die  uns 
entgegengesetzte  Seite  des  Ringes,  so  wird  der  Ring  fiii-  uns  ganz  vei-schwinden  und 
sein  Schlagschatten  auf  der  Scheibe  des  Planeten  bemerkbar  werden.  Zu  gewissen 
anderen  Zeiten  sind  Ring  und  Schatten  gleichzeitig  zu  sehen.  Das  Sichtbarwerden  des 
Ringes  geht  in  der  Weise  vor  sich,  dass  zuerst  einzelne  Punkte  am  äussersten  Rande 
hervortreten;  in  umgekehrter  Reihenfolge  verschwinden  solche  Punkte  bei  dem  Unsicht- 
barwerden. 

Wir  wollen  nun  im  Folgenden  die  Grundbedingungen  für  die  genannten  Er- 
scheinungen und  ein  Kriterium  dafür,  ob  der  Ring  sichtbar  sei  oder  nicht,  zu  ent- 
wickeln suchen. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  die  Zeiten  des  Durchganges  der  Soime  durch  die 
Ringebene  zusammenfallen  werden  mit  den  Zeiten,  wo  der  heliocentrische  Ort  des  Saturn, 
am  Himmel  einen  grössten  Kreis  durchwandernd,  den  die  Ringebene  repräsenlirendcn 
griissien  Ivreis  passirt,  mit  anderen  Worten,  wo  der  heliocentrische  Ort  des  Saturn  um 
90"  von  jenem  Pole  des  Ringes,  dessen  Recta.scension  und  Declination  mit  A  und  D 
bez«ichnet  wurde,  entfernt  ist.  Verstehen  wir  daher  unter  (n)  und  (rf)  beziehungsweise 
die  heliocentrische  Rectascension  und  Declination  des  Planeten,  so  wird  sich  die  \n- 
leuchtuiig  auf  die  blosse  Ringkante  beschränken,  wenn : 

sin{d)  sinD  -\-  cosid)  cosB  cos{(a)  —  A]  =  Q (1) 

da  die  erste  Seite  dieser  Gleichung  den  Cosinus  des  Abstandos  des  heliocentrischen 
Ortes  von  dem  Pole  der  Ringebene  vorstellt.  Ist  dei-sclbe  Cosinus  positiv,  so  wird  die 
Südseite  des  Ringes  beleuchtet  sein,  wenn  negativ,  die  Nordseite.  Die  Beleuchtung  der 
eini'u  od«'r  anderen  wird  um  so  intensiver  sein,  je  mehr  der  Cosinus  von  Null  verschieden. 
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Ob  die  beleuchtete  Seite  uns  zugekehrt  ist  oder  die  dunkle,  wird  davon  abhängeu, 
ob  der  heliocentrische  und  der  geocentrische  Ort  des  Planeten  auf  gleiche  oder  ent- 
gegengesetzte Seiten  des  der  Ringebene  entsprechenden  grössten  Kreises  der  Sphäre 
fallen,  d.  h.  also  davon,  ob  die  linke  Seite  von  (1)  und  der  Ausdruck: 

sind  sinD  -\-  cosd  cosD  cos(u  —  Ä), 
welcher   den    Cosinus    des    Abstandcs   des    geocentrischeu    Ortes    vom    Ivingpol    vorstellt, 
gleiches  oder   ungleiches  Vorzeichen  haben.     Die  Frage,    ob    der  Ring    sichtbar   sei,   ist 
demnach  zu  bejahen,  so  oft  der  Ausdruck : 

sin  S  .  sin  J)  -\-  cosö  .  cos  D  cos  (a,  —  Ä) 
sin(d)  sinB  -\-  cos{d)  cosD  cos  [(a)  —  A] 
positiv,  zu  verneinen,  so  oft  derselbe  negativ  wird. 

In  Anbetracht  aber,   dass   die  Division  des  Ausdi'uckes    durch  7^,   d.   h.    durch 

cos  («) 

eine    stets   j)Ositive  Grösse,    keine    Aenderung    des   Vorzeichens   hervorbringt,   kann    man 
noch  einfacher  sagen : 

Die  Frage,  ob  der  Ring  des  Saturn  sichtbar  sei,  ist  zu  bejahen,  wenn  der  nume" 
rische  Werth  von: 

tg  8  .  tg  B  -\-  cos  («  — •  Ä) 
tg  (d)  tg  D  +  cos  [(a)  —  Ä] 
ein  bejahendes  Vorzeichen  bekommt,  im  anderen  Falle  zu  verneinen. 

Das  Verschwinden  des  Zählers  vorgenannten  Ausdi-uckes  deutet  an,  dass  die  Erde, 
dasjenige  des  Nenners,  dass  die  Sonne  sich  in  der  Riugebene  befindet. 

RechnungsbeispieL  Es  wird  gefragt,  ob  der  Saturming  für  die  Mitternacht 
des  1.  Sept.  1847  Berl.  Zeit  sichtbar  war.  Der  heliocentrische  Ort  des  Saturn  war  um 
jene  Zeit: 

(a)  =  341»  45',1  (d)  =  —  9»  42',7 

der  geocentrische : 

«  =  431»  55',0  ö  =  —  9»  52',5. 

Nehmen  wir,  wie  in  Vorlesung  Ul,  A  =  33»  19',S,  J>  =  82»  50',0  an,  so  finden 
wir  den  Zähler  des  obigen  Ausdruckes  gleich  —  0,7607,  den  Nenner  gleich  —  0,7397; 
folglich  war  der  Ring  sichtbar,  und  zwar  seine  Nordseite  erleuchtet. 

Im  Laufe  des  21.  April  des  folgenden  Jahres  wechselte  der  Zähler,  durch  Null 
hindurchgehend,  das  Vorzeichen,  der  Ring  verschwand  daher  bis  zum  3.  September  des- 
selben Jahres,  wo  der  Nenner  ebenfalls  das  Vorzeichen  wechselte.  Am  12.  September, 
wo  der  Zähler  von  Neuem  das  Zeichen  wechselt,  verschwindet  der  Ring  mederum  bis 
zum  19.  Jauuar  1849,  wo  dann  eine  lauge  Periode  der  Sichtbarkeit  beginnt.  Mit  Hülfe 
des  obigen  Ki-iteriums  kann  man  jeden  solchen  Wechsel  mit  Leichtigkeit  finden. 

Eine  längere  Dauer  der  Sichtbarkeit  des  Ringes  wird  immer  eintreten,  wenn  sich 
der  heliocentrische  Ort  des  Planeten  so  weit  vom  grössten  Kreise  der  Ringebene  ent- 
fernt, dass  ein  Hinübertreten  des  geocentrischen  Ortes  auf  die  andere  Seite  nicht  mehr 
möglich  ist.  Besonders  iu  den  Oppositionen  des  Saturn  wkd  ein  Unsichtbarsein  des 
Ringes  zu  den  Seltenheiten  gehören,  da  bei  der  geringen  Neigung  aller  Bahnen  der 
grossen  Planeten,  so  auch  des  Saturn,  gegen  die  Ekliptik  in  der  Opposition  der  geocen- 
trische Ort  dem  heliocentrischen  ungemein  nahe  liegt.  Nach  derselben  Betraclituug  kann 
man,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Neigung  der  Ringebene  gegen  den  Erdäquator  nm- 
etwa  7°  beträgt,  auch  leicht  übersehen,  dass  ein  Versch^^^ndeu  des  Ringes  nicht  vor- 
kommen wird,  so  lange  der  geocentrische  Ort  des  Saturn  weit  von  den  Aequinoctieu 
entfernt  ist. 
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I  i  iiinifM-t  u  iHKi  I  ri  11  ii'i/.  w  an/,  igsto    Vorlosiinp. 

IliTccIiiiiiiii;  der  Sah'Iliti'ulialmt'ii  diircli  Ziiriirktüliniiiir  iiiif  ilic 
H«'i'('cliiiuii,i;  ciiicr  KdpiiflstcnilKiliii, 

Hi-kniiiitlioli  8iiul  dio  grössureii  I'laiiuleii  uiisurcaSyiitemcB,  mit  Ausnahmu  von  Mercur 
uiiil  V'fiiii.H,  von  SaU-llilon  boglcilet.  Auf  ilioso  Körper  kunii  mau  mit  besuudui'um  Vor- 
tlioil  diu  im  „Aiiliaiij^o"  tlcs  vorliogeudon  Workus  angogebeuü  Li'Uschuer'Bcho  Molhodu 
dtT  Hahulivstiminiiug  uiit  MoforligL-r  Berücksichtigung  der  Störungen  als  erste 
nunmehr  vtiriiegendü  directe  Müthüdo  der  Hahubostiiiimung  für  Satolliteu  an- 
wenden (veigleichu  auch  die  Vorbemerkungen  zur  3.  Ausgabe,  S.  XXIV). 

Jlan  köiiule  diw  Problem  auch  auf  die  für  Planeten balinen  gegebenen  Vorschriften 
zurückführen,  oder  auf  diejenigen  für  Doppelslerne.  Im  ersteren  Falle  würden  wir  die 
Ueobachlnngen  als  aus  dem  jedesmaligen  Durchschniltspuukte  des  Visionsradius  mit  einer 
durch  den  Ilanptkörper  des  Satelliten  gelegten,  dem  Erdäqualor  oder  der  Ekliptik  parallelen 
Ebene  geschehen  betrachten,  dabei  dio  Coordinaleu  auf  den  Ilauptkörper  als  Nullpunkt 
belogen.  Hierbei  tritt  uns  indessen  der  UebeUtand  entgegen,  dass  die  Formeln  Grössen 
verschieileuer  Ordnung  gleichzeitig  enthalten;  die  Trennung  ist  nicht  ganz  einfach  und 
überlwupt  dieser  Weg  nicht  zu  empfehlen.  Auch  musa  bei  solcher  Hohandlung  des 
Problems  der  Satellitenbahnen  entweder  dio  Masse  des  Ilaupikörpers  oder  die  Umlaufs- 
reit  des  Satelliten  als  bekannt  angesehen  werden. 

In  jiraktischer  Hinsicht  ist  einer  solchen  Bestimmungsweise  vorzuziehen  die  Zurück- 
führung  der  liahnbcctimmung  auf  die  einer  Dojipelslernbabn.  AVir  erreichen  dies  durch 
i^anz  ähnliche  Betrachtungen  wie  bei  dem  Saturnringe,  den  wir  als  eine  sichtbare  Tra- 
bantenbahn betrachteten.  Dort  allerdings  hatten  wir  zwei  Erleichterungeu,  auf  welche 
wir  hier  ver/.ichten  müssen;  es  wird  uns  für  eine  bestimmte  Zeit  immer  nur  eiu  einziger 
Punkt  der  Projectionsellipsc,  nicht  werden  sie  alle  auf  einmal  gegeben;  ferner  dürfen 
wir  diu  Excentriciliiien  der  Bahu  hier  uicht  gleich  Null  setzen. 

Aber  auch  hier  lassen  sich  wieder  durch  den  Mittelpunkt  der  Scheibe  des  Haupt- 
körpers zwei  um  DO»  in  Position  verschiedene  Richtungen  oder  Axen  von  solcher  Be- 
Achaffenheit  auftinden,  dass  die  scheinbaren  Abstände  des  Trabanten  von  der  einen 
gerade  80  geseheu  werden,  als  beobachtete  man  aus  der  Richtung  des  Pols  der  Bahuebene 
des  Trabanten,  d.  h.  also  ohne  pei-spectivische  Verkürzung,  die  Abstände  von  der  anderen 
aber  mit  perspectivischer  Verkürzung.  Die  scheinbaren  Dimensionen  der  Bahn  können 
der  Entfernung  des  Hauptkörpers  von  der  Erde  umgekehrt  proportional  gesetzt  werden. 
Die  bei  dem  Satururing  angestellten  Betrachtungen  zeigen,  dass  die  pcrspectivisoben 
Verkürzungen,  wenn  sich  das  Auge  vom  Pole  der  Trabantenbahn  entfernt,  parallel  dem 
durch  den  Hauptkörper  und  den  Pol  gelegten  grössteu  Kreise,  welcher  perspcctivisoh 
durch  eine  Gemde  vorgestellt  wird,  stattfinden;  senki-echt  zu  dieser  Geraden  werden  die 
Abstände  nicht  geändert  Nennen  wir  also  ili  den  Positionswinkel  des  nach  dem  Nord- 
pol der  Trabautcnbahn  gerichteten  grös8t<.-n  Kreises,  A  und  D  beziehungsweise  die 
Rectusccuaion  und  Declination  des  NordpoU,  «  und  d  die  des  geoceutrischen  Ortes  des 
Hauptkörpers,  ^  dessen  Entferauiig,  p  und  (f  beziehungsweise  den  Positionswinkel  und 
diu  Distanz  des  Satelliten,  so  haben  die  Grössen  Q  sin  (j)  —  ijf)  gar  keine  Verküi-zung 
durch  geänderte  Richtung  der  Gesichtslinie,  die  (f  cos  {p  —  ij))  dagegen  eine  solche  im 
Verhältniss  von  1  zu  cos  y  erlitten,  wenn  nämlich  y  den  Abstand  des  geocentrischen 
Orte«  vom  erwälinteu  Pole  vorstellt.     Gesetzt,   es   seien  Ä  und  JJ  bekannt,   so  bat  man 
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also  die  q  sin  {p  —  ip)  mit  z/,  die  Q  cos  (^  —  ip)  dagegen  mit 


cosy 


d.  L.  mit: 


[sin  8  sin  D  -\-  cosd  cos  D  cos  (a  —  Ä)] 
zu  mulliplicii-eu ,   um  diese  Grössen  so  zu  haben,    wie  sie  aus    einer   zur  Trabautoubahn- 
ebene  senki-echten ,  durch  den  Hauptkörper  gelegten  Geraden  imd  zwar  aus  der  Einheit 
der  Entfernung  würden  beobachtet  worden  sein. 

Man  hat  nun,  was  die  Bestimmung  der  Elemente  betiifEt,  die  beiden  Fälle  zu 
unterscheiden,  ob  die  Umlaufszeit  oder  auch  die  Masse  des  Systemes  bekannt  ist,  oder 
ob  dieselbe  ebenfalls  erst  aus  den  Beobachtungen  hergeleitet  werden  soll.  In  dem 
ersteren  Falle  »enügen,  wie  wii'  sogleich  sehen  werden,  drei  vollständige  Beobachtungen 
des  Satelliten  mit  den  Positionswinkeln  p,  p\  p"  imd  den  Distanzen  Q,  q',  q".  Denn  es 
werden  dadm-ch,  immer  vorausgesetzt,  dass  A  und  D  bekannt  seien,  di-ei  Punkte  der 
Bahn  und  die  Lage  des  Brennpunktes,  d.  h.  die  ganze  Ellipse  gegeben.  Es  existiren 
dann  zur  Prüfung  der  Richtigkeit  der  Werthe  von  A  und  D  die  beiden  von  einander 
unabhängigen  Bedingimgen,  dass  jeder  Sector  zu  der  ganzen  Ellipse  seinem  Flächen- 
inhalte nach  in  dem  Verhältniss  stehen  soll,  wie  es  die  Zeitintei-valle  verlangen.  Hier- 
nach kann  man  also  leicht  A  und  2),  füi-  die  meist  sogar  Annäherungen  bekannt  sind, 
auf  indirectem  Wege  bestimmen.  Mit  Rücksicht  auf  die  liier  etwas  geänderte  Bezeich- 
nung hat  man  unter  Anwendung  der  Gleichung  (2)  der  Vorlesimg  121: 


sin 

t 

= 

cosD 

sin 

(^ 

— 

«) 

siny 

sin 

tp' 

= 

cosD 

sin 

(^ 

— 

«') 

sin  y' 

sin 

t" 

cosB 

m 


sin  {A  — •  m")         siny" 

wobei  die  Acceute  zux  Unterscheidung  der  zu  den  drei  Zeiten  /,  t',  t"  gehörenden  Beob- 
achtungen  gebraucht   worden   sind.      Die   Reduction   der  Positionswinkel  und  Distanzen 
auf    die   aus   der   Entfernung    1)    ohne  Verküi-zimc 
den  Formeln: 

Q   sin  (p  —  i^') 

cos{p 1^) 


gesehene  Bahn    geschieht   nun   nach 


B  sin{P  - 
2?  cos{P  - 
R'  sin  {F'  - 
B'  cos{P'  - 
B"  sin  (P"  - 


cosy 
q'  si7i{p'  —  tl>') 
,  cos{p'  —  i/'') 


cosy 
%jj")  =  q"  sin{p"  —  tp") 


,    „          ,„N             i.cosip"  —  t/)") 
B^'cos{P"  —  t")  =  9   — " ir^-^ 


A' 
A' 

.  A" 

.  J" 


(H) 


wobei  P,  P',  P"  die  drei  roducir-ten  Positionswinkel,  2?,  iJ',  B"  die  zugehörigen  redu- 
cirten  Distanzen  vorstellen.  Ehe  wir  jedoch  mit  diesen  Positionswinkeln  und  Distanzen 
weiter  operii-en,  müssen  wir  die  ersteren  noch  auf  einen  und  denselben  Meridian  der 
Sphäre,  auf  einen  gewissen  ersten  Meridian  reduciren,  me  es  firüher  nöthig  war-,  die 
Doppelsternbahnmessungen  von  dem  Einflüsse  der  Präcession  zu  befi-eien.  Die  im 
Vorhergehenden  erhaltenen  Positionswinkel  beziehen  sich  auf  den  jedesmaligen  Meridian 
des  Jupiterortes.  Es  mag  hier  einfach  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  diese 
Reduction    bei    den   P   der    folgenden    Gleichungen    als    ausgefühi-t   vorausgesetzt   wird. 
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«eil  wir  in  iiäclisti-r  N'nrli-suiijj  riiu-ii  dircuteu  Wfj;  zu  aiUii  dit'sou  Ufiliic-tiniioii  wiTtlen 
ki'iiiicii  lernen.  Ka  inaj^  nuNMenlfni  lifim-rkt  wi-riU-ii,  «la»«  <lio  DiKtan/.i-n  lioMondi-ni  hei 
'Itn  SatiUiliii  «Ks  Jupiur  iMilenteiicIu  lirOii.se  trlauj^iii  können.  In  soleliein  Falle  iniiHt» 
man  lu'rileksicliti^t'ii,  ilass  ilie  DinieuMionen  in  der  Bahn,  weleliL«  wir  bei  ]Jo|)|K-lMternen 
iinliedenklicli  niil  p,  p',  q"  identiliciren,  j^enau  genommen  die  Tanj,'enlen  der  durch 
(fi  p'>  9"  '"  SiH'unden  j^egelienen  Sehwinkel  Kind;  man  miih«  deshulli  hei  {jrrt»Herer 
Strenge  Matt  q,q\q"  ^iet/.(•n:  -JOf) •J64,8 ^/ p,  "JOG •.'(■.4,8 /»/ p',  20(i 264,8 'i7  p",  ebenso  l.ei  den 
li\J{',Ii"  '206-2tii,bl;i]l,  2(1»; 264,8 r»/ Vi",  200 2(;4,8 /;/ if".  Im  Folgenden  verna.hlassi^'cn  wir 
dieh  der  Kiir/.e  hallier.  Zwisehen  dem  Semiiianimeter  der  Bahn  o(l  —  c'),  den  Itadii-n- 
veetoren  Jl,  Jf,  7i"  und  den  wahren  Anomalien  v,  v\  v"  bestehen  nun  bekannllieh  <lie 
OleichuiiL'en : 

«(1  —  e«) 


l  -\-  ecosv    = 


n 


1  -|-  ecosv' 
1  -\-  ecosv 


<i(l 


■•) 


Ji' 
„_   a(l  —  e") 
It" 


(IIl) 


weleiii-  uai-li  «iiicr  am  Seldusse  der  Vorlesung  75  gezeigten  Umfonnung  ergeben: 
ilili'lt"  sin  '/g  (v'  —  v)  sin  \\  (v"  —  v)  sin  '/g  (v"  —  v') 


-.  (1  —  c»)  = 
der  «ia  offenbar: 


li  if  sin  (v'  —  u)  —  i?  Ä"  sin  (v"  —  v)+J^  Ä"  sin  (u"  —  v') ' 


v'  —  V  =  P'  —  P,    v"  —  V  =  P"  —  P,     v"  —  v'  =  P"  —  P', 

_   JRli'IÜ'  sin  V,  (P'  —  P)  sin  V,  (f "  —  P)  sin  Vg  (P"  —  P') 
"  '  "'  ^  Itli'  sin  0"  —  P)  —  R  R"  sin  (P"  —  P)  +  R'  R"  sin  (P"  —  P') 

Au>  den  Gleichungen  (HI)  ergicbt  sich  dann: 

2  c  cos  Vj  (u"  +  v)  cos  i/j  (P"  —  P)  =  a  (1 


2  e  sin  '  ,  (v"  +  u)  sm  '/,  (P"  -  P)  =  a  (1  -  c^)  |^^^  -  ^ j 


(IV) 


(V) 


li.  h.  die  Excentricität  c  uml  i'"  -f  v,  welches  mit  der  liekaiiiitcii  Differenz  v"  —  v 
oder  P"  —  P  verViundcn  ilie  wahren  Anomalien  liefert.  Auch  tinilet  man,  wenn  n  den 
reducirten   l'ositionswinkel  dos  l'erihels  vorstellt: 

:i  —  P  —  V  —  P'  —  v'  =  P"  —  v". 

v'  folgt  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (III).  Berechnet  man  auch  noch  die  mittleren 
Anomalien,  so  ist  man  vollkommen  im  Staude,  eine  in  Beziehung  auf  A  inid  D  gemachte 
Myjiothese  zu  prüfen,  eventuell  zu  verbessern. 

Sehr  abgekürzt  wird  die  UecUmmg,  wenn  man  eine  vierte  vollständige  Beobaclilniig 
zuzieht.     Es  muss  dann  die  doiiitelte  Bedingung  erfüllt  sein,  dass: 

ARR'  R"  sin  >,',  {P^  —  P)  sin  ■/,  (P"  —  P)  sin  '/,  il^^^j:z^^  _ 
" '  *■  ^  ""     y.'  R'  sin  (P'  —  Pj  —  R  R"  sin{P"  —  P)  +  R  i?"  sin  (P"  —  P') 

_        iRR-  R"j>in  Vj  (P'  —  P)  stn  >/«  (P'"  —  P)jin  'A  (P'"  —  P') 
~   RR'sin{P'  —  P)  —  ÄiJ"'sm(P"'  —  P)  +  Rlt''sin(P"'  —  P') 
_       4  Ä  7?"  ii"'  st»  1/,  (P"  —  P)  .Ww  i  >,  (P'"  —  P)  _8»,  t/,  (p"'  _^') 
""  RR" sin {P"  —  P)  —  RR"'siH{P"'  —  P)  +  R"R"'sin(P"'  —  P")' 

I(»l« 
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oder  CS  ranss ,  in  das  Geometrische  übertragen ,  von  den  di-ei  Ellipsen  mit  gegebenem 
Brennpunkte,  welche  man  diu'ch  je  di'ei  der  vier  Punkte  ziehen  kann,  jede  der  anderen 
congruent  werden.  Man  kann  also  auch  hier  zum  Zwecke  der  ersten  Versuche  für  A 
imd  £  von  einem  graphischen  Verfahren  mit  Vortheil  Gebrauch  machen. 


Hundertundvierundzwanzio^ste  Vorlesung. 

Fortsetziino;  der  Uiitersucliunoen  zm-  Bereclmmig*  einer  Satellitenbalin. 

Bei  den  Satelliten  des  Jupiter  durchaus  (auch  bei  den  helleren  des  Saturn,  obgleich 
bei  diesen  schon  die  optischen  Mittel  gesteigert  werden  müssen)  bietet  die  Bestimmung 
der  Umlaufszeit  durch  Beobachtungen  der  Wiederkehr  zu  gleicher  Stellung  gegen  den 
Jupiter  keine  sehr  grossen  Schwierigkeiten  dar.  Man  darf  dabei  nur  nicht  vergessen, 
die  geocentrische  Bewegung  des  Hauptplaneten  zu  Ijerücksichtigen.  In  anderen  Fällen 
ist  die  Bestimmuugsweise  mit  der  Gefahi',  Irrthümer  und  Verwechslungen  zu  begehen, 
verbunden,  z.  B.  in  besonders  hohem  Grade  bei  den  Trabanten  des  Uranus.  Diese  licht- 
schwachen Objecte  können  bekanntlich  nur  mit  den  stärksten  Sehmitteln  beobachtet 
werden;  solche  Fernrohre  zeigen  mm  eben  vermöge  ihrer  ausserordentlichen  optischen 
Kraft  meistens  auch  Fixsterne  im  Hintergrunde ,  ein  Umstand ,  welcher  ungemein 
erschwerend  wh-kt,  wenn  der  Planet  gerade  Theile  der  Milchstrasse  oder  andere  stem- 
reiche  Gegenden  durchwandert.  Hier  ist  es  sehr  wtinschenswerth,  ein  anderes  Verfahren, 
welches  von  der  Kenntniss  der  Umlaufszeit  des  Satelliten  gar  nicht  abhängt,  einschlagen 
zu  können.  Dasjenige,  welches  wir  nun  im  Folgenden  kennen  lernen  wollen,  gewährt 
einen  so  gut  wie  vollständigen  Schutz  dagegen,  dass  ein  Fixstern  für  einen  Satelliten 
genommen  werde.  Um  es  in  der  Praxis  zur  Anwendung  zu  bringen,  ist  es  mu-  nöthig, 
von  den  kleinen  Sternen  in  der  Umgebung  des  Planeten  so  viele  nach  Positionswinkel 
imd  Distanz  aufzunehmen,  als  man  in  der  Zeit  von  einigen  Stunden  auszuführen  vermag; 
bei  grossem  Sternenreichthume  kann  auch  ein  Netzmikrometer  gute  Dienste  thim. 

Wir  woUen  mm  jetzt  diese  Messungen  von  dem  Einflüsse  der  geocenti-ischen  Be- 
wegimg des  Planeten  auf  eine  solche  Art  befreien,  dass  eine  Sichtung  der  Fixsterne 
von  den  Monden  und  die  Reduction  der  Bahnbestimmung  dieser  letzteren  auf  die  einer 
Doppelsternbahn  erlaugt  wird. 

Es  sei  wie  früher: 

X   =    Q  COSp 

y  z=  Q  sinp 

imd  ^  die  in  den  jedesmaligen  Visionsradius  fallende  Compouente.  Ist  «  die  Eect- 
ascension,  8  die  Declination  des  Planeten  zur  Zeit  der  Beobachtmig,  so  zielt  offenbar 
die  X-Axe  des  Coordinatensystomes  nach  einem  Punkte  der  Sphäre,  dessen  Rectascension 
dm-ch  180"  -\-  cc  imd  dessen  Declination  durch  90"  —  d  ausgedi-ückt  wird. 

Die  Z-Axe  zielt  nach  einem  Pimkte  der  Sphäre,  dessen  Rectascension  offenbar 
gleich  90°  -\-  «,  dessen  Declination  gleich  NuU  ist. 

Stellen  ^o  und  yo  die  Coordinaten  derselben  gemessenen  Oertcr,  wie  oben,  aber 
bezogen  auf  ein  System  vor,  dessen  X-Axe  nach  einem  Punkte  von  der  Rectascension 
180"  -1-  «0,  der  Declination  90"  —  Öq,  dessen  l'-Axe  einen  Ort  von  der  Rectascension 
90°  -\-  «Ol  '1er  Declination  Null  zum  Zielpunkte  hat,  so  haben  wir,  um  die  Xg  und  ijg 
dm'ch  die  x,  y  und  z  auszudrücken,  Gleichungen  von  der  bekaiuiteii  Form: 


(II) 
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!,,  =  (l'oX)  x  +  iYoY)y  +  (Yo/.)c  ( 

(X, A')  =  cos8f  cos 8  -f  s/m^o  sind  coi^a  —  «„) 

(X«r)  =  »inÄc  siM(a  —  «(,) 

(A'o  ^)  =  fostfo  s"»^  —  »»ido  rosd  ros(«  —  «f) 

(YoX)  =  —  sind  sih(«  —  o,) 

(roy)  =  ws(a  — Oo) 

(YtZ)  =  +  cos8  sin(a  —  «o) 
Wir  köimt'ii  i'8  nun  bt-i  Saturn,  Uranus,  Neiiliiii,  auf  die  ts  liier  f:iHt  allein  un- 
koiunit,  ihrer  lauijrsjinien  goocentrischen  IJiweLjnn;;  lialliir  stets  so  einrichten,  «lass  für 
•  ine  lani.'e  Keilie  von  Beobachtungen  «lie  Coeflicienten  {Xa  Z)  und  (Y^Z)  sehr  klein 
«rr.lin.  Wir  setzen  /.  15.  eCo  gleich  «leni  Mittel  aus  den  Kectascensionen  der  ersten  und 
1.  t/t<  II  K.  ilascension,  ebenso  Ö^  gleich  der  halben  Suniine  der  entsiirechenden  Decli- 
nationen;  es  \ver<len  dann  bei  der  ersten  Annäherung  jene  Coefficienten  ganz  und  g:ir 
/u   vernachlässigen  sein.     Ebenso  wird  man  sich  erlauben  «liirfcn,  ros(a  —  «o)  = 'i  ''•  ''• 

(x„  X)  =^  ros{d  —  do),     (X,  y)  =  0,     (i.  x)  =  o,     (r,  y)  =  i 

zu  iMi/en.  Zur  Heduction  der  Distanzen  und  Positionswinkel,  welche  dem  Visionsradius 
iler  Messung  entsprechen,  auf  einen  gewählten  festen  Visionsradius  von  der  Uect- 
asceiision  «,,   und  der  Dedination  d»  «md  zuglcicli  auf  dessen  Meridian,  haben  wir  daher: 

Po  cos  Po  =  Q  cos{d  —  do)  cosp  ]  ,^j^. 

Po  siiipa  =  Q  sinp  ) 

Bedeutet  (a)  die  halbe  grosse  Axe  oiler  mittlere  Kntfernung  des  Planeten  von 
iler  Sonne  und  /J  den  jedesmaligen  Abstand  von  der  Erde,    so  hat  man  noch  die    nach 

llll)  zu    findenden  }>o    und  p„  cbircli  ^Multiplication  mit   -r—   auf   mittlere  Entfernung   zu 

retluciren. 

Hiermit  ist  die  Zurückführung  atif  eine  I)oi>]ielstenibaliu  vollendet.  Wenn  man 
mit  den  beobacbtctt-n  Objeeten  in  der  Nachbarschaft  des  Planeten  die  angegebenen 
leichten  Reductionen  vornimmt  und  die  Oerter  aufträgt,  so  wird  sich  ziemlich  bald 
ergeben  müssen,  welche  darunter  einer  Projectionsellipse  angehören,  und  ferner,  ob  die 
beschriebenen  Sectoren  den  Zwischenzeiten  projiortional  sind.  Mit  demjenigen  ^lateriale, 
welches  diese  sichtende  Prüfung  besteht,  wird  darauf  eine  Doiipelsternbahnbestimmung 
vorgenommen.  Die  Unterscheidung  des  auf-  und  des  niedersteigenden  Knotens  würde 
auch  hier  zwar  nicht,  wie  bei  einer  Doppelstcnd)ahn ,  \mmöglich,  so  doch  zuweilen 
schwierig  werden,  wenn  nicht  andere  Kriterien,  darunter  die  Verfinsterungen  und  Be- 
deckungen der  Monde  durch  den  Planeten,  zu  Hülfe  gezogen  werden  könnten.  Indessen 
ist  eine  Entscheidung  darüber  auch  noch  auf  folgendem  anderen  Wege  zu  erlangen, 
weliheii  einzuschlagen  die  Kenntniss  der  Parallaxe  möglich  macht. 

Die  Neigung  i  der  Hahn  gegen  die  Ebene  der  Projectionsellipse,  senkrecht  zur 
Knotenlinie,  und  zwar  nach  der  uns  zugewandten  Seite  der  wirklichen  Bahn  als  Bogen 
eines  grössten  Kreises  von  dem  geocentrischen  Orte  «j,  ög,  auf  den  man  reducirt  hat, 
an  aufgj'tragen ,  führt  in  dem  anderen  Endpunkte  dieses  Bogens  auf  den  Pol  der  von 
ims  abgewandten  Seite  der  Bahnebene.  Bei  obiger  Formel  wird  es  sich  daher  «larum 
handeln,  n.ich  welcher  Seite  hin  man  den  Bogen  i  aufzutragen  hat,  und  welcher  von  den 
beiden  um  2i  von  einander  abstehenden  Punkten  der  Sjihäre  die  Eigenschaften  jenes 
Poles  wirklich  besitzt.  Zu  diesen  gehört  offenbar,  ilass,  wenn  sich  der  geocenlrischc  Ort 
vom  Pole  entfernt,   ilie  in  den  giössten  Kreis,    welcher    beide    verbindet,    fallende  Ver- 
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küi'zimg  der  Radienvectoren  eine  grössere  wird.  Weun  nicht  gerade  i  den  Grenzwerth 
90"  annimmt,  wobei  dann  Verfinsterungen  und  Bedeckimgen  die  Beantwortung  der  Frage 
ermöglichen,  so  wird  nm*  einer  der  beiden  durch  Auftragen  des  Bogens  i  nach  beiden 
Seiten  erlangten  Punkte  hierin  Genüge  leisten.  Kürzer  aber  ist  das  folgende  Ki'iterium : 
Transf ormii't  man  die  Coordinaten  Xq,  i/g,  Zq  auf  ein  System ,  dessen  Z-Axe  nach  dem 
Pole  der  Bahnebene  mit  der  Rectascension  A,  der  Declination  D  zielt,  so  muss  in  Folge 
der  Wahl  des  Vorzeichens  von  z^,  die  ti-ansformirte  2-Coordiuate  verschwinden,  d.  h. 
es  muss  die  Bedingung: 

{sin  B  cos  So  —  cosD  siudo  fos(«o  • —  Ä)\  Xo  —  cos  D  sm(«o  —  Ä)  2/0  ^-  cosi  .  ^o  =  0 
erfüllt  sein. 

Um  die  zweite  Näherung  dm-chzuführen,  berechnet  man  aus  dem  so  für  jede  Zeit 
bekannt  gewordenen  0(,  die  e  für  die  ursprünglichen  Oerter  nach  der  Formel: 
g  =  \sin8  cos  So  —  tvsS  sin  So  cos(«o  —  «)j  Xo  —  cos  8  sin(u^  —  «)  «/„ 
4-   {sinS  sin  So  +  cosS  cos  So  cos  (ko  —  «)}  Zo 
und   bi-ingt    darauf    die    Gleichungen  (I),    (11)    imd    (HI)    von    Neuem    zur  Anwendimg. 
Darauf   folgt   wieder   die   Berechnung    der   Bahn   als    die    einer   Doppelsternbahn.      Die 
Entscheidung    des   Vorzeichens    von    Zo    wird    man    in    der  Regel   nicht    zu    wiederholen 
haben. 

Wir  schUesseu  die  Untersuchungen  über  Satellitenbahnen,  nicht  ohne  den  Leser, 
welcher  sich  vollständiger  über  dieses  Thema  zu  imterrichten  wünscht,  auf  die  in 
Schumacher 's  Astronomischen  Nachrichten  in  einer  Reihe  von  Auf  sätzen  niedergelegten 
Arbeiten  Bessel's  über  das  Satixrnsystem  zu  verweisen. 

Was  Doppelsternbahneu  betrifft,  so  sei  hier  am  Schlüsse  der  AbtheUung  VIQ. 
noch  das  Buch:  „Undersogelse  af  Omlobsbevaegelsen  i  Dobbelstjernesystemet  ,Gamma 
Virginis'  udfort  tildels  efter  nye  Methoder  af  Th.  N.  Thiele,  Cand.  magist.  Kjoben- 
havn."   empfohlen. 


Nt'iintr    A  lit  li  fi  1 II II  l:". 

Ueber  die  Bahnbestimmung  der  Meteore,  Meteoriten 
und  Sternschnuppen. 


lliiinliMt  11 11(1  i'iilit'iiiitiz wanzigste   Vorlüsuiig. 
Kiiilcilciiilc  r>('iiit'i'kiiiii:('ii. 

In  <1lt  Classc  «Icr  SUtii.sc1iiiu|iih.-ii,  Mt-tfore  iiii«!  Mftforitcn  siiul  dio  kk-iiisten,  aber 
/iililri'ii-liston  ilor  «lio  Sonne  ninkreiüemlen  Körper  vertreten.  Ihrer  Kleinheit  und  jj^erini^en 
Mü.-se  nngeaehtet  ist  «las  Studinni  dieser  früher  etwas  vernachlässigten  Körper  aller 
Aufmerksamkeit  werth,  seiUlem  die  Untersuchungen  und  Entdeckungen  des  amerikani- 
schen Astronomen  Newton,  von  Oppolzer,  C.  F.  W.  Peters  u.  A.,  vorzüglich  aber 
ilie  von  Schiaparelli  gezeigt  haben,  dass  durch  solches  Studium  ungemein  werthvolle 
Aufschlüsse  erlangt  werden  können.  Sichtbar  werden  uns  die  genannten  Köli)er  bei 
ileni  Falle  von  Fi-uerkugeln,  von  Sternschnup|)eii  und  bei  Kometenerscheinungen.  Die 
Me/.cichnung  der  Feuerkugeln  und  der  durch  Helligkeit  ausgezeichneten  Sternschnuppen 
als  Meteore  oder  Meteoriten  ist  ilas  Vermächtniss  einer  Zeit,  welche,  wie  vor  Jahr- 
hunderten die  Kometen,  so  auch  Feuerkugeln  und  Stenischnuppen  unter  die  Luft- 
erscheinungen rechnete.  Die  Ansicht,  deren  Richtigkeit  wir  bis  zur  Evidenz  erwiesen 
ansehen  dürfen,  dass  nämlich  die  Erscheinung  der  Feuerkugeln  und  Sternschnuppen  ver- 
anlasst wird  durch  kleine  Himmelskörper,  welche  auf  ihrer  IJahn  um  die  Sonne  in  die 
.Vtmosphäre  der  Erde  gerathen,  ist  erst  von  C'hladni  aufgestellt  und  vertheidigt  worden. 
In  üetreff  der  Gründe  für  diese  Ansicht  und  der  Einwürfe  dagegen  wird  man  in  dem 
gei.slvollen  Buche  von  Schiaparelli:  „Entwurf  einer  astronomischen  Theorie  der  Stern- 
schnujipen",  aus  dem  Italienischen  übei-setzt  und  herausgegeben  von  Georg  v.  Bogus- 
lawski,  die  genügende  Belehrung  finden. 

Unsere  gegenwärtige  Aufgabe  ist  es,  nicht  eine  Geschichte  der  Entwickelung  der 
Sternschnup]ientheorie  zu  geben,  sondern  nur  die  beiden  B.ihnbestiminungsj>robleme  zu 
behandeln,  welche  der  gegenwärtige  Stand  dieser  Theorie  uns  vorlegt.  Diese  Aufgabe 
/.erfidlt  in  zwei  Theile,  in  die  Bestimmung  des  Laufes  der  Sternschnuppe  innerhalb  der 
Zeilen  des  Aufleuchtens  und  Erlöschens,  und  in  die  Bestimmung  des  um  die  Sonne  be- 
schriebenen Kt'gelschnittes.  Die  letztere  Bahn  hat  dadurch  ein  ganz  besonderes  grosses 
Interesse,  Weil  sie  zugleich  in  zahlreichen  Fällen  von  einer  grossen  .Menge  <ler  kleinen 
Körper  gemeinschaftlich  durchlaufen  wini  un<l  soniit  eine  Art  Hing  rei>räsentirt;  die 
Zeiten  des  Durcligehens  der  Erde  durch  einen  solchen  Hing  sind  bekanntlich  durch 
einen  stärkeren  Fall  von  Sternschnuppen  ausgezeichnet,   besonders,    wenn    dieser  Durch- 
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gaug  durch  eine  dichtere  Stelle  des  Ringes  erfolgt.  Diese  durch  eiue  grössere  An- 
saramluug  der  kleiuen  Körper  hervorragenden  Stellen  des  Meteorstromes  können,  im 
Gegensatze  zu  der  einzelneu  Sternschnuppe,  uns  auch  aus  grösseren  Entfernungen  sicht- 
bar werden  und  bieten  dann  eiue  Ivometeuerscheinung.  So  z.B.  ist  der  Komet  1862111. 
nichts  Anderes  als  eine  dichtere  Stelle  desjenigen  Meteorstromes,  welche  den  Stern- 
schuuppenfaU  des  10.  und  11.  August,  seit  über  1000  Jahren  bekannt  und  imter  dem 
Namen  der  Thräneu  des  heiligen  Laureutius  erwähnt,  her\orl)rLngt.  Als  zweites  Beispiel 
dieser  Art  mag  erwähnt  werden,  dass  der  Komet  1866  I.  in  dem  Meteorstrome  des  be- 
kannten Novemberphänomens  läuft. 


Hundertiindsechsund zwanzigste  Vorlesung. 

Bestimmimg  der  Hölien  luicl  Gresclnviiuligkeiteii  aus  correspoiidü'enden 
Sternsclmuppeubeobaclitimgeii. 

Die  Beobachtmigeu  von  Sternschnuppen  werden,  wenn  sie  zur  Bestimmung  der 
Höhen  dienen  soUen,  in  der  Weise  angestellt,  dass  man  an  zwei  einander  nicht  allzu 
benachbarten  Stationen  von  den  im  Laufe  einer  Nacht  sichtbar  werdenden  Sternschnuppen 
Zeit  und  Ort  des  Aufleuchtens  oder  des  Erlöschens  oder  beider  Momente  bemerkt.  Je 
vollständiger  diese  Data  erhalten  worden  sind,  um  so  grösser  ist  die  Sicherheit,  mit 
welcher  erkannt  werden  kann,  welche  von  den  an  beiden  Stationen  beobachteten  Er- 
scheinungen sich  auf  einen  und  denselben  Körper  beziehen,  d.  h.  sich  als  correspon- 
dirende  erweisen.  Nach  der  Erfahrung  ist  die  so  erhaltene  Ausbeute  coiTespondirender 
Beobachtungen  in  der  Regel  eine  geringe;  daher  ist  es  in  hohem  Grade  wünschens- 
werth,  leicht  anwendbare  Kriterien  zu  haben,  mittelst  deren  man  die  correspondirenden 
Beobachtungen  erkennen  kann. 

Es  darf  in  der  Hinsicht  vorläufig  angenommen  werden,  dass  die  Momente  des 
Aufleuchtens  wie  des  Erlöschens  für-  beide  Stationen  gleichzeitig  sind,  sich  also  niu*  um 
den  Meridianuuterschied  beider  Orte  von  einander  imterscheiden.  Niu-  ist  dieses  ein- 
fachste Kriterium,  welches  man  vor  allen  übrigen  zu  Hülfe  ruft,  weder  immer  anwend- 
bar, noch  stets  untrüglich.  Eine  scharfe  Angabe  der  Zeit  an  beiden  Stationen  ist  näm- 
lich, zumal  die  Beobachtmigen  ziemlich  viel  TJebimg  erfordern,  durchaus  nicht  häufig; 
ausserdem  ist  es  aber  gar  nicht  so  selten,  dass  zwei  verschiedene  Körj^cr  beinahe  gleich- 
zeitig aufleuchten  oder  erlöschen,  als  dass  man  sich  auf  die  Uebereinstimmung  der 
Zeiten  allein  verlassen  dürfte;  man  darf  diese  nur  als  vorläufiges  Kriterium  gelten  lassen, 
imd  muss  sich,  wie  ^Wr  nun  im  Folgenden  thun  wollen,  nach  weiteren  Erkennungszeichen 
umsehen. 

Ist  das  von  beiden  Stationen  aufleuchtend  gesehene  Object  ein  und  dasselbe,  so 
müssen  die  Visionsrichtimgen  der  beiden  Stationen  sich  schneiden.  Denken  wii-  ims  diese 
Stationen  die  eine  von  der  anderen  aus  sichtbar,  so  muss  der  Zielpunkt  der  Verbindimgs- 
linie  am  Himmel  mit  den  beiden  Beobachtungsrichtungen  auf  einem  grössteu  Ki-eise 
liegen,  da  die  Ebene  des  Dreiecks  Station  I.  —  Station  H.  —  Object  diesem  grössten 
Kreise  entspricht.  DieseH)e  Betrachtmig  wiederholt  sich  für  den  Moment  des  Erlöschens 
der  Sternschnuppe;  hiermit  verfüsren  wir  denn  über  eine  liinreichende  Zahl  von  Kriterien, 
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um  IUI«  Vor  InttiüiiuTii  /u  KohQtzt-ii  >).    Km  ist  U-iolit,  Jen  aii:ilytL*i-)icn  Auüdruok  für  dic- 
Hcllii-ii  KU   linden. 

Zu  dl  in   Knde  Boion: 

Ji  der  Abiitnud  vom  ErdmiltidpunkU-  | 
q)  dio   verbt'BiitTU'   l'ulhuhu  i   der  SUitiuu  T., 

»  die  Sternzeit  j 

Jf  der  Abüland  vom  Erdmittelpunkt)-  | 
tp'  die   verbesserte   ruUiöhe  .    der  Stjition  II.. 

s'  dio  Stern/.eil  j 

A'  die  beide  Stationen  verbindende  Sehne, 

A,  J)  beziehungsweise  die  Kecta-seensiun   und  Declinatioii   der  <i  ,ii..i^  II 
von  Station  I.  aun  gesehen, 
>•'   »ii.i   ii.u-h  lu'kniinten  Fonnebi: 

m  cus  <p'  cos  s'  —  R  cos<p  coss  =  K  cos  7)  cos  A 
Ji"  cos  q>'  sin  s*  —  R  cos<p  sin  s  ■=:  K  cos  D  sin  A 
1^  sin  tp'  —  R  sin  tp  r=  K  sin  D. 

Es  seien  ferner  «,  d  die  Uectasoensiun  und  Declination  der  Sternschnupi)e,  von 
Station  I.  aus  «fesehen,  «*,  Ö'  Hectasccnsion  und  Declination  un  Station  II.  beobachtet,  so 
liaben  wir  nach  der  )>ek:iiniten  IJedingungsgleiohuug  für  drei  in  einem  grösaten  Kreise 
liegende  Oerter: 

Ig  n  >;n(«'  —  a)  -{-  li/6  siti(A  —  a*)  —  If/d'  sin(A  —  «)  —  (I  .  .  .  (0) 
liezeichuen  wir  mit  x,  y,  t  die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Beziehung  auf  ein 
System,  dessen  Fuudanientalebeno  die  Ebene  des  Erdäquatore ,  dessen  positive  i-Axe 
n.ich  dem  Frühlingspiinkt  gerichtet  ist,  mit  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  der  Station  I^  mit 
X',  Y',  Z"  die  der  Station  II.,  mit  p  den  Abstand  der  Sternschnuppe  vou  Station  I., 
mit  p'  den  von  Station  11^  so  wird: 

j  —  X  ==  Q  cosd  cosu         y  —  Y  =  Q  cosö  gin  «         z  —  Z  =  p  sin  d 
X  —  X'  =  p'  cos  d'  cos  oc'        »/  —  y  =  p'  cos  Ö'  sin  a'        z  —  Z'  =^  p'  sin  d', 
daher  nach  Subtraction  der   unteren  Gleichungen    von    den    oberen,    wenn    man    sich    er- 
iiniert,  dass: 

X'  —  X  =  KcosB  cosA         Y'  —   Y  =  K  cos  D  sin  A         Z'  —  Z  —  K  sin  D, 
Q  cosS  cosci  —  p'  cos  d'  cos  u'  =  K  cos  D  cos  A  j 

p  cos  d  sin  u  —  p'  cos  d'  sin  u'  =  K  cos  D  sin  A  ^ (I) 

p  sin  d  —  p'  sin  d'  =  K  sinD  j 

Eliminirt  man  aus  der  ersten  \md  zweiten  dieser  Gleichungen  p',  so  findet  man: 

p  cosd  sin{a'  —  «)  =  K  cosD  sih(«'  —  A) (II) 

eliminirt   man  dagegen   p,  so  ergiebt  sich: 

q'  cosd'  sin {a'  —  «)  =  KcosDsin{a  —  A) ilU) 

Die  Formeln  (11)  und  (IIl)  sind  sehr  bequem  zur  Bestinmmng  von  p  und  p'  und 
damit  aller  übrigen  zu  suchenden  Werthe,  wenn  a'  —  «  nicht  allzu  klein  wird.  Würde 
dagegen  vorzugsweise  die  Declination  von  der  Stemschiiuppeniiarallaxc  afficii-t,  so  müfiste 
man  sich  anderer  Formeln  bedienen.    Multiplicirt  mau  die  Gleichungen  (I),  die  erste  mit 

')  Der  Fall,  dau  zwei  Sternschnuppen  nahezu  gleichzeitig  in  einem  grössten  Kreise  orscheiaen, 
der  durch  den  Zielpunkt  der  Verbindungslinie  zwischen  den  Stationen  geht,  und  Jass  noch  ausserdem 
die  eine  Sternschnuppe  bloss  auf  der  eiucu,  die  andere  bloss  auf  der  anderen  Station  bcnierkt  wird, 
ist  schon  zu  selten,  um  \-iel  Rücksicht  darauf  uebtneu  zu  niüfox-u. 

Kllak«rfur>,  TlirureUtcbr  Ailrnuoink.  102 
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sind' cos  u',  die  zweite  mit  —  sind'  sin  u,  die  dritte  mit  —  cos  6'  cos  2  k',  so  erreicht  mau 

ebenfalls  die  Eliminatiou  von  q'  und  erhält: 

Q  cv$ d  sin  ö'  cos («'  -\-  a)  —  Q  sind  cos ä'  cos 2 a' 

=  KcosD  sind'  cos(u'  -\-  A)  —  EsinB  cosS'  cos '2a'. 
oder: 

sin  ö'  cos  B  cos  {a   -\-  A)  —  cos  o'  sin  D  cos  2  a' 

sin  d'  cos  Ö  cos  («'  -\~  u)  —  cos  d'  sin  d  cos  2  «' 

Die  Gleiehuug  für  —  q'  ist  analog  der  Gleichung  für   +  q,  natürlich  unter  Vertan- 

schung  von  cc,  d  mit  ft',  d'  und  umgekehi-t. 

Aus  Q  lind  q'  berechnet  sich  dann: 

a;  =  B  cos  <p  cos  s  -\-  ()  cos  Ö  cos  a  ^  E'  cos  9'  cos  s'  -\-  q'  cos  d'  cos  a! 

y  ^=  H  cos  90  sin  s  -\-  q  cosd  sinu  ^=  R'  coscp'  sins'  +  q'  cosd'  sina! 

e  =  It  sincp  -\-  q  sin  ä  =  B!  sin  tp'  -[-  q'  sin  d'. 

Es  bedeute  r  den  Abstand    der  Sternschnuppe   vom  Erdcentrum,   a   und  d  die  aus 

diesem  gesehene  Rectascension  und  Declination,  d.  h.    also  die  Stemzeit  und   verbesserte 

Polhöhe  des  Ortes,  für  welchen  die  Sternschnuppe  im  verbesserten  Zenith  erschien,  so  ist 

bekanntlich: 

x  =  r  cos  d  cosa         y  =  r  cos  d  stn  a        z  ■=  r  sin  d. 

Der  Ueberschuss  von  r  über  den  Radius  vector  des  genannten  Ortes  auf  der 
Erdoberfläche,  multiplicii-t  mit  dem  Cosinus  der  Verbesserung  der  Poihöhe  liefert  die 
Höhe  der  Sternschnuppe  über  der  Ei-doberfläche.  Jeuer  Cosinus  darf  übrigens  ohne 
Bedenken  gleich  1  gesetzt  werden,  da  die  Verbesserung  um-  etwa  12'  im  Maximum 
beti-ägt. 

Die  "wegen  der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler  inimor  nur  nahe,  nicht  in 
äusserster  Schärfe  zu  verlangende  Uebereinstimmung  der  Resultate  aus  (11)  und  (III) 
liefert  sowohl  eine  Prüfimg  der  Richtigkeit  der  numerischen  Rechnung,  wie  auch  einen 
nachträglichen  Beweis,  dass  an  beiden  Stationen  v/irklich  ein  und  derselbe  Körjier  beob- 
achtet worden  ist. 

Die  Formeln  der  eben  vorgc-tragenen  Metkode  lassen ;  wie  mau  leicht  bemerken 
wü'd,  zu,  die  Höhe  der  Stationen  über  dem  Meere  za  berücksichtigen,  was  in  einzelnen 
Fällen  erheblich  das  Resultat  verbessern  kunn.  Man  braucht  üu  dem  Ende  nur  die 
Meereshöhen  auf  dieselbe  Einheit,  wie  JJ  und  B!  haben,  zu  reducii'eu  und  zu  letzteren 
Grössen  zu  addh-en;  wenn  mau  es  aber  noch  genauer  nohmeu  will,  maltipiiciit  mau  zuvor 
die  Höhen  mit  der  Secaute  der  Polhöhenverbesserua<i. 


H lindert undsiebenundz wanzigste  Vorlesung, 
Ueber  den  Eadiatioiispimkt  und  dessen  Herleitun^. 

Die  Vorschriften  der  vorhergehenden  Vorlesung  auf  das  Aufleuchten  und  das  Er- 
löschen einer  Sternschnuppe  angewandt,  geben  die  geocentrischen  Coordinaten  derselben 
für  die  den  beiden  Momenten  entsprechenden  Zeiten,  also  den  dazwischen  zurückgelegten 
Weg  und  endlich  aus  der  Dauer  der  Erscheinung  die  Geschwindigkeit.  Ehe  wii-  jedoch 
ein  Beisjnel  einer  solchen  Rechnung  geben,  wLid  es  nützlich  sein,  die  Aufmerksamkeit 
noch  auf  einen  anderen  Avichtigen  Punkt  zu  lenken. 

Es  leuchtet  ein,  dass  sowohl  die  Bewegung  der  Erde  als  auch  die  der  Sternschnuppe 
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Voll  ilriii  \Viil<TÄljiii<lc,  Virli-lie  Ift/tori.'  in  der  Kr(1aliiios|i1iilro  flmlut,  lik-r  nbgcsvhcii, 
»iowio  Von  ilt'in  fjU-iolifall.t  liiiT  iiiiwrscntlichcn  UninUiinU-,  ilaxii  die  SteriiHolinii|i|)u  in  der 
Uegi-l  die  K!ita>tro|>lii'  des  ZtiwiiiiinentreffenH  mit  der  Krdo  und  deren  Alinoüphäro  nicht 
üWerdaiiiTt,  für  die  Zeit  einiger  Stiiiulen  als  eine  gleicliiniissige  und  geradlinige  Uetrachlet 
werden  kann.  Dass  bei  solcher  Aniiahmo  der  geocentrische  I*»uf  der  Ste!-nschiiU{ii)o 
ebenfalls  in  einen,  wenn  auch  mit  ungleicher  Geschwindigkeit  verfolgten  grössten  Kreis 
falle,  d.  h.  hcheinbar  geradlinig  sein  wird,  wissen  wir  aus  früheren  IJetrachlungen.  Stellen 
wir  uns  aber  weiter  die  Fnige,  Vielehen  gcocentrisehcn  Ort  die  Sti-riischnuppo  in  gc- 
nannt<'m  grössten  Kreise  nach  Verlauf  einer  so  langen  Zeit  einnimmt,  als  sich  im 
ilnssersten  Falle  mit  obiger  Voraussetzung  vertragen  würde,  mit  anderen  Worten,  die 
Frage  nach  dem  Kiidpunkte  des  geocenlrischen  Hogens,  dorn  die  Stcm8chnii]>pe  sich 
fortwährend  nähert,  ohne  ihn  überschreiten  zu  können.  Bezeichnen  wir  die  rechtwinkligen 
geocentrischen  Coordinaten  für  die  aufleuchtende  Sternschnuppe  mit  x,  y,  r,  die  für  die 
gewöhnlich  nur  einige  Secuiiden  später  erlöschende  Sternschnuppe  mit  z*,  y',  jt*,  femer 
mit  &  die  erwähnte  Zeit,  welche  nach  dem  Erlöschen  oder  vorher  verfliesst,  bis  die 
Sternschnujipu  den  Endpunkt  des  geradlinigen  Theiles  ihres  geocentrischen  I^aufes 
erreicht,  mit  t  und  ('  die  Zeiten  des  Aufleuchtens  und  Erlöschens,  mit  P  und  Q  bezw. 
die  Rectasceusion  und  die  Dedination  jenes  Endpunktes,  endlich  mit  g  die  Geschwindig- 
keit der  Stenisclinuppe  relativ  zur  Erde  oder  die  Grösse: 


so  haben  wir: 


oder: 


i'  —  t  ' 

x*  H \  _       '  =  g»  cos  Q  cosl' 

y'  +  -^"^Y      =  g^  cos(j  sin  P 

x*         a/  —  X 

—  +  -, ^     =  g  cosQ  cos P 

."'     ,      y  —  !/  /i     •     r> 

-j;-    i-  -irZTr  =  0  <:os  Q  sm  P 

Da  nun   aTier   9  sehr  gross,   gleichsam   unendlich   gri»s    gewählt   werden    soll,  so 

x'       1/        Ä* 
verschwinden    auf    der    einen   Seite    dieser   Gleichungen    die   Glieder   -^,   -^^j    -5-,   und 

V       9       V 

man   hat: 

y  _  T 

V  cos  Q  cos  P 


3' 

X 

t' 

—  < 

y 

— .'/ 

t' 

—  i 

1! 

B 

■=  <7  cos  Q  sin  P 


=  g  sin  V 


(A) 


Nirnnit  innn  hier  das  Vorzeichen  von  </  positiv,  so  erhält  man  Jenen  Ort  am  Him- 
mel, nach  welchen  der  geocentrische  I«nuf  nicht  bloss  der  einzehien  Sternschnuppe,  son- 
dern aller  solcher  Körper  gerichtet  ist,  welche  bei  dem  Durchgnnge  der  Erde  durch  den 

102» 


—     812     — 

Meteorstrom  sichtbar  werden.  Deuu  dieselben  diu-chlaufeu  im  Kaume  parallele  Gerade 
mit  gemeinscliaftliclier  Geschwindigkeit;  es  sind  daher  für  alle  zu  dem  Meteorstrome 
gehörigen  Körper  die  Verhältnisse: 


imd: 


oder     ig  P 


oder     sec  P  ig  Q 


dieselben.  Der  betreffende  Punkt  wird,  weil  die  femigen  Linien  des  Sternschnuppen- 
falles nach  ihm  convergii'eu,  Radiationspunkt  der  Convergenz,  der  demselben  dia- 
metral gegenüberliegende,  von  welchem  die  Sternschnuppen  eines  und  desselben  Schwarmes 
zu  kommen  scheinen,  Radiationspunkt  der  Divergenz  genannt.  Füi-  das  November- 
phänomen fällt  der  letztere  Punkt  nahe  an  y  Leonis,  weshalb  der  das  Phänomen  ver- 
ursachende Strom,  dessen  knotenförmige  Verdichtung  den  Kometen  I.  1866  bildet,  Strom 
der  Leoniden  genannt  wird.  Der  dem  Augustphänomen  entsprechende,  dessen  Ver- 
dichtung den  Kometen  IQ.  1862  ausmacht  und  dessen  Divergenzpuukt  in  eine  Stelle  des 
Perseus  mit  der  Rectascensiou  44°,  der  Declination  -f  56"  fällt,  fühi-t  deshalb  auch  den 
Xamen  der  Perseiden. 

Zur  Bestimmimg  des  Divergenzpunktes  bedarf  es  nach  dem  Vorhergehenden  nicht 
der  eorrespoudirenden  Beobachtungen,  sondern  nur  des  Eintragens  der  in  einer  Nacht 
bemerkten  Sternschnuppenbahnen  in  gute  Sternkarten  und  der  Constraction  des  allen 
wenigstens  nahezu  gemeinsamen  Diu-chschnittspunktes.  (Man  mnss  hier  berücksichtigen, 
dass  die  Sternschnuppe  sich  in  einem  •näderstehenden  Mittel  bewegt,  dessen  hemmender 
Einflnss  ja  durch  das  Glühen  der  Sternschnuppe  am  besten  bezeugt  wü-d,  femer,  dass 
das  Auge  des  Beobachters  an  der  Drehung  der  Erde  theilnimmt,  und  dass  noch  andere 
störende  Einflüsse  das  Zustandekommen  eines  strengen  Radiationspunktes  verhindern.) 

Ehe  wir,  w'ie  in  der  zweilnächsten  Vorlesung  geschehen  soll,  zeigen,  dass  aus  der 
Lage  des  Divei-genzpunktes  und  der  Geschwindigkeit  alle  Elemente  der  Bahn  des  Stern- 
schnuppenriuges  abgeleitet  werden  können,  mag  an  einem  Beispiele  die  Anwendung  der 
oben  gegebenen  Formeln  für  correspondii'ende  Beobachtungen  erläutert  werden. 

L  Die  folgende  Berechnung  hat  Herr  Chas.  P.  Olivier  von  der  Lick Sternwarte 
beigetragen.  Die  Beobachtung  des  Meteors  ist  entnommen  aus  den  Lick  Observatory 
Contributions,  Nr.  5. 

Für  Mt.  Hamilton:         Breite     ....      121»        38'        43",4 
Länge     ....  -f  37         20         25,6 

Meteor  gesehen  um  15'»  45™  18^  mittlere  Ortszeit. 
Ort  des  Aufleuchtens     .    .    .    «  =  348'',5         5  =  -t-  28«,0 
Ort  des  Verschwindeus     .    .     «  =  336,5  ö  =r  -L  16,8 

Für  Mt.  Diablo:  Breite  ...     121"        54'        4S",3 

Länge  ...       37  52  55,5 

Meteor  gesehen  um  15''  44"  14^  mittlere  Ortszeit. 

Ort  des  Aufleuchtens    .    .    .    «  =  12",0         ö  =  +    50,5 
Ort  des  Verschwindeus      .    .    a  ^    7,0  ö  =  —  17,0 

Geocentrische   Coordinateu: 
Mt.  HamUton:     Xj  =  0,77042 
1\  =  0,20103 
Z^  =  0,60334 


Mt.  Diablo: 

X2  =  0,765  77 

Y^  =  0,19602 

Z,  =  0,6107y 
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Stoni7.cit  =  0''  58»  .•(i)« 
loylii  —  9,9Ü956 
<i>;  =  37"  9'  10",7 


Stornzeit  =  0^  ÖT»  20« 
log  Et  =  9,99951 
0,  =  37»  11'  37",5 


A  =  •-'•27»  ]■>'  37" 
D  =    47    1!7   10 
logK  =  3,004  ötj 


11.  Kür  Jen  Mi>iuoiil  des  ViTscliwinüfUB  ibi: 

logQi  =  8,038  5ü 

/o"^i-,  =  9,89213 

/o<7y,  —  9,294  l'J 

7o^f,  =  9,7S272 

a,  =        14"  9'  4C" 
d,  =  +■  37    0    16 

hg  ri  =  0,00366 

lliilic  =  33,51  Muilcii 
Breite  <lcs  Endes  der  Hahn  = -f  37°  11' 31" 
Länge  de»  Endes  dcrlJalin  =      122     ü  27 


Conlrolet 

logQt  =  8,17221 

hgxt  =  9,89203 

hgy^  =  9,29611 

logni  =  9,78278 

«,  =        14»  13'  41" 
d,  =  -f  37      0   28 

logrt  =  0,00370 

llöbe  =  33,84  Meilen 


Die  C'onlrolformel  (©)  giebt,  auf  den  Endpunkt  der  Bahn  angewendet,  für 
die  Summe  der  drei  Glieder  statt  Null  etwa  0,06,  was  eine  genügende  Ueberein- 
stimniung  ist. 


I  r  n  n  (1 0  r  t  u  n  (1  a  c  h  t  u  II  d  z  \v  a  n  z  i  q:  s  t  e   V^o  rl  e  s  u  n  fr. 

I'imlihäim-iixiiiiU'lioii  der  liest iinniuni;  von  der  Fordernn?:  der 

Gk'ii'lizeitiii;koit.    VerciHtaclieiide  «j^eonietrisolie  IJeti'iichtuiijieii  und 

Constniction.    Aiij^abe  der  bleibenden  Unsioherlieit. 

Natürlich  ist  es  zuweilen  niisslich  um  die  Anforderung  der  Gleichzeitigkeit  der 
Beobachtung  des  Aufleuchtens  und  Verschwimlens  bestellt.  Derselbe  Umstand  tritt  nun 
aber  in  noch  viel  entscheidenderer  Weise  hervor,  wo  wirklich  scharfe  Bestimmungen  der 
Zeil  vorliegen;  man  macht  da  die  Erfahrung,  dass  das  Aufleuchten  an  der  emen  Station 
häufig  erheblich  später  bemerkt  wird  als  an  der  anderen,  ja  häutig  sogar  erst  dann, 
nachdem  für  die  eine  Station  schon  das  Erlöschen  eingetreten  ist.  Vorwiegende  Ur- 
sache dieser  Erscheinung  scheint  nicht  die  Verschiedenheit  in  der  Entfernung  von  beiden 
Stationen  za  sein,  sondern  vielmehr  die  Phaseuverschiedenhoit  der  BrennÜächen*  denn 
es  hat  sich  gezeigt,  dass  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  gerade  die  nähere  Station  spätei- 
beobachtcL 

Bei  so  bewandten  Umständen  ist  es  doppelt  wünschenswerih,  der  Gleichzeitigkeit 
der  Bcobachtnngsmotnente  ganz  entbehren  zu  können.  Durch  die  folgenden  Betrachtungen 
erlangen  wir  aber  noch  mehr  als  dies;  wir  werden  in  den  Stand  gesetzt,  anzugeben,  in 
welchem    Grade    die    unvermeiilliclien    Biobaelituiiirsfehler   auf   die  Sicherheit   des  Uesul- 
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Utes  einwirken.  Ohne  dass  ein  solches  TJrtheil  ermöglicht  wird,  haben  die  Rechnungs- 
resultate nur  «reringeu  Werth  und  können,  wenn  man  allzu  vertrauensvoll  Folgerungen 
aus  ihnen  zieht,  zu  falschen  Ansichten  (wie  z.  B.  über  die  Höhe  der  Atmosphäre)  Ver- 
anlassuno- o-eben  und  statt  zu  einem  Förderimgsmittel  der  Erkenntniss  ein  Hemmniss 
derselben  werden. 

Der  in  der  Vorlesung  127  definirle  Radiationspunkt  der  Divergenz,  auch  Radiations- 
punkt schlechthin  genannt,  hat  offenbar  nicht  bloss  looale  Bedeutung  der  Art,  dass  mit 
einem  anderen  Beobachtungsorte  auch  ein  anderer  Radiationspunkt  einträte,  vielmehr 
müssen  eben  die  scheinbaren  Bahnen  der  verschiedensten  Stationen  diesen  Punkt  der 
Sphäre  mit  einander  gemein  haben,  vorausgesetzt,  dass  die  Beobachtungen  nicht  durch 
ein  o-rösseres  Zeitintervall  von  einander  getrennt  sind.  Die  Bahn  an  der  Station  I. 
schneidet,  sich  also  mit  der  an  der  Station  11.  beobachteten  im  Radiationspunkte.  Ferner: 
der  Zielpunkt  der  Sehne  z\vischen  beiden  Stationen,  dessen  Rectasccnsion  imd  Decli- 
nation  wir  oben  mit  A  und  D  beziehungsweise  bezeichneten,  beschreibt  während  der 
Dauer  des  Meteors  am  Himmel  den  Bogen  eines  Parallelkreises.  Wegen  der  immer 
sehr  km-zen  Daiier  der  Erscheinung  der  Sternschnuppe  kann  aber  dieser  Bogen  vernach- 
lässio-t  werden,  also  A  sowohl  wie  D  während  jener  Dauer  als  constant  behandelt 
werden.  Wir  wissen  nun  aber,  dass  der  grösste  Ki-eis,  welcher  einen  Ort  der  Bahn  aus 
Station  I.  mit  dem  entsprechenden  der  Bahn  auf  Station  H.,  wie  er  hier  bei  strenger 
Gleichzeitigkeit  hätte  beobachtet  werden  müssen,  verbindet,  ebenfalls  dm-ch  den  Ziel- 
punkt der  Sehne  geht.  Von  den  sechs  Oerteru  auf  der  Sphäre:  die  Zenithe  beider 
Stationen,  zwei  con-espondirende  Oerter  am  Anfange  der  scheinbaren  Bahn  und  zwei 
am  Ende  derselben,  lässt  sich  demnach  Folgendes  behaupten: 

Verbindet  man  die  Zenithe  beider  Stationen  dm-ch  einen  grössten  Kreis  und 
ebenso  die  correspondirenden  Oerter  paarweise  durch  grösste  Kreise,  so  gehen 
diese  drei  grössten  Kreise  dmch  den  Ort,  dessen  Rectascension  mit  J.,  dessen 
Declinatiou  mit  B  bezeichnet  wii-d. 

Desgleichen,  gehen  drei  grösste  Ki-eise  durch  den  Radiationspunkt  der  Diver- 
genz oder  der  Convergenz,   nämlich  die    scheinbare,   an   beiden  Stationen   beob- 
achtete, durch  Anfangspunkt  imd  Endpimkt  gegebene  Bahn  und  die  daraus  her- 
zuleitende, wie  sie  aus  dem  Erdmittelpunkte  gesehen  worden  wäre. 
Nach  dem  eben  Gesagten  ist  es  nun  offenbar  für  den  Zweck  der  Berechnimg  eines 
correspondirenden    Sternschnuppenfalles   nicht   mehr   erforderlich,    dass    das    Aufleuchten 
oder  Erlöschen  ein  an  beiden  Stationen  gleichzeitig  wahrzunehmendes  Moment  sei.    Denn 
man  kann  immer  zu  einem  beliebigen  Orte  der  scheinbaren  Bahn  in  Station  I.  den  ent- 
sprechenden Ort  für  Station  II.  dadurch  finden,  dass  man  dm-ch  den  Zielpunkt  der  Sehne 
und    jenen    Ort    einen    grössten  Kreis    legt;    der  Dm-chschnittspunkt    desselben    mit    der 
scheinbaren  Bahn  der  Station  II.  ist  der  gesuchte  correspondirende  Ort. 

Eines  angenäherten  Vermerkes  der  Zeit  einer  beobachteten  Sternschnuppe  bedai-f 
es  übrigens  stets,  um  über  die  Con-espondenz  zu  entscheiden,  einmal  schon  deshalb,  weil 
es  ja  diu-chaus  nicht  immöglich  ist,  dass  zwei  verschiedene  Körper  zu  zwei  vei-schiedenen 
Zeiten  in  einer  und  derselben  Bahu  oder  vielleicht  doch  wenigstens  in  einer  imd  der- 
selben Ebene  laufen;  dann  aber  auch,  weU  der  Zielpunkt  der  Sehne,  d.  h.  die  Rect- 
ascension A  und  die  Declination  D  seines  Ortes  sonst  nicht  bestimmt  werden  können. 
Beiläufig  sei  noch  einmal  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  man  diese  beiden  Grössen, 
so  lange  die  beiden  Stationen  dieselben  bleiben,  nur  einmal  für  irgend  eine  Zeit,  z.  B. 
für  die  Sternzeit  0''  der  Station  I.  nach  trigonometrischen  Formeln  zu  berechnen  braucht. 
Denn,  da  die  Sehne  zwischen  beiden  Stationen  eine  Kcgeltiäche  beschreibt,  der  am 
Himmel  ein  Parallelkreis  entspricht,  so  ist  D  constant  und  A  wächst  wie  die   Sternzeit. 
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Wir  liöiiiicii  nun  «la«  \\\m  iillioh.sle  lU-r  gaij/i'ii  licclinimi;  in  cinij^o  wenige  leicht 
/u  bolialtenilo  Korineln  ru»aninien(lrHugeu,  wenn  wir  unit  ilie  Einfülirun^  vou  ciii  pur 
Synibulen  geHiiitten.     So  bczoicliiien  wir  mit  {uA)  den  durch  dio  (ileicLung: 

<  03  («  A)  =  »IM  d  sin  1)  -\-  cos  d  cos  D  cos  (a  —  A) 
r.u  bestimmenden  Hogen  eine«  grüMten  KrciROS,  welclior  zwischen  dem  Zielpunkte  der 
Sühne  K  und  dem  Oito  von  der  Kectascension  a  und  der  Declinulion  Ö  liegt,  un  welchem 
die  SternKi-hiiup])c  auf  Station  I.  gcnehen  wurde.  Die  liectascension  und  die  Declination 
de«  correMpondirenden  Orte«  auf  Station  II.  seien  beziehungsweise  a,  uinl  d,,  8o  Htt-llt 
nach  obiger  Bezeichnung,  und  wenn  mau  noch  bctitimmt,  dasH  die  Bogen  unter  180" 
bleiben  sollen,  {u  A)  doli  inneren  Winkel  des  ebenen  Dreiecks  Station  I.  —  Station  II.  — 
Sternschnujipü  vor,  an  dem  Tuiikle  Station  I.  gelegen;  («'.4)  —  ("-4)  '•''  offenbar  der 
Winkel  au  der  Sternschnu]>pe,  und  wir  haben  daher  sehr  oiufach: 


sin  \{u'A)  —  (uA)} 
sin  (g  A) 


K. 


^  sin{(^x'A)  —  iaA)\ 

Beträgt  der  Beobachtungsfehler,  welchen  mau  bei  dem  einzelnen  Orte  zu  befQrchten 
hat,  t  Grade,  so  kann  der  daniiis  für  («.4)  und  für  («•' A)  entspringende  Fehler  gleich- 
falls bis  zu  t  Graden  steigen,  jedoch  nur  in  dem  alieningüiistigsten  Falle,  dass  der 
Beobachtiiiigsfehler  gerade  in  der  Richtung  des  grössten  Kreises  begangen  worden  ist, 
in  welchen  jene  Bogen  fallen. 

Der  im  uatürlichcu  Logarithmus  von  Q  schlimmsten  Falles  zu  befürchtende  Fehler, 
entsprechend  der  Annahme,  dass  die  Fehler  der  beiden  Bogen  {«A)  und  (a' A),  im 
entgegengesetzten  Sinne  begangen,  sich  verutärkeu,  wird  gleich: 

folglich  der  Fehler  des  Weilhes  von  q  selbst  gefunden  aus  der  Gleichung: 
ö7,3  .  ^Q  =  ±2qs  \cotg  {{«' A)  —  («.!)]  —  -^  cö<p(a' .1)1. 
Durch  dieselben  Betrachtungen  findet  mau  für  J  p',  d.  h.  den  Fehler  von  q': 
57,3 ^p'  =  +  2q'e  \cotg\(u'A)  —  {uA)}  —  ^  «/»(«yljl. 

Ist  nun,  wie  früher  augcueben,  dio  geocentrischc  Heclascensioii  a,  die  zugehörige 
Declination  d  der  Sternschnuppe  und  ihr  Abstand  vom  Erdcciiljum  r  berechnet,  so  wird, 
wie  leicht  einzu.sehen,  der  zu  befürchtende  Fehler  in  r  oder  in  der  Höhe  der  Sleru- 
schnuppo  aus  der  Gleichung: 

^  r  ■=  cos  («  u)  J  Q  z=  cos  («'  n)  .7  q' 
zu  bestimmen  sein.     Die  Längeneinheit  ist  der  Aequalorialhalbmcsser  der  Erde. 

«'  und  d'  sind  HeclJiscensiou  und  Declination  des  Durchschnittspuuktes  zweier 
urössien  Kreise.  Wie  die  Coordinaleu  eines  solchen  bestimmt  werdcu,  habeu  wir  bei 
(.■iin.1    ftülicreu  Gelegenheil  gesehen. 
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H  un  der  tuiulneu  nun  dz  wanzigste  Vorlesung. 

Bestimmung  des  von  dem  Meteor  oder  Meteorstrom  um  die  Sonne 
beschriebenen  Kegelschnittes. 

Es  liegt  uns  jetzt  ob,  das  zweite  Hauptproblem  der  Steruschnuppentheorie  zu  be- 
liandebi,  die  Bestimmuug  der  Babn,  welche  dieselben  um  die  Sonne  beschreiben.     Dazu 

bieten    sich    nun    leicht    die    folgenden    Gesichtspunkte.      Sind   -i— ,    -z—,  -rr   die    drei 

Componenten  der  Geschwindigkeit  relativ  zur  Erde,  mit  welcher  sich  die  Sternschnuppe 

in   der   Richtung    nach     dem    Radiatiouspuukte    der    Couvergeuz    zu    bewegen    scheint, 

dX     dY     dZ    ,.     ^  ,       ^       ,.,.,.,       ^   ,  :,         :,. 

~TT  1  ~rrt  —rr  die  Componenten   der  Geschwindigkeit  des  Erdcentrums ,  so  werden  die 
dt       dt      dt  ^  ° 

Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Meteors,  relativ  zur  Sonne,  ausgedrückt  durch: 

dx         dX  dy     ^^  dY  dz         dZ 

U   ^   IT  'dt    ~^  TT  'dt     '^  IT' 

Geometrisch  wird  also  die  totale  Geschwindigkeit  der  Stemschnujjpe  in  ihrer  Bahn 
vorgestellt  dm-ch  die  Diagonale  eines  Parallelogramms,  welches  die  relative  Geschwindig- 
keit zur  Erde  und  die  Geschwindigkeit  der  letzteren  selbst  zu  Seiten  hat. 

Da  nun  das  Parallelogramm  eine  ebene  Figiu'  ist,  so  folgt,  dass  derjenige  Punkt 
des  Himmels,  auf  welchen  die  Tangeute  an  die  Sternschnuppenbahu  zielt,  in  einen 
grössten  Kreis  fällt,  welcher  den  Zielpunkt  der  Tangeute  der  Erdbahn  mit  dem  Con- 
vergenzpunkte  des  Meteorstroms  verbindet. 

Kennt  man  von  den  genannten  Stucken  ausser  dem  Radiatiouspiir.kte  entweder  die 
beiden  Seiten  oder  eine  Seite  und  die  Diagonale,  so  kann  man  offenbar  sämmtliche 
Winkel  des  Parallelogramms,  also  auch  den  Zielpunkt  der  Diagonale  oder  Tangente  auf 
dem  Bogen  jenes  grössten  Kreises  vollkommen  bestimmen.  Wh-  werden  gleich  und 
noch  besser  weiter  unten  die  Fruchtbarkeit  dieser  Beti-achtung  kennen  lernen. 

Nach  dem  eben  Gesagten  sind  uns,  wenn  die  Geschwindigkeit  irgend  woher  bekannt 
ist,  sogleich  auch  zwei  Richtungen  bekannt,  welche  in  die  Bahnebeae  der  Sternschnuppe 
fallen  müssen;  die  eine  ist  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn,  die  andere  die 
Richtung  nach  der  Sonne,  weil  für  die  Beobachtung  die  Radienvectoren  der  Erde  und 
der  Sternschnuppe  als  zusammenfallend  betrachtet  werden  dürfen.  Die  Länge  der  Erde 
zur  Zeit  der  Beobachtung  ist  also  ß  oder  y  der  Sternschnuppenbahn,  je  nachdem  der 
Zielpmikt  der  Diagonale  des  Parallelogramms  eine  nördliche  oder  eine  südliche  Breite 
hat.  Der  dm-ch  letzteren  Ort  und  die  Sonne  gelegte  grösste  Kreis  repräsentirt  die 
Bahnebene. 

Hiernach  ergeben  sich  nun  ohne  Mühe  die  folgenden  Formeln,  in  denen  Längen 
und  Breiten  zu  Grimde  gelegt  sind,  da  diese  Coordinaten  hier  wirkliche  Vorzüge  vor 
den  Rectascensionen  und  Declinationen  besitzen. 

Es  seien  A  und  ß  beziehungsweise  die  Länge  und  die  Breite  des  Convergenzpunktes, 
L  die  Länge  des  Zielpunktes  der  Taugente  an  die  Erdbahn,  V  die  Gesch-niudigkeit  des 
Meteors  in  seiner  Bahn  um  die  Sonne,  Q  die  Länge  der  Sonne,  d  der  Bogen  des 
grössten  Kreises,  welcher   den  Convergenzpunkt    mit   dem   Zielpunkte    der  Erdbewegung 
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vi-rliiiuU't,    y  iliu  Nfiyiiii;^  iUvhuh  grÖMtU'ii  Kieiso»   gegen   die  EkllpUk,   duiin    wird  nach 
bvkttiiuUtn  Foriiu-Iu  fUr  Hph&rittctio  Dreiecke : 

«nd  =  — — (2) 

Zur  I'riifuiifj  kniin  die  Reinlioii: 

ro.f  b  TT-  fos  /J  cü.s  Ck  —  /,) (3\ 

diuiieii. 

IJozciolnicn  wir  noch  mit  k  ilni   Winki'l,    weli-luMi   die  Hii'lituiig  der  Taiigeiile  der 

.MeU'orbaliii  mit  der  Tiiiigeiite  au  die  Knlbahi)  eiiischlieüst,  sowie  mit  T  die  (ie^eliwindig- 

keil  der  Krde,   so    liefern   die    Eigeiisiliufuii    des    oben   geiiauuteu  Paiiiilelogramiiis    die 

Uelalioii : 

T 
sin  (d  —  u)   -^  —  shi  ö f4) 

Ferner  wird  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  der  Metcorbalin  mit  den»  Hadius 
vector,  also  mit  der  Hiclitung  nach  der  Sonne  macht,  welchen  Winkel  wir  mit  tf  be- 
zeichnen wollen,  durch  die  Gleichung: 

cosO  ^=  cos  IC  cos{L  —  O)  —  sin  IC  siii(L  —  O)  cosy 
gefunden. 

Zur  HiTochnung  der  Neigung  i  hätte  man  dann  ilie  l'riii«orlion : 

siii  I  :  sin  y  =  sin  ic  :  sin  0. 

K-  la.-^tii  sich  aber  diese  beiden  letzteren  Formeln  nur  /.iir  numorisclien  Prüfung, 
nicht  aber  zur  vollständigen  Berechnung  verwenden,  da  nach  ihnen  unbestimmt  bleiben 
wQrdc,  ob  die  IJewegung  dii-ect  oder  reti'ograd  ist  und  ob: 

a  =  Q     oder    =  180«  -I-  Q. 

Wenn  man  diese  Entscheidungen  haben  will,  die  bei  Stcrnschnuppenbahneii  sranz 
ebenso  noihwendig  sind,  als  bei  den  Bahnen  von  Kometen,  so  kann  man  sich  nicht 
davon  dispensiren,  die  liinge  1  und  die  Breite  h  des  Zielpunktes  der  Tangente  an  die  Stern- 
Bohnuppenbahn  (wie  sich  hier  von  selbst  verstehen  dürfte,  in  der  Richtung  der  Bewegung 
genommen)  zu  berechnen.  Glücklicherweise  ist  das  sehr  einfach,  denn  die  Formeln  für 
rechtwinklige  Dreiecke,  dieselben,  welche  wir  oben  angewendet  haben,  ergeben  die 
Kelatiouen: 

sin  b  =  sin  y  sin  w (5) 

sinO-L)  =  ^ (G) 

Auoli  ist  offenbar: 

'"'■-^i^l,) (■) 

cos  6  =  cosb  cos  (O  —  0 (8) 

Es  ist  Q.  =  180°  -\-  0,  wenn  b  positiv,  Ci  ^  0,  wenn  b  negativ;  die  Bewegung 
ist  directT  wenn  sin(0  —  /)  positiv,  retrograd,  wenn  diese  Grosse  negativ  wird. 

Bezeichnen  wir  den  gemeinBchaftlichen   liadius  vector  von   Krdu  uml  Meteor  durch 

r,  s')  blrlit  ilic  Grösse: 

V  T  sin  0 

k  1 T ..  *  .  .  I ,    i  liiM)rrlt«clt«  A«lroDninlK.  iaq 
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die  doppelte  FlächengescL windigkeit  der  Meteorbahu  vor,  also  den  Werth  von: 

/•iGT (9) 

Die  Einheit  der  Zeit  wird  hier  statt  der  Secunde   der  Sonnentag,    die  Einheit  des 
Ptauiues  die  halbe  grosse  Axe  der  Erdbahn.    Bekannt  ist  uns  hiernach  auch  die  Formel: 


^  =  »1/4-1 ('») 

wo  a  die  halbe  grosse  Axe  der  Moteorbahn  vorstellt. 

Mau  hätte  somit,  wenn  V,  unserer  Voraussetzung  gemäss,  als  bekannt  angesehen 
werden  dürfte,  nach  (9)  den  Werth  des  halben  Parainetei-s  der  Bahn,  nach  (10)  die 
halbe  grosse  Axe,  folglich  auch  die  Excentricität  c,  endlich  auch  nach  der  bekannten  Formel: 

ecosi'  =  ^  —    1 (11) 

die  wahre  Anomalie  v.  Letztere  fällt  in  den  dritten  oder  vierten  Quadranten,  wenn  r 
abnimmt,  d.  h.  cos  6  oder  cos{l  —  0)  positiv  ist,  in  die  beiden  ersten  Quadranten,  wenn 
r  wächst,  d.  h.  cosQ  —  0)  negativ  wii-d.     Endlich  ist: 

n  —  ß  =  ip  V,  wenn  h  nördlich,  | 

,t:  _  ^  —  ip  i,  -I-  180'\       .,      h  südlich,    j ^  ^ 

Das  obere  Zeichen  gilt  bei  directer,  das  untere  bei  retrograder  Bewegung.  Aus  v 
ist  dann  schliesslich  uoch  die  Perihelzeit  des  Meteors  auf  bekannte  Weise  zu  berechnen. 

Die  Länge  L  des  Richtungspunktes  der  Erdbewegung  pflegt  in  den  Ephemeriden 
nicht  angegeben  zu  werden ,  ebenso  wenig  die  Geschwindigkeit  T  der  Erde.  Die 
Gleicliung  (10),  auf  die  Erdbewegung  augewandt,  giebt: 


2-  =  ^-|/y~^'^' 

wcmach  dann  weiter  die  doppelte  Flächengeschwindigkeit  der  Erde: 
Tr  stn{ 


i(0  —  i.)  =t  Ar  1   y  —  1  sin  (O  —  L) 


=  A]  1  —  (0,01G78)2  =  0,9998  A-. 

(Die  Grösse  0,9998  stellt  den  Semiparameter   der  Erdbahn  vor.)     Daher    haben  wir    für 
L  die  Formel : 

0,9998 

sin{G  -L)  =  y^^r^;r, (13) 

Zur  Erkennung  des  Quadranten  von   0  —  L  dient  die  Bemerkung,  dass  der  erste 
Quadrant  zu  wählen,  wenn  r  abnimmt,  der  zweite,  wenn  r  im  Wachsen  begrifEen  Lst. 


')  Mit  Vernachlässigung  der  Erdmasse. 
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II  uinlcrt  uiidilifissii^st  e   Vorlcsuiii,'. 

Tori Nci /Ulli:  il»!"  I  iiit'i--iitliiiiii:"ii  ,111^  \(iil('<iiiii:  lliiiiilci-iiiiiiliiciiiiiiiiil- 
/wan/ii;.     l,'('cliiiiiiii:^lM'i>|(icl. 

Die  N'onmssct/.iing,  diu  wir  vorläiititr  gi'iiiiu-lit,  <l:iss  1'  uns  iloii  Slci-iiisi-iiiiu|i|icii- 
lit'iib:iclituiii.'L-ii,  il.  li.  aus  einer  directeii  liestiiiiiiiiiii^  der  tieseliw  iiidiykt'it  inilU-lst  Ver- 
yleiehuiij;  iles  y.uriickirel«'i;leii  Weyos  und  der  Dauer  der  Siclitbiirkeil  hekaiiut  «ei,  trifft 
nur  iiusserst  selten  zu,  ja  wohl  niemals  ausser  jenen  Gelegenheiten,  wo  dii-  N';^l•llu^•i^  /n 
liefern  ist,  da.ss : 


l^ 


inul   >oiuit  die   Iviliii   des   .Meteors   eine   IIy|>erliel  gewesen   sein   müsse. 

Wo  «'S  aller  niehl  liloss  daniuf  ankommt.,  zu  erkennen,  dass  die  genannte  Gren/.c 
üliei-selirilten  sei,  suelit  man  ilie  Undaufs/.eil  aus  den  Jahren  besonderer  Häufigkeit,  der 
SternselMiu|>i>en  des  bestimmten  Uadi.'itions|iuiiktes  zu  ermittt'ln.  So  hat  z.  U.  der 
amerikani.sehe  .\stronom  Newton  festgestellt,  dass  das  Xoveniberidiänomen  naeh  33  bis 
34  .lahren  einen  besonderen  Glanz  entfaltet,  dass  also  die  Unilaufszeit  der  dichteren 
Stelle  des  Meteorringes  zwi.sehen  33  und  34  Jahren,  genauer  noch,  dass  sie  33,25  Jahre 
betrage.  Dieser  ents|)rieht  der  Wertli  der  halben  grossen  Axe: 
a  =  (33,25)'':.  =  10,340, 

und  der   Werlh   \oii    T,  da  nämlich  r  =  0,98894,  -  —  1  =  1,9257: 

r  a 

V  =  0,02387. 
Was   ein  aiuleres    Uejsjiiel,   den   Augustfall,  betrifft,    so    ist    derselbe    nach    den   Zu- 
sammenstellungen   von    Ed.  Biol    und    CJuetelet    besomlers    stark    in   folgenden  Jahren 
bemerkt    worden:     830,   833,    83J,  841,  925,    92(;,    933,    1029,    12()3,    1451,   1779,    1784, 
1 789.     Sucht  man  diese  Zahlen  \inter  die  Korm : 

I  +  '"? 
zu  bringen,  wobei  u  die  Anzahl  der  vom  Anfange  der  Hcihe  an  vollendeten  Umläufe, 
tj  die  Dauer  eines  solchon,  |  die  Anfangseiioche  tlarstellt,  so  findet  man  |  =  827,6, 
1}  =  105,7.  Verstärkte  .\ugustfälle  würden  hiernach  mn  folgende  Jahre  herum  gewesen 
sein:  828,  933,  1039,  1145,  1250,  1356,  1462,  1567,  1673,  1779;  das  nächst  bevor- 
stehende Maximum   würde  gegen  das  Jahr   1885  fallen. 

Hiernach  würde  sich  «  für  den  Augustschwarm  gleich  22,355,  die  Geschwindigkeit 
r  in   demselben   zu  0,02389  ergeben. 

l'iiler  iler  N'oniussetzung,  da.ss  der  Slernschnuiii'cnschwarm  eine  sehr  gestreckte 
Kahn  durchläuft,  wird,  wenn  man  auf  die  eben  angegebene  .\vt  keine  .\unähenmg  von 
f<  erhalten  kann,  auch  die  Annahme: 

«    =^     35 

einen  für  die  Ucchnung  brauchbaren  Werth  von  l'  liefern.  Man  ist  also  immer  im 
StJinde,  aus  dem  Hadiations|ninkte  die  Grösse  Ö  —  ir,  welche  man  ganz  passend  die 
.Vberration  des  I{a<liations|iunk(es  nennen  kiinnte,  da  sie  dureh  die  Krilbewegung  ver- 
anla.<st  wird,  mittelst  der  Formel  (4)  voriger  N'orlesung: 

103* 


820 


sin  {d  —  ic)  =  sin  ö  —  ^ 


^         2a 


2      •    Ä 

Stil  0 


zu  berechueu;  wir  haben  gesehen,  dass  sich  daraus  dann  alle  Elemente  der  !Meteoriten- 
bahn  vollständig  bestimmen.  ^lau  begreift  also  leicht  die  Wichtigkeit  und  das  Interesse 
des  Coustatirens  der  vielen  Radiatiousjiuukte,  welche  aufmerksame  Beobachter,  wie 
Heis,  Jul.  Schmidt  und  Andere,  am  Himmel  bemerkt. 

Rechuungsbeispiel.  I^in  ^laximuui  des  Novemberphänomens  tiel  auf  1866, 
November,  13,59  Mittl.  BerlÜK'v  Zeit.  Die  Länge  und  die  Breite  des  Couvergeuzjiunktes 
waren  beziehungsweise : 

A  =         323»  12' 
ß  =  —     10»  16' 
Ausserdem  ergiebt  das  Jahrbuch : 

O  =  231»  28' 
,■     =  0,9889, 
folglich  nach  Formel  (13),  da  r  abnimmt,: 

Q  —  L=     89»     8' 
L  =  142«  20'. 
Da  A  —  i  =  180»  52',  erhält  man  nach  (1)  und  (2): 
y  =     85»  12',9 
d  =  190»  18',2. 
Die  Formel  (8)  zeigt,  dass  d  im  dritten  Quadranten  liegt,  da  sowohl  sin  ö  als  cos  d 
negativ  ausfallen. 

Gleichung  (4)  oder  ihre  oben  angeführte  Transformation  ergiebt : 
S  —  i„  =  —   7»  29',3 
ir  =     197»  47',5, 
sodann  erhält  man  nach  (5)  und  (6): 

h  =  —  17»  43',6 
l  —  L  =       181»  32',0. 
In  diesem  Quadranten,  nicht  im  vierten,  muss  ?  —  L  gewählt  werdeu,  damit  nicht 
tg  i  nach  (7)  unzulässigerweise  negativen  Werth  annimmt.     Es  wird  danach : 

1  =  321»  38' 
0  —  ?  =  269»  50' 
/  =     17»  44'. 
Da  hier  sin{Q — /)  negativ  vnxd,  ist  die  Bewegung  retrograd.     Da  h  negativ,  so  ist: 
ft  =  O  =  281»  28'. 

Die  Formel  (8)  ergiebt: 

6  =  90»  9',6, 

wonach  dann  weiter  nach  Relation  (9): 

k]  p  =   Vr  sin  ß, 
weil   V  nach  (10)  =  0,02887 : 

logp  =  0,27488, 
und  da  bekanntlich  p  =  acosfp^: 

(p  —  64»  44',3 
c  ■=  sin  (p  =  0,9044. 


l-'i>riiu'l    (11)    licfurl    iluii    W'i'itli    der    ualin-ii    .\iii>iii:ilic    v    iiiii    ICiickKicIii    ilaiuiif, 
ii!i.''>  <J  fiii  !*iiim|>for  Wiiiki'l: 

V  =  8»  37'; 
ii:ii-h  ( l'J)  « iril: 

jt  —  Sl  =  V  =  188»  37', 
:iNo  .lio   I^iiii;i.   ,k's   IViiluls   =   (lü»  5'. 

Die  l\'iilnlili-laii/.  (/  inliT  ilic  iJrü.ssi-  a  (1      -  <•)  liihliM    man: 

,/  z=  0,ü88r>. 
.\ii>    iiliii^'iT    «aliriM-   Anomalie    vdii    S"  :!7'    folyt    iiocli,    ila^>    <lir   l)iiiili'_'aiiL;    iliiic-h 
ila>  l'i-riliL-l  auf: 

IfSGÜ  Nov.  7,'J7   Milil.   Iterl.  Zeit  liel. 


1 1  u  II  il  (■  it  u  11  il  !•  i  11  u  II  il  (1  roissi  üfst  p    V<>rl  <'s  n  n  t;. 
\ fi-iilcicliilim'  iltT  (liin-li    iH'i'fclimiim-  de-   li';Hli;iliiiii^|iiliiklt"< 

U'rrillMli'lll'll     Ü.'lllll    lllil     KdllHicillinlllll'll. 

ViTgli'ichuii  wir  die  aus  dem  Convergcnzj>unkte  des  NovomberiihänoiueiiB  eben 
aligeieiletc  Bahn  mit  bekannten  Komcteubahnen,  so  finden  wir,  dass  die  Elemente  des 
Kometen  I.  ISlitJ  damit  die  auffallendste  Uebereinstiminung  zeigen,  das  Element  der 
Kjioclie  des  Periliels,  welches  hier,  wie  wir  leicht  erkennen  werden,  keine  bedeutende 
Kolle  spielt,  allein  ausgenommen.  Zur  besseren  Uebereicht  setzen  wir  die  beiden  Ele- 
meiitensysteine  neben  einander. 

Novemberi)liänümen  Komet  I.   186() 
(Perihelzeit)  .     .     .     Nov.  7,27                    1866  Januar  11,1'J7 

Ä  —  ft     .     .     .     .     188"  37'  189»     l',9 

a     .     .     .     .     -J/ilf  28'  231»  26',1 

I    .     .     .     .       17»  44'  17»  18',1 

q    .     .     .     .       0,ltSS5  0,97(15 

(•....       0,9044  0,905ti 

(i    .     .     .     .     10,840  10,324 

Retrograd  Hetrograd. 

Bei  \'ergleichungen  dieser  Art,  zu  denen  die  nicht  geringe  Zahl  von  Meteoi-strömcn 
jetzt  häufiger  Gelegenheit  bietet,  darf  man  übrigens  nicht  vergessen,  dass  die  in  dem- 
selben sich  bewegenden  Körjier  in  einem  Hinge  einander  folgen,  und  dass  auch  der 
dichtere  Theil  dieses  Ringes  sich  über  einen  beträchtlichen  Bogen  erstreckt.  Selbst  bei 
dem  Novemberfalle,  bei  welchem  der  UmsUind  der  X'erdichtung  des  Ringes  in  einem 
kleinen  Theile  desselben  am  deutlichsten  hervortritt,  hat  man  dennoch  eine  besonders 
gläir/.entle  Erscheinung  in  zwei  bis  drei  auf  einander  folgenden  Jahren ,  woraus  zu 
zu  schliessen,  dass  der  Bogen  besonderer  Verdichtung  etwa  in  zwei  Jahren  durchlaufen 
wird.  Ilienius  ist  dann  ohne  Weiteres  klar,  dass  auf  die  rebercinstiinmung  der  l'erihel- 
zciten  der  Meteore  und  eines  damit  in  Beziehung  zu  setzenden  Kometen  nichts  ankommt. 
Aber  auch  der  (.iuerschnitl  des  Stromes  an  der  Stelle,  wo  ihn  die  Knie  passirt,  ist  viel 
zu  bedeutend,  als  dass  man  annehmen  dürfte,  die  Erde  treffe  bei  ihrem  Durchgange  die 
dichteste  Stelle,  mit  anderen  Worten,  es  lasse  sich  die  Voraussetzung  der  Gleichheit  der 


822 


Kadieu\ectoreii  von  Erde  imd  Meteoiiiug  an  dieser  Stelle  für  die  ganze  Breite  des  Stromes 
verautworteu.  Der  Meteorstrom  des  Augustfalles  z.  B.  hat  nach  Erman's  Schätzung 
einen  Querdurchniesser  von  über  800000  geographischen  Meilen.  Mau  darf  daher  nicht 
nur  nicht  erwarten,  dass  dieser  Meteorstrom  in  seinem  Schnitte  mit  der  Erdbahn  auch 
für  seine  dichteste  Stelle,  welche  nach  Schiaparelli's  Theorie  den  Kometen  III.  1862 
ausmacht,  in  Strenge  den  Radius  vector  der  Erde  habe,  wie  es  die  vorhergehenden 
IJechnungen  voraussetzen  müssen,  sondern  kann  im  Voraus  des  Gegen theils  gewiss  sein. 
Denn  ein  centraler  Durchgang  dei'  Erde  durch  den  Strom  oder  gar  durch  den  Kometen 
selbst  hat  in  hohem  Grade  die  Wahrscheinlichkeit  gegen  sich.  Nach  dem  Gesagten  hat 
es  denn  auch  nicht.s  Auffallendes ,  weun  die  Periode  des  verstärkten  Falles ,  bei  dem 
Augustfalle  eine  Periode  von  105,7  Jahren  beisjjielsweise,  nicht  innerhalb  der  nach  den 
Beobachtungsfehlern  zu  setzenden  Grenzen  mit  der  Umlaufszeit  des  Kometen  überein- 
stimmt. Der  genannte,  dem  Augustschwarme  entsprechende  Komet  hat  nach  Oppolzer's 
sorgfältiger  Rechnuug  eine  Umlaufszeit  von  121,502  Jahren.  Der  Unterschied  der  beiden 
Perioden  lässt  sich,  wie  bemerkt,  nicht  aus  Fehlern  der  Beobachtung,  sehr  gut  aber  aus 
der  Breite  des  Stromes,  nach  welcher  die  bekannte  Voraussetzung  über  r  für  den 
Kometen  selbst  schon  merklich  unrichtig  wird,  erklären.  Am  meisten  wird  durch  solchen 
Umstand  ausser  der  Perihelzeit  der  numerische  Wei'th  des  Unterschiedes  beider  Um- 
laufszeiten beeinflusst. 

Es  erscheint  übrigens  nicht  angebracht,  so  lauge  man  nicht  weiss,  ob  eine  identische 
Kometeubahn  aufzufinden ,  die  Berechnung  der  Meteoriten  bahn  in  der  obigen  Art  anzu- 
legen ,  vielmehr  scheint  eine  Recognoscirungsmethode  mit  abküi'zenden  starken  Nähe- 
rungen ganz  am  Platze.  Solche  wollen  wii'  daher  noch  ableiten,  um  so  mehr,  als  sich 
hier  noch  Gelegenheit  zu  wichtigen  Bemerkungen  bietet. 

In  der  Regel  wird  mau  die  Geschwindigkeit  der  Sternschnuppe    der   parabolischen 


Bewegung  gemäss,  also  V 


-yi 


annehmen.     Ausserdem   erlauben  wir  uns,   bei    der 


bekanntlich  sehr  geringen  Excentricität  der  Erdbahn  r  =  1  und  L  ^  Q  — ■  90"  zu  setzen 
Hiernach  kann  uian  den  Recognoscu-ungsformeln  eine  äusserst  einfache  Gestalt  geben. 
Unsere  dahin  führenden  Betrachtungen  illustrii-cn  wir  durch  Fig.  67. 

Fi^.  07. 

»  ConvergeDzpuukt 


Zielpunkt   der  Sleteorbewe 


Zielpunkt  der  Erdbewegung 


Wir  liehandelu  nun  nicht,  wie  oben,  die  aus  dem  Ki'äfteparallelogi-amm  abzuleitenden 
Formeln  rein  analytisch,  sondern  berücksichtigen  die  geometrischen  Eigenschaften  des 
Parallelogramms,  dass  keiner  der  Winkel  desselben  zwei  rechte  übersteigen  darf,  und 
ferner  die  Lage  der  Diagonale.  Es  soll  hiernach  ö,  d.  h.  der  Winkel  zwischen  dem 
Zielpunkte  der  Erdbewegung  und  dem  Convorgeuzpuukte,  ISO"  nicht  überschreiten  und 
der  Zielpunkt  der  Meteorbeweguug  soll  in  diesen  Bogen  hineinfallen.  Es  folgt  dann 
sogleich  für  ?  die  Lauge  des  Zielpunktes  der  Meteorbeweguug,  dass: 

7<^ 


>  A 


wenn  A  —  Z,  <  180« 


weun  A  —  I,  >  180« 
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DiuM-   i>  «iv:«'"  UL,  wird  auoli  iKt  Wiiiki-l  Ö  iiai'li  «It-r  Kormt-I: 
cos  d  ^=        ros  ß  cos  {l  —  L) 

=        cosß  cosH  —  Q  +   900) 
=  —  cosß  sin  (A  —  0) 

vi>llk(>iiiiiii'ii  \K->tiiiiiiit.     FeriiLT  hat  man  iiiiiiii'r  sehr  angenähert: 

smo  f    1 

titi<l  iluini   Weiter: 

Igw   eolg  (/  —  0) 

tgd    ~  colg(k—  0) 

»IM  w  sin  b 

sin  8         sm/3 

tgh   sin  {l  —  L)  cosQ  — 0) 

JgJ  ~  sin  (A— i)  ~       cosll  —  0) 

_    _l9b_    _  _  lgßcolg{l  —  e) 
^  "J'  —  ~sin{0  —  l)  "  cos  (A  —  0) 

ig  10     tgß 

~   tgd   *«i»(0  — A)" 

Setzen  wir  hier  für  sin  (0  —  A)  seinen  Werth  aus  der  Gleichung; 

cosS  =  cosß  sin  (0  —  A) 
lin,  so   c'ilialteii   wir: 

±  igi  ^=  -r-^-igw. 
sin  0 

Das  do|>]ieltc  Vorzeichen  kommt  wegen  der  Unterscheidung,  ob  Q.  =  0  oder  ob 
^  180"  +    0,  und  ist  so  zu  wählen,  dass  tg  i  ])Ositiv  wird. 

Da  nach  den  obigen  Iktrachtungcn  sind  sowohl  wie  sin  ic  stets  positiv  sind,  st>  i>t 

auch   3-  positiv,  d.  h.  vs  sind  stets  b  und  ß  entweder  beide  uürdlii-li    oder  liiide  süil- 

sinß 

lieh.     Dieser  Umstand  überhebt  uns  der  Mühe,  b  selbst  zu  berechnen,  und  es  ist  einfach: 

_    y     wenn  ß  positiv, 

^  ft'    wenn  ß  negativ. 

Die  IdeutiUit  der  Mileorbahu  mit  einer  KomeU'ubahu  nuiss  für  sehr  wahrscheiu- 
lich,  beinahe  für  gewiss  gelten,  wenn  nicht  bloss  ß  und  i  einer  Kometenbahn  mit  den 
ent.si>rechendtn  Werthen  cler  Meteorbahn  übereinstimmen,  sondern  auch  ausserdem  dir 
Radius  vector  für  den  beobachteten  Durchgang  durch  den  Knoten  nahe  gleich  r  oder 
gleich  der  Einheit  wird.     Die  entsprechende  Ikdingungsgleichung  lautet: 

9 


1  =  r  = 

cos  V,  v 

,  wenn  ß  jiositiv , 


cos  Vi  w* 
9 


cosV',(a— ü)'' 
und 

=  -r—z ATc,  weiui  ß  negativ. 

COsV»(«— ft)' 

-Mau  kann  schliesslich  auch  noch  den  Sinn  der  Bewegung,  ob  direct,  ob  retrograd, 

ermitteln,  ohne  /  berechnen  zu  müssen.     Es  ist  aus  den    obigen  Betrachtungen  leicht  zu 

erkennen,  da.H»  die  Bewegung  direct  ist,   wenn  tc  ■<  90°,  retrograd,  wenn  ic  >  90". 
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Hundert iindzweiunddreissigste  Vorlesung. 

Zusammeustelluiig  von  Formeln  für  die  Eecoguoscirimg  Yon 
Identitäten  zwischen  Meteorströmen  nnd  Kometenbalinen.  Eeelmiuigs- 

beispiel. 


Es  seien: 


so  berechne  mau : 


A     die  Lanwe  )    ,       „ 

T     ,.     ^,     .       [  des  Convero;enzi)unktes, 

ß     die  Breite    )  o       i  ' 

O  die  Läncrc  1    , 

I  der  ^onne, 
r     der  Kadius  vector  I 


cosö  =  cosß  siii{Q  —  A),  wobei  d  <  180« 


stn  {d  —  iv) —  ,  —N  <  ö 

■    y =   l  1  —  ^  oi'  (oder  auch  :=  \  '  ,),  wobei  «■ 

smo  '  -      ^  '    ■'•'  >0«, 

es  wird  dann  sein: 

0  =  oj  (bei  positivem  ß) 
O  =  ß  (bei  negativem  ß) 

r    .    •  sinß     ,        /,    .  .  ... 

±igt  ^     .   ^  •  igte  yigi  immer  positiv). 

Bewegung  direct,  wenn  w  ein  sjiitzer  Winkel,  retrograd,  wenn  w  stumpf. 

Eine  Kometenbahn,  die  nahezu  ebenfalls  diese  Werthe  von  ß.  und  /  hat,  bei 
gleichem  Sinne  der  Bewegung,  ist  mit  höchster  Wahrscheinlichkeit  mit  der  des  Meteoi- 
stromes  für  identisch  zu  halten,  wenn  nahe: 

1 —  r  r—  n 

sin  V,  K^r  -  ß)  +  (ft  -  0)}2  -      ^-  '>■ 

Beispiel.  Der  gut  constatirte  Sternschnuppenfall  des  20.  April  hat  nach  Alexander 
Herschel  seinen  Divergenzpiiukt  in  281",6  der  Länge  und  -)-  57«,0  der  Breite.  Man 
wünscht  zu  wissen,  ob  derselbe  auf  die  Bahn  eines  bekannten  Kometen  fühlt.  Es  ^"ird 
in  diesem  Falle : 


l  = 

101» 

36' 

ß 

=  —  57« 

0' 

0  = 

30« 

0' 

)■  -- 

=  1,0054 

S  = 

121« 

7' 

d  —  w 

=        37« 

'  8' 

70      = 

83« 

59' 

hi( 

jrnacli  ( 

lann 

also: 

i 

=  30« 
=  83« 
Direct. 

0' 
52' 

Sehen  wi: 

V  ein 

Kometeuverzeichniss 

dm-ch, 

so 

finden 

wir 

bei 

dem 

Kometen  I. 

1861 

be 

rechnet 

i 

=  29« 
=  79« 
Direct 

46' 
46' 

un 

d  da  b( 

äi  diesem 

Kometen : 

q 

—  1  1 

inoß 

sm  1/2  \{^—  Sl)  +  (Q,  —  0)P 
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^1)  i.sl  ili«-  Wulinti-Iiuiiiliclikc'it  >U'i' Ho/.ii'hiiii^  /winclioii  tk-iii  Stc-rnHc-liiui)i|ii>iifall  «Ich  20.  April 
Hill  iK'in  oi-sti'ii  Koinctcii  vdii    ItStiß  sclir  {{i-oks  '). 

Amluii.H  |{<i>|ii(l.  Nacli  lli-i»  irili  Ix-iiialic  yk'iuli/ciiijj;  inii  ituiii  liukaimltii 
l!.'t<li:iiiiinM|>uiikU'  >Wv  Lconiili-n  iiiiU-r  iiniloi-i'i)  aiicli  <Ilm-  fuljri-iuli-  /.ii  H|iicli-ii  an,  «li-Hseii 
l^iiigü  zu  r>G°  '2'  und  ilfssi-n  Iti-riU'  /ii  {  '24°  :ifV  nacli  II  i-iH^Kclu-r  ItcHtiininiiug  Kein  wQr<]c. 
Füliri  ilciiti-llii'  auf  c'ino  Konic'ten)>alin'' 

Wir  luibi'n,  wt-nn  wir  den   12.  NovenilitT  liii-r    alä  Zeit   iI<-k  Mii.viuiuniK  nnncliincn : 

A  —  236»    2'  (i  =  —  '240  3G'  q  =  230»  0'  r  =  0,9892 

(>  —     94«  29'  ic=        50"  2(1'  «  =  23(1»  <•'  i  =  2ri"  51', 

ilsii  fiir  ilifSf   Motcori' : 

a  =  230»     0' 

I     =    26»  51' 

Dirt'ct. 

l'ii'i  ili'M»  Koniclou  lies  .laiires   1C95  ist,   auf  das  A(M|uiiioctiuni    von   1800  rcdut-irt: 

Q  =  2 18»' 24' 

»■     =    22»    0'. 
l>ii'  ISi'Wi'gunir  ist  ebenfalls  direct  und: 
ü 


sin^U  ((«_  ft)  +  (ft  -  0)1 


=  0,8531. 


Dir  Klenientc  des  Kometen  1695  sind  nicht  sehr  sicher  bekannt,  lassen  sich  aber 
nicht  mit  denen  des  ^letoorstronies  in  befriedigemle  l'ebercinstimuiun«,'  bringen,  wie 
eine  genauere  l"nt«i-8ucliung  zeigt  Von  denen  des  Kometen  I.  18(iß,  welcher,  wie  wir 
wissen,  dem  N'ovemberslrom  der  Leoniden  entspricht,  unterscheiden  sich  die  obigeu 
Kiemente  des  Novembersli-omes  aus  dem  l'enäeus  ganz  und  gar  dadui'ch,  dass  bei 
letzterem  ilie  Beweirunc  direct  ist. 


')  Nuch  grösser,   als  nach  Professor  Dr.  Galle'a  Rechnung  in  Xr.  1(535  ilor  „.Vstrononi.  Nach- 
richten", wo  für  die  Meteore  i  =  89'  gefunden  wird. 


,  TheornUachp  Attronotnlr. 


ANHANG. 


II  L  LTS-TAFELN. 


Von  den  nachfolgenden  1IULFS"T  Ax  ELN  sind  nach  erfolgter  Ver- 
ständigung entnommen  worden: 

Tafel  I,  IV,  V,  VI,  VII,  VHI,  X 

aus   „Watson's    Theoretical  Astronomy"    published   by   J.   B.   Lippincott 
Company,  Philadelijhia  u.  London  1868. 
Tafel  II,  IIa,  III,  III a 

aus   „Albrecht,  Formeln  und  Hülfstafeln  für  geographische  Ortsbestim- 
mungen".    2.  Auflage.     Leipzig  1879,  W.  Engelmann. 
Tafel  XII,  XIII 

aus  „Gauss,  Theoria  motus   corporum   coelestium   in  sectionibus   conicis 
solem  ambientium"  Hamburg  1809,  wieder  abgedruckt  u.  herausgegeb. 
von  E.  J.  Schering.     Gotha  1871,  Friedr.  Andr.  Perthes. 
Tafel  XIV,  XV  aus  „Oppolzer's  Lehrbuch  zur  Bahnbestimmung  der  Kometen 

und  Planeten".     11.  Bd.     Leipzig,  Verlag  von  W.  Engelmann. 
Tafel  XVII 

aus   „Berliner  Astronomisches  Jahrbuch   für   1858".     Berlin    1855,  Ferd. 
Dümmler's  Verlagsbuchhandlung. 
Tafel  XVIII 

aus  „Bremiker's  Logarithmisch-Trigonometrische  Tafeln  mit  fünf  Decimal- 
stellen".    Berlin  1872,  Weidmann'sche  Buchhandlung. 


Tafel  XIX  ist  aus  der  ersten  Auflage  übernommen  worden;  Tafel  IX,  IXa 
und  XX  wurde  bereits  für  die  zweite  Auflage  neu  entworfen;  Tafel  XI  und  XVI 
wurde  für  die  3.  Ausgabe  neu  eutwoi-fen. 

Zu  Tafel:  VI,  VII,  VIII,  IX  und  IXa,  X,  XI,  XII  und  XIII,  XIV  und  XV,  XVI, 
XVII,  XVm,  vergleiche  man  bezüglich  Seite:  42,  43,  44,  52,  278,  281,405,  453, 
471  und  473,  570,  737.  Die  vor  der  allgemeinen  Constantentafel  XX  gegebene  Tafel  XIX 
der  Gauss' sehen  Constanteu  für  die  nicht  identischen  Cometenbahueu  gehört  zu 
Seite  317. 
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Tafel  L 

Geooentrisohe  Breite  und  Logarithmus  des  Erd-Radius. 


ArcutiicDt  <;   ;     (ieo^i'uiiliiiclii'  llruitc 


Al<|>lattuu;; 


\og  p 


lo(t  i. 


(I     0 
I      <> 


10  0 

11  0 

12  0 

13  0 

14  0 

15  0 

16  0 

17  0 

18  0 

19  0 
-JO  0 

n  0 
a  0 
a  0 

24  0  I 

25  0 

26  0 

27  0  I 

28  0  . 

29  ü  I 

ao  0  , 

10  \ 
20  I 
30  J 
40  1 
60  I 

31  0 
10  1 
20 
30 

40  i 
60 

32  0 
10 
20 
30 
40 
60 

:«  0 
10 
20 


■J  40-S4 
3  9.76 
3  3J.74 

3  55-»7 

4  17.9.1 

4  40x36 

5  1.85 

5  33.28 

s  44.33 

6  4.95 
6  35.14 

6  +4.86 

7  4.0^ 
7  33.SO 
7  40.99 

7  58.01 

8  15.66 

8  33.10 

8  47.93 

9  3.13 
9  17.65 
9  31.50 
9  44-66 
9  57.13 
9  59.13 

1.11 
3J0- 
5.0a 
6.94 
8.HS 
10.73 
13.59 
14-t4 
16.36 
18.06 

10  19.84 
31.60 
33.34 
35.05 
36.75 
3843 

10  30X1S 

31.71 


10 


10 


-3-4-' 
33.3J 
33.98 
33.73 
33-»5 
33.14 

31.79 

3143 

.M.05 

J0.6J 

20. 19 

19.73 

19.3.i 

18.71 

18.1'; 

17.0J 

17.05 

1644 

15.83 

15.19 

14.53 

13.85 

13.16 

1346 

2.00 

1.99 

1.96 

1-95 

1.93 

1.91 

1.88 

1.86 

1.85 

1.83 

1.80 

1.78 


9700 

9731 
9648 
9566 
9476 

9.999  9377 
9371 
9157 
9035 

8905 

S70S 

9.999  8624 
M47.' 
8JI4 
8140 
7977 
7799 

9.999  7614 
7434 

7228 
7027 
6820 
6608 

9.999  6392 
6355 
6319 
6283 
6245 
6308 

9.999  6171 
6134 
6096 
6059 
6021 
5984 

0.000    >040 


:m   u  ,  K 


Xt    0 


4l.f)6 
4J..=4 
■UXX) 
4544 
46.80 

10  48.35 


1.70 

1.68  |{ 

1.65  j 

1.63  il 

1.61  J 


1.51 
148 
146 
144 
143 
1.39 


5794 
5755 

9-999  5717 
5678 
5640 


5445 

5406 
5307 
5327 
S288 

9-999  5343 


57 

65 

73 

83 

90 

99 

106 

114 

122 

130 

137 

144 

152 

158 

165 

172 

178 

185 

190 

196 

201 

207 

212 

216 

37 

36 
37 
37 
37 
37 

37 
38 
37 
38 
37 
38 


10 

jO 

3ü  0 

10 
20 
30 
40 
50 

37  0 

10 
20 
30 
40 
50 

38  0 
10 
20 
30 
40 
50 

39  0 

10 
20 
30 
40 
50 

40  0 
10 
20 
30 
40 
50 

41  0 

10 
20 
30 
40 
50 

42  0 

10 
20 
30 
40 
50 

43  0 

10 
20 

.30 
III 
:*> 

44  0 
10 
20 
30 
40 
50 

l.-.  0 


1"  .4^-.'^ 
49.'0 
50.98 
53.31 
53-63 
54-90 

10  56.16 
5741 
58A? 

10  59.82 

U   lÄ) 

3.15 

11  3-38 
4-39 
S47 
6.54 
7.58 
8.59 

n  9.59 
10.56 
11.51 
1344 
13.34 
14-33 

11  15.08 
15.93 
16.73 
17.53 
18.29 
19.04 

11  19.76 
2046 

31.13 

31.79 
2243 
23.02 

11  33.61 
34.17 
34-70 
25.33 
35.71 
26.18 

11    36.63 

37.04 
3744 

27.83 
28.17 
28.50 

11  38.80 
29j08 
39-34 
29-58 
39-79 
39-98 

U  30.14 
30.39 
3041 
30.SO 
30.57 

30.63 
11    30.65 


1.38 
1.3s 
1.33 
1.31 
1.38 
1J6 

1.35 
1.33 
1.19 
1.18 
1.15 

1.13 
1.1 1 
1.08 

1.07 
1.04 

1.01 
1.00 

0.97 
0.95 
0.93 
0.90 
0.88 
0.86 

0.84 
0.81 
0.79 
0.77 
0.7S 
0.73 
0.70 
0.67 
0.66 
0.63 
0.60 
0.59 
0.S6 
aS3 
0.53 
0.49 
047 
044 

043 
040 
0.38 
0.3s 
003 
0.30 

0.38 
a36 
0.34 

0.31 

0.19 
ai6 

ai5 

0.13 

0.09 
0.07 
0.0s 
0.03 


9.999  5348 
5308 

5169 

5139 
5089 
5049 
9.999  5009 
4969 
4039 
4888 
4848 
4807 

9.999  4767 
4736 
4686 
4645 
4604 
4563 

9.999  4533 
4481 
4440 
4399 
4358 
4317 

9.999  4376 
4334 
4193 
4153 
4110 
4069 

9.999  4037 
3985 
3944 
3903 
3860 
3819 

9-999  3777 
3735 
3693 
36s  1 
3609 
3567 

9.999  3535 
3483 
3441 
3399 
3357 
331s 

9.999  3273 
3330 
3188 
3146 
3104 
3063 

9-999  3019 
2977 
3935 
3893 
3850 
3808 

9.999  2766 


40 
40 
41 
40 
41 
40 

41 
40 
41 
41 
41 
41 
41 
4« 
41 
41 
41 
41 
43 
41 
41 
43 
41 
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Geocentrisclie  Breite  und  Logarithmus  des  Erd -Radius. 

Argument  7;  =  Geograi)liische  Breite.  Abplattung  =  "ögoTfi" 


9» 


p — (p 


DifE. 


log  e 


Difi. 


(f  —  if 


Difi. 


log  e 


45  0 

10 
20 

30 
40 
50 

46  0 
10 
20 
30 
40 
50 

47  0 
10 
20 
30 
40 
50 

tö  0 
10 
20 
30 
40 
50 

49  0 

10 
20 
30 
40 
50 

50  0 
10 
20 
30 
40 
50 

51  0 
10 
20 
30 
40 
50 

52  0 
10 
20 
30 
40 
50 

53  0 
10 
20 
30 
40 
50 

54  0 
10 
20 
30 
40 
50 

55  0 


11  30.65 
30.6s 
30.63 
30.58 
30.51 
3042 

11  30.31 
30.17 
30.01 
29.82 
29.61 
29.38 

11  29.12 
28.85 
28.54 
28.22 
27.87 
27.50 

11  27.10 
26.69 
26.24 
25.78 
25.29 
24.78 

11  24.24 
23.69 
23.H 
22.50 
21.87 
21.22 

11  20.55 
19.«5 
19.13 
18.39 
17.63 
16.84 

11  16.02 
15.19 
1+33 
13-45 
12.55 
11.62 

11  10.67 
9-70 
8.71 
7.69 
6.66 
5.60 

11  4-51 
3^ 
2.27 

11     1.12 

10  59-94 
58.74 

10  57.52 
56.28 
55.02 
53-73 
52.42 
51-09 

10  49-74 


0.00 
0.02 
0.05 
0.07 
0.09 
0.11 

0.14 
0.16 
0.19 

0.21 
0.23 
0.26 

0.27 
0.31 
0.32 
0.35 
0.37 
040 

0.41 
0-45 
0.46 
049 
0.51 
0.54 

0.55 
0.58 
0.61 
0.63 

0.6s 
0.67 
0.70 
0.72 
0.74 
0.76 
0.79 
0.82 

0.83 
0.86 
0.88 
0.90 
0.93 
0.9s 
0.97 
0.99 
1.02 
1.03 
1.06 
1.09 

1.11 
1.13 
1.15 
1.18 
1.20 
1.22 

-1.24 
1.26 
1.29 
1-31 
1-33 
1-35 


9.999  2766 
2723 
2681 
2639 
2596 
2554 

9-999  2512 
2470 
2427 
2385 
2343 
2300 

9.999  2258 
2216 
2174 
2132 
2089 
2047 

9.999  200s 
1963 
1921 
1879 
1837 
1795 

9-999  1753 
1711 
1669 
1627 
1586 
1544 

9.999  1502 
1460 
1419 
1377 
1335 
1294 

9.999  1252 
1211 
1170 
1128 
1087 
1046 

9.999  1005 
0963 
0922 
0881 
0840 
0800 

9.999  0759 
0718 
0677 
0637 
0596 
0556 

9-999  0515 
0475 
0435 
0395 
0355 
0315 

9.999  0275 


55  0 
10 
20 
30 
40 
50 

56  0 
10 
20 
30 
40 
50 

57  0 
10 
20 
30 
40 
50 

58  0 
10 
20 
30 
40 
50 

59  0 
10 
20 
30 
40 
50 

60  0 

61  0 

62  0 

63  0 

64  0 

65  0 

66  0 

67  0 

68  0 

69  0 

70  0 

71  0 

72  0 

73  0 

74  0 

75  0 

76  0 

77  0 

78  0 

79  0 

80  0 

81  0 

82  0 

83  0 

84  0 

85  0 

86  0 

87  0 

88  0 

89  0 

90  0 


10  49.74 
48.36 
46.97 
45.55 
44-11 
42.65 

10  41.16 
39.65 
38.13 
36.58 
35.01 
33-41 

10  31.80 
30.16 
28.50 
26.83 
25.13 
23.40 

10  21.66 
19.90 
18.11 
16.31 
14-48 
12.63 


6.97 

S.04 

3.08 

10    1.11 

9  59.12 
9  46.74 
9  33-65 
9  19-85 
9  5-36 
8  50.21 

8  34-40 
8  17-97 
8  0.92 
7  43-29 
7  25-08 
7  6.33 
6  47.06 
6  27-28 
6  7.03 
5  46.33 
5  25.20 
5  3.67 
4  41-77 
4  19-53 
3  56.96 
3  34-10 
3  10.98 
2  47.63 

2  24.07 
2  0.33 
1  36.44 
1  12.43 
o  4S.34 
o  24.18 

o  0.00 


1.38 
1-39 
1.42 
1.44 
1.46 
1-49 

1-51 
1.52 
1.55 
1-57 
1.60 
1.61 
1.64 
1.66 
1.67 
1.70 
1.73 
1.74 
1.76 
1.79 
1.80 
I.S3 
1.85 
1.86 

1.89 

1.91 

1-93 

1.96 

1.97 

1-99 

12.38 

13-09 

13.80  I 

14-49 

15.15 

15.81 

16-43 
17-05 
17-63 
18.21 
18.75 
19.27 
19.78 
20.25 
20.70 
21.13 
21.53 
21.90 

22.24 
22.57 
22.86 
23.12 
23.35 
23.56 

23.74 
23.89 
24-01 
24.09 
24.16 
24.18 


9.999  0275 
023s 
0195 
Ol  55 
0116 
0076 

9.999  0037 
9-998  9998 
9958 
9919 
9880 
9841 
9.998  9802 
9764 
9725 
9686 
9648 
9610 

9-998  9571 
9533 
9495 
9457 
9+19 
9382 

9.998  9344 
9307 
9269 
9232 
919s 
9158 

9.998  9121 
8902 
8688 
8479 
8275 
8077 

9.998  7884 
7697 
7517 
7342 
7174 
7013 

9.998  6859 
6713 
6573 
6441 
6317 
6201 

9.998  6093 
5993 
5901 
5818 
5743 
5676 

9.998  S619 
5570 
5530 
5498 
5476 
5463 

9-998  5458 
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0»»    o« 

0*50 

001 

0 

4 

051 

0.02 

0 

7 

0.52 

0.03 

0 

11 

0.53 

0.04 

0 

15 

0.54 

ox>s 

0 

18 

0.55 

oxA 

0 

22 

0.56 

0.07 

0 

26 

0.57 

o.as 

0 

29 

0.58 

0.00 

0 

33 

0.59 

0.10 

0 

37 

0.60 

0.11 

0 

40 

0.61 

0.12 

0 

44 

0.62 

0.13 

0 

47 

0.63 

0.14 

0 

51 

0.64 

0.15 

0 

55 

0.65 

0.16 

0 

58 

0.66 

0.17 

2 

0.67 

0.18 

6 

0.68 

0.19 

9 

0.69 

0.20 

13 

0.70 

0.21 

17 

0.71 

0.22 

20 

0.72 

0.23 

24 

0.73 

0.24 

28 

0.74 

0.2s 

31 

0.75 

0.26 

35 

0.76 

0.27 

39 

0.77 

0.28 

43 

0.78 

0.29 

46 

0.79 

0.30 

50 

0.80 

0.31 

53 

0.81 

0.32 

57 

0.82 

0.33 

2 

1 

0.83 

0.34 

2 

4 

0.84 

0.35 

2 

8 

0.85 

0.36 

; 

U 

0.86 

0.37 

2 

15 

0.87 

0.38 

2 

19 

0.88 

0.39 

22 

0.89 

O-JO 

2 

26 

0.90 

0-tl 

2 

30 

0.91 

042 

2 

33 

0.92 

043 

2 

37 

0.93 

044 

2 

41 

0.94 

045 

2 

44 

0.95 

046 

-2 

48 

0.96 

047 

2 

52 

0.97 

0.48 

2 

55 

0.98 

049 

2 

59 

0.99 

0.50 

3 

3 

1.00 

3  21 

3  25 

3  28 

3  33 

3  35 

3  39 

3  43 

3  46 

3  50 

3  54 


57 


16 
19 
23 
27 
30 

4  34 

4  38 

4  41 

4  45 

4  49 

4  53 

4  56 

4  59 

5  3 
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Mittlere  Zeit 

Reduction 

Mittlere  Zeit 

Reduction 

Mittlere  Zeit 

Reduction 

om 

1 

+  0^000 
0.164 

OS 
1 

-l-o!ooo 
0.003 

2 

0.329 

2 

0.005 

3 

0.493 

3 

0.008 

4 

0.657 

4 

0.011 

5 

0.821 

5 

0.014 

6 

0.986 

6 

0.016 

7 

1.150 

7 

0.019 

8 

1.314 

8 

0.022 

9 

1.478 

9 

0.025 

10 

1.643 

10 

0.027 

11 

1.807 

11 

0.030 

12 

1.971 

12 

0.033 

13 

2.136 

13 

0.036 

14 

2.300 

14 

0.038 

15 

2.464 

15 

0.041 

16 

2.628 

16 

0.044 

17 

2.793 

17 

0.047    : 

O^i 

-1-om  o?ooo 

18 

2.957 

18 

0.049    1 

1 

0   9-856 

19 

3.121 

19 

0.052 

2 

o  19.713 

20 

3.285 

20 

0.055 

3 

0  29.569 

21 

3.450 

21 

0.057 

4 

0  39.426 

22 

3.614 

22 

0.060 

5 

0  49.282 

2Z 

3.778 

2i 

0.063 

6 

0  59.139 

24 

3.943 

24 

0.066 

7 

1   8.995 

25 

4.107 

25 

0.068 

8 

1  18.852 

26 

4.271 

26 

0.071 

9 

1  28.708 

27 

4-435 

27 

0.074 

10 

1  38.565 

28 

4.600 

28 

0.077    i 

11 

1  48.421 

29 

4-764 

29 

0.079 

12 

1  58.278 

30 

4-928 

30 

0.082 

13 

2   8.134 

31 

5.093 

31 

0.085 

U 

2  17.991 

32 

5.257 

32 

0.088 

15 

2  27.847 

33 

5.421 

oi 

0.090 

16 

2  37.704 

34 

5.585 

34 

0.093 

17- 

2  47.560 

iS 

5.750 

35 

0.096 

18 

2   57.417 

36 

5-914 

36 

0.099 

19 

3   7.273 

37 

6.078 

37 

0.101 

20 

3  17.129 

38 

6.242 

38 

0.104 

21 

3  26.986 

39 

6.407 

39 

0.107 

22 

3  36.842 

40 

6.571 

40 

0.110 

21 

3  46.699 

41 

6.735 

41 

0.112 

24 

3  56.555 

42 

6.900 

42 

0.115 

43 

7.064 

43 

0.118 

44 

7.228 

44 

0.120 

45 

7.392 

45 

0.123 

46 

7-557 

46 

0.126 

47 

7.721 

47 

0.129 

48 

7.885 

48 

0.131 

49 

8.049 

49 

0.134 

50 

8.214 

50 

0.137 

51 

8.37s 

51 

0.140 

52 

8.542 

52 

0.142 

53 

8.707 

53 

0.145 

54 

8.871 

54 

0.148 

55 

9-035 

55 

0.151 

56 

9.199 

56 

0.153 

57 

9.364 

57 

0.156 

58 

9.52S 

58 

0.159 

59 

9.692 

59 

0.162 

60 

9.S56 

60 

0.164 
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-■l 

_• 

8 

11 

8 

14 

26 

14 

20 

40 

20 

26 

55 

0.16 

0 

59 

0.66 

4 

2 

.•_• 

14 

17 

8 

30 

33 

14 

26 

46 

20 

33 

1 

0.17 

2 

0.67 

4 

5 

_• 

ao 

34 

8 

26 

38 

14 

33 

53 

20 

39 

7 

0.18 

6 

0.68 

4 

9 

2 

36 

30 

8 

32 

44 

14 

38 

59 

20 

45 

13 

0.19 

10 

0.69 

4 

13 

-3 

3 

33 

36 

8 

38 

51 

14 

45 

5 

20 

51 

20 

0.20 

13 

0.70 

4 

16 

30  1 

2 

38 

43 

8 

44 

57 

14 

51 

11 

20 

57 

26 

0.21 

17 

0.71 

4 

20 

21 

2 

44 

49 

8 

51 

3 

14 

57 

18 

21 

3 

32 

0.22 

21 

0.72 

4 

24 

38 

2 

SO 

55 

8 

57 

9 

15 

3 

24 

21 

9 

38 

0.23 

24 

0.73 

4 

27 

39 

2 

57 

1 

9 

3 

16 

15 

9 

30 

21 

15 

45 

0.24 

28 

0.74 

4 

31 

30 

3 

3 

7 

9 

9 

22 

15 

15 

36 

31 

21 

51 

0.25 

32 

0.75 

4 

35 

31 

3 

9 

14 

9 

15 

28 

15 

21 

43 

21 

27 

57 

0.26 

35 

0.76 

4 

38 

32 

3 

15 

30 

9 

21 

34 

15 

27 

49 

21 

34 

3 

0.27 

39 

0.77 

4 

42 

33 

3 

31 

36 

9 

27 

41 

15 

33 

55 

21 

40 

10 

0.28 

. 

43 

0.78 

4 

46 

34 

3 

37 

33 

9 

33 

47 

15 

40 

1 

21 

46 

16 

0.29 

1 

46 

0.79 

4 

49 

33 

3 

33 

38 

9 

39 

53 

15 

46 

8 

21 

52 

22 

0.30 

50 

0.80 

4 

53 

30 

3 

39 

45 

9 

45 

59 

15 

52 

14 

21 

58 

28 

0.31 

54 

0.81 

4 

57 

37 

3 

45 

51 

9 

52 

5 

15 

58 

20 

23 

4 

35 

0.32 

57 

0.83 

S 

0 

38 

3 

51 

57 

9 

58 

12 

16 

4 

26 

22 

10 

41 

0.33 

1 

0.83 

5 

4 

39 

3 

58 

3 

10 

4 

18 

16 

10 

33 

22 

16 

47 

0.34 

5 

0.84 

S 

8 

40 

4 

4 

10 

lo 

10 

34 

16 

16 

39 

33 

23 

53 

0.35 

8 

0.85 

5 

11 

41 

4 

10 

16 

lo 

16 

30 

16 

22 

45 

33 

29 

0 

0.36 

13 

0.86 

5 

15 

+J 

4 

16 

33 

10 

23 

37 

16 

28 

51 

22 

35 

6 

0.37 

2 

16 

0.87 

5 

19 

43 

4 

23 

38 

lo 

28 

43 

16 

34 

57 

22 

41 

12 

0.38 

2 

19 

0.88 

5 

22 

44 

4 

38 

35 

10 

34 

49 

16 

41 

4 

22 

47 

18 

0.39 

2 

33 

0.89 

5 

26 

45 

4 

34 

41 

10 

40 

55 

16 

47 

10 

22 

53 

24 

040 

3 

26 

0.90 

5 

30 

46 

4 

40 

47 

lo 

47 

3 

16 

53 

16 

22 

59 

31 

0.41 

2 

30 

0.91 

5 

33 

47 

4 

46 

53 

10 

53 

8 

16 

59 

22 

23 

5 

37 

042 

3 

34 

0.93 

5 

3-1 

48 

4 

53 

0 

10 

59 

14 

17 

5 

29 

23 

11 

43 

0.43 

2 

37 

0.93 

5 

41 

49 

4 

59 

6 

11 

5 

30 

17 

11 

35 

33 

17 

49 

044 

2 

41 

0.94 

5 

44 

I  "^ 

5 

5 

13 

11 

11 

37 

17 

17 

41 

33 

23 

56 

045 

2 

45 

0.95 

5 

48 

!  51 

5 

11 

18 

11 

17 

33 

17 

33 

47 

23 

30 

2 

046 

3 

48 

0.96 

5 

52 

>2 

5 

n 

35 

11 

23 

39 

17 

39 

54 

23 

36 

8 

047 

2 

52 

0.97 

5 

55 

53 

5 

33 

31 

11 

29 

45 

17 

36 

0 

33 

43 

14 

048 

3 

56 

0.98 

5 

59 

54 

5 

39 

37 

11 

35 

52 

17 

43 

6 

23 

48 

21 

049 

3 

59 

0.99 

6 

3 

5.1 

s 

35 

43 

11 

41 

58 

17 

48 

12 

23 

54 

27 

0.50 

3 

3 

1x0 

6 

6 

y> 

5 

4> 

50 

11 

48 

4 

17 

54 

19 

34 

0 

33 

;; 

5 

47 

56 

11 

54 

10 

18 

0 

25 

24 

6 

39 

_;s 

5 

54 

3 

13 

0 

17 

18 

6 

31 

24 

12 

46 

.=  '' 

'< 

0 

8 

13 

6 

23 

18 

13 

37 

24 

18 

52 

'" 

<< 

6 

15 

12 

13 

29 

!« 

1« 

44 

24 

24 

?8 

—     834 


Tafel   III  a. 
Verwandlung  der  Sternzeit  in  Mittlere  Zeit. 


Sternzeit 

Reduction 

Sternzeit 

Keduction 

Sternzeit 

Reduction 

0™ 
1 

^o!ooo 
0.164 

OS 

1 

^0^000 
0.003 

2 

0.328 

2 

0.005 

3 

0.491 

3 

0.008 

4 

0.655 

4 

0.011 

5 

0.819 

5 

0.014 

6 

0.983 

6 

0.016 

7 

1.147 

7 

0.019 

8 

1.311 

8 

0.022 

9 

1-474 

9 

0.025 

10 

1.638 

10 

0.027 

11 

1.802 

11 

0.030 

12 

1.966 

12 

0.033 

13 

2.130 

13 

0.035 

14 

2.294 

14 

0.038 

15 

2.457 

15 

0.041 

16 

2.621 

16 

0.044 

17 

2.785 

17 

0.046 

oh 

—  0"  o'ooo 

18 

2.949 

18 

0.049 

1 

0   9.830 

19 

3.113 

19 

0.052 

2 

0  19.659 

20 

3.277 

20 

0.055 

3 

0  29.489 

21 

3.440 

21 

0.057 

4 

0  39.318 

22 

3.604 

22 

0.060 

5 

0  49.148 

2i 

3-768 

2i 

0.063 

6 

0  58.977 

24 

3.932 

24 

0.066 

7 

1   8.807 

25 

4.096 

25 

0.068 

8 

1  18.636 

26 

4.259 

26 

0.071 

9 

1  28.466 

27 

4.423 

27 

0.074 

10 

1  38.296 

28 

4.587 

28 

0.076 

11 

1  48.125 

29 

4.751 

29 

0.079 

12 

1  57.955 

30 

4.915 

30 

0.082 

13 

2   7.784 

31 

5.079 

31 

0.085 

14 

2  17.614 

32 

5.242 

32 

0.087 

15 

2  27.443 

Zi 

5.406 

ii 

0.090 

16 

2  37.273 

34 

5.570 

34 

0.093 

17 

2  47.102 

35 

5.734 

35 

0.096 

18 

2  56.932 

36 

5.898 

36 

0.098 

19 

3   6.762 

37 

6.062 

37 

0.101 

20 

3  16.591 

38 

6.225 

38 

0.104 

21 

3  26.421 

39 

6.389 

39 

0.100 

22 

3  36.250 

40 

6.553 

40 

0.109 

23 

3  46.080 

41 

6.717 

41 

0.112 

24 

3  55.909 

42 

6.881 

42 

0.115 

43 

7.045 

43 

0.117 

44 

7.208 

44 

0.120 

45 

7.372 

45 

0.123 

46 

7.536 

40 

0.126 

47 

7.700 

47 

0.1 28 

48 

7.S64 

48 

0.131 

49 

8.027 

49 

0.134 

50 

8.191 

50 

0.137 

51 

8.355 

51 

0.139 

52 

8.519 

52 

0.142 

53 

8.683 

53 

0.145 

54 

8.847 

54 

0.147 

• 

55 

9.010 

55 

0.150 

56 

9.174 

56 

0.153 

57 

9.338 

^n 

0.156 

58 

9.502 

58 

0.158 

59 

9.666 

59 

0.161 

60 

9.830 

60 

0.164 
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Tafel  IV. 

Vuru-andluDg:  von  Stunden,  Minuten  und  Secunden  in  Decimalthelle 

des  Tages. 


>tiinH. 

I».ciii 

,. 

I'.  ,■.■  .>: 

Min. 

Deal  mal 

Sm. 

Deoimal. 

Sco. 

DeoimaL    | 

1 

1 

:../.n-i 

.11 

.'^:\~.-:   • 

1 

/"■■»Ol  16 

31 

/X103S88 

_' 

-  :  .    ■ 

i 

•  LOljSS     ; 

32 

ji.' .'.■.'.■   ■ 

2 

.000231 

:j2 

.';>j-jj7CH 

.1 

1  ■ , . .  ;-. 

:i 

...■-•.*!    p 

:» 

.■■-•-••no  |- 

3 

X>IX)0J47 

;ö 

...O.HlO 

4 

:•.;-;;  4- 

4 

..>^-'777-! 

M 

.i'JjOU  -  - 

4 

X)0O0463 

:u 

.""J'>35 

.') 

5 

.00347.'   T- 

35 

.0J4305  4- 

5 

.fxir"'>?79 

»■> 

.OC«405l 

1! 

G 

joa4\t)6-\- 

au 

.025000  + 

6 

.a.«,«<j94 

36 

jrxxmöl 

7 

7 

.,-.-ij«6i  4- 

37 

.025694 -^- 

7 

.0000810 

.•17 

.rrrn2Ü2 

s 

s 

•  -5,-4- 

38 

.<v6J88-- 

8 

.0000925 

:» 

■■ '  ■  a.iOS 

'.1 

'.1 

,., .■;,_,  4- 

:« 

.o.'-o83  + 

9 

.0001042 

:w 

.••■4514    , 

tu 

Kl 

:':'^t 

40 

.027777  J- 

10 

.0001157 

40 

.f.  »4030 

It 

..  - ,  ■ 

11 

41 

.028472  -f- 

11 

.000127.1 

41 

.orxH745 

l-.' 

■   •• 

1.' 

■  ~:.M  + 

42 

.029166  4- 

12 

.0001380 

42 

.01x4861 

i:« 

.    :  ■  1 ' .     . 

\:\ 

.cxx»J7-|- 
.00Q7Ji  -j- 

43 

U329861  - 

- 

13 

XX301S0!, 

43 

.0034977 

11 

.     ~  ,   .     ■ 

n 

44 

.030555  - 

14 

X>00l62O 

44 

.«X)5093 

.    >•• 

/,.';..  i- 

ij 

.010416 -f- 

45 

.031250- 

- 

15 

.000173'' 

4.1 

...-05  208     1 

1    1*' 

////.   l- 

iti 

.oniii-^ 

46 

.031944- 

- 

16 

.0001852 

46 

••••i5.U'4 

!    17 

•  TOSJ  --• 

17 

.0U805-- 

47 

.032638  - 

- 

17 

.OOOI96Ö 

47 

.'•■•5440 

1    1« 

.-50O  + 

18 

.012500-1- 

48 

.033333  - 

- 

18 

.0002083 

48 

.c."-5556 

19 

O.7016  4- 

19 

.013194-1- 

49 

.034027  -\ 

h 

19 

.0002199 

49 

.ro05671 

a» 

.-•^iaj  + 

•Ai 

.01388S  +- 

50 

.034722  H 

- 

30 

.0002315 

50 

.ax)5787 

21 

.8750-- 

21 

.014583  + 

51 

.035416- 

21 

.OCO2431 

51 

X1005903 

"ii 

•9166-1- 

22 

.015277  -|- 

52 

.0361  u - 

- 

22 

.COO2546 

52 

.0006019 

■£\ 

0.958J  4- 
l.C»0O-|- 

23 

.015972  -!- 

53 

.036805  - 

- 

a 

.0032662 

."SS 

.nrv->6 114 

24 

a 

.016666 -H 

54 

.037500  - 

- 

a 

.COI277S 

M 

.,  ..y,.-:.,, 

25 

.017361  - 

h 

65 

.038194- 

- 

25 

.0002894 

55 

.()>.«X)3ü6     1 

26 

.018055- 

- 

56 

.03S8S8  - 

- 

26 

.0003009 

56 

.0006481     1 

27 

.018750- 

- 

57 

.039583  - 

- 

27 

.0003125 

57 

.0006597 

1           ' 

■.M 

.'M0444- 

- 

58 

.040277  - 

- 

28 

.0003241 

58 

.0006713 

.".t 

.  -■   1.,^- 

- 

59 

.040972- 

- 

29 

.0003356 

59 

.0006829     j 

i 

:«) 

■■■-■■  •.•>3.i  - 

h 

60 

.041666- 

1 

30 

.0003472 

ÜO 

.006944 

Das  zur  .Vbkürzung  (gesetzte  Zeiclien  -f  bedeutet,  dass  die  folgenden  Dccimalen  .säramtlich  gleich 
der  letzten  angegebenen  sind. 

Taf.'l  V. 
Anzahl  der  seit  Beginn  des  Jahres  verflossenen  Tage. 


1 

Datum 

Gemein- 

.Hhr 

Sclialt-    ' 

1      Januur  o.O 

0 

0       1 

Februar  0X> 

31 

31        1 

März  0.0 

59 

60    ; 

1      Aiiril  0.0 
1      Mai  0.0 

90 

Ol 

120 

121 

Juni  0.0 

151 

152 

Juli  0.0 

181 

IS2 

.\uuu-'t    .'.O 

2\2 

213 

»     ,   ■      .                        ^ 

i43 

244 

111 

273 

274 

\      , 

304 

305 

1      Di;/.oiiil.<.r  1...0 

334 

335 
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Tafel  VI. 
Die  Barker 'sehe  Tafel. 


V. 

0 

Q 

l 

0 

2 

0 

3 

0 

M. 

Diff.  1". 

M. 

Diff.  1". 

M. 

Diff.  1". 

M. 

Diff.  1". 

ü' 

0.000000 

lSi.81 

0.654532 

181.83 

1.309263 

181.93 

1.964393 

182.05 

1 

0.010908 

181.81 

0.665442 

181.83 

1.320178 

181.92 

1.975316 

182.06 

2 

0.021817 

181.81 

0.676352 

181.83 

1.331093 

181.92 

1.986240 

182.06  1 

3 

0.032725 

l8l.8l 

0.687262 

181.84 

1.342008 

181.92 

1.997164 

182.06 

4 

0.043633 

181.81 

0.698172 

181.84 

1.352923 

181.92 

2.008087 

182.07 

.5 

0.054S42 

181.81 

0.709082 

181.84 

1.363839 

181.93 

2.019011 

182.07 

6 

0.065450 

l8l.8l 

0.7 19993 

181.84 

1.374755 

181.93 

2.029936 

182.07 

7 

0.076358 

181.81 

0.730903 

181.84 

1.385670 

181.93 

2.040860 

182.07 

8 

0.087267 

181.81 

0.741813 

181.84 

1.396586 

181.93 

2.031783 

182.08 

9 

0.098175 

181.81 

0.752724 

181.84 

1.407502 

181.93 

2.062709 

182.08 

10 

0.109083 

181.81 

0.763634 

181.84 

1418418 

181.94 

2.073634 

1S2.08 

11 

0.119992 

181.81 

0.774545 

181.84 

1429334 

181.94 

2.084559 

182.08 

12 

0.130900 

181.81 

0.785456 

181.84 

1.440251 

181.94 

2.095485 

182.09 

IS 

0.141808 

181.81 

0.796366 

181.85 

1.451167 

181.94 

2.106410 

182.09 

14 

0.152717 

181.81 

0.807277 

181.85 

1462083 

181.94 

2.117335 

182.09 

15 

0.163623 

181.81 

0.818188 

181.85 

1.473000 

181.95 

2.128261 

182.10 

16 

0.174534 

181.81 

0.829099 

181.85 

1.483917 

181.95 

2.139187 

182.10 

17 

0.185442 

1S1.81 

0.840010 

181.85 

1.494834 

181.95 

2.130114 

182.10 

18 

0.196350 

181.81 

0.850921 

181.85 

1.505751 

181.95 

2.161040 

182.11 

19 

0.207259 

181.81 

0.861832 

181.85 

1.316668 

181.95 

2.171966 

182.11  1 

20 

0.218167 

181.81 

0.872743 

181.85 

1.527585 

181.96 

2.182894 

182.11 

21 

0.229076 

181.81 

0.883634 

181.86 

1.538503 

181.96 

2.193820 

182.12 

22 

0.239984 

181.81 

0.894566 

181.86 

1.349420 

181.96 

2.204747 

182.12 

23 

0.350893 

181.81 

0.903478 

181.86 

1.360338 

181.96 

2.215674 

182.12 

24 

0.261801 

181.81 

0.916389 

181.8Ö 

1.571256 

181.96 

2.226602 

182.13 

2,0 

0.272710 

181.81 

0.927301 

181.86 

1.382174 

181.97 

2.237529 

182.13 

26 

0.283619 

181.81 

0.938212 

181.86 

1.593092 

181.97 

2.248457 

182.13 

27 

0.294527 

181.81 

0.949124 

181.86 

1.604010 

181.97 

2.239385 

182.14 

28 

0.305436 

181.81 

0.960036 

181.86 

1.614928 

181.97 

2.270313 

182.14 

29 

0.316345 

i8l.8l 

0.970948 

181.87 

1.625847 

181.97 

2.281242 

182.14 

30 

0.327233 

181.81 

0.981860 

181.87 

1.636766 

181.98 

2.292170 

182.14 

31 

0.338162 

l8l.8i 

0.992772 

181.87 

1.647684 

181.98 

2.303099 

182.15 

33 

0.349071 

181.81 

1.003684 

181.87 

1.658603 

181.98 

2.314028 

182.15 

;  33 

0.359980 

181.81 

1.014596 

181.87 

1.669522 

181.98 

2.324957 

182.15 

34 

0.370888 

181.81 

1.025509 

181.87 

1.680441 

181.99 

2.335887 

182.16 

35 

0.381797 

181.81 

1.036421 

181.87 

1.691361 

181.99 

2.346816 

182.16 

m 

0.392706 

181.81 

1-047334 

181.87 

1.702280 

181.99 

2.357746 

182.16 

37 

0403615 

l8l.8l 

1.058246 

181.88 

1.713200 

181.99 

2.368676 

182.17 

38 

0.414524 

181.82 

1.069159 

181.88 

1.724120 

182J30 

2.379606 

182.17 

39 

0425433 

181.82 

1.080072 

181.88 

1.735039 

182.00 

2.390536 

182.17 

40 

0.436342 

181.82 

1.090985 

181.88 

1.745960 

182.00 

2401467 

182.18 

41 

0447231 

181.82 

1.101898 

181.88 

1.756880 

182.00 

2412398 

182.18 

42 

0.458160 

181.82 

1.112811 

181.89 

1.767800 

182.01 

2.423329 

182.18 

43 
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186.63 

9.322572 

18741 

9.9987JH 

188.35 

7 

7.'~/';l'' 

1^5-'/.' 

8.660518 

186.64 

9.333817 

18743 

10.010033 

188.36 

S 

s.,  ,  ,1,  .-• 

\-^ -■'>:. 

8.671717 

186.66 

9.345063 

18744 

10.021329 

188.28 

y 

>.'Ai::^ 

1^5 -95 

8.682917 

186.67 

9.356310 

18745 

10.033036 

188.29 

1(1 

-■OJ3385 

18S.96 

8.694117 

186.68 

9.367557 

18746 

10/X43924 

188.31 

11 

"'\W543 

185.97 

8.705318 

186/19 

9.378805 

18748 

10.055333 

188.33 

1,' 

I8S.98 

8.716520 

186.71 

9.390054 

18749 

10.066533 

188.34 

i:i 

-^  1 

185.99 

8.737723 

IV). 7J 

9401304 

187.50 

10.077833 

188.35 

H 

-.  •  -   Ji 

186.00 

8.738937 

lSO.73 

9-+13555 

187.53 

IO.OS9I35 

188.37 

15 

^.    '-A^X 

IS/./lJ 

8.750131 

186.74 

9423S06 

187.53 

10.100437 

188.38 

10 

"•■'  •/  '..-i  ; 

1-/.., 'j 

8.761336 

186.76 

943.5058 

187.54 

10.111730 

188.39 

1    '" 

^.loi:. ': 

1  Vj.._i4 

8.772543 

186.77 

9-446311 

187.56 

10.133035 

18841 

>*< 

^.11200« 

186.05 

8.783748 

186.78 

9457565 

187.57 

10.134340 

18843 

l'.t 

•<. 133831 

186X)6 

8.794955 

186.79 

9468820 

187.59 

10.145646 

188.H 

•A) 

■^.134095 

186.07 

8.806163 

186.81 

9.480076 

187.60 

10.156953 

18845 

•-'1 

-.U'-K-AJ 

I86x>9 

8.817373 

186.82 

9-491333 

187.61 

10.16.8360 

18847 

ü 

^.;?7,,;6 

186.10 

8.828583 

186.83 

9-502589 

187.63 

10.17956S 

18848 

Äj 

>.10-<4V- 

186.11 

8.839793 

186.84 

9.513&47 

187.64 

10.190878 

188.50 

•Si 

S17'X'59 

186.13 

8.851003 

186.86 

9.525106 

187.65 

10.203188 

188.51 

ÜTi 

S.ir,_.SJ6 

186.13 

8.862215 

186.87 

9.536366 

187.67 

10.313499 

188.53 

ai 

^..■^'1'/j5 

186.15 

8.873427 

186.88 

9.547636 

187.68 

10.234813 

188.54 

•_yj 

-.-•1  ,l'.4 

186.16 

8.884641 

186.90 

9.558888 

IS7.70 

10.336135 

188.36 

i« 

^-'-4:J4 

186.17 

8.895855 

186.91 

9.570150 

187.71 

10.347439 

188.57 

1    -Jü 

S.::35504 

186.18 

8.907070 

186.93 

9.581413 

187.73 

10.258753 

188.59 

:*) 

8.246675 

186.19 

8.918286 

186.93 

9.593676 

187.74 

10.270069 

188Ä> 

:n 

^.r"H47 

186.20 

8.929502 

186.95 

9.603941 

187.75 

10.281386 

188J53 

:« 

-.."^'.'0 

186.23 

8.940719 

186.96 

9.615307 

187.77 

10.293703 

188.63 

:£{ 

■-■-193 

186.33 

8.951937 

186.97 

9.626473 

187.78 

10.304031 

188.65 

:m 

?.-'/l,07 

186.34 

8.963156 

186.99 

9.637740 

1S7.79 

10.315341 

188.66 

:ij 

"-•  /■-\-4J 

186.25 

8.974376 

187X» 

9.649008 

187.81 

10.326661 

188.68 

3ü 

■".  ,1  ,717 

1SÖ.;6 

8.9S5596 

187.01 

9.660377 

187.83 

10.337983 

188.69 

:rr 

'•.    -■.-'', 

l-'i.j^ 

8.996817 

187.03 

0.671547 

187.84 

10.349304 

188.71 

:js 

!-''.-•  / 

9.008039 

187.04 

9.683817 

187.85 

10.300037 

188.72 

:p.» 

V  .:.'4T 

1-'  ...J 

9.019363 

187.05 

9.694088 

187.86 

10.371951 

188.74 

m 

-  ..''j 

IS6.3I 

9-030485 

187.06 

9.705361 

187.88 

10.383375 

188.75 

11 

•  '5 

I8Ö.33 

9-041709 

187.08 

9.716634 

187.89 

10.394601 

188.77 

i.' 

186.34 

9-052934 

187-09 

9.737908 

187.91 

10405937 

188.78 

\.'> 

.  //> 

186.35 

9.064160 

187-10 

9.739183 

187.93 

10417355 

188.80 

u 

-■,      .47 

186.36 

9.075387 

187-12 

9-750458 

187.93 

1042S583 

188.81 

4:> 

S.414,-") 

l-''.".7 

9.086614 

187.13 

9.761734 

187.95 

10439913 

188.83 

44! 

,,;_■;  :  i_. 

1-'  .  ,^ 

9.097843 

187.14 

9.773013 

187.96 

10451243 

1S8.84 

47 

-.4^0",/? 

IS-, .4,  , 

9.109071 

187-16 

9.784390 

187.98 

10463573 

188.86 

4S 

^447079 

18641 

9.120301 

187.17 

9.795569 

187.99 

10473905 

188.87 

4'.t 

8459064 

186-42 

9-131531 

187.18 

9.8o6a49 

188.00 

10-185238 

188.89 

1    .VI 

«.470250 

18^.43 

9-143763 

187.20 

9.818129 

188.02 

10496573 

188.90 

.M 

s_48l4yj 

1^,4? 

9-153995 

187.31 

9.839410 

188.03 

10.507907 

188.92 

1    .'vi 

s_4o;'.2j 

r-'.4" 

9.165238 

187.33 

9.840693 

188.05 

10.519343 

188.93 

1      .-vt 

~  •     Ml 

18047 

9.176462 

187.33 

9.851977 

188.06 

10.530579 

188.95 

.".» 

1864« 

9-187696 

187.35 

9.863261 

188.08 

10.541916 

188.97 

.V) 

-     -    .  -9 

1S649 

9-198931 

187.26 

9.874546 

188x19 

10.553353 

188.9S 

.Vi 

IV1.51 

9-310167 

187.37 

9.885S33 

1 88.10 

10.564594 

189.00 

.■)7 

v.:4^:vi 

\^<.-2 

9-221404 

187.39 

9.S97118 

188.13 

10.575934 

l89/)l 

i     -kS 

^.5:9701 

1 '-"..-.! 

9.232642 

187.30 

9.90H406 

188.13 

10.5S7376 

189.03 

■li) 

8.570953 

186.54 

9.243880 

187.31 

9.919694 

188.15 

10.598618 

189X)4 

'    ÜO 

8.582146 

186.56 

9-255130 

187.33 

O.9309S4 

188.16 

10.609961 

189x36 
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Tafel  VI. 
Die  Barker 'sehe  Tafel. 


V. 

16 

0 

17 

0 

18 

0 

19 

0 

M. 

Diff.  1". 

M. 

Diff.  1". 

M. 

Diff.  1". 

M. 

Diff.  1". 

0' 

10.609961 

189.06 

11.292277 

190.02 

11.978162 

191.04 

12.667850 

192.13 

1 

10.621305 

189.07 

11.303679 

190.03 

11.989625 

191.06 

12.679379 

192.15 

2 

10.632649 

189.09 

11.315082 

190.05 

12.001089 

191.08 

12.690908 

192.17 

3 

10.643995 

189.10 

11.326485 

190.07 

12.012554 

191.09 

12.702439 

192.19 

4 

10.655342 

189.12 

11.337889 

190.08 

12.024021 

191.11 

12.713970 

192.21 

5 

10.666690 

189.14 

11.349295 

190.10 

12.0354S8 

191.13 

12.725503 

192.22 

G 

10.678038 

189.15 

11.360701 

190.12 

12.046956 

191.15 

12.737037 

192.24 

7 

10.689388 

189.17 

11.372109 

190.13 

12.058425 

191.16 

12.748573 

192.26 

8 

10.700738 

189.18 

11.383517 

190.15 

12.069896 

191.18 

12.760109 

192.28 

9 

10.712090 

189.20 

11-394927 

190.17 

12.081367 

191.20 

12.771646 

192.30 

10 

10.723442 

189.21 

11.406337 

190.18 

12.092840 

191.22 

12.783185 

192.32 

11 

10.734793 

189.23 

11.417749 

190.20 

12.104313 

191-24 

12.794724 

192.34 

lü 

10.746149 

189.24 

11.429161 

190.22 

12.115788 

191.25 

12.806265 

192.36 

13 

10.757505 

189.26 

11.440575 

190.23 

12.127264 

191.27 

12.817807 

192.37 

14 

10.768861 

189.28 

11.451989 

190.25 

12.138741 

191.29 

12.829350 

192.39 

15 

10.-80218 

189.29 

11.463405 

190.27 

12.150219 

191.31 

12.840894 

19241 

IG 

10.791576 

189.31 

11.474821 

190.28 

12.161698 

191.32 

12.852440 

192.43 

17 

10.802935 

189.32 

11.486239 

190.30 

12.173178 

191.34 

12.863986 

192.45 

18 

10.81429s 

189.34 

11.497657 

190.32 

12.184659 

191.36 

12.875534 

19247 

19 

10.825655 

189.35 

11.509077 

190.33 

12.196141 

191.38 

12.887082 

192.49 

20 

10.837017 

189.37 

11.520497 

190.35 

12.207624 

191.40 

13.898632 

192.51 

21 

IO.S4838O 

189.39 

11.531919 

190.37 

12.219108 

191.41 

12.910183 

192.53 

22 

10.859744 

18940 

11.543342 

190.39 

12.230594 

191.43 

12.921736 

192.55 

23 

10.871108 

189.42 

11.554765 

190.40 

12.242080 

19145 

12.933289 

192.56 

24 

10.882474 

189.43 

H.566190 

190.42 

12.253568 

19147 

12.944843 

192.58 

25 

10.893840 

189.4s 

11.577616 

190.44 

12.265057 

191.49 

12.956399 

192.60 

26 

10.905208 

189.47 

11.589042 

190.45 

12.276546 

191.50 

13.967956 

192.62 

27 

10.916576 

189.48 

11.600470 

190.47 

12.288037 

191.52 

12.979514 

192.64 

28 

10.927946 

189.50 

11.611899 

190.49 

12.299529 

191.54 

12.991073 

192.66 

29 

10.939316 

189.51 

11. 623328 

190.50 

12.311032 

191.56 

13.002633 

192.68 

30 

10.950687 

189.53 

11.634759 

190.52 

12.322516 

191.58 

13.014195 

192.70 

31 

10.962059 

189.55 

11.646191 

190.54 

12.334011 

191.60 

13.025757 

192.72 

32 

10.973433 

189.56 

11.657624 

190.56 

12.345508 

191.61 

13.037321 

192.74 

33 

10.984807 

189.58 

11.669057 

190.57 

12.357005 

191.63 

13.048886 

192.76 

34 

10.996182 

189.59 

11.680492 

190.59 

12.368503 

191.65 

13.060452 

192.78 

.35 

11.007558 

189.61 

11.691928 

190.61 

12.380003 

191.67 

13.072019 

192.80 

:w 

11.01893s 

189.63 

11.703365 

190.62 

12.391504 

191.09 

13.083587 

192.82 

37 

11.030313 

189.64 

11.714803 

190.64 

12.403006 

191.70 

13.095157 

192.83 

38 

11.041692 

189.66 

11.726242 

190.66 

12.414509 

191.72 

13.106727 

192.85 

39 

11.053072 

189.67 

11.737682 

190.68 

12.426013 

191.74 

13.118299 

192.87 

40 

11.064453 

189.69 

11.749123 

190.69 

12.437517 

191.76 

13.129872 

192.89 

41 

II.075S3S 

189.71 

11.760565 

190.71 

12.449023 

191.78 

13.141446 

192.91 

42 

11.087218 

189.72 

11.772008 

190.73 

12.460531 

191.80 

13.153022 

192.93 

43 

11.098602 

1 89.74 

11.783452 

190.74 

12.472039 

191.81 

13.164598 

192.95 

44 

11. 109987 

189.76 

11.794897 

190.76 

12.483548 

191.83 

13.176176 

192.97 

45 

11.121372 

189.77 

11.806344 

190.78 

12.495059 

191.85 

13.187755 

192.99 

46 

11.132759 

189.79 

11.817791 

190.80 

12.506571 

191.87 

13.199335 

193-01 

47 

11.144147 

189.80 

.  11. 829239 

190.81 

12.518083 

191.89 

13.210916 

193.03 

48 

11.155536 

189.82 

11.840689 

190.83 

12.529597 

191.91 

13.222498 

193.05 

49 

11.166925 

189.84 

11.S52139 

190.85 

12.541112 

191.93 

13.234082 

193.07 

50 

11.178316 

189.85 

11.863590 

190.87 

12.552628 

191.94 

13.345667 

193-09 

51 

11.  ISO  7  08 

189.87 

11.875043 

190.88 

12.564145 

191.96 

13.257253 

193.11 

52 

ll.JOllLX) 

189.89 

II.8S6496 

190.90 

12.575664 

191.98 

13.26«S40 

193.13 

53 

11.J12494 

189.90 

11.897951 

190.92 

12.587183 

192.00 

13.380428 

193.15 

54 

11.223889 

189.92 

11.909407 

190.94 

12.598704 

192.02 

13.292017 

193.17 

55 

11.235284 

189.93 

11.920863 

190.95 

12.610225 

192.04 

13.303608 

193.19 

56 

11.246681 

189.95 

11.932321 

190.97 

12.621748 

192.06 

13.315200 

193.21 

57 

11.258078 

189.97 

11.943780 

190.99 

12.633372 

192.07 

13.326793 

193.23 

58 

11.269477 

189.98 

11.955239 

191.01 

12.644797 

192.09 

13.338387 

193.25 

59 

11.280876 

190.00 

11.966700 

191.02 

12.656323 

192. u 

13.349983 

193.27 

60 

11.292277 

190.02 

11.978162 

191.04 

12.667850 

192.13 

13.361579 

193.29 
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Tafel  VI. 
Dlo  Barkor'scho  Tafel. 


r. 

1 

H) 

21 

'l'l 

■>:i 

-M. 

I>i(f.  1". 

.M. 

hilf.  1". 

M. 

Uiii.  1". 

-M. 

I».lf.  1  '.  . 

0' 

1  •...'■1-7 

1"'3J<; 

14-059591 

1<M-51 

14-703133 

195-80 

154";)-/ 

1V7.17  ; 

1 

1  .  .:  .i" 

193.31 

14-071i6J 

194.53 

I4.77388J 

195-83 

1  :    ;  - 

■  \'i  1 

'i 

1  ;  ,~i7:'j 

193.33 

14-08J935 

194.55 

14-785633 

195-K5 

1 :    • 

-i  ' 

;i 

1     ,/  .70 

193.35 

14.094608 

194-57 

14-797384 

195-87 

1;  .     , 

.  .■; 

t 

:     ;'  :  '77 

193.37 

14- 106383 

194-59 

14-809137 

195.89 

15.5107'/l 

197.20 

'     'i 

1     ;;v;-i-) 

193-39 

14.>n960 

194-61 

14-830891 

195-91 

15.528627 

197.38 

i'i 

.     .   11-j 

193-41 

14.139637 

194-64 

14-833647 

195-94 

15.540465 

197.31 

7 

:     ,.-:'•* 

193-»3 

14-141316 

194-66 

14.844403 

195-96 

15.553304 

197.33 

s 

:     .    .  ,  '4 

193-45 

14.153996 

194-68 

14-856161 

195.98 

15.564144 

197.35 

1      •' 

1.;  -,"■•'-• 

193-»7 

14.164677 

194.70 

14.Ö67931 

196.00 

15.575986 

197.38 

111 

IJ.477010 

193-»9 

14-176360 

194.73 

14-879683 

196.03 

I5-587H30 

19740 

11 

IJ.-i-'V.'.'O 

193.51 

14188044 

194-74 

14-891444 

196.05 

15-599675 

19743 

U 

i     ■  ■  ^Jl 

193-53 

14.199739 

194-76 

14-903308 

196.07 

15-611531 

19745 

i:i 

1     ;  :  .■  uj 

193-55 

14.311415 

194-78 

14-914973 

196.09 

15-633369 

19747 

u 

i      ■-■ ,  'JÜ 

193-57 

14.333103 

194-81 

14.936739 

196.13 

15-635318 

197.50 

i.-i 

1  .  =.;5"7I 

19359 

14.334793 

lW-83 

14-938506 

196.14 

15-647068 

197.53 

10 

1,,.;47-'S7 

193-ÖI 

14.J46+SJ 

194-85 

14.950375 

196.16 

15-658930 

197.54 

17 

Ij-ff-^AM 

193-63 

14.358174 

194-87 

14.963045 

196.I8 

15-6-0773 

197.57 

18 

lJ.57u5iJ 

193-65 

14-369867 

194-89 

14-973817 

196.30 

1 5.682628 

197.59 

ly 

lj-5f-'14l 

193-67 

14-381561 

194-91 

14-985590 

196.23 

15.694484 

197.61 

■M 

I  ..5'>.i70J 

193-69 

14-393356 

194.93 

14-997365 

196.25 

15.706342 

197Ä4 

-'1 

1  .'■•■-..■^i 

193-71 

14-304953 

194-95 

15.009140 

196.27 

15.718201 

197.66 

'■li 

1  j  ''  1  7  «  0 

193-73 

14.316651 

194-98 

15.030917 

196.30 

15-730061 

197.6'P 

■si 

1  :■'■:■-'. M 

193-75 

14-338350 

19500 

15.033696 

196.32 

15-741933 

197.71 

\ii 

1,..'-;  -'56 

193-77 

14-340050 

195-03 

15.044473 

196.34 

13-753786 

197-73 

■i'> 

1    'M^^j 

193-79 

14-351753 

195.04 

15056256 

196.36 

15-765651 

197-76 

■X, 

1     '  <i    M  1 

193-81 

14.363453 

195-06 

15-O6S039 

196.39 

15-777517 

197-78 

'^ 

1     ■  -•  i4-> 

193-83 

14-375159 

19508 

15-079833 

19641 

15-789385 

197-80 

1   '-^ 

lj.o.>o77o 

193-85 

14.386865 

195.10 

15-091608 

19643 

15-801254 

197.83 

1  JJ 

ij.09»4Ol 

193-87 

14-398573 

195-13 

15-103394 

19645 

15.813124 

197.85 

1  :«) 

lJ-7 10034 

193-89 

14-»1038o 

195.13 

13.115182 

19648 

15.824996 

197.88 

:ii 

I3.7.MOO8 

193-91 

14-431990 

195-17 

15.126971 

196.50 

15-836870 

197.90 

1   ■'■- 

lJ-7,-,  i^i-'J 

193-93 

14-433700 

195-19 
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.•rv,,m 

30.?J7i'."0 

308.73 

.338  0119 

4300 

.343   3053 

41.03 

.">" 

10.701  ='  '7 

.•■'..-t 

-0.5  ,'>■■-  1 

30S.75 

.338  3698 

42.98 

..43  54')7 

4190 

."►S 

l'.>"l,lO10 

300.SS 

30.55.'u79 

308.78 

.328  5376 

42.96 

..}43  79«o 

41-89 

.V.) 

f'>l"ili 

J06.91 

30.564607 

308.83 

.328  78S3 

42.94 

.344  0493 

41-87 

1«) 

,.,  c-  .- 

?'V^')t 

3n'771"7 

^nQ,<)^ 

i.-;30  0410 

43.'>-' 

i.TU  r^- 

41. «5 
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Tafel  VI. 
Die  Barker' sehe  Tafel. 


V. 

32 

0 

33 

0 

34 

0 

35 

0 

log  M. 

Diff.  1". 

logM. 

Difi.  1". 

log  M. 

DLff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

0' 

1.344  3005 

41-85 

1-359  1859 

40.86 

1.373  7251 

39.93 

1.387  9418 

39-06 

1 

.344  5515 

41.84 

-359  4310 

40.84 

.373  9646 

39.91 

.388  1761 

39.05 

2 

.344  8025 

41-82 

.359  6760 

40.82 

.374  2041 

39.90 

.388  4104 

39.04 

3 

.345  0534 

41-80 

.359  9209 

40.81 

.374  4434 

39.88 

.388  6446 

39-02 

4 

•345  3041 

41-78 

.360  1657 

40.79 

.374  6827 

39.87 

.388  8787 

39.01 

5 

1-345  5543 

41-77 

1.360  4104 

40-78 

1.374  9^18 

39.85 

1.389  1127 

38.99 

G 

.345  8053 

41-75 

.360  6550 

40.76 

.375  1609 

39.84 

.389  3466 

38.98 

7 

.346  0558 

41-73 

.360  8995 

40.74 

.375  3999 

39.82 

•389  5804 

38.97 

8 

.346  3061 

41-72 

.361  1439 

40.73 

.375  6388 

39.81 

.389  8142 

38.95 

9 

.346  5564 

41-70 

.361  3883 

40-71 

.375  8776 

39.79 

.390  0479 

38.94 

10 

1.346  8065 

41.68 

1.361  6325 

40-70 

1.376  1164 

39-78 

1.390  281s 

38.93 

11 

.347  0565 

41.66 

.361  8766 

40.68 

.376  3550 

39.77 

.390  5150 

38.91 

Vi 

.347  3065 

41-65 

.362  1207 

40.66 

.376  5935 

39-75 

.390  7484 

38.90 

13 

.347  5563 

41-63 

.362  3646 

40.65 

.376  8320 

39.74 

.390  9817 

38.88 

14 

.347  8060 

41-61 

.362  6084 

40.63 

.377  0703 

39.72 

.391  2150 

38.87 

15 

1-348  0557 

41-60 

I-362  8522 

40.62 

1.377  3086 

39-71 

1.391  4482 

38.S6 

16 

.348  3052 

41.58 

.363  0939 

40.60 

.377  5468 

39.69 

.391  6813 

38.84 

17 

.348  5546 

41-56 

.363  3394 

40.59 

.377  7849 

39.68 

-391  9143 

38.83 

18 

-348  8040 

41.55 

.363  5829 

40.57 

.378  0230 

39.66 

.392  1472 

38.82 

19 

-349  0532 

41.53 

.363  8263 

40.56 

.378  2609 

39-65 

.392  3801 

38.80 

20 

1-349  3023 

41-51 

1.364  0696 

40.54 

1.378  4987 

39-64 

1.392  6128 

38.79 

ai 

.349  5513 

41-50 

-364  3128 

40.52 

.378  7365 

39.62 

.392  8455 

38.77 

22 

-349  8003 

41.48 

.364  5559 

40.51 

.378  9742 

39.61 

.393  0781 

38.76 

23 

.350  0491 

41.4Ö 

.364  7989 

40.49 

.379  2117 

39.59 

.393  3107 

38.75 

24 

-350  2978 

41-45 

.365  0418 

4048 

.379  4492 

39.58 

.393  5431 

38.73 

25 

1-350  5464 

41-43 

1.365  2846 

40.46 

1.379  6866 

39.56 

1.393  7755 

38.72 

26 

-350  7950 

41-41 

.36S  5273 

40.45 

.379  9240 

39.55 

.394  0078 

38.71 

27 

-351  0434 

41-40 

.365  7699 

40.43 

.380  1612 

39.53 

.394  2400 

38.69 

28 

-351  2917 

41-38 

.366  0125 

40.41 

.380  3983 

39-52 

•394  4721 

38.68 

29 

-351  5399 

41-36 

.366  2549 

40.40 

.380  6354 

39-50 

.394  7041 

38.67 

30 

1.351  7880 

41-35 

1.366  4973 

40.38 

1.380  8724 

39-49 

1-394  9361 

38.65 

31 

.352  0361 

41-33 

.366  7395 

40.37 

.3S1  1093 

39.47 

.395  1680 

38.64 

32 

.352  2840 

41-31 

.366  9817 

40.35 

.381  3461 

39.46 

.395  3998 

38.63 

33 

-352  5318 

41-30 

.367  2238 

40.34 

.381  5828 

39.45 

.395  6315 

38.61 

31 

.352  7795 

41-28 

.367  4657 

40.32 

.381  8194 

39-43 

.395  8631 

38.60 

35 

1.333  0272 

41-26 

1.367  7076 

40.31 

1.382  0559 

39.42 

1.396  0947 

38-59 

36 

-353  2747 

41-25 

.367  9494 

40.29 

.382  2924 

39.40 

.396  3262 

38.57 

37 

.353  5221 

41-23 

.368  1911 

40.28 

.382  5288 

39.39 

.396  5576 

38.56 

38 

-353  7694 

41.21 

.368  4327 

40.26 

.382  7651 

39-37 

.396  7889 

38.55 

39 

.354  0167 

41-20 

.368  6742 

40-25 

.383  0013 

39.36 

.397  0201 

38.53 

40 

1-354  2638 

41-18 

1.368  9157 

40.23 

1.383  2374 

39-35 

1.397  2513 

38.52 

41 

.354  5108 

41.16 

.369  1570 

40.21 

.383  4734 

39-33 

-397  4823 

38.51 

42 

.354  7578 

41-15 

.369  3983 

40.20 

.383  7093 

39-32 

.397  7133 

38.49 

43 

.355  OC46 

41-13 

.369  6394 

40.18 

.383  9452 

39-30 

.397  9442 

38.48 

44 

.355  2513 

41.11 

.369  8805 

40-17 

.384  1809 

39-29 

.398  1751 

3847 

45 

1.355  4980 

41-10 

1.370  1214 

40-15 

1.384  4166 

39.27 

1.398  4058 

38-45 

46 

.355  7445 

41.08 

.370  3623 

40.14 

.384  6522 

39.26 

.398  636s 

38.44 

47 

.355  9909 

41-07 

.370  6031 

40.12 

.384  8878 

39.2s 

.398  8671 

38.43 

48 

.356  2373 

41-05 

.370  8438 

40.11 

.385  1232 

39-23 

.399  0976 

3841 

49 

-356  4836 

41-03 

.371  0844 

40.09 

.385  3585 

39-22 

.399  3281 

38.40 

50 

1-356  7297 

41.02 

1-371  3249 

40.08 

1-385  5938 

39.20 

1-399  5584 

38-39 

51 

.356  9758 

41.00 

.371  5654 

40.06 

.385  8290 

39.19 

.399  7887 

38-37 

52 

.357  2217 

40.98 

-371  8057 

40.0s 

.386  0641 

39.18 

.400  0189 

38-36 

53 

.357  4676 

40.97 

-372  0459 

40.03 

.386  2991 

39-16 

.400  2491 

38-35 

54 

.357  7134 

40-95 

.372  2861 

40.02 

.386  5340 

39-15 

400  4791 

38-33 

55 

1-357  9590 

40-94 

1-372  5261 

40.00 

1.386  7689 

39-13 

1.400  7091 

38-32 

56 

.358  2046 

40.92 

.372  7661 

39.99 

.3S7  0036 

39-12 

.400  9390 

38-31 

57 

.358  4501 

40.90 

.373  0060 

39.97 

.387  2383 

39- U 

401  1688 

38-30 

58 

.358  6954 

40.89 

.373  2458 

39.96 

.387  4729 

39-09 

401  3985 

38.28 

59 

.358  9407 

40.87 

.373  4855 

39.94 

.387  7074 

39-08 

401  6282 

38-27 

60 

1-359  1859 

40.S6 

1.373  7251 

39.93 

I.3S7  9418 

39.06 

1.401  8578 

38.26 
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Tafel  VT. 

]v.,.  BirkiT'sehf  Taffl. 


r. 

3(1) 

u 

37 

0 

:ts 

M) 

' 

\..g  M. 

Difl.  1". 

l'ß  M. 

Diff.  1". 

i"k'  -^i- 

l>iff.  1". 

Inj.     .M. 

\hü.  V'7\ 

IC 

1.;. '1  s?78 

38.26 

I.U5  49 jo 

.M->« 

14-'.S   8<J0J 

30.  s. , 

l_Ml  9^*43 

36.14 

1 

■  i    -      -»T.! 

3«.34 

415   718O 

3749 

439  0869 

36.79 

.442   -Mll 

36.13 

1      -' 

..    -■      l'>7 

38.33 

415  9439 

3747 

429  3076 

36.78 

44--  ■^.•■:') 

36.12 

1     :i 

..   .•    -  ;(jO 

38.23 

416   1078 

3746 

439  5383 

36.77 

443  0-W6 

36.11 

4 

.l'>.'  7753 

38.30 

416  3935 

3745 

439  7488 

36.75 

443   8613 

36.10 

-, 

1.403  0045 

38.19 

1416  6173 

3744 

1439  9693 

36.74 

1443  0778 

36.09 

(> 

■  l'M    .'fl'i 

38.18 

416  8419 

3743 

430   1897 

36.73 

443  2943 

36.08 

7 

. ;       :'..'6 

38.17 

417  O664 

3741 

430  4101 

36.73 

443  5107 

36.07 

s 

.;  ■,   --aö 

38.15 

417  3909 

3740 

430  6304 

36.71 

443  7271 

36/D6 

9 

.A^:.  v.-uS 

38.14 

417  5153 

37sJ9 

430  8506 

36.70 

443  9434 

36.05 

1(1 

1-JO+  1493 

38.13 

1417  7396 

37.38 

1431  0708 

36.69 

1444  1597 

36.04 

11 

.404  ,1780 

38.13 

417  9639 

37.37 

431  3909 

36.68 

444  3758 

36.03 

1,' 

.:-i  '-^iT 

38.10 

418   1881 

37.36 

431   5109 

36.66 

444  S930 

36.03 

i:i 

.;    ;  -  553 

38.09 

418  4133 

37.35 

431  7308 

36.65 

444  8080 

36.00 

14 

.1  '-   '''JT 

38.08 

418  6363 

37.33 

431  9507 

36.64 

445  0240 

35.99 

l.'> 

1.405  .'9^1 

38.06 

1418  8603 

37.33 

1433  1705 

36.63 

1445  2400 

35.98 

l(i 

AOS  5.J05 

38.05 

419  0S4I 

37.31 

432  3903 

36.62 

445  4558 

35-97 

17 

-105  7488 

38.03 

419  3079 

37.30 

432  6100 

36.61 

445  6716 

35-96 

IS 

-»5  9760 

38X« 

419  5317 

37.39 

433  8396 

36.60 

445  8874 

35.95 

li) 

-»06  aosi 

38.01 

419  7554 

37.37 

433  0491 

36.59 

446  1031 

35.94 

•Jl 

M'^'    i-iM 

38.00 

1419  9790 

37.26 

1433  3686 

36.57 

1446  3187 

35.93 

-M 

.-;  '    ".11 

37.99 

.420  2026 

37.25 

433  4881 

36.56 

446  5343 

35.93 

-* 

_;  '•  -^S9 

37.97 

420  4260 

37.24 

433  7074 

36.55 

446  7498 

35.91 

2» 

.407   1168 

37.96 

430  6494 

37.23 

433  9367 

36.54 

.446  9653 

35.90 

■u 

■AO-  3445 

37.95 

420  8728 

37.22 

434  1459 

36.53 

447  1806 

35.89 

i'i 

1^7  57J1 

37.94 

1431   0960 

37.20 

1434  3651 

36.52 

1447  3959 

35.88 

,1) 

-;07  7997 

37.93 

431   3193 

37.19 

434  5843 

36.51 

447  6113 

35-87 

'S! 

.4f>S  Oili 

37.91 

431  5433 

37.18 

434  8033 

36.50 

447  8263 

35.86 

•js 

-408  2547 

37.90 

421  7654 

37.17 

435  0321 

3649 

448  ati5 

35-85 

£i) 

.408  4820 

37.89 

421  9884 

37.16 

435  3410 

3648 

448  3565 

35.84 

•.i) 

1408  7093 

37.87 

1422  2113 

37.15 

1435  4598 

3647 

1.448  4715 

35.83 

:ti 

■AOS  9365 

37.86 

422  4341 

37.13 

435  6786 

36.46 

448  6865 

35.83 

:k 

.409  1636 

37.85 

422  6569 

37.13 

435  8973 

3644 

448  9014 

35.81 

:«« 

409  3907 

37.84 

A32  8796 

37.11 

436  1159 

3643 

449  1162 

35-80 

:u 

-t09  0177 

37.83 

423  1023 

37.10 

436  3345 

3643 

449  3309 

35-79 

a-. 

1.409  8446 

37.81 

1423  3248 

37.09 

1436  5530 

3641 

1449  5456 

35-78 

:« 

.410  0714 

37.80 

A23  5473 

37.08 

436  7714 

3640 

449  7003 

35-77 

:i7 

410  2981 

37.78 

433  7697 

37.06 

.436  9898 

36.39 

449  9749 

35-70 

:n 

410  5348 

37.77 

423  9930 

37.05 

437  2081 

36.38 

450  1894 

35-75 

:fti 

410  75>4 

37.76 

424  3143 

37.04 

437  4263 

36.37 

450  4038 

35.74 

4(1 

1410  9780 

37.75 

1424  4365 

37.03 

1437  6445 

36.36 

1450  6183 

35.73 

41 

411  2044 

37.74 

434  6586 

37.03 

437  8636 

36.35 

450  8335 

35.72 

!    4.' 

411  4308 

37.73 

434  8807 

37.01 

438  0806 

36.34 

451  0468 

35.71 

4;» 

411  6571 

37.71 

435   1037 

36.99 

438  3986 

36.33 

451  2610 

35.70 

44 

4U  8833 

37.70 

435  3346 

36.9s 

438  5165 

36.31 

451  4753 

35-69 

40 

1413   1095 

37.09 

1435  5465 

36.97 

1438  7344 

36.30 

1451  6893 

35-68 

Mi 

413  3350 

37.68 

435  7683 

30.96 

438  9533 

36.29 

451  9033 

35-67 

47 

413  5616 

37.66 

425  9900 

36.05 

439  1699 

36.28 

452  1173 

35-66 

4.S 

413  7875 

37.65 

426  3117 

36.'H 

439  3875 

36.27 

452  3313 

35-65 

4'J 

413  0134 

37.64 

426  4333 

36.92 

439  605 1 

36.26 

452  5450 

35-64 

:*) 

1413  2393 

37.63 

1426  6548 

36.91 

1439  8326 

36.25 

1.453  7588 

35-63 

51 

413  4649 

37.61 

426  8763 

36.90 

440  (MOl 

36.24 

453  9735 

35-63 

5'i 

413  <'9'JS 

37.60 

437  0976 

36.89 

440  3575 

36.23 

453   1862 

35-61 

rvj 

413  9161 

37.59 

437  3189 

36.88 

440  4748 

36.22 

453  3998 

35-60 

r>t 

414   1416 

37.58 

-»37  5403 

36.87 

440  6921 

36.20 

453  6134 

35-59 

.v> 

1414  3670 

37.56 

1437  7613 

36.86 

1.440  9093 

36.19 

1453  8269 

35.58 

.'it; 

414  5024 

37.55 

437  9834 

36.85 

441   1264 

36.18 

454  0403 

35-57 

.'i7 

.114  «176 

37.54 

438  20J5 

36.83 

441  3436 

36.17 

454  3537 

35-50 

.■>s 

.415  0429 

37.53 

A3S  4344 

36.83 

441  5605 

36.16 

454  46-0 

35-55 

.V.l 

415  3680 

37.51 

438  6453 

36.81 

441  7774 

36.15 

454  6803 

35-54 

i     IUI 

1415  4030 

,17. 50 

1438  8663 

36.80 

1441  094,1 

.■«5.14 

1454  8934 

35-53 
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Tafel  VI. 

Die  Barker' sehe  Tafel. 


V. 

40 

0 

41 

0 

42 

0 

43 

0 

log  M. 

DifE.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  rO 

0' 

1-454  S934 

35-53 

1.467  57S2 

34-95 

1.480  0627 

34-41 

1-492  3597 

33-91 

1 

■455  1065 

35.52 

.467  7879 

34-94 

.480  2691 

34-40 

•492  5631 

33-90 

2 

•455  3196 

35.51 

•467  9976 

34-93 

480  4755 

34-40 

.492  7665 

33-89 

3 

•455  5326 

35-50 

.46S  2071 

34-92 

.480  68 19 

34-39 

.492  9698 

33.88 

4 

.455  7456 

35-49 

468  4166 

34.91 

.480  8S82 

34-38 

493  1731 

33.87 

ö 

1-455  9585 

35-48 

1.468  6261 

34.90 

1.481  0944 

34-37 

1-493  3764 

33.87 

6 

.456  1713 

35-47 

468  8355 

34.90 

.481  3006 

34-36 

.493  5796 

33.86 

7 

•456  3841 

35-46 

.469  0448 

.34-89 

.481  5068 

34-35 

.493  7827 

33.85 

8 

456  5968 

35-45 

.469  2541 

34-88 

.481  7129 

34-34 

493  9858 

33.84 

9 

.456  8094 

35-44 

•469  4634 

34.87 

481  9189 

34.33 

.494  1888 

33.83 

10 

1.457   0220 

35-43 

1.469  6725 

34.86 

1.482  1249 

34.33 

1.494  3918 

33.83 

11 

.457   2346 

35-42 

.469  88 17 

34-85 

482  330S 

34.32 

A94  5948 

33.82 

iZ 

.457   4470 

3541 

.470  0907 

34-84 

482  5367 

34.31 

494  7977 

33-81 

13 

•457  6595 

35-40 

470  2998 

34-83 

482  7425 

34.30 

495  0005 

33.80 

14 

•457  8718 

35-39 

470  S087 

34-82 

482  9483 

34.29 

495  2033 

33.79 

15 

1.458  0841 

35-38 

1.470  7176 

34-81 

1-483  1540 

34.28 

1.495  4061 

33-79 

16 

•458  2964 

35-37 

470  9265 

34-80 

483  3597 

34.28 

.495  6088 

33.78 

17 

.458  5086 

35-36 

•471  1353 

34-79 

483  5653 

34.27 

495  8114 

33.77 

18 

.458  7207 

35-35 

471  3440 

34-79 

483  7709 

34.26 

.496  0140 

33-76 

19 

458  9328 

35-34 

471  5527 
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.570  9366 

31-28 

.582  1460 

30.99 

593  2534 

30.72 

44 

.559  8068 

31.60 

.571  1243 

31.28 

.582  3319 

30.99 

593  4377 

30.72 

45 

1.559  9963 

31-59 

1.571  3119 

31.28 

1-582  5179 

30.98   1 

593  6219 

30.71 

46 

.560  1859 

31.59 

.571  4996 

31.27 

.582  7037 

30.98 

593  8062 

30.71 

47 

•560  3754 

31.58 

.571  6872 

31.27 

.582  8896 

30-97 

593  9904 

30.70 

48 

.560  5648 

31.57 

.571  8748 

31-26 

.583  0754 

30.97 

594  1746 

30.70 

49 

.560  7543 

31-57 

.572  0623 

31.26 

.583  2612 

30-96 

594  3588 

30.69 

50 

1-560  9437 

31.56 

1.572  2499 

31.25 

1.583  4470 

30-96   1 

594  5429 

30.69 

51 

.561  1331 

31-56 

.572  4373 

31.25 

.583  6327 

30-95 

594  7270 

30.68 

52 

.561  3224 

31-55 

.572  6248 

31.24 

.583  8184 

30-95 

594  9111 

30.68 

53 

.561  5117 

31-55 

.572  8123 

31.24 

.584  0041 

30-94 

595  0952 

30.68 

54 

.561  7010 

31.54 

.572  9997 

31-23 

.584  1898 

30-94 

595  2792 

30.67 

55 

I-561  8902 

31-54 

1.573  1870 

31-23 

1.584  3754 

30-94   1 

595  4633 

30.67 

56 

.562  0794 

31-53 

.573  3743 

31-22 

.584  5610 

30.93 

595  6473 

30-66 

57 

.562  2686 

31.53 

.573  5616 

31-22 

.584  7466 

30.93 

595  8312 

30.66 

.58 

.562  4578 

31.52 

.573  7489 

31-21 

.5S4  9321 

30-92 

596  0151 

30.63 

.59 

.562  6469 

31.52 

.573  9362 

31-21 

.585  1176 

30-92 

596  1990 

30.65 

GO 

1.562  8360 

31.51 

1-574  1234 

31.20 

1.585  3031 

30-91    1 

596  3829 

30-65 

I)i< 
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I\ 

:yl 

53 

U 

51 

' 

.").*) 

i.r  M. 

Piff.  1". 

1..K  M. 

Diff.  1". 

1..K'   .M. 

IMII.   1   '. 

!■•(,'  -M. 

l'iii    1    . 

1     ir 

iti/.  ','<.•<> 

3'>.65 

l.fx)7  3703 

3'Vl'> 

l.'ilS  3734 

JU.17 

-•0.'/< 

1 

■■/.•i. 

30'>4 

.607  5537 

MH  4534 

.)0.17 

.'•.'/     "   " 

.  •Cl 

«■i 

30.64 

.'107  7350 

MM  6344 

30.16 

.'■- 

'/» 

:i 

.        •                iJ 

30.6J 

.607  9174 

.'.IS   81SJ 

30.16 

.'.-■  . 

■   '':• 

1 

■  .'/:  iisj 

30.6.1 

.fxi8  0997 

..".)>* 

.OIH  9963 

30.16 

.<.."<  -i,;> 

.•v.05 

.". 

1  =97  3020 

3O.0.' 

l.^oS  3830 

.30.38 

1.619  1772 

30.15 

1.'.30  f/>45 

30.95 

(> 

-•>7   4X57 

30.f.j 

.CjiiS  4643 

.30.38 

.619  3581 

30.15 

.030  1743 

30.94 

T 

--,-  '"M 

30.62 

.60H  6465 

30.37 

.619  5390 

30.15 

.630  353« 

3*>.94 

s 

30.01 

.608  8387 

.30.37 

.619  7199 

30.14 

.630  S335 

29.94 

'.) 

.    ■»      ■  ,f^S 

30.61 

.609  0109 

30.36 

.619  9007 

30.14 

.630  7131 

29.93 

III 

1  -  -■  .■.•.14 

30.60 

1.609  1931 

30.36 

1.630  0816 

30.14 

1.630  8927 

29.93 

II 

.           -       .     >(!> 

30.60 

.609  3752 

30.36 

.630  3623 

30.13 

.631  0723 

29.93 

1.' 

.       ,,      :  ^-1, 

30.50 

.609  5573 

30.35 

.620  4431 

30.13 

.631  2518 

29.93 

i:! 

.  ''"  ::i i 

30.50 

.609  7394 

30.35 

.630  6339 

30.12 

.631  4313 

29.92 

11 

■  '■'-     ''47 

30.59 

.(CO  9315 

30.34 

.630  8046 

30.12 

.631  6108 

29-92 

i:i 

:  -■  "   :  ,^.' 

30.58 

1.610  1036 

30.34 

1.620  9853 

30.U 

1.031   7903 

29.91 

111 

.•17 

.10.^8 

.610  3856 

30.34 

.621    1660 

30.11 

.631  9698 

29.91 

IT 

.:  ■■      '=1 

30.57 

.610  4676 

30.33 

.621   34Ö7 

30.11 

.632  1493 

29.91 

IS 

'  '■'j 

30-57 

.610  6496 

30.33 

.621    5374 

30. 11 

.632  3286 

29.90 

l'.t 

-      -719 

30.57 

.610  8315 

30.32 

.621    7080 

30.10 

.632  5081 

39.90 

at 

-'    >53 

30.56 

1.611  0135 

30.33 

1.621  8886 

30.10 

1.632  6875 

29.90 

•Jl 

30.50 

.611   1954 

30.32 

.633  0693 

30.10 

.633  8668 

29.S9 

ü 

.'■  •  '    »-'.'O 

30.55 

.611  3773 

30.31 

.633   2497 

30.09 

•633  0463 

20.S0 

•t\ 

'•■    '•'?> 

30.55 

.611  5591 

30.31 

.633  4303 

30.09 

.633  2355 

39.89 

•lA 

...    :~so 

30.55 

.611  7410 

30.31 

.633  6103 

30.09 

-633  4048 

39-88 

i') 

■.  '•  •  ■     /7lK 

30.54 

1.611  9228 

30.30 

1.633    7913 

30.08 

1.633  5841 

30.SS 

•A\ 

.'Oi.  1551 

30.54 

.612  1046 

30.30 

.633   9718 

30.08 

.633  7634 

39-88 

'Si 

'joi  3383 

30.53 

.612  2864 

30.29 

.623    1533 

30.08 

.633  9427 

39-87    1 

•iH 

.'Ol  5314 

30.53 

.612  4681 

30.29 

.633  3337 

30.07 

.634  1219 

29-87 

-".1 

.'joi  7046 

30.53 

.613  6499 

30.29 

.623    5131 

30.07 

.634  3011 

29.87 

:») 

i.'oi  8877 

30.53 

1.612  8316 

30.28 

1.623  6935 

30.06 

1.634  4803 

29.86 

:ii 

.'j02   0708 

30.53 

.613  0133 

30.28 

.633  8739 

30.0Ö 

.634  6595 

39.86 

;u 

.'j02    2539 

30.51 

.613   1949 

30.28 

.634  0543 

30.06 

.634  83S7 

39.86 

:« 

/,02    4370 

30.51 

.613  3765 

30.37 

.634  2.346 

30.05 

.635  017s 

39.8Ö 

:w 

/•"-■    'JOO 

30.50 

.613  5583 

30.27 

.634  4149 

30.05 

.635  1969 

39-85 

:i-i 

1    •  ■■   ■•■io 

30.50 

1.613  7398 

30.36 

1.634  5952 

30.05 

1.635  3760 

29.85 

;u'. 

.■•   -■     .•^'jO 

30.50 

.013  9213 

30.26 

.634  7755 

30.04 

.635  5551 

39.85 

:i7 

.'■     ,     l''« 

3049 

.614  1029 

30.26 

.634  9557 

30.04 

.635  7342 

39.84    ; 

:is 

;if) 

3049 

.614  2844 

30.25 

.635   136O 

30.04 

.635  9132 

29.84     , 

:ri 

.'•   .,    :.Vi 

304s 

.614  4659 

30.25 

.635  3162 

30.03 

.636  0932 

29.&4     1 

-tu 

1 'OJ  7177 

304« 

1.614  6474 

30.25 

1.625  4964 

30.03 

1.636  3713 

29.83 

11 

'03  9005 

3047 

.614  8388 

30.34 

.625  6765 

30.03 

.636  4503 

29-S3 

».' 

.'04  0834 

3047 

.615  0103 

30.34 

.625  8567 

30.02 

.636  6292 

39.83 

j.t 

.'<%4  i'jöJ 

3047 

.615  1917 

30.33 

.626  0368 

30.02 

.636  8082 

39.83 

it 

."\\  449-5 

3046 

.615  3731 

30.33 

.626  2169 

30.02 

.6.36  9S71 

39.82 

4:1 

i." -;  '■,17 

.1046 

1.615  5545 

30.33 

1.636  3970 

30.01 

1.637   1660 

29.82 

Kl 

•'•■»    M4> 

.3045 

.615  7358 

30.23 

.636  5771 

30.01 

.637  3449 

29.83 

47 

■"U  '^'72 

3045 

.'115  9171 

30.33 

.636  7571 

30.01 

.637  5238 

39.81 

4-S 

.'05   1799 

3045 

.616  0984 

30.23 

.636  9372 

30.00 

.637   7027 

39.81 

4'.l 

.'105  3626 

30.44 

.616  2797 

30.21 

.637   1173 

30.00 

.637  8815 

29.81 

."iit 

I'.'-    -4'.' 

.1044 

I.616  4610 

30.31 

1.637   3073 

.30.00 

1.638  0603 

39-80 

:.i 

■'•'5   7-'7H 

.J043 

.616  6422 

30.30 

.637  4771 

39.99 

.638  2391 

39-8n 

•'ij 

.'•   •     -iM^ 

.3043 

.616  8234 

30.20 

.637  6571 

39.99 

.638  4179 

39-So 

.\t 

.1043 

.617  0046 

30.20 

.637   8370 

30.99 

.638  5967 

39-79 

M 

•       7  =  5 

3043 

.617   1858 

30.19 

.638  0169 

39.98 

.638  7754 

29.79 

.v> 

•  •      ; :  ^  1 

3043 

1.617  3669 

.30.19 

1.638   19^>a 

29.98 

1.638  9543 

39.79 

.'l<i 

V'i 

.3043 

.617   5481 

.30.19 

.638  3766 

39.98 

.639  1339 

39-78 

'u 

■  •     --'■,'> 

.3041 

.617  7293 

30.18 

.638  5565 

39.07 

.6.10  3116 

3<>.78     1 

.'kS 

.■  •     7        ■  '^> 

3041 

.617  9103 

30.18 

.638  7.363 

30.97 

.63<)  4903 

30.78     1 

.V.l 

■'O-,   1S79 

3040 

.618  0913 

30.17 

.628  9161 

29-97 

.039  6689 

29-77 

(".') 

1/07  3703 

3040 

1.618  2734 

.30.17 

1.629  0959 

29.96 

1.6.)9  8475 

29-77     1 

Tlifon-lUrlio  A« 
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V. 

56 

0 

57 

ü 

58 

0 

59 

0 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

0' 

\M9   8475 

29.77 

1.650  5336 

29.60 

1.661  1601 

29-44 

1-671  7331 

29-30 

1 

.640  0262 

29.77 

.650  7112 

29.60 

.661  3368 

29-44 

.671  9089 

29-30 

3 

.640  2048 

29-77 

.650  8887 

29-59 

.661  5134 

29.44 

.672  0846 

29-30 

3 

•640  3833 

29.76  ■ 

.651  0663 

29-59 

.661  6900 

29-43 

.672  2604 

29-29 

4 

.640  5619 

29.76 

.651  2438 

29-59 

.661  8666 

29-43 

.672  4362 

29-29 

5 

1.640  7405 

29.76 

1.651  4213 

29-58 

1.662  0432 

29.43 

1.672  6119 

■  29-29 

6 

.640  9190 

29.75 

.651  5988 

29-58 

.662  2197 

29-43 

.672  7876 

29-29 

7 

.641  0975 

29.75 

.651  7763 

29-58 

.662  3963 

29-42 

.672  9634 

29-28 

8 

.641  2760 

29.75 

.651  9538 

29-58 

.662  5728 

29.42 

.673  1391 

29.28 

9 

.641  4545 

29.74 

.652  1312 

29-57 

.662  7493 

29-42 

.673  3147 

29.28 

10 

1.641  6329 

29.74 

1.652  3086 

29-57 

1.662  9258 

29-42 

1.673  4904 

29.28 

11 

.641  8114 

29.74 

.652  48Ö1 

29-57 

.663  1023 

29-41 

.673  6661 

29.28 

13 

.641  989s 

29.74 

.652  6635 

29-57 

.663  2788 

29-41 

.673  8417 

29.27 

13 

.642  1682 

29.73 

.652  8408 

29-56 

-663  4553 

29-41 

.674  0174 

29.27 

14 

.642  3466 

29.73 

.653  0182 

29-56 

-663  6317 

29-41 

.674  1930 

29.27 

15 

1.642  5250 

29-73 

1.653  1956 

29.56 

1-663  8082 

29.40 

1.674  3686 

29.27 

16 

.642  7033 

29.72 

.653  3729 

29-55 

-663  9846 

29.40 

-674  5442 

29.27 

17 

.642  8816 

29.72 

.653  5502 

29-55 

-664  1610 

29.40 

.674  7198 

29.26 

18 

•643  0599 

29.72 

.653  7275 

29-55 

-664  3374 

29-40 

.674  8954 

29.20 

19 

.643  2382 

29.71 

•653  9048 

29-55 

-664  5137 

29-39 

.675  0709 

29.26 

30 

1.643  4165 

29.71 

1.654  0821 

29-54 

1.664  6901 

29-39 

1.675  2465 

29.26 

31 

.643  S948 

29.71 

.654  2593 

29-54 

.664  8664 

29-39 

.675  4220 

29-25 

33 

.643  7730 

29.71 

.654  4366 

29-54 

.665  0428 

29-39 

.675  5975 

29-25 

33 

.643  9513 

29.70 

.654  f'138 

29-54 

.665  2191 

29-39 

-675  7730 

29.25 

34 

.644  1295 

29.70 

.654  7910 

29-53 

-665  3954 

29-38 

-675  9485 

29.25 

35 

1.644  3077 

29.70 

1.654  9682 

29-53 

1-665  5717 

29-38 

1-676  1240 

29.25 

;i6 

.644  4S38 

29.69 

.655  1454 

29-53 

-665  7480 

29-38 

-676  2995 

29.24 

37 

.644  6640 

29.69 

.655  3225 

29-53 

.665  9242 

29-38 

.676  4749 

29-24 

38 

.644  8421 

29.69 

.655  4997 

29-52 

.666  1005 

29-37 

.076  6504 

29-24 

39 

.645  0203 

29.69 

.655  6768 

29-52 

.666  2767 

29-37 

.676  8258 

29.24 

30 

1.645  19S4 

29.68 

1.655  8539 

29-52 

1.666  4529 

29-37 

1.677  0012 

29.24 

31 

.645  3765 

29.68 

.656  0310 

29-51 

.666  6291 

29-37 

.677  1766 

29-23 

33 

.645  5545 

29.68 

.656  2081 

29-51 

.666  8053 

29-36 

.677  3520 

29-23 

33 

.645  7326 

29-67 

.656  3852 

29-51 

.666  9815 

29.36 

.677  5274 

29.23 

34 

.645  9106 

29-67 

.656  5622 

29-51 

.667  1577 

29-36 

.677  7028 

29-23 

35 

1.646  0S86 

29-67 

1.656  7392 

29-50 

1.667  3338 

29-36 

1.677  8781 

29.23 

36 

.646  2666 

29-67 

.656  9163 

29-50 

.667  5100 

29-35 

.678  0535 

29.22 

37 

.646  4440 

29-66 

.657  0933 

29-50 

.667  6861 

29-35 

.678  2288 

29.22 

38 

.646  6226 

29.66 

.657  2703 

29.50 

.667  8622 

29-35 

.678  4041 

29.22 

39 

.646  8005 

29.66 

.657  4472 

29.49 

.668  0383 

29-35 

.678  5794 

29.22 

40 

1.646  9785 

29-65 

1.657  6242 

29.49 

1.668  2144 

29-35 

1.678  7547 

29.22 

41 

.047  1564 

29-65 

.657  80U 

29-49 

.668  3904 

29-34 

.678  9300 

29.21 

43 

•Ü47  3343 

29-65 

.657  9781 

29.49 

.668  5665 

29-34 

.679  1053 

29.21 

43 

.647  5122 

29-65 

.658  1550 

29.48 

.668  7425 

29-34 

.679  2806 

29.21 

44 

.647  6900 

29-64 

.658  3318 

29-48 

.668  9185 

29-34 

.679  4558 

29.21 

45 

1.647  8679 

29-64 

1.658  5087 

29-48 

1.669  0945 

29-33 

1.679  6310 

29.20 

46 

.648  0457 

29-64 

.658  6855 

29-48 

.669  2705 

29-33 

.679  8063 

29.20 

47 

.648  2235 

29-63 

.658  8624 

29-47 

.669  4465 

29-33 

.679  9815 

29.20 

48 

.648  4013 

29-63 

.659  0393 

29-47 

.669  6225 

29-33 

.680  1567 

29.20 

49 

■648  5791 

29-63 

.659  2161 

29-47 

.669  7984 

29-32 

.680  3319 

29.20 

50 

1.648  7569 

29.63 

1.659  3929 

29.47 

I.6Ö9  9744 

29-32 

1.680  5070 

29-19 

51 

■648  9346 

29.62 

.659  5697 

29.46 

.670  1503 

29-32 

.680  6822 

29-19 

53 

.649  1123 

29.62 

.659  7465 

29.46 

.670  3262 

29.32 

.680  8574 

29-19 

53 

.649  2901 

29.62 

.659  9232 

29-46 

.670  5021 

29.32 

.681  0325 

29.19 

54 

.649  4677 

29.61 

.660  1000 

29-46 

.670  6780 

29.31 

.681  2076 

29.19 

55 

1.649  6454 

29.61 

1.660  2767 

29-45 

1.670  8539 

29-31 

1.681  3827 

29.18 

56 

.649  8231 

29.61 

.660  4534 

29-45 

.671  0298 

29-31 

.681  5578 

29.18 

57 

.650  0007 

29.61 

.660  6301 

29-45 

.671  2056 

29-31 

.681  7329 

29.18 

58 

.650  1784 

29.60 

.660  8068 

29-45 

.671  3814 

29-30 

.681  9080 

29.18 

59 

.650  3560 

29.60 

.660  9835 

29-44 

.671  5573 

29-30 

.682  0831 

29.18 

60 

1.650  5336 

29.60 

1.661  1601 

29-44 

1.671  7331 

29-30 

1.682  2581 

29.17 

1)11 
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c. 
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(i:t 

i  .;  M. 

hitt  i". 

!■■»?  M." 

Diff.  1". 

1-k'  -M- 

OifT.  1-. 

|..-  M. 

l-ilf.  I"J 

11' 

-•>  /.  1 7 

!.'<;,•  :4"H 

j,,,,,; 

1.703  1866 

28.97 

1.71  ;  '»•<< 

2^.'~) 

1 

■  ■  i  -J  1 

W.17 

.im  0152 

2'!.'  ') 

.703  3604 

28.07 

.71.1  77.1'< 

2S.H<> 

■j 

■-   -HJ 

39.17 

.</>;  (kH"/! 

2<>.n', 

.703  5343 

28.97 

.71  i  947  1 

28.S'* 

fl 

^-  iJ 

39.17 

.f/*.!  .•(,40 

2<y.üf> 

.703  7080 

28.97 

.714  1-'"'' 

2H.SS 

» 

■<-• 

39.17 

.«>J  4JH3 

2<;.o6 

.703  8818 

28.<X. 

.714  ^)i<} 

2K.88   1 

;, 

:  ,  iJ 

39.16 

l.(i'>3  6137 

39.06 

1.704  0556 

28.96 

1.714  4672 

28.88 

11 

sj 

39.16 

.693  7870 

39.05 

.704  3293 

28.'/j 

.714  6405 

28.88  ' 

7 

.^  iJ 

39.16 

.693  9613 

3905 

.704  4031 

.■-  '  ' 

-14  K138 

28.8.S 

s 

•<l 

39.16 

.694  M'^d 

3<;.o5 

.704  5768 

:i4  9870 

28.88 

1.1 

-   ■  Jl 

39.16 

.694  30';I9 

39.05 

.704  7506 

-•-.■/.■ 

•  7  1'  1"M 

28.88 

III 

.   ■  VJ 

3916 

1.694  4H43 

29.05 

1.704  9243 

38.96 

1.7  1  .=   ,  .'> 

38.88 

II 

-  .  .  -  ;o 

29.15 

.694  6585 

29.04 

.705  0981 

28.95 

•  71.=  ':'■■*> 

38.H8 

li 

.'  -;  .-<> 

39.15 

.694  8338 

39.04 

.705  2718 

28.95 

.715  '•'^'1 

28.87 

1.1 

/M  =i.-S 

29.15 

.695  0070 

39Ä4 

.705  4455 

38-95 

.715  V'>\}, 

28.S7 

14 

.'-;  -.■•n 

39.15 

.695  1813 

39x4 

.705  6192 

28.95 

.716  0206 

38.87 

1.'. 

:  ■  -:    •<:<, 

39.14 

1.695  3555 

29.04 

1.705  7929 

38.95 

1.716  K/JS 

28.87 

ii; 

=  74 

39.14 

.695  5298 

29.04 

.705  9666 

38.95 

.710  .17.» 

28.87 

IT 

-  -  -•.! 

39.14 

.695  7040 

29.04 

.706  1403 

28.95 

.710  5402 

28.S7 

IS 

.  ■  -;  >71 

29.14 

/>95  8783 

29.03 

.706  3139 

28.94 

.716  7194 

2S.87 

i-.t 

.'  -    ■;   H.'O 

29.14 

.696  0534 

39.03 

.706  4875 

38.94 

.716  8926 

28.87 

•ji 

1/.-;  7508 

39.14 

I/J96  3266 

29.03 

1.706  6613 

28.94 

1.717  0658 

28.86 

21 

.'■^.=.  '^ilO 

39.13 

.696  4008 

29.03 

.706  8348 

28.94 

.717  2390 

28.86 

"ü 

.'•-'.  i.<j4 

29.13 

.696  5750 

29.03 

.707  0085 

28.94 

.717  4122 

28.R6 

il 

.■  -  -■^li 

29.13 

.696  7491 

29.03 

.707  1821 

28.94 

.717  5853 

28.86 

■Jl 

-   ;5'jO 

29.13 

.696  9333 

29.02 

.707  3557 

28.94 

.717  7585 

28.86 

•i", 

:--  -^-vj 

29.13 

1.697  0974 

29.02 

1.707  5293 

28.93 

1.717  9317 

28.86 

5; 

"  '.-5 

29.13 

.697  2716 

29.02 

.707  7029 

28.93 

.718  1048 

28.86 

•r"; 

.-   ,-.-,j 

29.12 

.697  4457 

29.02 

.707  8765 

28.93 

.718  2780 

2S.S6 

•]s 

■■--:  1550 

39.13 

.697  6198 

29.02 

.708  0501 

28.93 

.718  4511 

2S.86 

■■*' 

.w>7  3397 

39.13 

.697  7939 

29.02 

.708  2237 

28.93 

.718  6242 

28.85 

:«) 

l,',t7  5044 

29.12 

1.697  9680 

39.02 

1.708  3972 

28.93 

1.718  7974 

28.85 

:u 

.'  ^^7  6791 

29.12 

.698  1421 

29.01 

.708  5708 

38.93 

.718  9705 

28.S5 

:i,' 

.'.-:  .S538 

29.11 

.698  3162 

29.01 

.708  7444 

38.92 

.719  1436 

28.8^ 

:t; 

.'.-^  -.'85 

39.11 

.698  4902 

29.01 

.708  9179 

28.92 

.719  3167 

28.85  1 

M 

.'.-^  -'032 

29.11 

.698  6643 

29.01 

.709  0914 

28.92 

.719  4898 

28.85 

:tj 

1.'.--  ,^78 

39.11 

1.693  8383 

29-01 

1.709  2650 

28.92 

1.719  6629 

28.85 

-.Mi 

.'.-s  5525 

39.11 

.699  0124 

29-01 

.709  4385 

28.92 

.719  S3O0 

28.85  1 

.n 

.'>^-<  7J71 

29.10 

.6</>  1864 

29.00 

.709  6120 

28.92 

.7J. .  .  .  •») 

28.S5  1 

:w 

.'.^S  <yOl7 

39.10 

.699  3604 

39.00 

.709  7855 

28.92 

.7-  '  1^-1 

28.84 

:ei 

.'jS9  0764 

39.10 

.699  5345 

39.00 

.709  9590 

28.92 

.7-V  y:r2 

28.84  ! 

fl 

1.689  2510 

29.10 

1.699  7085 

39.00 

1.710  1325 

28.91 

1.720  5282 

28.84 

ti 

.'■S>0   4256 

29.10 

.699  8834 

39 -00 

.710  3060 

28.91 

.720  7013 

28.84 

».' 

/>■'/  '.-üDl 

29.09 

.700  0564 

29-00 

.710  4794 

28.91 

.720  8743 

38.84 

4;i 

.'  -  '  7747 

39.09 

.700  2304 

29-00 

.710  6529 

28.91 

.721  0474 

38.84 

44 

-  ■  'V.'i 

39W 

.700  4044 

2K.9'> 

.710  8263 

28.91 

.721  2204 

38.84 

4.-. 

:.■■'■   UM8 

29.09 

1.700  5783 

28.99 

1.710  9998 

28.91 

1.721  3934 

28.84 

W 

.'*,■   -'0H4 

39.09 

.700  7533 

28.9<) 

.711  1732 

28.91 

.721  5665 

28.84 

47 

.'//>  47^9 

39.09 

.700  9263 

28.99 

.711  3467 

28.90 

.721  7395 

38.84 

48 

.(f)0   6474 

39.09 

.701  1001 

2S.99 

.711  5201 

28.90 

.721  9125 

38.83 

49 

.690  8319 

29X)8 

.701  3741 

28.99 

.711  6935 

38.90 

.723  0855 

38.83 

.V) 

i.'^i  9964 

39X38 

1.701  44S0 

28.98 

1.711  8669 

28.90 

1.733  3585 

38.81 

.■.1 

.'^l  1709 

39.08 

.701  6219 

28.98 

.713  0403 

38.90 

.732  4315 

28.8.i 

:i^ 

."Ol  3454 

39X>8 

.701  7958 

28.98 

.713  3137 

38.90 

.722  6044 

28.8,1 

:i\ 

.091  5199 

29.08 

.701  9697 

28.98 

.712  3871 

28.90 

.722  7774 

38.8J 

:a 

.fj9i  6943 

29.08 

.702  1435 

28.98 

.713  5605 

28.90 

-723  9504 

38.83 

.Y> 

l.">l  8688 

39.07 

1.703  3174 

38.98 

1.713  7,V".0 

r*.'>"> 

\.-2-\  \7-.: 

,<(9,   1 

.Vi 

.'"-•  043a 

39X>7 

.703  4913 

28.08 

.712  '> 

.")" 

.".-•  .'176 

39/)7 

.702  6651 

28.97 

.71.1 

."iN 

."12    A'I30 

39.07 

.702  8389 

28.9- 

.713  - 

.VI 

.'/)1    5664 

39.07 

.703  0138 

28.97 

.713  427J 

2b.^,' 

■  '-■      -:.=  l 

"^■''"   1 

(111 

1.693  7408 

2OJO7 

1.701  1866 

38.07 

1.711  6uü6 

38.8'> 

1.7-'  ,  ''^^1 

38.83   1 
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Tafel  VI. 
Die  Barker' sehe  Tafel. 


V. 

64 

0 

65 

0 

66 

0 

67 

ü 

lojr  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

0' 

1.7-\?  9881 

28.82 

1-734  3539 

--S.77 

1-744  7031 

2S.73 

1.755  0405 

2S.70 

1 

.7^4  l6lO 

28.82 

.734  5265 

28.77 

.744  8755 

28.73 

.755  2127 

28.70 

2 

.--'4  33.39 

28.82 

.734  6991 

28.77 

.745  0479 

28.73 

.755  3849 

28.70 

3 

.7. '4  5068 

28.S2 

.734  8718 

28.77 

.745  2202 

28.73 

.755  5571 

28.70 

4 

.724  6798 

28.82 

.735  0444 

28.77 

.745  3926 

28.73 

.755  7293 

28.70 

5 

1.724  853- 

2S.82 

1.735  2169 

28.76 

1.745  5650 

28.73 

1.755  9015 

28.70 

6 

.725  0256 

28.82 

.735  3895 

28.76 

.745  7373 

28.73 

.756  0-37 

28.70 

7 

.725  1984 

28.81 

.735  5631 

28.76 

.745  9097 

28.73 

.756  2459 

28.70 

8 

.725  3713 

28.81 

.735  7347 

28.76 

.746  0820 

28.72 

.756  4181 

38.70 

9 

.725  5442 

28.81 

.735  9073 

28.76 

.746  2544 

28.72 

.756  5903 

28.70 

10 

1.725  7171 

28.81 

1.736  0798 

28.76 

1.746  4267 

28.72 

1.756  762s 

28.70 

11 

.725  8900 

28.81 

.736  2524 

28.76 

.746  5991 

28.72 

.756  9347 

28.70 

12 

.726  0628 

28.81 

.736  4250 

28.76 

.746  7714 

28.72 

.757  1069 

28.70 

13 

.726  2357 

28.81 

.736  5975 

28.76 

.746  9437 

28.72 

.757  2791 

28.70 

14 

.726  4085 

28.81 

.736  7701 

28.76 

.747  1161 

28.72 

.757  4513 

28.70 

15 

1.726  5814 

28.81 

1.736  9426 

28.76 

1.747  2884 

28.73 

1-757  6235 

28.70 

16 

.726  7542 

28.81 

.737  1152 

28.76 

.747  4607 

38.72 

.757  7957 

2S.70 

17 

.726  9270 

28.81 

.737  2877 

28.76 

.747  6330 

28.73 

.757  9679 

38.70 

18 

.727  0999 

28.80 

.737  4602 

28.76 

.747  8054 

28.72 

.758  1401 

28.70 

19 

.727  2727 

28.80 

.737  6328 

28.75 

.747  9777 

28.73 

.758  3123 

28.70 

20 

1.727  4455 

28.80 

1.737  8053 

28.75 

1.748  1500 

28.72 

1.758  4844 

28.70 

21 

.727  6183 

28.80 

.737  9778 

28.75 

.748  3323 

28.72 

.758  6566 

28.70 

22 

.727  7911 

28.80 

.738  1503 

28.75 

.748  4946 

28.72 

.758  8288 

28.70 

23 

.727  9639 

28.80 

.738  3228 

28.75 

.748  6669 

2S.72 

.759  0010 

28.70 

24 

.728  1367 

28.80 

.738  4953 

28.75 

.748  8392 

28.73 

.759  1731 

28.70 

25 

1.728  3095 

28.80 

1.738  6679 

28.75 

1.749  0115 

28.72 

1.759  3453 

28.70 

26 

.728  4823 

28.80 

.738  8404 

28.75 

.749  1838 

28.72 

.759  5175 

28.70 

27 

.728  6551 

28.80 

.739  0129 

28.75 

.749  3561 

28.72 

.759  6897 

28.70 

28 

.728  8279 

28.80 

.739  1853 

28.75 

.740  5284 

38.73 

.759  8618 

28.69 

29 

.729  0006 

28.79 

.739  3578 

28.75 

.749  7007 

28.71 

.760  0340 

28.69 

1  30 

1.729  1734 

28.79 

1.739  5303 

28.75 

1.749  8730 

28.71 

1.760  2062 

38.69 

31 

.729  3461 

28.79 

.739  7028 

28.75 

.750  0453 

28.71 

.760  3783 

28.69 

32 

.729  5189 

28.79 

.739  8753 

28.75 

.750  2176 

28.71 

.760  5505 

28.69 

33 

.729  6916 

28.79 

.740  0477 

28.75 

.750  3898 

28.71 

.760  7227 

28.69 

34 

.729  8644 

28.79 

.740  2202 

28.74 

.750  5621 

28.71 

.760  8948 

28.69 

35 

1.730  0371 

28.79 

1.740  3927 

28.74 

1.750  7344 

28.71 

1.761  0670 

28.69 

36 

.730  2099 

28.79 

.740  5651 

28.74 

.750  9067 

28.71 

.761  2393 

28.69 

37 

.730  3826 

28.79 

.740  7376 

28.74 

.751  0789 

28.71 

.761  4113 

28.69 

38 

.730  5553 

28.79 

.740  9101 

28.74 

.751  3512 

28.71 

.761  5835 

28.69 

.39 

.730  7280 

28.79 

.741  0825 

28.74 

.751  4234 

28.71 

.761  7556 

38.69 

40 

1.730  9007 

28.78 

1.741  2550 

28.74 

1.751  5957 

28.71 

1.761  9278 

28.69 

41 

■731  0735 

28.78 

.741  4274 

28.74 

.751  7680 

28.71 

.763  0999 

28.69 

42 

.731  2462 

28.78 

.741  5998 

28.74 

.751  9402 

28.71 

.762  3731 

28.69 

43 

.731  4189 

28.78 

.741  7733 

28.74 

.753  1125 

28.71 

.762  4442 

38.69 

44 

.731  5915 

28.78 

.741  9447 

28.74 

.752  2847 

28.71 

.762  6164 

28.69 

45 

1.731  7642 

28.78 

1.742  1171 

28.74 

1.752  4570 

28.71 

1.762  7885 

28.69 

46 

.731  9369 

28.78 

.742  2896 

28.74 

.753  6292 

28.71 

.762  9Ö07 

28.69 

47 

.732  1096 

28.78 

.742  4620 

28.74 

.752  8015 

28.71 

.763  1328 

28.69 

48 

.732  2823 

28.78 

.742  6344 

28.74 

.752  9737 

28.71 

.763  3050 

28.69 

49 

.732  4549 

28.78 

.742  8068 

28.74 

.753  1460 

28.71 

.763  4771 

28.69 

50 

1.732  6276 

28.78 

1.743  9792 

28.74 

1.753  3182 

28.71 

1.763  6493 

28.69 

51 

.732  8002 

28.78 

.743  1516 

28.73 

.753  4904 

28.71 

.763  8214 

28.69 

52 

.732  9729 

28.77 

.743  3240 

28.73 

.753  6627 

28.71 

.763  9936 

28.69 

53 

.733  1455 

28.77 

.743  4964 

28.73 

.753  8349 

28.71 

.764  1657 

28.09 

54 

1 

.733  3182 

28.77 

.743  6688 

28.73 

.754  00-1 

28.70 

.764  3379 

28.69  [ 

\    55 

1.733  4908 

28.77 

1.743  8412 

28.73 

1-754  1794 

28.70 

1.764  SlOO 

28.69 

56 

.733  6635 

28.77 

.744  0136 

28.73 

.754  3516 

28.70 

.764  6821 

28.69 

57 

.733  8361 

28.77 

.744  1860 

28.73 

.754  5238 

28.70 

.764  8543 

28.69 

.58 

.734  0087 

28.77 

.744  3584 

28.73 

.754  6960 

2S.70 

.765  0264 

28.69 

59 

.734  1813 

28.77 

.744  5308 

28.73 

.754  8682 

28.70 

.765  1985 

38.69 

60 

1-734  3539 

28.77 

1.744  7031 

28.73 

1-755  0405 

28.70 

1.765  3707 

38.69 
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Tafel  VI. 
Die  Barker' soho  Tafel. 


r. 

<is 

i\\) 

70 

71 

I..K  -M. 

Kilf.  1'. 

1..K  M. 

Ulli.  1'. 

1..,;  .\i. 

l).fl.  1'. 

l..i;  .M. 

l».lf.  1". 

ir 

-'.=  ^--7 

:^."t 

1.775  <//85 

28/0 

1.78'.  ..284 

j^-,-, 

1.7'".  /'-■' 

-'•71 

1 

.  'N 

JH/*) 

.775  «706 

28//) 

.TW)  21«)') 

J^.'i) 

.7'' 

7  1 

l 

3».W 

.776  0437 

38.69 

.78/j  3728 

28.70 

.',■'' 

7! 

:'! 

"  1 

jS//> 

.776  3149 

28.69 

.78C)  5450 

2.8.70 

.;•/- 

-.73 

1 

28.00 

.776  3870 

28.fj9 

.7*'i  7172 

38.70 

.vri  0545 

^8.73 

:■ 

1» 

28.fjO 

J.776  5591 

;a//) 

,.-u/,  8SO4 

28.70 

1.797  3268 

28.73 

li 

; 

2S.fi9 

.776  7313 

'^  '17 

28.70 

.797  3992 

28.73 

7 

"  ;'i 

38.00 

.776  9034 

.0 

28.70 

.797  5716 

38.73 

S 

■  ,7S 

^■i^.ffi 

.777  0755 

.  '.1 

28.70 

.797  7440 

38.73 

'•• 

-  •   :■// 

j-i,., 

.777  3477 

2S//, 

.7-^7  578J 

28.70 

.797  9164 

28.73 

111    I 

-'-.     •'-• 

1.777  4198 

28.69 

1.787  7S0Ö 

28.70 

1.708  0888 

28.73 

11 

.'  -  "1 

.777  5920 

jS/f) 

.7^*7  0228 

28.71 

.798  2611 

28.73 

Vi 

'.'  '    .  '■ ; 

2S.(*> 

.777  7641 

---  -.^O 

28.71 

.798  43,-15 

28.73 

i:i 

■  ^   •  -4 

28.00 

.777  9363 

■   -  73 

28.71 

.708  6060 

28.73  I 

14 

:•-;  :~-'5 

28.09 

.778  1084 

.:-  -iJ)S 

28.71 

.798  7784 

28.73 

1.'.   1 

767  9S27 

28.69 

J.778  3806 

28j6i) 

1.788  6117 

28.71 

1.798  9508 

28.73 

i*i 

7'.«  I?48 

28.69 

.778  4S37 

28.60 

.788  7840 

28.71 

.799  1232 

28.74 

i: 

-' -  :-/.0 

38.60 

.778  6348 

2«/'T 

.:«>  0:62 

38.71 

.799  2956 

28.74 

IS 

-  -  ■•■•n 

28.69 

.778  7970 

_.,,,, 

.7--  1284 

38.71 

.-'/)   4680 

28.74 
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1.865  7783 

29.21 

1.876  3148 

29-33 

1.886  8967 

3046 

11 

■-55  4573 

29.10 

.865  9536 

29.21 

.876  4908 

29-33 

.887  0735 

3946 

r.' 

■'fS  6JI9 

3911 

.866  1288 

29.31 

.876  6668 

29-33 

.887  2503 

2947 

t:i 

-55  8065 

39.11 

.866  3041 

39.31 

.876  8438 

39-33 

.887  4271 

3947 

11 

-  =  5  f>Hll 

39.11 

.866  4794 

39.33 

.877  0188 

39-34 

.887  6039 

3947 

4:1       1 

-:f.     1  :;S 

3911 

1.866  6547 

39-33 

1.877   1949 

39-34 

1.887  7807 

3947 

44; 

:^).ii 

.866  8301 

29-33 

.877  3709 

29-34 

.887  9576 

2948 

47 

-  • ' .    ;  . :  _• 

-•9.11 

.867  0054 

39.33 

.877  5470 

29-34 

.888  1344 

29.48 

IM 

^id  079f> 

;<;.i; 

.867   1807 

39.32 

.877  7330 

29-34 

.888  3113 

3948 

t'.i 

'^-ö  8546 

30.13 

.867  3561 

39-23 

.877  8991 

29-35 

.888  4882 

3948 

."i<  1 

-■:  '^.'03 

39-12 

1.867  5314 

29-23 

I.S78  0753 

29-35 

1.888  6651 

3948 

M 

29.1J 

.867  7068 

29-23 

-8-8  2513 

39.35 

.888  8420 

3949 

.'>'.' 

-   :     ■:-7 

.■O.U' 

.867  8822 

29-33 

.878  4275 

39-35 

.889  0189 

3940 

.\t 

--7    55.)4 

39.13 

.868  0576 

29-23 

.878  6036 

39.35 

.889  1959 

29.40 

M 

-57   7383 

39.13 

.868  2330 

39-24 

.8-8  7797 

39-36 

.889  3738 

3940 

.V) 

-^7  01330 

39.13 

1.868  4084 

39-34 

1.878  9559 

29-36 

1.889  5498 

39-40 

yi 

-  ■'-   '  '7  77 

3^'.  13 

.868  5839 

29.24 

.870  1331 

29-36 

.889  7368 

39-50 

'ü 

-  -  -   -■ ; .' : 

-•0.13 

.868  7593 

29.24 

.870  30S2 

29-36 

.88<>  803S 

39-50 

.'vS 

-■-   ■)-*7.i 

39-13 

.868  9348 

29-24 

.879  4844 

29-36 

.890  0808 

39-50 

.V.t 

-:8   ClO-'l 

39.13 

.869  1102 

29-25 

.879  6606 

39-37 

.890  3578 

39-51 

•  '■ll 

-=8  7760 

20.14 

1.860  2857 

ao.2? 

1.870  8360 

20.37 

1.800  4,140 

20.51 
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Tafel  VI. 
Die  Barker 'sehe  Tafel, 


V, 

80 

0 

81 

0 

82 

0 

83 

0 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

DifE.  1". 

log  M. 

Difi.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

0' 

l.Soo  4340 

29.51    1 

ooi  0841 

29.66 

1.011  7803 

20.83 

1.933  5548 

29.09 

1 

.Soo  6119 

29.51 

iX>l  2621 

29.6Ö 

.911  9082 

29.83 

.932  7347 

29.99 

2 

.ISOo  7890 

29.51 

901  4400 

29.66 

.912  1471 

29.82 

.922  9147 

30.00 

3 

.S90  9661 

29.51 

901  6180 

29.66 

.912  3261 

29.83 

.923  0947 

30.00 

4 

.891  1432 

29.52 

901  7960 

29.67 

.912  5050 

29.83 

.923  2747 

30.00 

5 

1.S91  3203 

29.52    1 

901  9740 

29.67 

1.912  6840 

29.83 

1.923  4548 

30.01 

(5 

.891  4974 

29.52 

902  1521 

29.67 

.912  8630 

29.84 

.923  6348 

30.01 

7 

.891  6745 

29.52 

902  3301 

29.67 

.913  0420 

29.84 

.923  8149 

30.01 

8 

.891  8517 

29.53 

903  5082 

29.68 

.913  2211 

29.84 

.923  9950 

30.02 

9 

.892  0289 

29.53 

902  6862 

29.68 

.913  4001 

29.S4 

.924  1751 

30.03 

10 

1.S02  2061 

29.53    1 

902  8643 

29.68 

1.913  5792 

29.85 

1.934  3552 

30.03 

11 

.802  3833 

29-53 

903  0424 

29.69 

.913  7583 

29.85 

.924  5354 

30.03 

12 

.892  5605 

29.54 

903  2105 

29.69 

.913  9374 

29.85 

•924  7155 

30.03 

13 

.892  7377 

29.54 

903  3987 

29.69 

.914  1165 

29.85 

-924  8957 

30.03 

14 

.892  9149 

29.54 

903  5768 

29.69 

.914  2956 

29.86 

.925  0759 

30.03 

lö 

1.893  0922 

29.54    1 

903  7550 

29.70 

1.914  4748 

29.86 

1.925  25ÖI 

30.CX4 

16 

.893  2695 

29.55 

903  9332 

29.70 

.914  6540 

29.86 

.925  4364 

30.0+ 

17 

.893  4467 

29.55 

904  1114 

29.70 

.914  8331 

29.87 

.925  6166 

30.04 

18 

.893  6240 

29.55 

904  2896 

29.70 

.915  0124 

29.87 

.925  7969 

30.05 

19 

.893  8013 

29.55 

904  4678 

29.71 

.915  1916 

29.87 

.925  9772 

30.05 

20 

1.893  9787 

29.56    1 

904  6461 

29.71 

1.915  3708 

29.87 

1.936  1575 

30.05 

21 

.894  1560 

29.56 

904  8243 

29.71 

.915  5501 

29.88 

.926  3378 

30.06 

22 

.894  3334 

29.56 

905  0026 

29.71 

.915  7294 

29.88 

.926  5183 

30.06 

23 

.894  5108 

29.56 

905  1809 

29.72 

.915  9087 

29.88 

.926  6986 

30.06 

24 

.894  6883 

29.57 

905  3592 

29.72 

.916  0880 

29.89 

.926  8789 

30.07 

25 

1.894  8656 

29.57    1 

905  5376 

29.72 

1.916  2673 

29.89 

1.927  0593 

30.07 

26 

.895  0430 

29.57 

905  7159 

29.73 

.916  4466 

29.89 

.927  2398 

30.07 

27 

.S95  2204 

39.57 

905  8943 

29.73 

.016  6260 

29.90 

.927  4203 

30.08 

28 

.895  3979 

29.58 

906  0726 

29.73 

.916  8054 

29.90 

.937  6007 

30.08 

29 

.895  5753 

29.58 

906  2510 

29.73 

.916  9848 

29.90 

.927  7811 

30.08 

30 

1.895  7528 

29.58    1 

906  4294 

29.74 

1.917  1642 

29.90 

1.927  9616 

30.08 

31 

.895  9303 

29.58 

906  6079 

29.74 

.917  3436 

29.91 

.928  1422 

30.09 

32 

.896  1078 

29.59 

906  7863 

29.74 

.917  5231 

29.91 

.928  3227 

30.09 

33 

.896  2854 

29.59 

906  9648 

29.74 

.917  7025 

29.91 

.928  S032 

30.09 

34 

.896  4628 

29-59 

907  1432 

29.75 

.917  8820 

29.92 

.928  6838 

30.10 

35 

1.896  6404 

29.59    1 

907  3217 

29.75 

1.918  061s 

29.92 

1.928  8644 

30.10 

36 

.896  8180 

29.Ö0 

907  5002 

29.75 

.918  2410 

29.92 

.929  0450 

30.10 

37 

•896  9955 

29.60 

907  6787 

29-75 

.918  4206 

29.92 

.929  2256 

30.11 

38 

.897  1732 

29.60 

907  8573 

29.76 

.918  6001 

29.93 

.929  4063 

30.11 

39 

.897  3508 

29.60 

908  035S 

29-76 

.918  7797 

29.93 

•929  5869 

30.11 

40 

1.897  5284 

29.61    1 

908  21+4 

29.76 

1.918  9593 

29.93 

1.929  7676 

30.12 

41 

.897  7060 

29.61 

908  3930 

29.77 

.919  1389 

29.94 

.939  9483 

30.12 

42 

.897  8837 

29.61 

908  5716 

29.77 

.919  3185 

29.94 

.930  1291 

30.12 

43 

.898  0614 

29.61 

908  7502 

29.77 

.919  4982 

29.94 

.930  3098 

30.13 

44 

.898  2390 

29.62 

90S  9288 

29.77 

.919  6778 

29.94 

.930  4906 

30.13 

45 

1.898  4168 

29.62    1 

909  1075 

29.78 

1.919  8575 

29.95 

1.930  6713 

30.13 

46 

■898  5945 

29.62 

909  2862 

29.78 

.920  0372 

29.95 

.930  8521 

30.13 

47 

.898  7722 

29.62 

909  4648 

29.78 

.920  2169 

29.95 

.931  0330 

30.14 

48 

.898  9500 

29.63 

909  6436 

29.78 

.920  3966 

29.96 

.931  2138 

30.14 

49 

.899  1277 

29.63 

909  8223 

29.79 

.920  5764 

29.96 

.931  3946 

30.14 

50 

1.899  3055 

29.63    1 

910  0010 

29.79 

1.920  7561 

29.96 

1.931  5755 

30.15 

51 

.899  4833 

29.63 

910  1798 

29.79 

.920  9359 

29.97 

.931  7564 

30.15 

52 

.899  6611 

29.64 

910  3585 

29.80 

.921  1157 

29.97 

.931  9373 

30.15 

53 

.899  8389 

29.64 

910  5373 

29.80 

.921  2956 

29.97 

.932  1183 

30.16 

54 

.900  0168 

29.64 

910  7161 

29.80 

.921  4754 

29.98 

.932  2992 

30.16 

55 

i.ixx)  1946 

29.64    1 

910  8949 

29.80 

1.921  6552 

29.98 

1.932  4802 

30.16 

56 

.900  3725 

29.65 

911  0738 

29.81 

.921  8351 

29.98 

.932  6612 

30.17 

57 

.900  5504 

29-65 

911  2526 

29.81 

.922  0150 

29.98 

.932  8422 

30.17 

58 

.900  7283 

29.65 

911  4315 

29.81 

.922  1949 

29.99 

.933  0232 

30.17 

59 

.900  9062 

29.66 

911  6104 

29.82 

.922  3748 

29.99 

.933  2043 

30.18 

60 

1.901  0841 

29.66    1 

911  7893 

29.82 

1.922  5548 

29.99 

1.933  3853 

30.18 

—     867     — 

Tafol  VI. 
Die  Barker 'sohe  Tafel. 
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1  ^  M. 
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1    .    ,      -:  ; 
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1 

'•4 

JO.IH 

•m  46-8 

30.38 

.055  4438 

.io.fm 
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•J 
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30.19 

.<>44  6503 

30.3<> 

.055  '>274 

.l'J.fjO 

.'tJ,  '.HJ9 

JO.S3 

:! 

..•s; 

30.19 

.9+4  832s 

30.39 

.055  81 10 

30.''ü 

.'r/.   ~'.^i 

.■..H.i 

1 

■.4  l'JV* 

30-19 

.945  0148 

30.39 

•955  9946 

30.61 

■''■'■ 

M 

."i 

-;4  3010 

30.  JO 

l.<M5  1972 

30.40 

1.056  1783 

30.61 

\.'i'~ 

-4      ; 

r> 

•     ;7.>J 

3a  JO 

•945  37'/J 

30.A'  • 

■>■'-   yii9 

30.6 1 
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•>  '.M 

7 
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30.3<1 

.'H>  5620 
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30.62 
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30.M5 

M 
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30..- 1 

.'M5  7444 
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30.63 

■'/->-    7941 

30.85 
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■■':■>  <-'i5S 

30.21 

.<M5  9309 

30.41 

.■/>''  yl31 

30.63 

.967  9792 
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10 

1  ■i.iS  1971 

aaji 

1.946  1094 

3041 

1.957  0969 

30.63 

1.968   1644 

30.8f, 

11 

■■o5  .!7ü* 

30..'-' 

.<>46  2919 

3043 

■957  2807 

30.63 

.<X)8  3496 

30.86 
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30.3J 

■946  4744 

3043 

■957  4645 

30.64 

.'X^S  5347 

30.8- 
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30..'.' 

.<Mt,  6569 

3043 

■957  6483 

30.64 

.'XjN  7200 

30.87 

11 

. '   ■"    '--J 

30.3J 

•946  8395 

3043 

■957  8322 

30.64 

.968  9053 

30.87 

1.". 

1.0  j6  10J7 

30.23 

1.947  0321 

3043 

1.958  0160 

30.65 

1.90'>  0905 

30.88 

ir> 

..J!6  3851 

30.23 

.947   2047 

3044 

.958  1999 

30.65 

.909  2757 

30.88 

i: 

30.23 

■947  3873 

30.44 

.958  3839 

30^66 

SM>  4610 

30.89 

IS 

.77 

30.24 

•<>47  5699 

3044 

.958  5678 

SOJdb 

.<X»  6464 

3a89 

IV 

30.24 

.947  7536 

3045 

•958  7518 

30.66 

."X'9  8317 

30.89 

-M 

:    .   "      1 '  'S 

30.24 

•  •947  9353 

3045 

U958  9358 

30.67 

1.970  0171 

30.90 

■-'1 

,   -    ■, .,.>j 

30.25 

.<>4S   1180 

3045 

•959  1198 

30.67 

.970  2035 

3a90 

'JJ 

,  .7     ,7j7 

30.25 

.<M>i  3007 

3040 

•959  3038 

30.67 

■970  3879 

30.91 

•s\ 

■.,7   5553 

30.25 

.•M«  4834 

3046 

•959  4879 

30.68 

■970  5734 

30.91 

•-M 

.  'J7  7368 

30.26 

.948  6663 

3046 

•959  6720 

30.68 

■970  7589 

30.91 

.i') 

;    .  -  r„S4 

30.26 

1.948  8490 

3047 

1.959  8561 

30^69 

1.970  9443 

30.92 

-1. 

30.26 

.949  0318 

3047 

.960  0402 

30^69 

■971   1299 

30.92 

•J7 

- ;  ^ 

30.27 

.949  3146 

3047 

.960  2243 

30^69 

■971  3154 

30.93 

•>i 

.  /  > ^  .♦■'>-' 

30.27 

•949  3975 

304S 

.960  4085 

30^70 

.971   5010 

30.93 

■Jl 

.■>ja  044S 

30.27 

•949  5804 

304S 

•960  5937 

30.70 

.971  6866 

30.93 

im 

i.')jS!  s;64 

30.2.S 

1949  7633 

3048 

1.960  7769 

30.70 

1.971  8722 

30.94 

:ii 

.■/,•/  .  .'Si 

30.28 

.949  9462 

3049 

.960  9613 

30^71 

.972  0578 

30.94 

t.' 

.  ,  ,  ;     1  -'(S 

30.28 

.950  1391 

3049 

■961  1454 

30^71 

.972  2435 

30.95 

;£» 

. ; , '    ,:i5 

30.29 

•950  3131 

30.50 

.961  3397 

30.71 

.972  4293 

30.95 

:m 

.'./y  5533 

30.29 

•950  4951 

30.50 

.961  S140 

30^72 

.973  6149 

30.95 

:i.-i 

1  '39  7350 

30.29 

1.950  6781 

30.50 

1.961  6983 

30^72 

1.973  80O6 

30.96 

:fa'> 

.  .!o  0168 

30.30 

.950  8611 

30.51 

.961  8827 

30^73 

.972  9864 

30.96 

:i7 

;       '."lö 

30.30 

.951  Ck441 

30.51 

.962  0671 

30.73 

.973  1722 

30.97 

:vs 

.     .-14 

30.30 

.951  3373 

30.51 

■962  251s 

30.73 

.973  3580 

30.97 

:ri 

.-^'  4<^-3 

30.31 

.951  4103 

30.53 

■962  4359 

30^74 

■973  .=438 

30.97 

4() 

1.040  0441 

30.31 

1.951   5934 

30.53 

1.963  6303 

30^74 

K973  7297 

30.98 

41 

.740  8j6o 

30.31 

•951   7766 

30.53 

.963  8048 

30^75 

■973  9156 

30.98 
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30.32 

•951  9597 

30^53 

.963  9893 
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■974  1015 

30^99 

4! 

.'*4l    IS9S 

30.33 

.953  1439 

30.53 

■963  1738 

30^75 
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30^99 

44 

.Ml   3717 

30.32 

.953  3361 

30.53 

■963  3583 

30.76 

■974  4734 
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l.'Ul   5537 

30.33 

1.953  S093 

3a54 

1.963  5439 

30.76 

U074  6593 

31.00 

Mi 

.•>41   7357 

30.33 

•9S3  6935 

30.54 

•963  7275 

30.77 

■974  8454 
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17 

>41  9177 

30.34 

•953  8758 

30.55 

.963  9121 

30.77 

■975  0314 

31.01 
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'43  0997 

30.34 

•953  0591 

30.55 

.964  0967 

30.77 

•975  2174 

31.01 
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.42  3817 

30.34 

•953  3434 

30.55 

•964  2814 

30.78 

•975  4035 
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30.56 
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■953  7934 
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.964  8354 
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.975  9619 
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30.36 

■953  9758 

30.57 

.965   0303 

30.79 

.976  1481 
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.M 

•'43   1933 

30.36 

■954  1592 

30.57 

.965   3050 

3a8o 

•976  3343 
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.Vi 
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1.954  3437 
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1.965    3897 
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.076  S")30 

31^05 

.\s 

'4.,    V-'ll 

30.37 

■9-4  S931 

30.59 

.965  9443 

30.81 

.977  0793 

3105 

.v.t 

«44   1033 

30.38 

.055  0766 

30.59 

.966  1391 

30.81 

.977   2650 

31^06 

t',11 

1    '44  2*<56 

.r«.-!'« 

}•"<;  jff*i 

30.50 

1.0^  .114" 

30.«2 

1,077  4?20 

3 1^06    1 

—     85S     — 

Tafel  VI. 
Die  Barker' sehe  Tafel. 


V. 

88 

0 

89 

0 

90 

0 

91 

3 

log  i\r. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1".  1 

ü' 

1.977  4320 

31.06    1 

988  6789 

31-31 

2.000  0000 

31-58 

2.011  4203 

31-87 

1 

.977  6383 

31 -oö 

988  8668 

31-32 

.000  1895 

31-59 

.011  6115 

31-87 

2 

.977  8247 

31-07 

989  0548 

31-32 

.000  3790 

31-39 

.011  8027 

31-88 

3 

.978  0112 

31-07 

989  2427 

31-33 

.000  5686 

31-60 

.011  9940 

31-88 

4 

.978  1976 

31-08 

989  4307 

31-33 

.000  7582 

31-60 

.012  1853 

31-89 

5 

1.978  3841 

31.08    1 

989  6187 

31-34 

2.000  9478 

31-60 

2.012  3766 

31-89 

6 

.978  5706 

31-08 

989  8067 

31-34 

.001  1375 

31.61 

.012  5680 

31-89 

7 

.978  7371 

31-09 

989  9948 

31-34 

.001  3272 

31-61 

.012  7594 

31-90 

8 

■978  9436 

31-09 

990  1829 

31-33 

.001  5169 

31-62 

.012  9508 

31-90 

9 

.979  1302 

31-10 

990  3710 

31-35 

.001  7066 

31.62 

.013  1422 

31-91 

10 

1-979  3168 

31-10    1 

990  5591 

31-36 

2.001  8963 

31.63 

2.013  3337 

31-91 

11 

.979  3034 

31-11 

990  7473 

31-36 

.002  0861 

31-63 

.013  5252 

31-92 

Vi 

.979  6901 

31-11 

990  9355 

31-37 

.002  2759 

31-64 

.013  7167 

31.92 

13 

.979  8768 

31.11 

991  1237 

31-37 

.002  4658 

31.64 

.013  9083 

31-93 

14 

.980  0635 

31-12 

991  3119 

31-38 

.002  6557 

31-65 

.014  0999 

31-93 

15 

1.980  2502 

31-12    1 

991  5002 

31-38 

1.002  8456 

31.65 

2.014  2915 

31-94 

16 

.980  4369 

31-13 

991  6885 

31-38 

.003  0355 

31-66 

.014  4831 

31-94 

17 

.980  6237 

31-13 

991  8768 

31-39 

.003  2254 

31-66 

.014  6748 

31-95 

18 

.980  8103 

31-13 

992  0651 

31-39 

.003  4154 

31-67 

.014  8665 

31-95 

19 

.980  9973 

31-14 

992  2535 

31-40 

.003  6054 

31-67 

.015  0582 

31-96 

20 

1.981  1842 

31-14    1 

992  4419 

31-40 

2.003  7955 

31-68 

2.015  2500 

31-96 

31 

.981  3710 

31-15 

992  6304 

31-41 

-003  9855 

31-68 

.015  4418 

31-97 

22 

.981  5579 

31-15 

992  8188 

31-41 

.004  1756 

31-68 

-015  6336 

31-97 

•i3 

■981  7449 

31.16 

993  0073 

31-42 

-004  3658 

31-69 

.015  8255 

31-98 

24 

.981  9318 

31.16 

993  1958 

31-42 

-004  5559 

31-69 

.016  0174 

31-98 

25 

1.982  u88 

31.16    1 

993  3843 

31-42 

1.004  7461 

31-70 

2.016  2093 

31-99 

20 

.982  3058 

31-17 

993  5729 

31-43 

.004  9363 

31-70 

.016  4012 

31-99 

w7 

.082  4928 

31-17 

993  7615 

31-43 

.005  1265 

31-71 

-016  5932 

32-00 

ii8 

.982  6798 

31-18 

993  9501 

31-44 

.005  3168 

31-71 

.016  7852 

32.00 

:iy 

.9S2  8669 

31-18 

994  1387 

31.44 

-005  5071 

31-72 

.016  9772 

32.01 

:$o 

1.983  0540 

31-18    1 

994  3274 

31-43 

2.005  6974 

31-72 

2.017  1693 

32.01 

31 

.983  2411 

31-19 

994  5161 

31-45 

.005  8878 

31-73 

.017  3614 

32.02 

32 

■983  4283 

31-19 

994  7048 

31-46 

.006  0781 

31-73 

.017  5535 

32.02 

33 

.9S3  6155 

31-20 

994  8936 

31-46 

.006  2685 

31-74 

.017  7456  ■ 

32.03 

34 

.983  8027 

31.20 

995  0823 

31-46 

.006  4590 

31-74 

.017  9378 

32.03 

35 

1.983  9899 

31-21    1 

995  2711 

31-47 

2.006  6494 

31-75 

2.018  1300 

32.0; 

:}« 

.9S4  1772 

31-21 

995  4600 

31-47 

.006  8399 

31-75 

.018  3223 

32.04 

37 

.984  3644 

31-22 

993  6488 

31-48 

.007  0304 

31-76 

.018  5145 

32.05 

38 

■9S4  5517 

31-22 

995  8377 

31-48 

.007  2210 

31-76 

.018  7068 

32.05 

39 

.984  7391 

31-22 

996  0266 

31-49 

.007  4116 

31-77 

.018  8992 

32.06 

40 

1.9S4  9264 

31.23     1 

996  2155 

31-49 

2.007  6022 

31-77 

2.019  0915 

32.06 

41 

.985  1138 

31-23 

996  404s 

31-50 

.007  7928 

31-77 

.019  2839 

32.07 

42 

.985  3012 

31-24 

996  5935 

31-50 

.007  9835 

31-78 

.019  4763 

32.07 

43 

.985  4886  ■ 

31-24 

996  7825 

31-51 

.008  1742 

31-78 

.019  6688 

32.08 

44 

.985  6761 

31-24 

996  9716 

31-31 

.008  3649 

31-79 

.019  8613 

32.08 

45 

1.985  8636 

31-25    1 

997  1606 

31-51 

2.008  5356 

31-79 

2.020  0538 

32.09 

46 

.9S6  0511 

31-25 

997  3497 

31-52 

.008  7464 

31-80 

.020  2463 

32.09 

47 

.980  2386 

31-26 

997  5389 

31-52 

-008  9372 

31-80 

.020  4389 

32.10 

48 

.986  4262 

31-26 

997  7280 

31-53 

.009  1280 

31-81 

.020  6315 

32.10 

49 

.986  6138 

31-27 

997  9172 

31-53 

.009  3189 

31-81 

.020  8241 

32-11 

50 

1.986  8014 

31-27    1 

998  1064 

31-54 

0.009  5098 

31-82 

2.021  0168 

32.11 

51 

.986  9890 

31-28 

998  2956 

31-54 

.009  7007 

31-82 

.021  2095 

32-12 

53 

.987  1767 

31.28 

998  4849 

31-55 

.009  8917 

31-83 

.021  4022 

32.12 

53 

.987  3644 

31-28 

998  6742 

31-53 

.010  0S26 

31-83 

.021  5949 

32.13 

54 

.987  5521 

31-29 

998  8635 

31.56 

.010  2736 

3I-S4 

.021  7877 

32.13 

55 

1.987  7398 

31-29    1 

999  0529 

31-56 

2.010  4647 

31-84 

2.021  9805 

32-14 

56 

.9S7  9276 

31-30 

999  2422 

31-56 

.010  6557 

31-85 

.022  1734 

32.14 

57 

.988  1154 

31-30 

999  4316 

31-57 

.010  8468 

31-83 

.022  3662 

32.15 

58 

.988  3032 

31-31 

999  6211 

31-57 

.011  0380 

31-86 

.022  5591 

32.15 

59 

.988  4911 

31-31 

999  8105 

31-58 

.011  2291 

31-86 

.022  7521 

32.16 

60 

1.988  6789 

31-31    2 

000  0000 

31-58 

2.011  4203 

31-87 

2.022  9450 

32.16 

—  85y    ~ 

Tiifel    VI. 

Die  Barker' sohe  Tafel. 


/•. 

«.>2 

m 

<M 

♦K') 

i-k'  -M 

i>ia.  1  . 

■•■K'   >'• 

lliff.  1". 

1»K  M. 

Diil.  1". 

log  .M. 

iJlff.  1'.  1 

ir 

-MO 

2..134  5797 

32-4H 

3.046  329'' 

.12.S.J 

.•0---  .  •  ' 

n-15   ; 

I 

-.»7 

.034  774S 

3248 

.'Wj  5204 

.i2.xi 

15 

.' 

-•17 

.034  9694 

32-49 

^^6  72J.i 

l--^- 

16 

:; 

.•.18 

.03s  1644 

3249 

.046  9202 

J2.82 

16 

1 

.'.18 

.03s  3593 

32.50 

.047  1173 

32.83 

■•■ 

,.17     1 

1. 

MO 

2.n-)5   5543 

32.50 

32.51 

3.047  3141 
.047  5111 

33.83 
32.84 

2."' 

,18 

7 

J2.5  1 

.047  7082 

32.84 

.' 

19 

s 

32.52 

X47  9053 

32.85 

19 

'.1 

-  ,1 

3.V21 

."jfJ  J-".47 

32.52 

.048   1024 

32.85 

.v^'t  yvi 

.t).20 

in 

■-4    1 

32.21 

2.036  5298 

32-53 

2..i48  3995 

32.86 

2.060  1911 

3.5-21 

U 

^3.22 

.036  7250 

32.53 

.048  4967 

33.87 

.060  3904 

33-21 

li 

-•.2.* 

.036  9203 

33.54 

.048  6939 

32.87 

.•-/jO  S>v/- 

33-22 

i:i 

,2.23 

.037  US5 

33.54 

.048  8912 

32.88 

.'Xf'J  789'J 

33-22 

11 

3^-33 

.037  3108 

32.55 

.049  0884 

32.88 

.060  9S34 

33-33 

1    »•'> 

:■'■-■'   ^32 

33.34 

2.037  S061 

33.5s 

2.049  3857 

32.89 

2.061    1878 

33-24 

ir, 

-    -"    ^^67 

33.24 

.037  7015 

33.56 

.049  4831 

32.89 

.ti6l  3872 

33-24 

17 

.■  .Ml 

32.25 

.037  8969 

32.57 

.049  6805 

32.90 

-(j6i   5867 

33-25 

is 

..\,ö 

32.30 

.038  0933 

33.57 

.049  8879 

32.90 

.061  7862 

3J-2-. 

1'.' 

172 

32.26 

.038  2877 

33.38 

.050  0753 

32.91 

.061  9857 

33-20 

■Jii 

-     .      -;  'S 

32.27 

2.038  48  ,2 

32.58 

2.050  2728 

32.92 

2..-TJJ  1853 

33-27 

■-•1 

"     •  U 

32.27 

.038  6787 

33.59 

.050  4703 

32.92 

-002  3849 

33-27 

.■".' 

-■:  ;vSo 

33.28 

.038  8743 

32.59 

.050  6679 

32.93 

.062  5846 

3J-28 

','-> 

-127  3917 

33J8 

.039  0699 

32.60 

.050  86s  S 

32.93 

.062  7842 

33-28 

h 

'27   5854 

32.29 

.039  2655 

33.61 

.051  0631 

32.94 

.062  98.io 

33-29 

■.'■) 

.     --   7791 

32.29 

2.039  4611 

32.61 

2.051  2608 

32.95 

2.063  1837 

33-30 

■.'•  i 

.-    ■::<) 

32.30 

.039  6568 

32.62 

.051  4385 

32.95 

-063  3833 

33-30 

_>7 

.  -   i'<t~ 

32.30 

.039  8523 

32.62 

.051  6562 

32.96 

-063  5833 

33-31      ; 

■> 

.■  --  yx>5 

32.31 

.040  04''2 

32.63 

.051  8539 

32.96 

-063  7832 

33.31 

•-*.• 

■'-:>  5544 

33.31 

.040  2440 

32.63 

.053  0517 

32.97 

.063  9831 

33.32 

:>i 

-r'-J'^  7483 

33.33 

2.040  4399 

32.64 

2.052  2496 

32.97 

2-064  1831 

33.33 

:!i 

.  .■•'  04  j» 

33.33 

.040  6337 

32.64 

.052  4474 

32.98 

.064  3830 

33-33     1 

:!_> 

,  -■  -  1  ;6l 

33.33 

.040  8316 

32.65 

.052  6453 

33.98 

.064  5S30 

33.34 

:r. 

•    -\'    JJOl 

33.33 

.041  0275 

32.65 

.052  8432 

32.99 

.'364  78 Jl 

33-34 

:u 

.029  5241 

33.34 

.041  2234 

32.66 

.053  0412 

33.00 

.064  9S32 

33-35 

:c. 

J.029  7l8i 

33.34 

2.041  4194 

32.67 

2.053  2392 

33-00 

2.065   1833 

33-36  ! 

m-. 

.o.'9  9121 

,72.33 

.041  6154 

32.67 

.053  4372 

3301 

.065  3834 

33-36 

:r7 

.'  '•,'->    W  i 

.041  8114 

32.63 

.053  6333 

33.01 

.065  5830 

33-37 

:is 

.-'jv   ','.'Ji 

,.'.  ,'j 

.042  0075 

32.68 

.053  8334 

33.02 

.065  7839 

33-37 

:k» 

■■'SO  4947 

J2.J'J 

.042  2036 

32-69 

.054  03 15 

33.03 

-065  9841 

33-3S   ; 

*! 

2...y.  6389 

33.37 

2.043  399S 

32.69 

2.054  2297 

33.03 

2-066  1844 

33.39 

!    41 

."^J  8831 

32.37 

.042  5960 

32.70 

-054  4379 

33.04 

.066  3847 

33.39 

4,' 

.-,1    "774 

.'.  >S 

."42    7922 

32.70 

.054  6262 

33.04 

.066  5851 

3340 

4.« 

.  oi  -:i: 

.'.  .'/ 

■  ■4-'   'yS^t 

32-71 

.054  8244 

33.05 

.066  7855 

3340 

44 

.Ojl   4C0u 

..-'.J7 

.'MJ    1*47 

32.71 

.055  0227 

33.05 

.066  9860 

3341 

4.-. 

.•031 6604 

32-»o 

2.043  3810 

33.73 

2.055  2211 

33.06 

2-067   IS65 

3342 

46 

.031  8548 

33.40 

.043  5773 

33.73 

.055  4195 

33.07 

.067  3870 

3343 

«7 

/<  •  0493 

3341 

Ä43  7737 

32-73 

.055  6179 

33.07 

.067  5875 

3343 

4s 

-    -4J7 

33-»l 

.043  9701 

32-74 

JO55  8163 

33.08 

.C67   7881 

3343 

4M 

-•   4  133 

33.42 

.044  1665 

32-74 

.056  0148 

33.08 

X/jI    9887 

3344 

."iii 

-     ^-   '■-.27 

3342 

2.'H4  36 Jü 

32-75 

2.056  2133 

3309 

2.068   IS'M 

3345 

.M 

■J2    ^272 

3343 

•<'44  5595 

32-75 

.056  4119 

33-10 

-068  3901 

3345 

.'>  j 

'2l8 

3343 

.■44  75''1 

32-76 

.056  6105 

3.3-10 

.068  590S 

3346 

."v ! 

.164 

33-« 

.044  9520 

32.76 

.056  8091 

33.11 

.068  7916 

3347 

:.j 

4111 

33-+i 

.(HS   1492 

32.77 

.057  0078 

33.11 

.068  9924 

3347 

.Vi 

...;W 

^-'  \' 

.'■\r-  Tt^o 

32.78 

2.037  2063 

33-13 

2.069  1933 

3348 

•Vi 

32-78 

.057  4032 

33-13 

.069  3942 

3J-i^ 

;,7 

■  '4'    7     '  , 

32.79 

.037  6040 

3313 

."69  5951 

33-4  • 

.'vS 

;    i  *,*^ 

.>-.4^ 

.■45   V.j'»J 

32.79 

.057  8028 

1     33.14 

...69  796>J 

33.:'-' 

."■'.1 

;     -^ 

3347 

.(MO   132s 

32.80 

.058  OOIÖ 

33.14 

.«y>  9970 

33.50 

l'Ji 

.  ::~j-: 

32.4S 

2  '  4''i    ".'  ■^' 

;;.'.S.. 

2.058  2003 

33-15 

2_n-,t    lf>«<.-i 

.13-51 

860     — 


Tafel  VI. 
Die  Barker' sclie  Tafel. 


V. 

96 

0 

97 

0 

98 

0 

99 

0 

log  M. 

Difi.  1". 

log  M. 

Difi.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Difi.  1". 

0' 

2.070  1980 

33-51 

2-0S2  3282 

33.88   2 

094  5971 

34-28 

2.107  0109 

34.69 

1 

.070  3991 

33-51 

.082  5316 

33-89 

094  8028 

34-29 

.107  2190 

34-70 

1   2 

.070  6002 

33-52 

.082  7349 

33-90 

095  0085 

34-29 

.107  4272 

34-70 

3 

.070  8014 

33.53 

.082  9383 

33-90 

095  2143 

34-30 

.107  6353 

34-71  1 

4 

.071  0025 

33-53 

.0S3  1418 

33-91 

095  4201 

34-31 

.107  8437 

34.72 

5 

2.071  2037 

33-54 

2.083  3453 

33-92    2 

095  6260 

34-31 

2.108  0521 

34-72 

6 

.071  4050 

33.54 

.083  5488 

33-92 

095  8318 

34-32 

.108  2604 

34-73 

7 

.071  6063 

33-55 

.083  7523 

33-93 

096  0378 

34-33 

.108  4689 

34-74 

'   8 

.071  8076 

33-56 

.083  9559 

33-94 

096  2438 

34-33 

.108  6773 

34-75 

9 

.072  0090 

33.56 

.084  1596 

33-94 

096  4498 

34-34 

.108  8858 

34-75 

10 

2.072  2104 

33-57 

2.084  3633 

33-95    2 

096  6558 

34-35 

2.109  0944 

34-76 

11 

.072  4118 

33.58 

.084  5670 

33.96 

096  8619 

34-35 

.109  3029 

34-77 

12 

.072  6133 

33.58 

.084  7707 

38.96 

097  0681 

34.36 

.109  5116 

.34-77 

13 

.072  8148 

33-59 

.084  9745 

33-97 

097  2742 

34.37 

.109  7202 

34-78 

14 

.073  0163 

33-59 

.085  1783 

33-98 

097  4804 

34.37 

.109  9289 

34-79 

15 

2.073  2179 

33-60 

2.08s  3822 

33-98    2 

097  6S67 

34.38 

2.110  1377 

34-80 

16 

.073  4195 

33-61 

.085  5861 

33-99 

097  8930 

34-39 

.110  3465 

34-80 

17 

.073  6212 

33-61 

.085  7901 

33-99 

098  0993 

34-39 

.110  5553 

34-81 

18 

.07  .i  S229 

33-62 

.085  9941 

34.00 

098  3057 

34-40 

.110  7642 

34-82 

19 

.074  0246 

33.63 

.086  1981 

34-01 
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.  .1 

4  5  ."3 

-364  3131 

')l 

46.77 

.397  8';3l 

47.7'> 

;i 

,  ^    :  ;  /» 

4?."4 

.304  4««5 

,     .TiKS 

46.79 

.i'>>*   IVH 

47.71 

1 

.    .-      ■'ft 

45.06 

J64  7639 

4>-''l 

-3^1    4515 

46.HO 

.30s  4657 

47.73 

:. 

■•     :-     '•') 

45X.7 

2.365  0394 

45.93 

2.381    7324 

46.8J 

2.3'>.S   7521 

47.74 

tt 

. , ;  ■-  ' ' ,.  ^s 

45.' *> 

.365  3150 

45.94 

.382   0133 

46.83 

.3<X>  u,iHt, 

47.7'> 

" 

;v>  -Mu 

45. 1" 

.365  5907 

45.'X' 

.;^.'  -"<44 

46.85 

.3<A>    3252 

47.77 

s 

■  .4'>  47.'<J 

45.11 

.365  8665 

45.07 

.,--■   =755 

46.86 

.39'>  6119 

47.7'< 

'.1 

■  U')  74-'>< 

45.13 

.366  1423 

45.99 

.J^-    "^567 

46.88 

.399  8987 

47.81 

in 

-   SO  0136 

45.14 

2.366  4183 

46.00 

2.383   1380 

46.89 

2400  1856 

47.82 

n 

.r^o  J845 

45.16 

.366  6944 

46.01 

.383  4194 

46.91 

400  4725 

47.84 

u 

■    ■'  -'=4 

45.17 

.366  9705 

46x)3 

.383  7009 

46.92 

400  7596 

47.85 

i:i 

45.18 

.367  2467 

46Ä» 

.383  9825 

46.94 

401  0468 

47.H7 

14 

.  .  ■  :    '  -'TT 

45.20 

.367  5230 

46X)6 

.3H4  2642 

46.95 

401  3340 

47.8'> 

l.'l 

-'.  .M    J^'S«» 

45.21 

2.367  7994 

46.07 

2.3H4  5460 

46.97 

2401  6214 

47.'*J 

lli 

151  044.« 

45-23 

.308  0759 

46.09 

..i.S4  8.'78 

46-0.^ 

401  90s.S 

47.6J 

17 

.  ,51  vno 

45.24 

.368  3525 

46.10 

.385    I09H 

46.99 

402   1064 

47.93 

IS 

.;?.'  I8jl 

45.25 

.368  6291 

46.13 

.385   3918 

4~J0l 

402  4«40 

47.95 

l'.t 

.5-'  4547 

45.27 

.368  90S9 

46.13 

.385  6739 

47X>3 

402  7718 

47.97 

A) 

-.J5J  7.'t-3 

45.28 

2.369  1827 

46.15 

2.385  9562 

47.05 

2403  0596 

47.98 

21 

-353  9'>«1 

45.30 

.369  4596 

46.16 

.386  2385 

47Ä) 

403  3475 

48x0 

•w 

.353  i099 

45  Jl 

.369  7367 

46.18 

.386  5209 

47X)8 

403  6356 

48x51 

21 

■353  5418 

45-33 

.370  0138 

46.19 

.386  8034 

47X)9 

403  9237 

48.03 

•-'4 

.353  8138 

45.34 

.370  2909 

46  Jl 

.387  0860 

47.11 

404  2119 

48.04 

i"> 

.■.;54  ot*5') 

45.35 

2.370  5682 

46.23 

2.387  3687 

47.12 

2404  5002 

48.0^^ 

•M 

.04  ;?^i 

45.37 

.370  8456 

46.24 

.387  6514 

47.14 

404  7886 

48.08 

■J7 

•  ..-4   '.,"3 

45.38 

.371    1230 

46.25 

.387  9343 

47.15 

405  0771 

48.0-> 

•M 

■  J54  '''-7 

45-40 

.371  4006 

46.26 

.388  2173 

47.17 

405  3657 

48.11 

\    '^ 

.355    1751 

4541 

.371  6782 

46-28 

.388  5003 

47.18 

.405  6544 

48.12 

3() 

2.355  4476 

4S-t2 

2.371  9559 

46.29 

2J88  7835 

47.20 

2405  9432 

+8-14 

'  ai 

.3  =  5    T. ''■>-• 

45.44 

.372  2337 

46.31 

.389  0667 

47.21 

406  2321 

48.16 

:»-' 

•  .-:    '"."^ 

45-45 

.372  5116 

46.32 

.389  3500 

47.23 

406  5211 

48.17 

:» 

.  ,5'.   .'',-"0 

45-47 

.372  7896 

46.34 

.389  6335 

47.24 

406  8102 

48.19 

:u 

•J5'j  5j^5 

45-4H 

.373  0677 

46.35 

.3S9  9170 

47.26 

407  0993 

48-20 

:i:> 

-'.356  8114 

45-50 

2.373  3459 

46.37 

2.390  2006 

47.28 

2.407  3886 

48-22 

:i(i 

.357  0844 

45-51 

.373  6241 

46.38 

•390  4843 

47.29 

.407  6780 

48.24 

:n 

.357  3575 

45-52 

.373  9024 

4640 

.390  7681 

47.31 

407  9674 

48.25 

.    M 

.357  6307 

45.54 

.374  1809 

4641 

.391  0519 

47.33 

408  2570 

48.27 

■JO 

.357  9040 

45.55 

.374  4594 

4643 

.391  3359 

47.34 

408  5467 

48.28 

M) 

-'.358  1773 

45.57 

2.374  7380 

46-44 

2.301  6200 

47.35 

3408  8364 

48.30 

41 

J58  4508 

45.58 

.375  0167 

4646 

.391  9043 

47.37 

409  1263 

48.32 

*i 

.358  7J43 

45.60 

.375  2955 

4647 

.392  1884 

47.38 

409  4162 

48.33 

43 

.358  9979 

45-61 

.375  5744 

4649 

.392  4728 

4740 

409  7063 

48.35 

44 

.359  3716 

45.62 

•375  8533 

46-50 

.393  7573 

4741 

409  9964 

48.37 

46 

:J.359  5454 

45.64 

2.376  1324 

46.51 

2.393  0417 

47.43 

2410  2866 

48.3« 

46 

.359  8193 

45.65 

.376  4115 

46.53 

.393  3264 

4745 

.410  5770 

48.40 

47 

.300  0'>33 

45.67 

.376  6908 

46.55 

.393   6111 

4746 

410  8674 

4841 

48 

.300  3073 

45.68 

.376  9701 

46.56 

.393   8959 

47-48 

.411    1579 

+S43 

40 

.3to  6415 

45.70 

.377  249S 

46.58 

.394   1808 

4749 

411  4486 

4845 

50 

2.iCo  9157 

45.71 

2.377  5290 

46.59 

2.394  4Ö58 

47.51 

2411    7393 

4846 

!    51 

.361   1<J00 

45.72 

.377  808Ö 

46.60 

.394  7509 

47-53 

412  0301 

484« 

1    52 

.361  4<>44 

45-74 

.378  0883 

46.63 

s395  0361 

47-54 

412  3210 

4849 

53 

.301   7389 

45-75 

J78  3681 

46.64 

.395  3214 

47.55 

412  6120 

48.51 

&4 

.36J  0134 

45-77 

.378  6479 

46.65 

.395  6067 

47.57 

412  9031 

48.53 

55 

2.y,2    2><8l 

45.78 

2.378  9279 

46.67 

2.395  8933 

47.59 

2413    1944 

48.54 

■    .V) 

.,'.-•     J'.JS 

45-><o 

.379  2079 

46.68 

.396  1778 

47.60 

413  4857 

48.56 

.'i7 

-  .'  -'    ■-  ,T') 

45.HI 

.379  4881 

46.70 

.3'X>  4634 

47.62 

413   7771 

48.S8 

.■»s 

..,'.(    11.") 

45-H2 

.379  7083 

46.71 

.396  7493 

47.63 

414  ooho 

48.59 

1  ."l«) 

■y>i  i^-o 

45-li4 

.380  0486 

46.73 

.397  0350 

47-65 

414   3602 

48.61 

eo 

2.303  0036 

45.86 

2.380  3290 

46.74 

2.397  3210 

47.66 

i.414  6519 

48.63 

ThxiiTtlicha  AitroooDil« 
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V.      = 

120" 

i2r 

122" 

123"       1 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

0'    2 

414  0519 

48.62 

2.432  3356 

49.62 

2-450  3868 

50.67 

2.46S  8205 

51.75 

1 

414  9437 

48.64 

.432  6334 

49.64 

4SO  0908 

50.68 

.469  1311 

51.77 

2 

415  2356 

48.66 

.432  9313 

49.66 

•450  9950 

50.70 

.469  4418 

51.79 

3 

413  527Ö 

48.67 

.433  2293 

49.68 

.451  2992 

50.72 

•469  7526 

51.81 

4 

415  8197 

48.69 

■433  5274 

49-69 

.4SI  6036 

50.74 

.470  0634 

51.82 

.5     2 

416  1119 

48.71 

2.433  8257 

49-71 

2451  9081 

50-75 

2.470  3744 

51.84 

C 

416  404-' 

48.72 

.434  1240 

49-73 

.452  2127 

50.77 

.470  685Ö 

51.86 

7 

416  6965 

48.74 

.434  4224 

49-74 

.452  5174 

50.79 

.470  9968 

51.88 

« 

416  9890 

48.76 

.434  7209 

49-76 

452  8222 

50.81 

.471  3081 

51-90 

i) 

417  2816 

48.77 

•435  0195 

49-78 

.453  1271 

50.83 

.471  6196 

51-92 

10 

417  5743 

48.79 

2.43s  3182 

49-80 

2.453  4321 

50.84 

2.471  9311 

51.94 

11 

417  8671 

48.81 

.435  6171 

49-81 

•453  7372 

50.86 

.472  2428 

51.95 

li 

418  1600 

48.82 

.435  9160 

49-83 

•454  0424 

50.88 

472  5546 

51.97 

13 

418  4529 

48.84 

.430  2150 

49-85 

•454  3477 

50.90 

•472  8665 

51.99 

14 

418  7460 

48.85 

■436  5141 

49-86 

•454  6532 

50.92 

473  1785 

52.01 

15 

419  0392 

48.87 

2.436  8134 

49-88 

2.454  9587 

50.93 

2.473  4906 

52.03 

Ui 

419  3325 

48.89 

.437  1127 

49-90 

.455  2044 

50.95 

.473  8028 

52.05 

17 

419  6258 

48.90 

.437  4122 

49.92 

•455  5701 

50.97 

.474  1152 

52.07 

18 

419  9193 

48.92 

.437  7117 

49-93 

.455  8760 

50.99 

474  4276 

52M) 

19 

420  2129 

48.94 

.438  0114 

49-95 

.456  1820 

51.00 

•474  7402 

52.10 

20 

420  5066 

48.95 

2.438  3111 

49-97 

2.456  4881 

51-02 

2475  0329 

52.12 

21 

420  8003 

48.97 

.438  6110 

49-98 

.456  7943 

51-04 

475  3657 

52.14 

22 

421  0942 

48.99 

.438  9109 

50.00 

.457  1006 

31.OÜ 

475  6786 

52.16 

2;^ 

421  3882 

49.00 

.439  2110 

50.02 

457  4070 

51-08 

•475  9916 

52.18 

•u 

421  6822 

49.02 

.439  5112 

50.04 

.457  7135 

51-09 

.476  3047 

52.20 

25   j 

421  9764 

49.03 

2.439  8114 

50.05 

2.458  0201 

51-11 

2.476  6180 

52.22 

20 

422  2707 

49-05 

.440  1118 

50.07 

•458  32üS 

51-13 

476  9313 

S2.23 

27 

422  5650 

49-07 

.440  4123 

50.09 

.458  0337 

51-15 

477  2448 

52-25 

28 

422  8595 

49-09 

.440  7129 

50.11 

.458  9406 

51-17 

477  5584 

52.27 

29 

423  1541 

49.10 

.441  0136 

50.12 

•459  2477 

51-18 

.477  8721 

52.29 

30   2 

423  4488 

49-12 

2-441  3143 

50.14 

2.459  554S 

51-20 

2.478  1859 

52.31 

31 

423  7433 

49-14 

.441  6152 

50.16 

.459  8021 

51-22 

.478  4998 

52.33 

32 

424  0384 

49-15 

.441  9162 

50.18 

400  1095 

51-24 

.478  8138 

52.35 

33 

424  3334 

49-17 

.442  2173 

SO.  19 

.400  4770 

51-26 

.479  1280 

52.37 

34 

424  6284 

49.19 

.442  5185 

50.21 

.400  7840 

51-28 

.479  4+22 

52.39 

35   2 

424  9236 

49-20 

2.+42  8199 

50.23 

2.461  0923 

51.29 

2479  7566 

52.40 

3« 

425  2189 

49.22 

.443  1213 

50.24 

.461  4001 

51.31 

.480  0711 

52.42 

37 

425  5142 

49.24 

.443  4228 

SO.26 

.461  7080 

51.33 

•480  3857 

52.44 

38 

425  8097 

49.25 

.443  7244 

50.28 

.402  0161 

51.35 

.480  7004 

52.46 

39 

426  1053 

49-27 

.444  0261 

50.30 

.462  3242 

51-37 

.481  0152 

52-48 

40   2 

426  4010 

49-29 

2.444  3280 

50.31 

2.462  6325 

51-38 

2.4S1  3301 

52-50 

41 

426  6967 

49-30 

.444  6299 

50.33 

.462  9408 

51-40 

.481  6452 

52-52 

42 

42Ö  9926 

49-32 

.444  9320 

SO.35 

•463  2493 

51-42 

.481  9604 

52-54 

43 

427  2886 

49.34 

.445  2341 

50.37 

.463  5579 

51-44 

.482  2756 

52.56 

44 

427  S847 

49.35 

.445  5364 

50.38 

.463  8066 

51-46 

.482  5910 

52.58 

45 

427  8808 

49.37 

2.445  8387 

50.40 

2.464  1754 

51-48 

2.482  9065 

52.59 

46 

428  1771 

49.39 

.446  1412 

50.42 

.464  4843 

51-49 

.483  2222 

52.61 

47 

428  4735 

49.40 

.446  4437 

50.44 

.464  7933 

51-51 

.483  5379 

52.63 

48 

428  7700 

49.42 

.446  7464 

SO.45 

.465  1024 

51-53 

.483  8537 

52.65 

49 

429  0665 

49.44 

.447  0492 

5047 

.465  4116 

51.55 

.484  1697 

52.67 

50   2 

429  3632 

49.46 

2.447  3521 

50.49 

2.465  7210 

51-57 

2.484  4858 

52.69 

51 

429  6600 

49-47 

.447  6551 

50.51 

.466  0305 

51-59 

.484  8020 

52.71 

52 

429  9569 

49-49 

.447  9582 

SO.53 

.466  3400 

51-60 

•48s  1183 

52.73 

i\i 

430  2539 

49-51 

.448  2614 

50.54 

.466  6497 

51-62 

•485  4347 

52.75 

54 

430  5510 

49-52 

.448  5647 

50.56 

•466  9595 

51.64 

.485  7513 

52.77 

5.5    -> 

430  8482 

49-54 

2.448  8681 

SO.58 

2.467  2694 

51.66 

2.486  0679 

52^78 

5G 

431  1455 

49-56 

.449  1716 

50.60 

.467  5794 

51.68 

.486  3847 

52.80 

57 

431  4428 

49-57 

.449  4753 

50.61 

.467  8895 

51.70 

.486  7016 

52.82 

ivS 

431  7403 

49-59 

.449  7790 

50.63 

.468  1997 

51.71 

.487  0186 

52.84 

59 

432  0379 

49-61 

.450  0828 

30-65 

.468  5101 

51-73 

.487  3357 

52-86 

ÜO           2 

432  3356 

49-62 

2.450  3S68 

50-67 

2.468  8205 

51-75 

2.4S7  0520 

52.88 
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c. 

12! 

1 

12: 

\n 

►  " 

127 

.  ^  .\1.     l'.:t.  l".  1 

1  ;-'  M. 

IMI.  1". 

1..;.'  M. 

Mff.  1". 

l-^r  M. 

l'ift.  l". 

II' 

.■.:-:   '■-•') 

.S.'.'^S 

.•.?,y,  t,\Tf, 

54."' 

2.526  fwn 

5^jo 

.■■'¥>   7135  1 

5'..57  1 

1 

.  -  ■  .■■'.' 

52.90 

.507  2251 

5408 

-526  9131 

55-31 

.?47  0530  1 

56.59 

■j 

■77 

52.92 

-507  5496 

54.10 

.537  3450 

55-33 

.547  ,W26  ' 

56.61 

:! 

.    •  M  ' 

52.94 

.507  8742 

5413 

-537  5771 

55-35 

.547  7.123 

5''.6.t 

1 

.  -  -  .  -■ ;.}  1 

52.96 

.508  1990 

54.14 

.527  9093 

55-37 

.548  "722 

56.65  1 

.-, 

.  .-  -..s  1 

52.08 

2-508  52.19 

54-16 

2.528  341s 

55-39 

2.548  4122 

56.6S  i 

{\ 

. .-  ,  - ;S7 

53.00 

.508  R4N0 

54-18 

.528  5739 

5541 

.548  7523 

«..7fi  1 

7 

..-  '/n 

53.02 

-509  1741 

54-20 

.538  9065 

5543 

.540  nrj.v, 

56.72  ! 

s 

..  ■     :  '49 

53.03 

.509  4093 

54-22 

.539  2391 

55-45 

.'549  4330 

5'..74 

'.» 

■  >■"   S133 

53.0s 

.509  8247 

54.24 

.539  5719 

55-48 

.549  7735 

56.7'' 

111 

.  )■«  KjlS 

53.07 

2-510  1502 

54.26 

3.529  9048 

55-50 

2.550  1141 

56.79 

II 

.;/l  l.^oo 

5300 

.510  4758 

54-28 

.530  2379 

55-52 

.550  4540 

56.H1   1 

1.' 

..  .  .   ^fj 

53.11 

.510  8016 

54-30 

.530  5710 

55-54 

.550  7958 

56.S3 

i:: 

-74 

53.13 

.511  1274 

54-33 

.530  9043 

55-56 

.551  1369 

56.85 

II 

■   -    :   ''3 

53.15 

.511  4534 

54-34 

.531  3378 

55-58 

.551  4781 

56.87 

1.) 

:.vtJ   4-'5J 

53.17 

2.5 U  7795 

54-36 

2-531  5713 

55-60 

2.551  8194 

56.90 

111 

401  7443 

53.19 

.512  1057 

54.38 

.531  9050 

55-63 

.552  I608 

56.92 

17 

.:•-'  ''MS 

53.21 

.512  4321 

54-40 

.532  2388 

55-64 

.552  5024 

56.94 

IS 

-JS 

53.23 

.512  7586 

54-»2 

.533  5727 

55-67 

.552  8441 

56.9" 

l'.t 

.   -  -'3 

5325 

.513  0853 

54-44 

.533  9068 

55-69 

.553  1859 

56.98 

■-11 

....;  .-18 

53.27 

2.513  4119 

54-46 

3.>33   3410 

55.71 

2.553  5279 

57-01 

.'1 

. .  .  , ;  1 5 

53-29 

-513  7387 

54.48 

■^3i   5753 

55-73 

.553  8700 

57-03 

'.'■.' 

...  "■n 

53-31 

-514  OÖ57 

54-50 

.533  9097 

55-75 

.554  2122 

57-05 

51 

.  :   ^U 

53-33 
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log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Dife.  1". 

log  M. 

Dife.  1". 

log  M. 

Difi.  1".  ! 
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2.56-  3166 

57.90 

2.588  4112 

59-30 

2.610  01S8 

60.75 

2.632  1622 

62.28 
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.567  6641 

57.93 

.58S  7670 

59.32 

.610  3834 

60.78 

.632  5360 

62.30 

2 

.=;68  0117 

57.95 

.589  1230 

59^35 

.610  7481 

60.80 

.632  9099 

62.33 

3 

.568  3595 

57.97 

.589  4792 

59-37 

.611  1130 

60.83 

•633  2839 

62.35 

4 

.568  7074 

57.99 

•589  8355 

59-39 

.611  4781 

60.85 

.633  6581 

62.38 

5 

3.569  0554 

58.02 

2.590  1919 

59-42 

2.611  8433 

60.S8 

2.634  0325 

6241 

6 

.569  4036 

58.04 

•590  5485 

59-44 

.612  2086 

60.90 

.634  4070 

62.43 

7 

.569  7519 

58.06 

•590  9052 

59-47 

.612  5741 

60.93 

.634  7817 

62.46 

8 

.570  1004 

58.09 

.591  2620 

59-49 

.612  9397 

60.95 

.635  1565 

62.4S 

9 

.570  4490 

58.H 

.591  6190 

59-51 

.613  3055 

60.98 

.635  5315 
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10 

2.570  7977 

58.13 

2.591  9762 
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2.613  6715 
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2.635  9066 

62.54 

11 

.571  1465 

58.15 

.592  3335 

59-56 

.614  0376 

61-03 

.636  2819 

62.56 

12 

.571  4955 

58.18 

.592  6909 

59-58 

.614  4038 

61-05 

.636  6573 

62.59 

13 

.571  8447 

58.20 

•593  0485 
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.614  7702 

61-08 
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14 
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58.22 

.593  4062 
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15 
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.615  8703 
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62.69 

17 
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58.29 

.594  4803 
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.616  2373 

61.18 
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62.72 

18 

■573  5924 

58.32 

•594  8386 

59-73 

.616  6045 

61.20 

.638  9133 
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58.34 
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61.23 

.639  2899 
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2.574  2925 

58.36 

2.595  5556 
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2.617  3392 
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2.639  6666 

62.80 

21 

•574  6427 

58.38 

•595  9143 
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.617  7068 

61.28 

.640  0435 

62.82 

22 

•574  9931 

58.41 

.596  2732 

59-82 

.618  0746 

61.30 

.640  4205 

62.85 

•23 

•575  3436 

58.43 

.596  6322 

59-85 

.618  4+25 

61.33 

.640  7977 

62.88 

24 

.575  6943 

58.45 

•596  9914 
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.618  8105 

61.36 

.641  1750 

62.90 

25 

2.576  0451 
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2.597  3507 

59^90 

2.619  1787 

61.38 

2.641  5525 

62.93 

26 

•576  3960 

58.50 

.597  7102 
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.619  5471 

6141 

.641  9302 
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27 
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58.52 

.598  0698 

59-95 

-619  9156 

6144 

.642  3080 
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28 

•577  0983 

58.55 

.598  4295 

59.97 

.620  2843 

61.46 

.642  6860 

63.01 

29 

.577  4496 

58.57 

.598  7894 

59-99 

.620  6531 
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.643  0641 
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2.577  8011 
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2.599  1494 

60.02 

2.621  0220 
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2.643  4424 
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31 

•578  1528 
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.599  5096 

60.04 

.621  3911 

61.53 

.643  8209 

63-09 

32 

.578  5045 

58.64 

.599  8699 

60.07 

.621  7604 

61.56 

.644  1995 

63.12 

33 

.578  8564 

58.66 

.600  2304 

60.09 

.622  1298 

61.58 

•644  5783 

63-14 

34 

.579  2085 

58.69 

.600  5910 

60.12 

.622  4994 

61.61 

.644  9572 

63-17 

35 

2.579  5607 

58.71 

2.600  9518 

60.14 

2.622  S691 

61.63 

2-645  3363 

63-19 

36 

.579  9130 

58.73 

.601  3127 

60.16 

.623  2390 

61.66 

•645  7155 

63.22 

37 

.580  2655 

58.76 

.601  6738 

60.19 

.623  6091 

61. 68 

.646  0949 

63-25 

38 

•5S0  6181 

58.78 

.602  0350 

60.21 

.623  9793 

61.71 

.646  4745 

63-27 

39 

.580  9708 
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.602  3963 

60.24 

.624  3496 

61.74 

.646  8542 

63-30 
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2.581  3237 

5S.83 

2.602  7578 

60.26 

2.624  7201 

61.76 

2.647  2341 

63.33 

41 

.581  6768 

58.85 

.603  1195 

60.29 

.625  0907 

61.79 

.647  6142 

63-35 

42 

.582  0299 

58.87 

.603  4813 

60.31 

.625  4615 

61.81 

.647  9944 

63.38 

43 

.582  3832 

58.90 

.603  8432 

60.34 

.625  8325 

61.84 

.648  3748 

6341 

44 

.582  8267 

58.92 

.604  2053 

60.36 

.626  2036 

61.86 

•648  7553 

63-44 
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2.583  0903 

58.94 

2.604  5675 

60.38 

2.626  5748 

61.89 

2.649  1360 

6346 

46 

.583  4440 

58.97 

.604  9299 

6041 

.626  9462 

61.91 

.649  5168 

6349 

47 

.583  7979 

58.99 

.605  2924 

60.43 

.627  3178 

61.94 

.649  8978 

63-52 

48 

•584  1519 

59.01 

.605  6551 

60.46 

.627  6895 

61.97 

.650  2790 

63-54 

49 

.584  5061 

59^04 

.606  0179 

60.48 

.628  0614 

61.99 

.650  6603 

63-57 

50 

2.584  8604 

59.06 

2.606  3809 

60.51 

2.628  4334 

62.02 

2.651  0418 

63.60 

51 

.585  2148 

59^09 

.606  7+40 

60.53 

.628  8056 

62.04 

.651  4235 

63.62 

52 

•585  5694 

59-11 

.607  1073 

60.56 

.629  1780 

62.07 

.651  8053 

63-65 

53 

.585  9241 

59.13 

.607  4707 

60.58 

.629  5505 

62.09 

.652  1873 

63-68 

54 

.586  2790 

59^16 

.607  8343 

60.61 

.629  9231 

62.12 

.652  5695 

63-70 
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2.586  6340 

59^18 

2.608  1980 

60.63 

2.630  2959 

62.15 

2.652  9518 

63-73 
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.586  9891 

59-20 

.608  5618 

60.66 

.630  6689 

62.17 

.653  3342 

63-76 

57 

.587  3444 

59-23 

.608  9258 

60.68 

.631  CX420 

62.20 

.653  7168 

63-79 

58 

.587  6999 

59-25 

.609  2901 

60.70 

.631  4152 

62.22 

.654  0996 

63.81 

59 

.588  0555 

50.27 

.609  6544 

60.73 

.631  7887 

62.25 

.654  4826 

63-84 

60 

2.5S8  4112 

59-30 

2.610  01S8 

60.75 

2.632  1022 

62.28 

2.654  8657 

63-87 
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6^x74 

.719  1671 

68.54 

.744  1768 

4.1 

.071  495-! 

65.05 

.695    2203 

66.77 

.719  5784 

68.57 

.744  SO-M 

44 

.671  a856 

65.08 

.'j95  6210 

66.80 

.719  9899 

68.60 

.745  0222 

4.-) 

2.6-2  2761 

65.11 

2.6';>6  0219 

66.83 

2.720  4016 

68.63 

2.745  4452 

70.52 
70.55 
70.58 

70.61 

4<; 

.0-2  6668 

65.13 

.696  4229 

66.86 

.720  8135 

68.66 

.745  8684 

47 

.(>-,3  0577 

65. 16 

.696  8242 

66.89 

.721  2255 

&S.69 

.746  2918 

4« 

.673  4488 

65.19 

.697  2256 

66.92 

.721  6377 

68.72 

.746  7154 

40 

.673  8400 

65.33 

.697  6272 

66.95 

.722  0502 

68.75 

.747   1391 

70.65 

:i) 

.-.'.74  3314 

65.35 

2.<')98  0289 

66.97 

2.723  4638 

68.78 

2.747  5631 

7O.6S 

:    .'>1 

.'.74  6230 

65.28 

.ms  43118 

67. IX) 

.732   8756 

68.81 

.747  9873 

70.71 

.">• 

.'.75  ÜI47 

65.30 

."'8  8330 

67.03 

.723   3885 

68.84 

.748  4116 

70.74 
70.78 

,\l 

.'.75  4066 

65.33 

.'fO  23^3 

'J7.06 

.723   7017 

68.88 

.748  8363 

.vi 

.'.75  7987 

65-36 

.'Ol)  6377 

67.09 

.724   1150 

6S.91 

.749  2609 

70.81 

.Vi 

.■.'■:'.  1009 

65-.19 

2.7110  041U 

67.12 

2.724  5286 

68.94 

2.749  6859 

70.84 
70.87 

.')»; 

■'U 

6542 

.700  4432 

'>7.15 

.724  9423 

68.97 

.750   1110 

.')7 

"9 

65-44 

.7U1  8462 

67.18 

.725   3563 

69.00 

.750  5364 

.'►s 

,    -  -      '>H7 

6547 

.7(11   2494 

67.21 

.725   7703 

69.03 

.750  9619 

70.94 
70.97 

.'iit 

.077   7616 

65.50 

.701  6527 

67.24 

.726    1846 

69.06 

.751  3876 

(11) 

:.i,-H  i?47 

rte.ci 

?.7<V  n562 

67.27 

7.726   5900 

6o.no 

2.751   8135 

7 1 .'  ■  > 
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Tafel    YL 
Die  Barker' sehe  Tafel. 


V. 

136° 

137° 

138" 

139° 

lojr  ^\. 

Di  ff.  1". 

lo.tr  M. 

Dift.  1". 

loQ-  ]\r. 

Di  ff.  1". 

los  M. 

Diff.  1". 

0' 

2-751  8U5 

71.00 

2.777  7322 

73.01 

2  S04  3S95 

75-11 

2.S31  8224 

77.32 

1 

.152   2396 

71.03 

.778  1703 

73.04 

.804  8403 

75-14 

.832  2864 

77.35 

'i 

.752  6659 

71.07 

,778  6087 

73-07 

.805  2912 

75-18 

.832  7506 

77.39 

;5 

.753  0925 

71.10 

.779  0472 

73-11 

.805  7424 

75.21 

.833  2151 

77.43 

4 

.753  5192 

71.13 

.779  4859 

73-14 

.806  1938 

75.25 

.833  6798 

77.47 

ö 

2.753  9461 

71.17 

2.779  9249 

73.18 

2.806  6454 

75.29 

2.834  1447 

77.50 

6 

.754  3732 

71.20 

.7S0  3641 

73.21 

.807  0973 

75.32 

.834  6098 

77.54 

7 

.754  S004 

71.23 

.780  8034 

73.24 

.807  5493 

75-36 

.835  0752 

77.58 

S 

.755  2379 

71.26 

.781  2430 

73-28 

.808  0016 

75-40 

.835  5408 

77.62 

ü 

.755  6556 

71.30 

.781  6828 

73-31 

.808  4541 

75-43 

.836  0066 

77.66 

11) 

2.756  0835 

71.33 

2.782  1228 

73-35 

2.808  9068 

75-47 

2.836  4727 

77.69 

11 

.756  5H6 

71.36 

.782  5630 

73-38 

.809  3597 

75-SO 

.836  9390 

77.73 

ii 

.756  9399 

71.40 

.783  0034 

73.42 

.809  8128 

75-54 

.837  4055 

77.77 

u 

.757  3683 

71.43 

.783  4440 

73.45 

.810  2662 

75.58 

.837  8722 

77.81 

14 

.757  7970 

71.46 

.783  8848 

73.49 

.810  7197 

75.61 

.838  3392 

77.85 

15 

2.758  2259 

71.49 

2.7S4  3258 

73-53 

2.811  1735 

75.65 

2.838  8064 

77.89 

l(i 

.758  6549 

71.53 

.784  7671 

73-56 

.811  6275 

75.69 

.839  2738 

77.92 

17 

•759  0842 

71.56 

.785  2085 

73-59 

.812  0817 

75-72 

-839  7414 

77.96 

18 

.759  5137 

71.59 

.785  6502 

73-63 

.812  5362 

75-76 

.840  2093 

78.00 

19 

.759  9433 

71.63 

.786  0920 

73-66 

.812  9908 

75-79 

.840  6774 

78.04 

m 

2.700  3732 

71.66 

2.786  5341 

73-70 

2.813  4457 

75-83 

2.841  1458 

78.08 

ai 

.760  S032 

71.69 

.786  9764 

73-73 

.813  9008 

75-87 

.841  6144 

78.11 

2'i 

.761  2335 

71.73 

.787  4189 

73-76 

.814  3561 

75-90 

.842  0832 

78.15 

23 

.761  6639 

71.76 

.787  8615 

73-80 

.S14  8117 

75-94 

.842  5522 

78.10 

24 

.762  0946 

71.79 

.788  3044 

73-83 

.815  2674 

75-98 

.843  0215 

78.23 

;ij 

2.762  5255 

71.83 

2.788  7476 

73-87 

2.815  7234 

76-01 

2.S43  4909 

78.27 

26 

.762  9565 

71.86 

.789  1909 

73-90 

.816  1796 

76-05 

.843  9607 

78.31 

27 

.763  387s 

71.89 

.789  6344 

73-94 

.816  6360 

76.09 

.844  4306 

78.35 

28 

.763  8192 

■  71.93 

.790  0781 

73.97 

.817  0927 

76.12 

.844  9008 

78.38 

29 

.764  2509 

71.96 

.790  5221 

74-01 

.817  5495 

76.16 

.845  3712 

78.42 

m 

2.764  6827 

71.99 

2.790  9662 

74-04 

2.818  0066 

76.20 

2.845  8419 

78.46 

31 

.765  1148 

72.03 

.791  4106 

74.08 

.818  4639 

76.23 

.846  3128 

78.50 

32 

.765  5470 

72.06 

.791  8552 

74.11 

.818  9214 

76.27 

.846  7839 

78.54 

33 

.765  9795 

72.09 

.792  3000 

74.15 

.S19  3792 

76.31 

.847  2553 

78.5s 

34 

.766  4121 

72.13 

.792  7450 

74-18 

.819  8371 

76.34 

.847  7268 

78.62 

30 

2.766  8450 

72.16 

2.793  1902 

74-22 

2.820  2953 

76.38 

2.848  1986 

78.66 

30 

.767  2781 

72.19 

.793  6356 

74-25 

.820  7537 

76.42 

.848  6707 

78.69 

37 

.767  7113 

72.23 

.794  0813 

74-29 

.821  2123 

76.46 

.849  1430 

78.73 

38 

.768  1448 

72.26 

.794  5271 

74-32 

.821  6712 

76.49 

.849  6155 

78.77 

39 

.768  5784 

72.29 

.794  9731 

74-36 

.822  1302 

76.53 

.850  0882 

78.81 

40 

2.769  0123 

72.33 

2.795  4194 

74-40 

2.822  5895 

76.57 

2.850  S612 

78.85 

41 

.769  4464 

72.36 

.795  8659 

74-43 

.823  0491 

76.60 

.851  0344 

78.89 

42 

.769  8806 

72.39 

.796  3126 

74.47 

.823  5088 

76.64 

.851  5079 

78.93 

43 

.770  3151 

72.43 

.796  7595 

74.50 

.823  9688 

76.68 

.851  9816 

78.97 

44 

.770  7498 

72.46 

.797  2066 

74-54 

.824  4289 

76.72 

.852  4555 

79-01 

45 

2.771  1846 

72.50 

2.797  6539 

74-58 

2.824  8894 

76.75 

2.852  9297 

79-05 

46 

.771  6197 

72.53 

.798  1015 

74-61 

.825  3500 

76.79 

.853  4041 

79.08 

47 

.772  0550 

72.56 

.798  5492 

74-64 

.825  8108 

76.83 

.853  8787 

79.12 

48 

.772  4905 

72.60 

.798  9972 

74-68 

.826  2719 

76.87 

.854  3535 

79-16 

49 

.772  9262 

72.63 

.799  4454 

74-71 

.826  7332 

76.90 

.854  S286 

79.20 

50 

2.773  3621 

72.6- 

2.799  S938 

74-75 

2.827  1947 

76.94 

2.855  3040 

79.24 

51 

.773  7982 

72.70 

.800  3424 

74-79 

.827  6565 

76.98 

.855  7795 

79.28 

52 

.774  2344 

72.73 

.800  7912 

7482 

.828  1185 

77.01 

.856  2553 

79-32 

53 

.774  6709 

72.77 

.801  2402 

74-86 

.828  5807 

77.05 

.856  7314 

79-36 

54 

.775  1077 

72.80 

.801  6895 

74-89 

.829  0431 

77.09 

.857  2077 

79-40 

55 

2.775  5446 

72.84 

2.802  1390 

74-93 

2.829  5058 

77.13 

2.857  6842 

79.44 

56 

.775  9817 

72.87 

.802  5886 

74-96 

.829  9686 

77.16 

.S58  1609 

79-48 

57 

.776  4190 

72.90 

.803  0385 

75-00 

.830  4317 

77.20 

.858  6379 

79-52 

58 

.776  8565 

72.94 

.803  4886 

75-04 

.830  89=;i 

77.24 

.859  1151 

79-56 

59 

.777  2942 

72.97 

.S03  9390 

75-08 

.831  3586 

77.28 

.859  5926 

79.60 

60 

2.777  7322 

73.01 

2.804  3895 

75-11 

2.831  B224 

77.32 

2.S60  0703 

79-64 
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Tnfol   VI. 
Die  Barkor'sche  Tafel. 


I  10 

1..^'  .\i.       n.tt.  r 


I  11 

I"'  M.         Iiiff.  1' 


I  12 


M. 


li:i 

1..«  M.         Ii.fl.  I' 


•-1.J 


-:  ■  wj 

^71    1-M5 
^71   6070 


^-,1  OQ07 

-^-l   5747 
^73  0589 
■*73  5433 
S74  OJ8o 

■'74  5129 

-:-  -i.'77 
■  -  ':43 

-■-  4  u 

«79  3757 
879  8633 

--■  ■<i93 

■53 

-■  >  .-^37 

--=  .-116 
-  -   .  .' :  l 

"  "  -  -75 

"'  '.>.jl 

-->  1754 

8ao4 
8a&S 
80.1J 
«0.16 

s-  i.J^ 

fSAJJ 

«0.30 
80.40 
8o_u 
80.4.S 
80.53 
80.56 
80A) 
80.64 
80.68 
80.73 
80.76 
80.80 

80.84 
80.88 
80.93 
80.96 
81.01 

8lX)5 

81.13 
81.17 
81.21 

81.25 
81.29 
81.33 
81.37 
8143 

«1^6 
81.W 
81.54 
81.58 
81.62 
RlAi 
81.70 
81.75 
81.79 
81.83 
81.87 
81.91 
81.95 
81.99 
83  At 

82X36 


3.*Jl    64er) 


2.804  1127 
.804  6078 
.805  1033 
.895  598") 
.8(y,  fi948 

.">'/.   5'jrK) 

.S<>S  ciS()8 
.St)S  57S0 

3.X90  0754 
.899  5730 
.900  0709 
.900  5691 
.901  0675 

3.901  5663 
.903  0651 
.902  5643 
.903  0638 
.903  5635 

3.904  0635 
.904  5637 
.905  0642 
.905  5649 
.906  0659 

3.906  5672 
.907  0687 
.907  5704 
.908  0735 
.908  574« 

2.909  0773 
.909  5801 
.910  0832 
.910  5865 
.911  0901 

3.911  5940 

.913  0981 

.912  6034 

.913  1070 

.913  6119 

3.914  »171 

.914  6335 

.915  1383 

.915  6341 
.916  1403 

3.916  6468 
.917  1535 
.917  660s 

.918  1678 
.918  6753 

2.910  1831 


11 
—V' 

83.54 
8.'.58 
83.6.1 
.83.67 
S.\7l 
83.75 

83.79 

8J.S4 
83.88 
83.93 
83.9'j 
83.01 
83.05 
83.09 

83.13 
83.18 
83.23 
83.36 
83.31 
83.35 
83.39 
83-43 
83-t8 
83.53 
83.56 
83.61 
83.65 
83.69 
83.74 
83.78 
83.82 
83.87 
83.91 
83.95 

83.99 
84.04 
84.08 
84.13 
84.17 
84.23 
84.26 
84.30 
84-34 
84.39 
84-43 
84->8 
84.53 
84.56 
84.61 

84.65 


.•.'n'>  i8.il 

.919  6911 
.<)3<1  l'rt4 
.930  708O 
.921  2KÜ9 
3.921  7260 
.922  3353 
.923  7450 
.923  3549 
.923   7650 

3.934  2755 
.9^4  7862 
.935  3972 
.925  Sa&i 
.926  3199 

3.036  8317 
.937  3437 
.937  8560 
.928  3686 
.938  8814 

3.939  3945 
.939  9079 
.930  4316 
.930  9355 
.931  4497 

3.931  9641 
.932  4788 
.932  9938 
.933  5091 
.934  0247 

3.934  5405 
.935  OS65 
.935  5739 
.936  089s 
.936  6064 

3.937  1336 
.937  6410 
.938  1587 
.938  6767 
.939  1950 

3-939  7135 
-940  232J 
.940  7514 
.941  2708 
-941  7904 

3.942  3103 
.943  8305 
-943  3510 
.943  8717  I 
.944  3927 

3.944  9140  I 
-"WS  4355 
-945  9574 
.946  4795 
.947  0019 

3.947  5245  i 
.948  0475 
.94S  5707 
.949  0942 
.949  6180 

2.950  1420  { 


84.8J 

84.87 
84.93 
84.O'. 
85.01 
85/35 
S5.l1 ' 
85.14 
H!;.i8 

85.33 
85.37 
85.32 
85.36 
85-41 
8545 
85.50 

85-54 

85.59 
85JS3 
85.68 

85.72 

85-77 
85.81 
85.86 
85.91 
85.95 

85.99 
86.04 
86.08 
86.13 
86.17 
86.22 
86.26 
86.31 
86.35 
8640 

8645 
8649 
86.54 
86.58 
86.63 

86.67 
86.73 
86.77 
86.81 
86.86 
86.90 
86.95 
87.00 
87X>4 
87X)9 
87.13 
87.18 
87.23 
87.27 
87.33 
87.37 


1 ;.' 


-V5-'  -lll 
2.953  7665 

.'-"   .     -ISj 


IV> 


.'/;--  '(J5i 
.050  4535 

.956  <>S03 
.057    5082 

3.958  0.565 
.058  5651 
-959  0939 
.950  6330 
.960   1524 

3.960  6831 
.961  3130 
.961  7433 
.963  3738 
.963   7036 

3.963  3347 
.963  8661 
.964  3978 
.964  9397 
.965  4630 

3.965  9945 
.966  5373 
.967  0604 
.967  5938 
.968  1375 

3.968  6615 
.969  1957 
-969  7303 
.970  2651 
.970  8002 

3.971  3356 
-971  8713 
.973  4073 
-972  9436 
.973  4801 

3.074  0170 
-974  5541 
-975  0916 
.975  6293 
.976  1673 

2.976  7056 
.977  2443 
-977  7831 
.978  3323 
.978  8618 

2.979  4015 
.979  9416 
.'>8o  4830 
.981  1336 
.981  6636 

2.982   1048 


87.6) 
87.6; 

87.74 

87.79 

87.«3 
S7.8K 
87.93 
87-97 
HHjt2 

88.07 
88.11 
88.16 
88.21 
88.26 


884^ 
8849 
88.54 
88.59 
88-64 
88.68 
88.73 
88.78 
S8.8J 
8S.87 
88.93 

S8.97 

80.03 
S9.07 
89-13 
89.17 
89.21 

S9-26 
89.31 
89.36 
S940 
8945 
80.50 
80.55 
89.60 
89.65 
89.69 

89.74 
89-79 
89.84 
89.89 
89.94 

89.99 
90-03 
90.08 
90.13 
90.18 

90.23 
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Tafel   VI. 
Die  Barker' sclie  Tafel. 


V. 

144« 

145" 

146" 

147 

'0 

log  M. 

Diff.  1". 

log  yi. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

log  M. 

Diff.  1". 

ü' 

2.9^2    I04S 

90.23 

3.015  12S1 

93.26 

3.049  2733 

9647 

3.0S4  6070 

99.87 

1 

.982  6463 

90.28 

.015  6878 

93-31 

.049  8522 

96.52 

.085  2064 

99-92 

2 

.983  1882 

90.33 

.016  2478 

93-36 

•050  4315 

96.58 

.085  8o6l 

99-98 

3 

.983  7303 

90.38 

.016  8082 

93-42 

.051  0112 

96.63 

.086  4062 

100.04 

4 

.984  2727 

9043 

.017  3688 

9347 

.031  5911 

96.69 

.087  0066 

100.10 

5 

2.984  8154 

9048 

3.017  9298 

93-52 

3.052  1714 

96.74 

3.087  6073 

100.16 

6 

.9S5  3584 

90.53 

.018  4911 

93-57 

.052  7520 

96.80 

.088  20S5 

100.22 

7 

.985  9017 

90.58 

.019  0526 

93.62 

•053  3329 

96.85 

.088  8099 

100.28 

8 

.986  4453 

90.63 

.019  6145 

93-68 

-053  9142 

96.91 

.089  4118 

100.33 

9 

.986  9892 

90.67 

.020  1768 

93.73 

-054  4959 

96.96 

.090  0140 

100.39 

10 

2.9S7  5334 

90.72 

3.020  7393 

93-78 

3-055  0778 

97.01 

3.090  6165 

100.43 

11 

.988  0779 

90.77 

.021  3021 

93.83 

.053  6601 

97-07 

.091  2194 

100.51 

la 

.988  6227 

90.82 

.021  8653 

93-89 

.056  2427 

97-13 

.091  8226 

100.57 

13 

.989  1678 

90.87 

.022  4288 

93-94 

.056  8256 
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4:. 

Ki.'iT 

M7 

46 

j          17.21 

O^K 

177    0 

O.Ol 

0.01 

.'^1 

9-53 

1-44 

60 

'          16.75 

o-V. 

178    0 

OJOO 

O.Ol 

■''■' 

8.10 

IA3 
l-«0 

66 

16.29 

o_»f. 
0-44 

179    0 

0.00 

oxx> 
0.00 

ItÜI     n 

I     6.70 

HWS    0 

'     r>  it.R5 

1«)    0 

0    o.no 

I  h.nrFtUclir  Aitr 
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V 

log  N  '' 

Diff. 

V 

log  ,V 

Difi. 

V 

log  ,Y 

Diff.  1 

e  .0 

0.025  5763 

30  0 

0.020  7913 

60  0 

0.008  8644 

30 

.  .025  5749 

:  14 

30 

.020  6368 

1545 

30 

.008  6458 

2186 

1  0 

.025  5707 

42 

31  0 

.020  4802 

1566 

61  0 

.008  4277 

2181 

30 

:.02S  S638 

69 

30 

.020  3215 

1587 

30 

.008  2103 

2174 

2  0 

;-02J  554i 

96 

32  0 

.020  1607 

1608 

62  0 

.007  9934 

2169 

30 

.025  5418 

124 

30 

.019  9979 

1628 

30 

.007  7774 

2160 

3  0 

0.025  5266 

152 

33  0 

0.019  8330 

1649 

63  0 

0.007  5621 

2153 

30 

.025  5087 

170 

30 

.019  6662 

1668 

■  30 

.007  3477 

2144 

4  0 

.025  4881 

206 

34  0 

.  .019  4974 

1688 

64  0 

.007  1343 

2134 

,  30 

.025  4647 

■  234 

30 

.019  3267 

1707 

30 

.006  9320 

2123 

5-;o 

.  .025  4386 

-261 

35-0 

.019  1540 

1727 

65  0 

.006  7io8 

2112 

-30 

.025  4097 

289 
316 

•30 

.018  9795 

1745 
1765 

30 

.006  5008 

2100 

2086 

6  0 

0.025  3781 

36  0 

0.018  8030 

66  0 

0.006  2922 

.30 

.025  3437 

344 

30 

.018  6248 

1782 

30 

.006  0849 

2073 

7  0 

.025  3066 

371 

37  0 

.018  4448 

1800 

67  0 

.005  8792 

2057 

30 

.025  2668 

398 

30 

.018  2629 

1819 

30 

.005  6750 

2042 

8  0 

.025  2243 

■425 

38  0 

.018  0794 

1835 

68  0 

.005  4725 

2025 

3Ö 

.025  1791 

452 

30 

.017  8941 

1853 

30 

.005  2717 

2008 

9.  0 

0.025  '1311 

480 

39  0 

coi;?  7072 

1869 

69  0 

0.005  0729 

1988  , 

30 

.025  0805 

S06 

30 

.01*7  5186 

1886 

30 

.004  87Ö0 

1969 

IQ  0 

.025  0271 

:  534 

40  0 

.017  3283 

1903 

70  0 

.004  6811 

1949 

30 

.024  97  n 

'  560 

30 

.017  1365 

1918 

30 

.004  4884 

1927 

11  0 

.024  9124 

■  587 

41  0 

.016  9432 

■1933 

71  0 

.004  2980 

1904 

30 

.024  8510 

614 

30 

.016  7483 

1949 

30 

.004  1100 

1880 

12  Ö 

0.024  »7869 

641 

42  0 

0.016  5520 

1963 

72  0 

0.003  9245 

1855 

'30 

'.'024  7201 

.1  668 

30 

.016  3542 

1978 

30 

.003  7416 

1829 

13  0 

■ .034  6507 

604 

43  0 

.016  1550 

1992 

73  0 

.003  5613 

1803 

■  30 

.024  5786 

721 

,30 

.01 5  9545 

2003 

30 

.003  3839 

1774 

14  0 

.024  S039 

747 

44  0 

.015  7526 

2019 

74  0 

.003  2094 

1745 

30 

■■.024  4266 

"  773 

30 

.015  5495 

2031 

■  30 

.003  0380 

1714 

15  0 

0.024  3466 

800 

45  0 

0.015  3450 

2045 

75  0 

0.002  8698 

1682 

30 

.024  2641 

825 

30 

•015  1394 

2056 

30 

.002  7049 

1649 

16  0 

.024  1789 

852 

46  0 

.014  9326 

2068 

76  0 

.002  5433 

1616 

30 

.024  0911 

878 

30 

.014  7247 

2079 

30 

.002  3854 

■1579 

17  0 

.024  0008 

903 

47  0 

.014  5157 

2090 

77  0 

.002  2311 

1543 

30 

.023  9079 

929 

30 

•014  3057 

2100 

30 

.002  0806 

1505 
1465 

18  Ö 

0.023  8125 

954 

48  6 

0.014  0947 

21  IQ 

78  0 

0.001  9341 

30 

r.023  7145 

-  980 

30 

.013  8827 

2120 

30 

.001  7917 

1424 

19  0 

..023  6140 

1005 

49  0 

.013  6698 

2129 

79  0 

■.001  6335 

1382 

30 

.023  5109 

1031 

30 

.013  4561 

2137 

30 

.001  5196 

1339 

20  0 

.023  4054 

'   .1053 

50  0 

.013  2416 

2145 

80  0 

.001  3903 

1293 

30 

.023  2973 

1081 

30 

.013  0263 

2153 

SO 

.001  2656 

1247 

21  0 

0.023  3)868 

'1105 

51  0 

0.012  8103 

2160 

81  0 

0.001  1458 

1198 

.30 

.023  073S 

lljö 

30 

•012  5936 

2IÖ7 

30 

.001  0309 

1149 

22  0 

.022  95&4- 

1134 

52  0 

.012  3764 

2172 

82  0 

.000  02  U 

.1098 

30 

:.022  8405 

1179 

30 

.012  1585 

2179 

30 

.000  S166 

1045 

23  .0 

.022  7202 

1203 

53  0 

.OH  9402 

2183 

83  0 

.000  7175 

991 

30 

".022  5975 

1227 

30 

.011  7215 

2187 

30 

.000  6240 

935 

24  0 

0.022  4724 

1251 

54  0 

0.011  5024 

2191 

81  0 

0.000  5364 

876 

30 

.022  3449 

127? 

30 

j.oii  2829 

2195 

30 

.000  4346 

81S 

25  .0 

.022  2151 

129S 

55  .0 

,  .011  0632 

2197 

85  0 

.000  3790 

756 

30 

.022  0829 

1322 

30 

..010  8432 

2200 

30 

.000  3096 

694 

26  0 

.021  9484 

1345 

56  0 

.010  6231 

2201 

86  0 

.000  2468 

628 

.30 

.021  8116 

1368 

30 

.010  4029 

2202 

30 

.000  1906 

562 

27  0 

0.021  6726 

1390 

57  0 

0.010  1827 

2202 

87  0 

0.000  1413 

493 

30 

.021  5312 

1414 

30 

.009  9625 

2202 

30 

.000  0990 

423 

28  0 

.021  3876 

1436 

58  0 

.009  7424 

2201 

88  0 

.000  0639 

351 

■30 

.021  2418 

1458, 

30 

.009  5225 

2199 

30 

.000  0363 

276 

29  Q 

;.o2i  0938 

■  1480 

59  0 

.009  3028 

2197 

89  0 

.000  0163 

200 

30 

,.029  9436 

;  1502- 

30 

.009  0834 

2194 
2190 

30 

.000  OO+l 

122 

30  0 

9.020  7J)13 

"  1523 

60  0 

0.008  8644 

90  0 

0.<XX3  0000 

41 
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\t)    o 

.,  N       1  '  ■; 

ijii 

-  ■ .'  ^ ' 

l.-m  0 

!■  ■■/  .N  ' 

1'  !• 

:»> 

1.'; 

•  ^  >  -' 

.1  1 

Ul  (1 

:"> 

r.M  . 

IM  " 

Mi 

"U 

an 

''-''  77''4 

Sti  0 

^?4 

Vii   II 

..<;i  (t^-.  ^ 

l.Vj  - 

,    au 

■  ■">5 

■M 

•''57  5'>49 

M  i  - 

.,(, 

«t  0 

l.ljl 

va   o 

>).<(;9  ■;54.> 

11504 

153  0 

»t 

,,,,     .;..,,,                1507 

:tii 

■''55  1945 

11597 

30 

tM  o 

'  Hl  «> 

124   n 

.'-1  '.-fS 

11687 

154  0 

.Ss,  ,  ,  --  : 

:!<i 

' 

.;ii 

■■■-■   -4'^.I 

11775 

.SO 

.870  U129 

,  05  «1 

li".  II 

.r-x   '/,J4 

11859 

155  0 

.S77  9'<16 

;io 

*"■  ' 

an 

."5..  49><4 

11940 

30 

.879  9242 

«So 

7  l  1 

l'JÜ  11 

'1.1  J49  -V/i6 

1J018 

15G  0 

9.875  9010 

1    ;<o 

'.; ! 

Sil 

.'US  "57.1 

1x193 

30 

.874  8922 

»7  n 

1  =  ? 

127  II 

.■M"  '<4i»< 

12165 

157  0 

.873  8984 

;"><i 

.,. 

ö" 

■■'45  ''174 

I  -'^34 

30 

.872  9198 

UH  0 

30 

1-JS  0 
30 

•-.»+4  3S75 
•943  »513 

1J.'99 
1.J36.' 

I.tK  0 

.871  9560 
.871  0099 

«9  0    9 

129  0 

9.941  909-' 

l  .'4- 1 

l.VI  II 

r,  v;,-,  ,--,-,.. 

ao 

•-■-.■■ 

30 

.9l40  9615 

1^477 

.K» 

lOÜ  0 

.4  !-• 

13ü  0 

.9,W  4085 

l-'530 

160  0 

:io 

,'i  ;S 

30 

.i),;s  1506 

1^579 

m 

IUI  0 

.Ml 

131  o 

.<r.h   .S881 

12625 

161  0 

^•/.   -.  '1 J 

^/  ,.v  1 

:io 

■  >4 ; 

7;ii 

.".5  9.' 13 

12668 

30 

.865  6827 

8439  i 

Uli  0 

■  -4- 

i:«  11 

'.'.9.;4  3506 

12707 

162  0 

9.864  8570 

82?7  ' 

ao 

-439 

3<l 

.933  0763 

12743 

;(o 

.8C14  050 . 

IUI  0 

■■".u 

133  0 

■931  79S7 

12779 

163  0 

.863  2620 

ao  ' 

■>-" 

30 

.93'J  5183 

12804 

30 

.863  4932 

UM    0  ; 

•  117 

i:U  0 

.''.">  2r:i 

1 2830 

1&4  0 

.861  7439 

749J  , 

3»)  ' 
KITj  0 

.91 

30 

la-j  0 

9.'J.'9  0930 

12852 

12871 

30 
165  0 

.861  0145 
9.860  3053 

7294  1 
7092 

ao 

579 

30 

■''-■5  3745 

12885 

30 

.859  6164 

6889 

lUi  i> 

75^ 

1%  0 

.•'.•4  0S48 

12807 

166  0 

.^-•^  94S2 

6682 

ao 

•',17 

3<t 

.<,22   7943 

1. ■"«''- 

.:i> 

.^:-  ;oio 

6472 

107  0 

"114 

137  o 

■9.'l  51135 

1  -•  •  ' 

107   n 

-:-   .750 

6260 

30 

'.'if 

30 

.9JO  2\2'j 

!.•■,., 

.-  =  7  i.'704 

6046 

KW  0   V 

"49- 

i:w  0 

9.91s  0JJ9 

\2\ß'j 

168  0 

9.S5Ö  4875 

5829 

:«) 

''.i.> 

30 

.•'17  9321 

12899 

30 

.855  9266 

5609 

IIW  II 

"^Jl 

i:«  0 

.' .  1 ' .   4  .  ■ 

i;««; 

169  0 

.855  .38-8 

5388 

:'." 

"'/j7 

30 

ao 

•854  8714 

SI64 

llü  I' 

- 1 3'J 

140  0 

170  (1 

■^54  3775 

4939 

III   ' 

-  ."9- 
■^     «<07 

./■■■;?    '^■f'' 

30 
141  0 

9.9U  J06J 

!.■,- 

30 
171  0 

.853  9065 
9-853  4584 

4710 
4481 

30 

.909  9-'83 

12779 

30 

■853  0335 

4249 

11.'  •  ■ 

142  0 

.9.1.S  6538 

12745 

172  0 

.852  6319 

4016 

,." 

-7H  1.VJ4    >^Ki 

3<l 

.'>'7  3831 

13707 

30 

•852  2538 

3781 

Ii:i  n 

,-;   -•»-•    '»9-' 

14:^  0 

.91  «i  U64 

12667 

173  0 

.8>l  8994. 

3.544 

3<l 

114  0   9 

V70  -Vyj    ]'-;'.'> 

975  ao4'j   "■^■■'' 

3o 
144  0 

•'"4  85+2 
9.''i.;  5'>99 

12622 
12573 

30 
174  0 

.851  5687 
9.851  2620 

3307 
3067 

:ii> 

i74  414:    ;M95 

a<i 

•'"-•  3449 

12520 

30 

2?2Ö 

ii:.  1' 

'771 

I4Ö  .. 

:;ii 

.'»■1  i<yH5 

.H.,,  S5SJ 

12464 
I24OJ 

175  0 

:to 

im  " 

,-;  .-       ■"'! 

144i  II 

„  -  ,,..4; 

12339 

176  0 

JO 

y7u  47'/'    ""37 

-_> 

12271 

m 

.f>5o  LVI7 

1853  , 

117  "   o 

^.»1    -      lO.-«).' 

147 

""» 

12198 
1  -^122 

177  0 

'iSX'^   T"9 

1608  1 

HS 

417 

14« 

-'  '4- 

:tii 
ITS  n 

ii'.i  '■ 

'■;(. 

14it 

;  i-170 

1?J   0 

■^-t''  '"  .4'' 

...V. 

1.11 

s^; 

l."-i 

■4  1 

11778 
1 168 1 

30 
l.HI)  11 

■M9  4974 

'..H-io  4.s;o 

372  1 
124  1 
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tgT- 


M  = 


9  %  T'i  + 


ta 


=   C 


lly],erl.el  (  i' 


Differenz 


Differenz 


-0.299 
0.298 
0.297 
0.296 
0.295 

-  0.294 
0.29.3 
0.292 
0.291 
0.290 

-  0.2S1) 
n.2SS 
O.2S7 
O.28Ö 
O.2S5 

-  o._>S4 
0.2S,5 
0.2SS2 
0.281 
0.280 


0.270 
0.275 
-0.274 

o.27,S 
0.272 
0.271 
0.270 

-  0.260 
0.268 
0.267 

0.266 
0.265 

-  0.264 
0.263 
0.263 

0.261 
0.260 

-0.259 
0.258 
0.257 
0.256 
0.255 

-0.254 
0.253 
0.252 
0.251 
0.250 

■  0.249 
O.24S 
0.247 
0.246 
0.245 

-  0.244 
0.243 
0.242 
0.241 
0.240 


9.960 
9.961 
0.961 
9.961 
9.961 
9.961 
9.961 
9.961 
9.962 
9.962 
9.962 

9.962 
9.962 
9.962 
9.962 
9-963 
9.963 
0.963 
9.963 
9.963 
9.963 

Q.963 
9.964 
9.964 
9.964 
9.964 

9.964 
9.964 
9.964 
0.065 
9.'^5 
9.965 
0.965 
9.965 
0.965 
9.965 
9.966 
9.966 
9.966 
9.966 
9.966 
9.966 
9.966 
9.967 
9.967 
9.967 
9.967 
9.967 
9.967 
0.967 
9968 

9.968 
O.96S 
9.968 
9.968 
9.968 
9.968 
9.969 
9.969 
9.969 
9.969 


8903 
0382 
1858 
3333 
4805 
6376 

7746 
9315 
0682 
214s 
3612 

5075 
6537 
7998 
9457 
0915 

3371 
3826 


8183 

9633 
1081 
2528 
3974 
5418 

6861 
8303 
9743 
1182 
2620 

4057 
5493 
6926 
8358 
9789 
1210 
2648 
4075 
5501 
6936 

8350 
9772 
1193 
2613 
4031 
5448 
6864 
827s 
9691 
1103 

2514 
3924 
5332 
6739 
8145 

9549 

0953 
2354 
3755 
5154 


1477 
147'i 
1474 
147,; 
1471 
1470 
1460 
1467 
1466 
1464 

1463 
1462 
1461 
145<3 

145  S 

1456 
1455 
1454 
1453 
1451 
1450 
144S 
1447 
1440 
1444 

144,'. 
1443 
1440 
1430 
1438 
1437 
1435 
1434 
143-' 
1431 

1430 
1420 
1437 
1436 
1435 
1434 
1433 
1431 
1430 
1418 

1417 
1410 
1414 
1413 
141 -' 

1411 
1410 
I40S 
1407 
1406 

1404 
1403 
1403 
1401 
1399 


9-893  4503 

0.893  7364 
0.894  0218 
9.894  3067 
0.894  5911 
9.894  8748 
0.895  1580 
0.895  4406 
0.805  7236 
0.896  0040 
0.896  2849 
0.896  5654 
"•S96  8453 
0.897  1246 
0.897  4034 
0.897  6817 

0-897  9594 
0.898  2366 
0.898  5132 
0.898  7893 
0.899  0648 

0.899  3399 
0.899  6144 
'1.899  8885 
0.900  1620 
0.900  4349 

0.900  7073 
0.900  9792 
0.901  3506 
0.901  5215 
0.901  7918 

|).902  0617 
0.902  3310 

0.902  5999 
0.902  86S2 
0.903  1361 

0.903  4034 
0.903  6703 
0-903  9365 

0.904  2022 
0.904  4675 

0.904  7323 
0.904  9967 
0.905  2605 
".905  5339 
0.905  7867 

').9o6  0491 
0.906  3109 
'».906  5723 
0.906  8331 
"-907  0935 
"-907  3535 
0.907  6129 
0.907  8719 
o.ipoS  1304 
9-908  3885 
9.908  6460 

9.908  9031 
0.909  1597 
9.009  415s 

9.909  6714. 


3861 
3854 
2849 
2844 
2837 
2832 
2826 
2820 
2814 
2809 

2805 
2799 
2793 
2788 
2783 

2777 
2772 
2766 

2761 

2751 
2745 
2741 
2735 
2729 

3724 
2719 
2714 
2709 
2703 

2699 
2693 
2689 
2683 
2679 

2673 
2668 
2663 
2657 
2653 
2648 
2644 
2638 
2634 
2628 

2624 
2618 
2614 
260S 
2604 
2600 
2594 
2590 
2585 
2581 

2575 
2571 
2566 
2561 
25S6 
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'•  tK 
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KifTcn-ni 
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0.ii7'>  '17+) 

aJJS 

9.970  313J 

—  O.3.« 

0.970  3525 

<\.'^^ 

9.970  4016 

1 '.  -' !  -' 

0.970  03«) 

!'..•  U 

9.970  7604 

O.JJO 

9.970  9081 

—  o.ajo 

9.971  0467 

f..'."^ 

9.071  IH52 

0.071  3236 

9.971  4619 

0.071  6000 

0.971  7380 

9.971  8759 

9.972  0137 

■  -•  -•  1 

0-972  1513 

9.972  2888 

—  0.2\') 

9.972  4262 

0.218 

9.972  S635 

o.;i7 

9.972  7007 

O..'1'i 

a972  8377 

O.J15 

9.972  9747 

—  O..M4 

9.973  ins 

O.Jl  ! 

0.973  2481 

o.-'l.' 

9-973  3847 

<>..•  1 1 

9-973  5211 

0..MO 

9-973  6575 

—  O.^i-O 

9-973  7938 

o.2as 

0.973  9299 

0.2O7 

9.974  0659 

0.206 

9.974  2018 

0.205 

9.974  3376 

—  ojXH 

9.974  4733 

a203 

9.974  ÖO88 

0.203 

9.974  7442 

0.201 

9.974  8795 

0.200 

9.975  0147 

—  0.100 

9.975  1498 

0.19s 

0.075  2H48 

0.197 

0.075  4196 

0.196 

0.075  5543 

0.195 

9.975  6890 

—  0.104 

9-075  8235 

0.193 

0.075  9578 

fl.192 

9.070  0921 

0.191 

9-076  2263 

0.190 

9-076  3603 

—  0.1*) 

9.976  4942 

0.1H8 

9.97<>  6281 

0.1  H7 

9.970  7018 

0.1H6 

9.970  8954 

O.I8S 

9.977  0289 

—  o.ia» 

9.977  1623 

0.1  Kj 

0.977  2955 

0.1  «J 

0.077  4287 

.•.l'JI 

0.077  tM7 

1  .lOS 
1.107 
l.V<6 
1.105 
1393 
1392 
1391 
130"i 
1388 
I3S7 

1.185 
1384 
1383 
1381 

1.380 
1379 
1378 
1376 
1375 

1374 
1373 
1372 
1370 
1370 

1368 
1366 
1366 
1364 
1364 
1363 
1361 
1360 
1359 
1358 

1357 
1355 
1354 
1353 
1353 

1351 
1350 
1,348 
1.347 
1347 

1345 
1.343 
1343 
1342 
1340 

1339 
1339 
1337 
1336 
1335 

1334 
1332 
1332 
1330 


').'>-io  6714 
'i.'xio  92'/) 
0.010  1H14 

9.010  4357 

0.910  C>H95 

9.910  9428 

9.911  1957 
9.911  4482 

9.911  7001 

9.011  0516 

9.912  2026 

0.012  4532 

0.012  7034 

0.912  9531 

9.913  2023 
9-913  4511 
9.913  6995 

9.913  0474 

9.914  1948 
9.914  4418 

9.914  6883 
9.014  0345 

9.915  1802 
9-015  4255 
0.915  6703 
9-915  9147 

9.916  1587 
9.916  4022 
0.916  6453 

9.916  8880 

9.917  1.302 
9.917  3720 
9.917  6134 

9.917  8544 

9.918  0949 
9-918  3350 

9-918  5747 
9.91S  8140 

9.919  0528 
9.919  2912 
9.919  5291 

9.919  7667 

9.920  0039 
9.920  2407 
9.920  4771 

9.920  7131 
0.920  9486 
0.021  1838 

9.921  41S5 
9.921  6528 

9.921  8867 

9.922  1203 
9-922  3534 
9-922  5861 

9.922  8185 

9.923  0504 
9.023  2820 
9-923  5131 
9-923  7438 


2552 
2548 
2543 

3538 

2533 

2529 
2525 
2519 
2515 
2510 

3506 
3502 
2407 
340-' 

3488 

3484 
2479 
3474 
2470 
2465 
3462 
2457 

2453 
244« 
2444 
2440 
2435 
2431 
2427 
2422 

2418 
2414 
2410 
2405 
2401 

2397 
2393 
2388 
23H 
3379 
3376 

3373 

2368 
2364 
2360 

2355 
2352 
2347 
3343 
2339 

2335 
2332 

2327 

2324 
2319 
2316 

231« 

2.J07 

2304 
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Tafel  IX. 
Für  nahezu  parabolische  Bahnen. 

:;  I  =  tg  i  V.        M  =  /;'      —-  ;   tg  i  r  =   C  fg 


Hyperbel  t  t^ 


los  C 


Differenz 


los  XI 


Differenz 


9.977  6946 


0.179 

9.977  S274 

0.1 7S 

9.977  9602 

0.177 

9.978  0928 

0.176 

9.978  2353 

0.175 

9.978  3577 

0.174 

9.978  4000 

0.17,5 

9.978  6222 

0.172 

9.97S  7542 

0.171 

9.97S  SS62 

0.170 

9-979  0180 

0.169 

9.979  I49S 

0.168 

9.979  2814 

0.167 

9.979  4129 

0.166 

9.979  5443 

0.163 

9.979  6756 

0.164 

9.979  806S 

0.163 

9.979  9379 

0.162 

9.980  0689 

0.161 

9.980  1998 

0.160 

9.980  330s 

0.159 

9.980  4612 

0.158 

9.980  5918 

0.157 

9.980  7222 

0.156 

9.980  8526 

0.155 

9.980  9828 

0.154 

9.981  1129 

0.153 

9.981  2430 

0.152 

9.981  3729 

0.151 

9.981  5027 

0.150 

9.981  6324 

0.149 

9.981  7620 

0.148 

9.981  8915 

0.147 

9.982  0209 

0.146 

9.982  1502 

0.145 

9.982  2794 

0.144 

9.982  4085 

0.143 

9.982  5375 

0.142 

0.982  6664 

0.141 

9.982  7951 

0.140 

9.982  9238 

0.139 

9.983  0524 

0.138 

9.983  1809 

0.137 

9.983  3092 

0.136 

9.983  4375 

0.135 

9.983  5656 

0.134 

9.983  6937 

0.133 

9.983  8217 

0.132 

9.983  9495 

0.131 

9.984  0773 

0.130 

9.9S4  2049 

0.129 

9-984  3325 

0.128 

9.984  4599 

0.127 

9-984  5873 

0.126 

9.984  7146 

0.125 

9.984  8417 

0.124 

9.984  9688 

0.123 

9.985  0957 

0.122 

9.985  2226 

0.121 

9.985  3493 

0.120 

9-985  4760 

132S 
1328 
1326 

13?5 
1324 

1323 
1322 
1320 
1320 
1318 
1318 
1316 
1315 
1314 
1313 
1312 
1311 
1310 
1309 
1307 

1307 
1306 
1304 
1304 
1.302 

1301 
1301 
1299 
1298 
1297 

1296 
1295 
1294 
1293 
1292 

1291 
1290 
1289 
1287 
1287 
1286 
1285 
1283 
1283 
1281 

1281 
1280 
1278 
1278 
1276 

1276 
1274 
1274 
1273 
1271 

1271 

1269 
1269 
1267 
1267 


9.924  2041 

9.924  4337 
9.924  6629 

9.924  8916 

9.925  1200 
9.925  3480 

9.925  5756 

9.925  802S 

9.926  0297 
9.926  2561 
9.926  4821 

9.926  7078 

9.926  9332 

9.927  1581 
9.927  3827 
9.927  6069 

9.927  8307 

9.928  0542 
9.92S  2772 
9.928  4999 
9.928  7222 

9.928  9442 
9-929  1658 
9-929  3870 

9.929  6078 

9.929  8283 

9.930  0484 
9.030  2681 
9-930  4875 
9.930  7065 

9.930  9251 

9.931  1434 
9.931  3614 

9.931  3789 
9-931  7962 
9-932  0131 
9-932  2296 
9-932  4437 

9.932  6615 

9.932  8769 
9-933  0920 

9.933  3068 
9-933  5212 
9-933  7353 
9-933  9490 
9-934  1624 

9-934  3754 
9-934  3S81 
9-934  8004 
9-935  0124 
9-935  2240 

9-935  4353 
9-935  6463 
9-935  8369 
9-936  0672 
9-93Ö  2771 
9-936  4867 
9-930  6959 
9-93Ö  9048 
9-937  1134 
9-937  3216 


2296 
2202 

22S7 
22S4 
2280 

2276 

2269 
2264 
2260 

2254 
2240 
2246 
2242 
223S 
2235 
2230 
2227 
2225 

2220 

2216 

2212 
2208 
2205 
2201 
2197 
2194 
21QO 
21 86 

2183 
2180 
2175 

2173 
2169 

2163 

2161 
2138 
2154 
2151 

2148 
2144 
2141 
2137 
2134 
2130 

2123 

2120 
2116 
2113 
2110 
2106 
2103 
2099 
2096 
2092 
2089 
2086 
2082 
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Tiif.l  IX. 

Für  nahezu  parabolische  Bahnen. 


1I>Ih'i1k1 


—  o.  l  .'O 

—  O.UO 


aiu 

0.986  2J30 

0.11J 

9.086  3508 

an.' 

0.0.86  4.857 

am 

9.086  0114 

aiio 

9.086  7J7I 

aioQ 

O.9SÖ  86J7 

o.ioa 

9.9S6  «8H.> 

..!..- 

O.9S7   1136 

9.OS7  238« 

9.087  3640 

...m 

0.987  4891 

aio3 

9.9S7  0141 

a>02 

9.0S7  7300 

0.101 

9.9S7  8638 

o.ioo 

9.087  <>885 

ao(» 

9.988  1131 

0098 

9.988  2376 

0007 

9.988  3631 

O.006 

9.988  4864 

O.W5 

9.988  6106 

OXII14 

9.988  7347 

O.09J 

9.988  8588 

O09J 

9.988  0827 

0091 

9.989  1066 

0.090 

9.989  2303 

ox>89 

9.989  3540 

ooss 

9.080  4775 

0.1>H7 

0.980  6010 

OJ0.S1, 

9.989  7244 

(i..s; 

9.989  8477 

9.989  9709 

9.900  0040 

('•  '•'J 

9.990  2170 

O.OHl 

9.990  3399 

o.oSo 

9.990  4627 

O.O/Q 

0.000  5S54 

0.0-8 

O.'yOO  7081 

0.077 

o-oiyo  8306 

0076 

9.990  9531 

0.07  S 

9.991  0754 

0.074 

9.901  1977 

0.07  J 

9-901   3199 

ox)-J 

0.901  4419 

0.071 

o.<»i  5630 

(jxyfo 

O-'yOi  6858 

O.0</J 

9.991  8076 

OXI08 

9-991  9293 

0.067 

9.992  0509 

O.06G 

9.002   1725 

0.065 

9.992  2939 

n.064 

9.992  4152 

O.06J 

9.992  5365 

O.06i 

9.992  0577 

0,0^1 

9.002   77«7 

266 

364 
264 


261 

250 
259 
257 
257 
256 

254 
252 
252 

251 

250 
249 

24s 
347 
246 
243 
243 
243 
242 

241 
241 
239 
239 
237 

237 
235 
235 
234 
233 
232 
231 
230 
229 
228 

227 
227 
225 
225 
223 

223 
222 
220 
220 
210 
218 
217 
216 
216 
214 

213 
213 
212 
210 


0.937  5205 
0.037  7371 
9.937  0444 
0.9.1«  1514 
0.938  358*i 
0.938  5643 
0.038  7702 
0.938  0758 
9.939  1811 
9-939  3861 

9.939  5908 
9-930  7951 

9.039  9901 

9.040  2028 

9.940  4062 

9.940  6003 
9.040  8120 

9.941  0144 
9.941  2165 
9.941  4182 

9.941  6197 

9.941  8200 
0-942  0217 
9-942  2222 

9-942  4224 

9-942  6223 

9.942  8219 

9.943  0211 
9-943  2201 

0.943  4187 
9.043  6171 

9.943  8151 

9.944  0129 

0.<M4  2103 
9-944  4074 
9-944  6042 
9-944  8007 
9-944  0969 

9.945  1928 
9-943  3884 

9-945  5837 
9-945  7788 
9-945  9735 
9-946  1679 
9-946  3621 

9.946  5559 

9.946  7495 
9.<>46  <)427 
9-947  1357 

9.947  3283 
9.047  5207 
9.047  7128 
9.947  <X)46 
0.948  0961 
9-948  2873 
9-048  4782 
9-948  6689 
0.048  8593 
0.040  ajoi 


21  >7') 
2073 
2070 
2066 
2063 
2050 
2056 
2053 
2050 

2047 
204.1 
2040 
2037 
2034 
2031 
2027 
2>')24 
2021 
2017 
2015 

ioi2 
2008 
2005 

2002 

1999 
1996 
1002 
1090 
1986 

1984 
1980 
1978 
1974 
1971 
1968 
1965 
1962 
1059 
1956 

1953 
19S1 
1947 
1944 
»942 
1938 
1936 
1932 
1930 
1926 

1924 
1921 
1918 
1915 
1912 

1900 
I'>i7 
1903 
1901 

ISO  7 
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Tafel  IX. 
Für  nahezu  parabolische  Bahnen. 


t  —  tg 


M  = 


:===;  tg  i-  t,  =  ctg 


Ti  + 


Hyperbel  £t' 


los  C 


Differenz 


Differenz 


-  0.059 
0.058 
0.057 
0.056 
0.055 

-0.054 
0.053 
0.052 
0.051 
0.050 

-0.049 
0.048 
0.047 
0.046 
0.045 

-0.044 
0.043 
0.042 
0.041 
0.040 

-  0.039 
0.038 
0.037 
0.036 
0.035 

-  0.034 
0.033 
0.032 
0.031 
0.030 

-  0.029 
0.028 
0.027 
0.026 
0.025 

-  0.024 
0.023 
0.022 
0.021 
9.020 

-  0.019 
0.018 
0.017 
0.016 
0.015 

-  0.014 
0.013 
0.012 
0.011 
0.010 

-0.009 
0.008 
0.007 
0.006 
0.005 

-0.004 
0.003 
0.002 
0.001 
0.000 


9.992  8997 

9.993  0206 
9.903  1414 
9.903  2621 
9.993  3828 
9-993  5033 
9.993  6238 

9.993  7442 
9-993  8644 
9-993  9846 

9.994  1047 
9.994  2247 
9-994  3447 
9-994  4645 
9-994  5842 
9.994  7039 

9.994  8235 
9-994  9430 

9.995  0624 
9.995  1817 
9-995  3009 

9.995  4201 
9-995  5391 
9-995  6581 
9-995  7769 
9-995  8957 

9.996  0144 
9-996  1331 
9.996  2516 
9-99Ü  3701 
9.996  4884 
9.996  6067 
9.996  7249 
9-996  8430 

9.996  9610 

9.997  0789 
9.997  1968 
9-997  3145 
9-997  4322 
9-997  5498 
9.997  6673 

9.997  7847 

9.997  9021 

9.998  0193 
9.998  1365 
9-998  2536 
9.998  3706 
9.998  4875 
9.998  6044 
9.998  7211 
9.998  8378 

9.998  9544 

9.999  0709 
9-999  1873 
9-999  3037 
9.999  4199 
9.999  5361 
9.999  6522 
9.999  7682 
9.999  8842 
0.000  0000 


209 
208 
207 
207 
205 

205 
204 


200 
200 
198 
197 
197 
196 
195 
194 
193 
192 

192 
190 
190 


9-949  2390 
9.949  4285 
9.949  6177 

9.949  8066 
9-949  9953 
9-950  1836 

9-950  3717 
9-950  5595 

9.950  7470 
9-950  9342 

9.951  1211 

9.951  3078 

9.951  4942 

9.951  6803 

9.951  8661 
9-952  0517 

9.952  2370 
9.952  4220 
9.952  6067 

9.952  7911 
9-952  9753 

9.953  1592 

9.953  3429 
9-953  5263 
9-953  7094 
9-953  8923 

9-954  0749 

9.954  2572 
9-954  4392 

9.954  6210 
9.054  8025 
o.o;4  0838 
O.W  5  5  1648 
9-955  3455 

9.955  5260 
9-955  7062 
9-955  8861 
9-956  0658 

9.956  2452 
9.956  4243 
9.956  6032 

9.956  7819 

9.956  9603 

9.957  1384 
9-957  3163 
9.957  4939 

9.957  6712 
9-957  8483 

9.958  0252 
9.958  2018 
9-958  3781 

9.958  5542 

9.958  7300 

9.958  9056 

9.959  0810 
9-959  2561 

9.959  4309 
9-959  6055 
9-959  7798 
9-959  9539 

9.960  1277 


1895 
1802 
1889 
1887 
1883 


1875 
1872 
1869 
1867 
1864 
1861 
1858 
1856 

1853 
1850 
1847 
1844 
1842 

1839 
1837 
1834 
1831 
1829 
1826 
1823 
1830 
1818 
1815 

1813 
1810 
1807 
1805 
1802 

1799 
1797 
1794 
1791 
1789 

1787 
1784 
1781 
1779 
1770 

1773 
1771 
1769 
1766 
1763 
1761 
1758 
1756 
1754 
1751 
174S 
1746 
1743 
1741 
1738 
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Tafol  IX. 
Für  nahezu  parabolische  Bahnen. 


cux).; 
oxx» 
OJ005 

+  aoo6 

OXKH 
OJOOH 
OOOQ 

0.010 

+  0.011 
OJOM 

0.01,', 


0.020 


O.OJ4 

0.035 

+  ojoy. 

0x137 

0X3JH 

0.040 

+  OA41 
OA|2 
0Ä4J 
OXM4 
OÄ45 

+  O.ruf, 


0.0  jO 

+  0/351 

oX)5J 

OJ0S4 

0.OSS 

+  O.OS6 

OJ0S1 

ox>sS 

0.059 


cukjO  J471 
OXJOO  4626 

OjIXO    "Sl 


0.tt»>    'IJ.VI 

0.001  o.TOi 
0.001    IM' 


OX)l4 

ox)i5 

o/xji  fii^5 
0.001   72s  1 

o.ox> 

anoi  S427 
0.001  <>5"i 
0.(02  0715 
o.no2  1K51» 
(M02  .3001 

+  Oj021 
0/122 
'V)2.l 

o.no2  414.1 

(>.l)02    52H4 

o.ai2  6424 

OJ>).)    2112 

o.no.5  3248 
o.ooj  4382 

ojoos  55 K) 
(J.003  664'> 
0.003  7781 
oxioj  8013 
oxxxi  0043 

o.rli-^  1173 
n.uJ4  2J02 
0.004  3431 
0.004  4558 
ClXKH    5685 

0.n04  6811 
o/XM  7936 
o.r«4  906 1 
0.1 05  0185 
0.005  1308 
f'..>i?   -•4.10 


1MJ05  of;ii 
ox»5  8029 
0.005  9M7 
ojoob  0264 
oxwS  I3to 

0.006  249') 
0/)06  3610 
OUXXi  47-' ( 
0.or/ >    : -    - 

o.av,  '    ,  , 


158 

157 
156 
155 
155 

153 
l.vl 
I  52 
152 

150 
HO 
I4S 
US 
14« 
146 

146 
144 
144 
144 
142 

142 
141 

140 
1.39 
1!« 


(».(XX)  1277 
9.960  3013 
9.960  4747 
9.960  6478 
9.960  8206 

9.960  9933 

9.961  16S6 
9.961  3377 
9.961  5096 

9.961  6812 
0.961  8526 

0.'X.2  0238 
u/»,;  i()4- 
't.'it>;  .1654 
'>.962  5358 
g.962  7060 

9.962  8760 

9.963  0458 
9.963  2153 
9.963  3845 
9.963  5535 
9.963  7223 

9.963  8909 
'>.'Xi4  0592 
0.964  2273 

9.964  3951 
9.964  5627 
g.964  7301 

9.964  8972 

9.965  0641 
o.';65  23aS 

9.965  3973 
9.965  5635 
0.965  7295 

9.965  8953 

9.966  0609 
9.966  2262 
0.966  3913 
9.9f>6  5562 
0.066  720a 

9.966  8852 

0.967  0494 

9.967  2134 
9.967  3771 
0.967  5407 

9.967  7040 

0.067  8670 

'».'/W  (-•.•■>■> 

'j.'y.s  io.'5 

'.'■'.'''^  3549 

9.968  5171 

9.968  6791 
0.96S  S4'3-'i 
0.969  'O24 
9.909  1637 
0.96';  324^ 
O.O'iO  4"^5T 
9.0":)  <>¥Ji 
')S//'t  •<  '."< 
O-'X/;  lyOTO 


17.?6 
1734 
1731 
1728 
1720 

1724 
1721 
1719 
1716 
!I4 


704 
1702 

1700 
1698 
1695 
1692 
1690 

1688 
1686 
1683 
16S1 
1678 
1676 
1674 
1671 
1669 
166- 

1665 
1662 
1660 
1658 
1656 

1653 
1651 
1649 
1640 
1644 

1642 

1640 
1637 
1636 
1633 
16,30 


1010 

i':.i3 
1611 

16C<> 
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tg^- 


21  = 


9  '%  Vi  + 


r^= ;    *g'   T   *•'   —    <-'  %  V  "'• 


Ellipse  £  I* 


+  0.060 
-fo.oöi 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
-1-  0.066 
0.067 
0.06S 
0.069 
0.070 

+  0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 

+  0.076 
0.077 
0.078 
0.079 
o.oSo 

+  0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 

+  0.086 
0.087 
0.088 
0.089 
0.090 

+  0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 

+  0.096 
0.097 
0.098 
0.099 
0.100 

+  0.101 
0.102 
0.103 
0.104 
0.105 

+  0.106 
0.107 
Q.108 
Ü.109 
0.110 

+  0.111 
0.112 
0.113 
0.114 
0.115 

+  0.116 
0.117 
0.118 
0.119 
0.120 


los  C 


0.006  8061 
0.006  9172 
0.007  0282 
0.007  1392 
0.007  2501 
0.007  3609 
0.007  4716 
0.007  5823 
0.007  6929 
0.007  8034 
0.007  9138 
0.008  0242 
o.ooS  1344 
0.008  2446 
0.ÜO8  3548 
0.008  464S 

0.008  5748 
0.008  6847 
0.008  7946 
0.008  9043 
0.009  0140 

0.009  1236 
0.009  2332 
0.009  3427 
0.009  4521 
0.009  5614 

0.009  6707 
0.009  7799 
0.009  8890 
0.009  9980 
0.010  1070 
0.010  2159 
0.010  3247 
0.010  4335 
0.010  5422 
0.010  6508 

0.010  7593 
0.010  8678 
0.010  9762 
0.011  0846 
0.011  1928 
0.011  3010 
0.011  4091 
0.011  5172 
o.ou  6252 
0.011  7331 
0.011  8409 
o.ou  9487 

0.012  0564 
0.012  1640 
0.012  2716 

0.012  3791 
0.012  4865 

0.012  5939 

0.012  7012 
0.012  8084 
0.012  9156 
0.013  0227 
0.013  1297 
0.013  2366 
0.013  3435 


Differenz 


Uli 
1110 
1110 
1109 
1108 
1107 
1107 
1106 
U05 
1104 
1104 
1102 

1102 
1102 
1100 
UOO 
1099 
1099 
1097 
1097 
1096 
1096 
1095 
1094 
1093 

1093 
1092 
1091 
1090 
1090 

1089 
1088 
10S8 
1087 
1086 

1085 
1085 
1084 
1084 
1082 

1082 
loSi 
108 1 
1080 
1079 
1078 
1078 
1077 
1076 
1076 

1075 
1074 
1074 
1073 
1072 

1072 
1071 
1070 
1069 
I0(i9 


loa:  D 


9.970  1270 
9.970  2868 
9.970  4464 
9.970  6057 

9.970  7649 
9.9T0  9239 

9.971  0826 
9.971  2410 

9.971  3993 
9-971  5574 
9-971  7152 

9-971  8729 

9-972  0303 

9-972  1876 

9.972  3447 
9.972  5015 
9.972  6581 
9.972  8146 

9.972  9708 

9.973  1268 

9.973  2826 
9-973  4382 
9-973  5936 
9-973  7488 
9-973  9038 
9-974  0585 
9-974  2131 
9-974  3675 

9.974  5216 
g.974  6756 
9-974  8293 
9-974  9829 
9-975  1363 
9-975  2894 
9-975  4424 
9-975  5952 

9-975  7478 
9-975  9002 
9-976  0523 

9.976  2043 
9-976  3561 
9-976  5077 
9-976  6591 
9-976  8103 
9-976  9613 
9-977  1120 
9-977  2626 

9.977  4130 
9-977  5632 
9-977  7132 
9-977  8630 
9-978  0126 
9-978  1621 
9-978  3113 
9-978  4604 
9-978  6092 
9-978  7579 
9-978  9064 
9-979  0546 
9-979  2027 
9-979  3506 


Differenz 


1598 
1596 
1593 
1592 
1590 
1587 
1584 
1583 
1581 
1578 

1577 
1574 
1573 
1571 
1568 

1566 
1565 
1562 
1560 

1558' 

1556 

1554 

1552 

1550 

1547 

1540 

1544 

1541 

1540 

1537 

1536 

1534 

1531 

1530 

1528 

1526 

1524 

1521 

1=20 

1518 

1516 

1514 

1512 

1510 

1507 

1506 

1504 

1502 

1500 

1498 

1496 

149s 

1492 

1491 

1488 

1487 
1485 
1482 
1481 
1479 
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i.iii,.. 


+  O.JJ1 


O.U7 
(X128 
0.139 
0.1JO 

+  0.131 
0.133 
0.133 
0.134 
0.1 35 

+  0.136 
0.137 


-r  "•'-ti 
ai4J 
0.143 
0.144 
0.145 

+  0.146 
O.U7 
0.14X 
0.149 
0.150 

+  ai5i 
ai52 
0.153 
0.154 
0.155 

+  0.150 
0.157 
0.158 
0.159 
0.160 

+  0.161 

i>.l6.' 
O.l').? 
O.I'i4 
0.165 
+  0.1«'/. 
0.167 
O.UjH 
0.169 
0.170 

+  0.171 
0.173 
0.173 
0.174 
0.175 

+  0.176 
1'.  1:7 
•  .1  "1 


i'.i>lj  34JS 
0.0 n  4  «Ol 


O.i'IJ  >*-r,H 

0.013  0833 
0.014  0897 
0.014  1961 
0.014  30J3 
0.014  40H5 

0.014  5146 
0.014  f.Ä>7 
0.014  7267 
0.014  8326 
0.014  93R4 
0.015  0443 
0.01s  1500 
0.015  J556 
0.015  3612 
00)15  4667 
0.015  5722 
0/115  6776 
0.01 5  7839 
0.015  8*'82 
0.015  9934 
0.016  0085 
0.016  2035 
0.016  308s 
0.016  4135 
0.016  5183 
0.016  6231 
0.016  7378 
0.016  8335 
0.016  9371 
0.017  0416 
0.017  1461 
0.017  2505 
0.017  3548 
0.017  4591 
0.017  5633 

0.017  6675 
0.017  7716 
0.017  8756 
0.017  9795 
0.018  0834 

0.018  1873 
0.018  2910 
0.01 8  3947 

oxuS  4983 

0.018  6019 
0.018  7054 
0.018  8<->88 
oxn8  9133 
0.019  0155 
0.019  1188 

0.019  3319 
0.019  3250 
O.OIQ  4281 


;n 


10^)8 


11^,; 
1065 

1064 
1064 
1063 
1063 
1061 
1061 
1060 
1059 
1058 

1058 
1058 
1056 
1056 
1055 
1055 
1054 
1053 
1053 
1053 

1051 
1050 
1050 
1050 
1048 
1048 
1047 
1047 
1046 
1045 
1045 
1044 
1043 
1043 
1043 

1042 

icm 
1040 
1039 
1039 

1039 
1037 
1037 
1036 
1036 

1035 
1034 
1034 
1033 
1033 
1031 
1031 
1031 
1030 


9.979  4983 

9.979  '»450 
9.079  7933 

9.979  9404 
9.<>8o  0874 

o.w^  3341 

9.r)8o  3S<-)7 
9.')8o  5271 

9.980  6734 
9.980  8194 

9.980  9653 

9.981  1110 
9.981  2565 
9.981  4018 
0.981  5469 
9.981  6919 
9.981  8366 

9.981  9812 

9.982  1356 
9.982  2698 
9.982  4138 
9-982  5577 
9.982  7014 
9.982  8448 

9.982  9881 

9983  1313 

9.983  2743 
9.983  4170 
9.983  5595 
9.983  7019 

9.983  8441 

9.983  9862 

9.984  1281 
9.984  2698 
9.984  4114 
9.984  5537 
9.984  6939 
9.984  8349 

9.984  9757 

9.985  H64 
9.985  3569 
9-985  3973 
0.985  5373 
9.985  6773 

9.985  8171 

9-985  9567 

9.986  0961 
9.986  3354 
9.986  3745 
9.986  5134 

9.986  6533 

9.986  7908 
9.98<j  9393 

9.987  0675 
9.987  30S6 

9.987  3435 
9.987  481a 
9.987  6188 

0.0«:  :-''.) 


147'. 
147! 
147-- 
1470 
14''7 
14'/' 
1464 
1463 
1460 

1459 
1457 
1455 
1453 
1451 
1450 
1447 
1446 
1444 
1443 

1440 
1439 
1437 
1434 
1433 
1433 
1439 
1438 
1435 
1424 
1433 
1431 
1419 
1417 
1416 

141.^. 
141-' 
1410 
1408 
1407 
1405 
1403 
1401 
1400 
1398 

1396 
1394 
1393 
1391 
1389 
1388 
1386 
1384 
1383 
1381 

1379 
1377 

1376 
1375 
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,        V  TT  Dt  ,1  rr    i         1 


EUipse  f  i 


Iget  C 


Differenz 


lo2  D 


Differenz 


+  0.1SO 
-f  o.i8l 

0.1S2 

0.183 
0.184 
0.185 

+  0.186 
0.187 
0.188 
0.189 
0.190 

+  0.191 
0.192 
0.193 
0.194 
0.195 

+  0.196 
0.197 
0.198 
0.199 
0.200 

+  0.201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 

+  0.206 
0.207 
0.208 
0.209 
0.210 

+  0.2H 
0.212 
0.213 
0.214 
0.215 

+  0.216 
0.217 
0.218 
0.219 
0.220 

+  0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 

+  0.226 
0.227 
0.228 
0.229 
0.230 

+  0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 

+  0.236 
0.237 
0.238 
0.239 
0.240 


0.019  6340 

0.019 

7369 

0.019 

839- 

0.019  9424    1 

0.020 

0451 

0.020 

1477 

0.020 

2503 

0.020 

3528 

0.020 

4552 

0.020 

5575 

0.020 

6598 

0.020 

7620 

0.020 

8642 

0.020 

9663 

0.021 

0684 

0.02 1 

1704 

0.021 

2723 

0.021 

3742 

0.021 

4760     1 

0.021 

5777     ' 

0.021 

6794 

0.021 

7810 

0.021 

8826 

0.021 

9841 

0.022 

0855 

0.022 

1869 

0.022 

2S82 

0.022 

3894 

0.022 

4906 

0.022 

5917 

0.022 

6928 

0.022 

7938 

0.022 

8948 

0.022 

9957 

0.023 

0965 

0.023 

1973 

0.023 

2980 

0.023 

3986 

0.023  4992 

0.023 

5997 

0.023 

7002 

0.023 

8006 

0.023  9010 

0.024  0013 

0.024 

1015 

0.024 

2016 

0.024  3017 

0.024  4017 

0.024 

5017 

0.024 

6017 

0.024  7015 

0.024  8013 

0.024  9011 

0.025 

oooS 

0.025 

1004 

0.025 

2000 

0.025 

2995 

0.025 

3990 

0.025  4984 

0.025 

5977 

0.025 

6970 

1029 
1028 
1027 
1027 
1026 

1026 
1025 
1024 
1023 
1023 

1022 
1022 
1021 
1021 
1020 
1019 
1019 
1018 
1017 
1017 
1016 
1016 
1015 
1014 
1014 
1013 
1012 
1012 
1011 
1011 
1010 
1010 
1009 
1008 
1008 

1007 
1006 
1006 
1005 
1005 
1004 
1004 
1003 
1002 
1001 
1001 
1000 
1000 
1000 

998 

998 
998 
997 
996 
996 

995 
995 
994 
993 
993 


9.987  8935 
9.9SS  0306 

9.988  1675 
9.98S  3043 
9.988  4409 
9.988  5773 
9.988  7135 
9.988  8496 

9.988  9856 

9.989  1213 
9.989  2569 

9.989  3923 
9.9S9  5276 
0.989  6627 
9.989  7976 

9.989  9324 

9.990  0670 
9.990  2015 
9-990  3357 
9.990  4699 
9.990  6038 

9.990  7376 

9.990  8713 

9.991  0048 
9.991  1381 
9.991  2713 
9.991  4043 
9.991  5372 
9.991  6699 

9.991  8024 
9-991  9348 

9.992  0670 
9.992  1991 
9-992  3310 
9.992  4628 
9.992  5944 
9.992  7259 
9-992  8572 
9.992  9883 
9-993  1193 
9-993  2501 
9-993  3808 
9-993  5113 
0.993  6417 
9-993  7719 
9-993  9020 
9.9?M.  0319 
9.094  1617 
9.9?i4  2913 
9.994  4207 
9.994  5500 

9-994  6792 
9.994  8081 

9.994  9370 

9.995  0657 
9.995  1942 

9.995  3226 

9-995  4508 

9.995  5789 

9-995  7068 

9-995  8346 


1371 
1369 
1368 
1366 
1364 
1362 
1361 
1360 
1357 
1356 

1354 
1353 
1351 
1340 
1348 
1346 
1345 
1342 
1342 
1339 
1338 
1337 
1335 
1333 
1332 
1330 
1329 
1327 
1325 
1324 
1322 
1321 
1319 
1318 
1316 

1315 
1313 
13U 
1310 
1308 

1307 
1305 
1304 
1302 
1301 
1299 
1298 
1296 
1294 
1293 


1289 
1287 
1285 
12&4 

1282 
1281 
1279 
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<-i'.! . 

hiit.-.i,' 

1..,'  /'       1'  ••  ,.  II- 

4-  o.-'+j 

....•>  r,.,  0 

•  <../•<.;  s.t', 

+  0.241 

r'.ci35  7062 

iftJ 
r)t)2 

9.995  9''2 ; 

I"'-; 

!       "-•!-• 

<i'i\ 

0.'>/j  i'S'iS 

•:.■>,',  .■,-\  t 

1  .•- 
12'/) 

.,K., 

''.'/)6  59H.! 

126« 

.|S^ 

n.<m   7351 

126'. 

o.oix»  8517 

136=: 

--: 

o.<X)6  9782 
9.' »97  1045 

126.; 

'  '^7 

1262 

-i--.--51 

'  '■' '-''  7^5.! 

t)Kli 

0.997  23<^'7 

126" 

0.253 

0.026  8839 

08> 

9.W7  35''7 

125'J 

0.25J 

0.026  9S24 

985 
984 

o.<i97  4S26 

125s 

0.254 

0.027  0801) 

9.997  6084 

1250 

0.255 

0.027  179.i 

9.997  7,MO 

-l-  0.256 

0.027  2776 

983 
083 

9.997  8504 

12.M 

125.1 

0.3S7 

ox^n  3759 

983 

0.997  9847 

I25J 

0.258 

0.027  474-' 

982 

0.998  101)9 

12511 

0.259 

0.027  5724 

981 

0.998  3.-i49 

1240 

0.260 

0.027  6705 

q8i 

0.998  3598 

124« 

1  0.2<-l 

0.027  7<i«6 

OKO 

0.998  4846 
o.'XjS  6095 
'1.09S  7336 

124'. 

1244 

124;; 

.j^  ,  ,.  .  , 

,  i^ 

0.998  8579 

1242 

.'..'')5 

•  ■.njs  lf,>J 

9.998  9821 

1     -i-  0.266 

0.028  2581 

978 
977 

9.999  1062 

1241 

123'i 

1         i'.J'tT 

O.02S  3558 

977 
976 

0.999  2301 

1237 

n.028  4535 

0.999  3538 

123'. 

0.028  5511 

975 

975 

075 

0.999  47-4 

1235 

+  a27i 

0.028  6486 
0.028  7461 

9.999  6009 
9.999  7242 

1233 
1232 

0.272 

0.028  8436 

074 

9.999  8474 

1231 

0.0 J  8  9410 

073 
073 

0.999  9705 

1229 

0.029  038,? 

O.noo  0934 

1228 

0.029  1356 

972 
97-' 
071 

0.000  2162 

1226 

1     +  o.-'7ti 

0.029  2328 

0.000  33S8 

122,: 

:            0.2" 

0.029  3300 

0.000  4613 

1224 

c)..'7S 

o.,.20  4.J71 

070 

0.000  5837 

122J 

•9  .=  -'41 

<)7<  > 

0.000  7059 

1221 

.")  6211 

0.000  8280 

1210 

•  >.nj'>   7ISI 

070 
«Xio 

0.000  9499 

121.'* 

0.029  8150 

968 
968 
967 
967 

0.001  0717 

1217 

0.029  9118 

0.001  1934 

1215 

.■.J^4 

i>.03o  0086 

0.001  3149 

1214 

0.385 

0.030  105J 

0.001  4363 

1312 

"  -'- 

<y<- 

0.001  5575 
0.00 1  6786 
0.001  7996 
o.ooi  9204 

1211 
1210 
1208 
1207 

0.002  0411 

120(. 

■"4 

'X).i 

0.002  1617 

1204 

■.-■). 

■  '/  ■  ,•  •  •,-.!.  1 

0.002  2821 

120.! 

i'-'9.i 

(U).iO  S-7.! 

(>.<)02  4024 

1202 

().J94 

c.o.jn  07,]; 

'ßfij 

0.1.102  5226 

120C1 

0.395 

0.031  u6>i7 

'„X 

Ü.002  6426 

1100 

-1-0.296 

0.031  1658 

060 

0.003  7625 

1198 

0.297 

......11  2618 

1/.. 

0.002  8S23 

1196 

o..-".s 

:i  1 :  ^ 

...  :  1  .■  1  t 

1195 

1194    ! 
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IXa. 
Erläuterungen  zu  Tafel  IX. 


Die  in  Tafel  IX   gegebenen  Grössen   log  C  und  log  D   wurden  zunächst  siebenstellig  mit 
dem  Argumente  x  =  er*  für  die  Werthe: 

—  0,300  —  0,290  —  0,280   ...  +  0,290  +  0,300 

berechnet.  Hieraus  wurden  die  Werthe  von  Tausendstel  zu  Tausendstel  des  Argumentes 
durch  Interpolation  gewonnen.  Man  kann  in  Folge  dessen  annehmen,  dass  die  in  der  Tafel  I.'C 
enthaltenen  Grössen  auf  eine  Einheit  der  siebenten  Decimale  genau  sind.  Im  Folgenden  wollen 
wir  die  Tafel  an  einigen  Stellen  durch  Beispiele  prüfen,  wodurch  gleichzeitig  ihr  Gebrauch 
klarer  wird. 

"Wir  betrachten  zunächst  zwei  hyperbolische  Bahnen,    für  welche  v  =  90"  ist.    Dann 
wird  r  =  tg^Av  =:  1.     Nun  setzen  wir  für  diese  beiden  Bahnen: 

E  =  —  0,30    und     s  =  —  0,29. 


Dann  ist: 

Wir  setzen  nun: 

und  ei halten: 


X  =  fr'     oder     x  z=  —  0,30     und     x  =  —  0,29. 
e  —  l 

'-  =  -'  =  TTT 

<r/'/,F  =  1  ^'fl  [',r, 

Mod.  k  \  1  -f  m  (t  —  T) 


(e  ^lod.)  tgF  -  log  tg  (45"  -f  \ ,  F)  _  ^_  ^^.^^ 

wo  Mod   =  [9,687  7843]  ist. 

Weiter   setzen  wir  jetzt  in  ==  0 ,    d.  h.    wir    betrachten   zwei    masselose   Kometen   und 
setzen  schliesslich  für  beide  Bahnen: 

(-  a)  =  +  1. 

(Da   nämlich   die   Bahnen   hyperbolisch    sind,   so   ist  a    selbst  negativ   und   —   a   also   positiv.) 
So  erhalten  wir:  _ 

tg  \,F=  \., 
und  bestimmen  hieraus  F.    Es  ist: 

e  =  [^^        (-«)  =  +  1. 

Hieraus  berechnen  wir  (t  —  T)  mittelst: 

Mod.  /.•  {t  ~  T)  =  (e  Mod.)  tg  F  —  logtg  Üb  +  yV 

Ferner  ist: 

2-) 
1  —  ',* 


2  =  (-  ")  (f  -  1)  = 


Die   Grössen   log  D   und   log  G  entnehmen   wir  nun    Tatel   IX   mit   dem   Argumente  £i°, 
welches  in  diesem  Falle  gleich  e  ist.     So  können  wir  M  linden : 

j  (f  _  D  (1  -  ,) 
(2  ;)% 

und  hieraus  mit  der  Barker'schcn  Tafel  iv  bestimmen. 
Aber  andererseits  ist : 

tg  ',  j  V  =  C  tg  '/s  w, 
also  im  vorliegenden  Falle: 

ta'Aw  =  ^- 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  anderer  Werth  von  «',  welcher  mit  dem  oben  gefundenen  nahezu 
übereinstimmen  muss ,  was  eine  directe  Controls  für  log  C  und  log  D  bildet.  Die  Rechnung 
gestaltet  sich  wie  folgt: 
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Erl  luterunpen  zu  T;ifel  IX. 


jr  - 

11.29 

1  -   , 

,.  :i. 

+  0.29 

11,7000000 

4-  0,7100000 

1   +   -!     . 

1.300rtH)0 

+  1,2900000 

log(\  -  ., 

.I,--1Ö0U8U 

9,B5 1258  3 

IojO^  . 

.    .  1              0,113'J4.S4 

0,110  589  7  ■ 
9,462  398  (» 

loi)  »,   .    . 

.    .  \             9.477  121  3 

/oi>V. 

9,738  riGO  7 

9,7311990 

V,i- 

28«  42'  37",6G 

28«   18*  U",51 

F    .   .   . 

&7*  '.'ö'  15",72 

56«  36'  23",02 

«4    ^' 

log  > 

73»  42"  37",8ii 

73'   18'  H",51 

ii.2G88i&4 

0,269  331  4 

log  .M...I     . 

:i.6.S7  784  3 

'.1.637  7>?4  3                             , 

tgF    .   .   . 

1M94  492Ü 

iM,-n'J70  7 

e  >lo<l.  tgJ'  . 

".101122  3 

(1,1178  O-iC  4 

numerus    .... 

1,202  liS2  9 

1,196  9785                           ] 

log  Ij  (45*  +  ^  \ 

0,534  233  3 

0,522  9460 

Differenz    

0,727  894  0 

0,674  032  5 

log 

|]              9,862068  5 

9,828  680  8 

log  Mod.  it    .    .    .    . 

"              7,873  365  7 

7,873  365  7 

log{t-  T).    . 

1,968  702  8 

1,955  3151 

log  D 

;i,893  450  3 

9,896  284  9 

log  (1  —>,)...   . 

'.1,845  0930 

9,8512583 

logü  {t  —  7 )  (I  — 

0 

1,727  2511 

1,7028583 

(2.,)\     . 

11,667  2270 

9,6451420 

logyt.   .   . 

2,0600241 

2,057  716  3 

w     .... 

95«     9»    9",70 

94*  57'  33",90 

-^  =  fO  V.  ir    .    .    . 

0,039  109  5 

0,037  638  8 

ü          "     ' 

>',  fr 

.    .    .                     ■17''  34'  34'',Sö 

47"  28'  46",97 

95'     9'    9",70 

94*  67'  33",94 

l'i'-    Leberi.iiistimiiiuuj; 

der 

l'eiJcu    Werthe     von    w    ist 

so    gut,    als    man    dies    nur 

irwarteii    koiiute.     In    ähuliclier  N\ 

eise    prüfen    wir   die    beiden   üusscraten   Urundintcrvalle    für     || 

ilie  KIlipso.     Wir  Beizen  wieilerum 

r 

=  'Mf              1  =  /;;  Jl  =   1 

( 

=  .r                  Ig  V,  K  =z]7 

iiml  erbalten  Rn  K.     Es  ist  ferner 

1  —  c 

'  =  !+«• 

Wir  jctren  viiudenim  a  ^  -\- 

1. 

l)anu  ist: 

'-    .'    -      ^ 

- 

^s,„  K                  .  _    .,, 
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IXa. 
Erläuterungen  zu  Tafel  IX. 


Nun  eutuehmen  wir   log  J)  uud  log  C  mit  dem  Argumente  £  aus  Tafel  IX  und  berechnen 
dann: 

1f_          Ot          _Bi(l  +  0 

g^v,  y  1  -)_  £             (2  efk 
Hieraus  fiuden  wir  tc  mittelst  der  Barke  r'scben  Tafel.     Andererseits  ist  aber: 

woraus  sieh  ein   anderer  Werth  von  tv  ergiebt,   der  mit  dem  vorhergehenden  übereinstimmen 
muss.     Die  Rechnung  gestaltet  sieh  wie  folgt: 

+  0,30                      +  0,29 

1  —  £ 

+  0,700000  0           +  0,710  0000 
+  1,300000  0            +  1,290  0000 

1    +    £ 

Jog(l-e) 

?0^   (1    -|-    £) 

9,845098  0                 9,851258  3 
0,113  943  4                 0,110  589  7 

9,4771213                 9,462  398  0 
9,738  560  7                 9,731199  0 

%£ 

E 

28»  42'  37",S6           28°  18'  11",51 
57''  25'  15'',72           56»  36'  23",02 
25»  59'  49",48           26°  19'  43",56 

Mittlere  Anomalie 

31°  25'  26",24           30»  16'  39",46 
9,731 154  G                 9,740  668  6 
5,045  579  7                 5,055  093  7 
9,925  647  3                 9,921639  3 

sin  E 

log  e"  sin  E 

c"  sin  E 

4,971  227  0                 4,976  733  0 
93  589",40                  94  783",56 

(E  —  c  sin  Ey 

log  (E  —  e  sin  E)" 

k" 

11312e",24                108  999",46 
5,053  563  4                  5,037  424  4 
3,550006  6                 3,550  006  6 

log  (t-  T) 

legi) 

1,503  556  8                 1,487  417  8 
0,003  240,8                 0,002  041 1 
0,113  943  4                 0,110  589  7 

%(!+£) 

logD(t  -  T)(l  +  e) 

(2fy'« 

1,620  7410                 1,600048  6 
9,667  227  0                 9,645  142  0 

logM 

1,953  514  0                 1,954906  6 
85°  50'  28",S9           85°  58'    4",41 

9,968  450  3                 9,969  4118 

42»  55'  14",43           42»  59'    2",18 
85"  50'  28",86           85°  58'    4",36 

von  w  in  genügender  Weise  überein. 
iden  von  Gauss  in  der  Theoria  motus  gegebenen 
var: 

=  0,967  645  67 
=  9,765  650  0 
=  63'',544  00 

h„to 

Auch  hier  stimmen  die  beiden  Werthe 
Wir  behandeln  schliesslich  noch  die  be 
Beispiele.    Für  den  Halley 'sehen  Kometen 

e  - 
logq 
{t  -  T) 
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lliur^u«  ful|(t: 


log  {l  —  e)    8,609  9394 
log  (1  +  e)    0,293  9*6  9 


logt  6,215  985  6 

Wir  Ix'traclitcn  nnn  den  von  Gn ins  und  Opjiolzer  gefundenen  Wcrth  c=rlOO*  0'  0",00, 
al»  erito  Nuhi-rung,  aus  wi'lclier  wir  einen  iindiTfU  Werth    vou  v  niitU'lst  der  in  VorleiUDg  (7( 

^;oK'elitiii  II  I,'p,huuni;«vi.rsoliriftin  ubK'iten  wnUun.     Es  wird: 


=  t9\.v 


l"'        n'      ()",0ü 

00'     ü*     0",00 

0,0761866 

0,152  373  0 
8,215  985  5 


log  1 1' 
«i«  = 

IvgU 
logt  . 


8,368  368  6 
+  0,023  353  85 


9,964118  7 
1,803  074  5 


lugq^  .    .    . 
lo.j\l  +  i 


9,648  475  0 
0,003  5416 


U  {t  —    I  I 
q'/tVT+l 


1,767  193  2 
9,652016  6 


log  M 


'<>'/.  IC. 
logC    . 


2,1151766 
99°  39*    4",C0 

40°  49'  32",:'.<i 


tgVtV 

V.r. 


0,076  160  6 
50"     0*    0",üU 
KO«     C    ü",UO 


in  völliger  Uehereinstimmung  mit  obigem  .\uugang8werthe. 
Für  das  zweite  der  Gauss 'scheu  Beispiele  ist: 

e  =  1.261882  0 

log  q  =  0,020  165  7 

(t  —  T)  =  65S41  236. 

Wir  nehmen  nls  Nähemngswerth  an: 


=  '!f^ 


log  1 1' 
«i«     . 

lug  V 


67«     2*  59",96 
33«  31'  29"  ,98 

9,821  194  5 


9,642  3890 
9,063  635  In 


8,7060-24  7« 
—  0,050818  84 
9,994  006  4 


logD    .    .    . 
log  (t  -   7  ) 


9,950  9681 
1,816  659  8 


q%_ 


^  \  + 


0,0302486 
9,973  2800 


7>  (t  -  7-) 
q\  V  1    +  r 


M  . 


t'JlT 
logC 


,766  627  9 
,003  528  5 

1,763099  4 
46'  48",35 

53'  24", IS 

1,8271883 
),994  006  4 


''J^ 


33" 
67" 


31'  30",02 
3'    0",04 


Dieser  letztere  Werth  weicht  etwas  mehr  von  dem  oben  gegebenen  ab,  doch  ist  die 
lifbtroiustinimung  für  siebenstellige  Rechnung  noch  immer  eine  genügende.  Die  Rechner 
kennen  sich  also  ohne  Bedenken  zur  Berechnung  der  wahren  Anomalie  r  in  iialicu  pai:i- 
bolisL-bvn  Bahnen  der  Tafel  IX  in  Verbindung  mit  der  Barkor'schen  bedienen 


I ,  Tbe^>rcti«cli«  AatruDomi«. 
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Tafel  X. 

Enckes  ji- Tafel. 


1' 

log  .« 

Diff. 

r        log  n 

DilE. 

V 

log  « 

Dife. 

o.ooo 

0.000  0000 

0.060 

0.000  0652 

0.120 

0.000  2617 

1 

.001 

.000  0000 

0 

.061 

.000  0674 

22 

.121 

.000  2661 

44 

.002 

.000  0001 

1 

.063 

.000  0697 

23 

.122 

.000  2705 

44 

.003 

.000  0002 

1 

.063 

.000  0719 

22 

.123 

.000  2750 

45 

.004 

.000  0003 

1 

1 

.064 

.000  0742 

23 

24 

.124 

.000  2795 

45 

46 

0.005 

0.000  0004 

0.065 

0.000  0766 

0.125 

0.000  2841 

.006 

.000  0006 

2 

.066 

.000  0790 

24 

.126 

.000  2886 

45 

.007 

.000  0009 

3 

.067 

.000  0814 

24 

.127 

.000  2933 

47 

.008 

.000  0012 

3 

.068 

.000  0838 

24 

.128 

.000  2979 

46 

.009 

.000  0015 

3 
3 

.069 

.000  0863 

25 
25 
26 
26 
26 

.129 

.000  3026 

47 

48 

0.010 

0.000  0018 

0.070 

0.000  0888 

0.130 

0.000  3074 

.011 

.000  0022 

4 

.071 

.000  0914 

.131 

.000  3121 

47 

.012 

.000  0026 

4 

.072 

.000  0940 

.133 

.000  3169 

48 

.013 

.000  0031 

5 

.073 

.000  0966 

•133 

.000  3218 

49 

.014 

.000  0035 

4 
6 

.074 

•  .000  0993 

27 
27 

.134 

.000  3267 

49 
49 

0.015 

0.000  0041 

0.075 

0.000  1020 

0.135 

0.000  3316 

.016 

.000  0046 

5 
6 

.076 

.000  1047 

27 
28 

28 

29 
29 

.136 

.000  3365 

49 

.017 

.000  0053 

.077 

.000  1075 

.137 

.000  3415 

50 

.018 
.019 

.000  0059 
.000  0065 

7 
6 

.078 
.079 

.000  1103 
.000  1132 

.138 
■139 

.000  3466 
.000  3516 

51 

50 
51 

0.020 

0.000  0072 

8 
8 
8 
8 

0.080 

0.000  1161 

0.140 

0.000  3567 

.021 

.000  0080 

.081 

.000  1190 

29 

•141 

.000  3619 

52 

.022 

.000  0088 

.082 

.000  1219 

29 

.142 

.000  3671 

52 

.023 

.000  0096 

.083 

.000  1249 

^? 

.143 

.000  3723 

52 

.024 

.000  0104 

.084 

.000  1280 

31 

■144 

.000  3775 

52 

0.025 

0.000  0113 

9 

0.085 

0.000  1311 

31 

0.145 

0.000  3828 

53     ; 

.026 

.000  0122 

9 

.086 

.000  1342 

31 

.146 

.000  3883 

54   ! 

.027 

.000  0132 

10 

.087 

.000  1373 

31 

.147 

.000  3935 

53   1 

.028 

.000  0142 

10 

.088 

.000  1405 

32 

.148 

.000  3989 

54 

.029 

.000  0152 

10 
11 

.089 

.000  1437 

32 
33 

.149 

.000  4044 

55 

55 

0.030 

0.000  0163 

0.090 

0.000  1470 

O.I5Ü 

0.000  4099 

.031 

.000  0174 

11 

.091 

.000  1502 

32 

■151 

.000  4154 

55 

.032 

.000  0185 

11 

.092 

.000  1536 

34 

.152 

.000  4209 

55 

.033 

.000  0197 

12 

•093 

.000  1569 

33 

.153 

.000  4265 

56 

■034 

.000  0209 

12 

13 

.094 

.000  1603 

34 
35 

•154 

.000  4322 

57 

56 

0.035 

0.000  0222 

0.095 

0.000  1638 

0.155 

0.000  4378 

.036 

.000  0235 

13 

.096 

.000  1673 

35 

.150 

.000  4435 

57 

.037 

.000  0248 

13 

.097 

.000  1708 

35 

.157 

.000  4493 

58 

.038 

.000  0262 

14 

.098 

.000  1743 

35 

.158 

.000  4551 

58 

.039 

.000  0275 

13 

15 

•099 

.000  1779 

36 

36 

•159 

.000  4609 

58 
59   1 

0.040 

0.000  0290 

0.100 

0.000  1815 

0.160 

0.000  4668 

.041 
.042 

.000  0304 
.000  0320 

14 
16 

.101 
.102 

.000  1852 
.000  1889 

37 
37 

.161 
.162 

.000  4726 
.000  4786 

58 
60 

•043 

.000  0335 

15 

.103 

.000  1926 

37 

38 

38 

.163 

.000  4846 

60 

.044 

.000  0351 

lö 
16 

.104 

.000  1964 

.164 

.000  4906 

60 
60 

0.04s 

0.000  0367 

16 

0.105 

0.000  2002 

0.165 

0.000  4966 

.046 

.000  0383 

.106 

.000  2040 

38 

.166 

.000  5027 

61 

.047 

.000  0400 

17 

.107 

.000  2079 

39 

.167 

.000  5088 

61 

.048 

.000  0417 

17 

18 

18 

.108 

.000  2118 

39 

.168 

.000  5150 

Ö2 

.049 

.000  0435 

.109 

.000  2158 

40 
40 

.169 

.000  5212 

62 
62 

0.050 

0.000  0453 

18 

0.110 

0.000  2198 

0.170 

0.000  5274 

.051 

.000  0471 

.111 

.000  2238 

40 

.171 

.000  5337 

63 

.052 

.000  0490 

19 

.112 

.000  2279 

41 

.172 

.000  5400 

63 

.053 

.000  0509 

19 

.113 

.000  2320 

41 

.173 

.000  5464 

64 

.054 

0.055 

.000  0528 
0.000  0548 

19 

20 

.114 
0.115 

.000  2361 
0.000  2403 

41 
42 

.174 

0.175 

.000  5528 
0.000  5592 

64 
64 

.056 

.000  0568 

20 

.116 

.000  2445 

42 

.176 

.000  5657 

65 

.057 

.000  0589 

21 

.117 

.000  2487 

42 

.177 

.000  5722 

65 

.058 

.000  0610 

21 

.118 

.000  2530 

43 

.178 

.000  5787 

65 

.059 

.000  0631 

21 
21 

.119 

.000  2573 

43 
44 

.179 

.000  5853 

66 
66 

1  0.060 

0.000  0652 

0.120 

0.000  2617 

0.180 

0.000  5919 
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l'.jf. 

ii.l8«i 

o.o-n  501.J 

•  •  '  • 

0.300 

0.001   6733 

.181 

...■.  S'Xi'J 

'■" 

.  •  i ; 

' ' 

.301 

.1«"1|   <  •'.11 

1 1 1 

.18j 

.ooü  005  3 

67 
67 

CS 

■J4J 

't 

.302 

.183 

.noo  6120 

.243 

>i 

.303 

■  i-U 

.•  •  .  <   r.l  ^S 

..M.l 

■)j 

.304 

1 17 

0.30s 

0.001   7312 

i 

''- 

.306 

•001  7429 

117 

1  I.-.I.' 

')2 

.307 

.001  7546 

1 17 

,. 

l  1335 

93 

.308 

.001  7664 

118 

.  ~ 

■1  14.J9 

94 
93 

.309 

•001  7783 

119 

1 18 

O.Jiu 

0.Ü01  1522 

0.310 

0.001  7901 

-■  1: 

~  i 

.251 

.001  1617 

9S 

.311 

•001  8020 

119 

.'.').• 

.252 

.CO!  1711 

94 

.313 

•001  8140 

120 

•  >93 

.353 

XX)i  i8o6 

95 

.313 

XX) 1  8260 

120 

.194 

.■■• 

.354 

jooi   1901 

95 
96 

.314 

xx)i  8381 

121 
121 

"195 

n.(J  »>  ir,^-, 

0.2SS 

0.001  J997 

96 

0.315 

0.001  8502 

.106 

xxx}  7031 

72 

.356 

.001  2003 

.316 

JX)1  8623 

121 

•  197 

xao  7104 

73 

.357 

.001  2190 

97 

.317 

•OOI  874s 

122 

.198 

.000  7177 

'^ 

_,.^ 

.oni  2287 

97 

.318 

XX)1  8867 

122 

.199 

.000  725" 

■■'1  2384 

97 
98 

.319 

xx)i  8989 

122 
134 

■  >.?oo 

croo  7j.'4 

»11  2482 

98 

0.320 

0.001  9113 

.JOl 

.'  ■  ■ 

.2ül 

.001  2580 

.331 

.001  9236 

123 

.302 

.262 

JOOI  2679 

99 

.333 

XX)  1  9360 

124 

.M3 

.!■• 

.263 

.001  2778 

99 

-333 

.001  9484 

124 

•XH 

.ox>  ;o-'; 

.264 

.001  2877 

99 
100 

-324 

.001  9609 

125 

125 

■->.205 

0.1«»  77t.- 

0.26? 

0.001  2977 

0.33s 

0.001  9734 

126 

.206 

.O'^  ---, 

'^■'1  .1077 

100 

.336 

•001  9860 

.»7 

.<•  • 

•'1  3178 

lOl 

.327 

.001  9986 

126 

.208 

.<  •  • 

■  1  3279 

101 

.328 

.002  0113 

137 

.209 

Xkaj   >  .  , 

-'" 

•■Ol  3381 

102 
101 

.339 

.002  0240 

127 
127 

0.2 10 

0.000  8085 

0.270 

n.OOl  3482 

0.330 

0.002  0367 

128 

.311 

.000  8163 

.271 

.■-■-'1  ;.5SS 

103 

•331 

XX)3  0495 

.212 

.000  8242 

VW 

.27-' 

-s 

103 

•333 

.002  0624 

129 

.213 

.000  8321 

79 

•27.'. 

i 

103 

•333 

J002   07S2 

128 

.214 

.000  8400 

79 

80 

.274 

"  '-» 

103 
104 

•334 

.002  0882 

130 
129 

1   0.21s 

0.000  8480 

80 
81 

0.275 

u.uul  39v8 

0.33s 

0.002  1011 

1    .216 

.000  8560 

.276 

.ooi  4103 

105 

•336 

.002  1141 

130 

.217 

XXX)  8641 

.277 

.001  4207 

104 

.337 

J0O2   1273 

131 

,    .218 

XXX)  8722 

81 
81 

S2 

.278 

.001  4313 

106 

.338 

XX)2  1403 

131  ; 

.219 

«X)  8803 

.379 

xai   4418 

105 
106 

.339 

XX)2  1534 

131 
133 

0.220 

0.1  ■  ■ 

0.280 

0.001  4524 

0.340 

0.002  1Ö66 

.221 

.'  •  • 

.281 

.001  4631 

107 

.341 

.002  1799 

133 

.222 

.<•  • 

.282 

.001  4738 

107 

•343 

.002  1931 

132 

.223 

.<•  ■ 

.283 

.001  484s 

107 
108 
108 

•343 

.0152  2065 

134 

.224 

.'•■ 

.284 

•001  4953 

•344 

.002  2198 

133 
135 

n.22S 

0.0  • 

0.285 

0.001  5061 

108 

0.345 

0.002  2333 

.226 

XXtu   VJJH 

S4 

.286 

jooi   5169 

.346 

.002  2467 

134 

.227 

.000  94Ö.S 

84 

.287 

xx)i  5278 

li>; 

•347 

.002  2602 

135 
136 
136 
136 
137 

.228 

XXX)  9553 

85 

85 
86 

.288 

.001  5388 

110 

.348 

.002  2738 

.229 

XXX)  9638 

.289 

.001  5497 

109 
111 

.349 

XX)2  2874 

".23" 

r>mo  0724 

0.290 

0.001  5608 

0.350 

n.nn?  ■^010 

' 

.291 

.001  5718 

1 10 

•35! 

47 

.292 

.001  5829 

111 

•y:^- 

M 

137 
138 
138 
139 

•  1  '  "Tl 

88 

.393 

.294 

.001  5941 
.001  6053 

1 12 
112 
112 

.35.1 
•354 

.!>  '-•  .i5(»3 

■  1  0159 

88 
88 

a295 

0.001  6165 

0.355 

0.002  3699 

•  l  0247 
•I  0335 

.29<> 

.297 

.001  6278 
.001  6391 

113 
113 

•3Sf 
•35- 

.-■-•  ts.vs 

139 
139 

•  1  0424 

89 

.298 

XX) 1  6505 

114 

.35- 

7 

140 

-o' 

.  •)!  OSI3 

89 
90 

.299 

.001  6619 

114 

114 

■3l^> 

.   -  ,-':>i 

141 
141 

n.24ci 

ox»i  0603 

0.300 

0.001  673.1 

0.360 

0.CO2  4399 

US* 
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Enckes  ;t- Tafel. 


log  ,u 


Diff. 


log  ,H 


Diff. 


log  ft 


0.360 
.361 
.362 
.363 
.364 

0.36s 
.366 
.367 
.368 
•369 

0.370 
•371 
.372 
■373 
•374 

0.375 
.376 
.377 
.378 
■379 

0.380 
.381 
.382 
.383 
.384 

0.385 
.386 
.387 
.388 
.389 

0.390 
.391 
.392 
.393 
.394 

0.395 
•396 
■397 
.398 
.399 

0400 
.401 
.402 
.403 
.404 

0.405 
.406 
.407 
408 
.409 

0.410 
411 
.412 
.413 
414 

0.415 
.416 
■417 
.418 
.419 

0420 


0.002  4399 
.002  4540 
.002  4682 
.002  4824 
.002  4967 

0.002  5110 
.002  5254 
.002  5398 
.002  SS43 
.002  5688 

0.002  5834 
.002  5980 
.002  6126 
.002  6273 
.002  6421 

0.002  6568 
.002  6717 
.002  6866 
.002  7015 
.002  7165 

0.002  7315 
.002  7466 
.002  7617 
.002  7769 
.002  7921 

0.002  8073 
.002  8226 
.002  8380 
.002  8534 
.002  8689 

0.002  8844 
.002  8999 
.002  9155 
.002  9311 
.002  9468 

0.002  9626 
.002  9784 
.002  9942 
.003  0101 
.003  0260 

0.003  0420 
.003  0580 
.003  0741 
.003  0903 
.003  1064 

0.003  1227 
.003  1389 
•003  1553 
.003  1716 
.003  1881 

0.003  2045 
.003  2211 
■003  2376 
.003  2543 
.003  2709 

0.003  2877 
.003  3044 
.003  3213 
.003  3381 
■003  3550 

0.003  3720 


141 

142 
142 
143 
143 
144 
144 
145 
145 
146 
146 
146 
147 
148 
147 

149 
149 

149 

150 

150 

151 
151 
152 
152 
152 

153 
154 

154 
155 
155 

155 
156 
156 
157 
158 

158 
158 
159 
159 
160 

160 
161 
162 
161 
163 
162 
164 
163 
165 
164 
166 
165 
167 
166 
168 

167 
169 
168 
169 
170 


0.420 
.421 
.422 
■423 
.424 

0.425 
.426 
427 
.428 
.429 

0.430 
•431 
■432 
■433 
■434 

0.435 
•436 
.437 
438 
■439 

0.440 
■441 
.442 
.443 
.444 

0.445 
.446 
.447 
448 
.449 

0.450 
.451 
•452 
.453 
.454 

0455 
■456 
.457 
.458 
■459 

0.460 
.461 
.462 
.463 
.464 

0.465 
.466 
.467 
.468 
■469 

0.470 
•471 
■472 
•473 
.474 

0475 
476 
■477 
■478 
•479 

0.480 


0.003  3720 
.003  3S90 
■O03  4061 
.003  4232 
.003  4404 

0.003  4576 
•003  4749 
.003  4923 
.003  5096 
.003  5271 

0.003  5445 
.003  5621 
.003  5797 
.003  5973 
.003  6150 

0.003  6327 
.003  6505 
.003  6683 
.003  6862 
.003  7042 

0.003  7222 
.003  7402 
•003  7583 
.003  7765 
•003  7947 

0.003  8130 
.003  8313 
.003  8496 
.003  8680 
.003  8865 

0.003  9050 
.003  9236 
.003  9422 
.003  9609 
.003  9797 

0.003  9984 
.004  0173 
.004  0362 
.004  0551 
.004  0741 

0.004  0932 
.004  1123 
.004  1315 
.004  1507 
.004  1700 

0.004  1893 
.004  2087 
.004  2281 
.004  2476 
.004  2672 

0.004  2868 
.004  3064 
.004  3261 
■004  3459 
•004  3657 

0.004  3856 
.004  4055 
.004  4255 
•004  4456 
.004  4657 

0.004  4858 


171 
171 
172 
172 

173 
174 
173 
175 
174 
176 
176 
176 
177 
177 
178 
178 
179 


181 
182 
182 
183 
183 
183 
184 
18s 
185 
186 
186 
187 
188 
187 
189 
189 
189 
190 
191 

191 
192 
192 
193 
193 
194 
194 
195 
196 
196 

196 
197 
198 
198 
199 

199 
200 
201 
201 
201 


0.480 

.481 
.482 
483 
.484 

0.485 
486 
.487 
.488 
•489 

0.490 
•491 
•492 
.493 
.494 

0.495 
496 
497 
•498 
.499 

0.500 
.51 
■52 
■53 
.54 

0.55 

.56 

•57 

•58 

•59 
0.60 

.61 

.62  . 

.63 

.64 
0.65 

.66 

.67 

.68 

.69 
0.70 

•71 

.72 

.73 

•74 


.79 
O.So 
.81 
.82 
•83 
•84 
0^85 
.86 
.87 


0.004  4858 
.004  5061 
.004  5263 
.004  5467 
.004  5670 

0.004  5875 
.004  6080 
.004  6285 
.004  6492 
.004  6698 

0.004  6906 
.004  7113 
.004  7322 
.004  7531 
.004  7740 

0.0O4  7951 
.004  8161 
.004  8373 
.004  8585 
■004  8797 

0.004  9010 
.005  1173 
.005  3397 
.005  56S1 
•005  8029 

0.006  0441 
.006  2919 
.006  5464 
.006  8079 
.007  0765 

0.007  3525 
.007  6361 
.007  9274 
.008  2268 
.008  5345 

0.008  8508 
.009  1759 
.009  5103 
.009  8542 
.010  2081 

0.010  5723 
.010  9473 
•011  3336 
.011  7316 
.012  1419 

0.012  5652 
.013  0022 
•013  4536 
.013  9202 
.014  4031 

0.014  9033 
.015  4219 
.015  9603 
.016  5202 
■017  1033 

0.017  7120 
.018  3486 
.019  0165 
■019  7195 
.020  4629 

0.021  2529 
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Tnf..l  Xl. 
Zur  Berechnung  des  Verhältnisses  ^°J^^^,'  in  parabolischen  Bahnen. 

_»»(!'—()    Ol/  •/    .■     11/  <1  j'l"'.  V  «ro«<r 


l>ill. 


'/y^7 
9977 
9964 
9948 
99J9 
9907 
9883 

9855 
9835 
979-' 
9755 
9716 
9674 
96^9 
9583 
9531 
9477 

94:!1 
9361 
9399 
9334 
9166 
9095 
9031 
8944 
8864 
8782 

8696 
8608 
8517 
8433 
8325 
8335 
8123 
8016 
7908 
7797 
7682 
7564 
7443 
7330 
7194 
7064 
6932 
6797 
6660 
6519 

6375 
6328 
COT  8 
5936 
5770 
5613 
5451 
5386 
5119 
4949 

4776 


43 
45 
47 
51 
54 
56 

60 
63 
65 
68 
71 
74 
77 
80 
82 
86 

88 
91 
95 
97 
100 

103 

IC) 
IcW 
111 


131 
123 
126 
130 
132 
»35 
«37 
141 
144 

147 
150 
153 
156 
158 
161 
165 
167 


9-9W4T76 
4600 
4431 
4339 
4054 
3866 
3676 
3482 
3286 
3086 

2883 
3678 
346Q 

2258 

3043 
1836 
l6o^ 
1383 
1156 
0937 

0695 
0460 
0232 
9.9989981 
9737 
9490 
9340 
8987 
8731 
8472 

8210 

79-45 
7678 
7407 
7133 
6856 
6576 
6393 
6007 
5718 

5436 
5131 
4833 
4532 
4328 
3921 
3611 
3398 
2982 
3663 

2341 
2015 
1687 
1356 
1021 
0684 
0343 

9.9979654 
9304 

8951 


179 
183 

185 
188 
190 
194 

196 
200 
203 

20s 
209 
211 
215 
217 
321 
223 
326 
229 
232 

235 
238 
241 
244 
247 
250 
253 
256 
259 
263 

365 
267 
271 
3-4 
277 
280 
283 
286 
289 
292 

295 
298 
301 
304 
307 
310 
313 
316 
319 
322 

336 
328 
331 
335 
337 
341 
343 
346 
350 
353 


3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.130 


9 

0.160 


9 

0.180 


6306 
6010 
S639 

525s 
4869 
4479 
4086 
3690 
3391 
288g 
2484 
2076 
1664 

1349 
0S32 
0411 

9.99699^7 
<)5M 

9139 
8696 
8359 
7819 
7376 

6930 
6481 

f)039 

5573 
SII4 
4652 
4187 
3719 
3247 
3772 

3294 
1813 
1329 
0841 
0350 
9.9959856 
9359 
8859 
8355 
7848 

7338 
6834 
6308 
5788 
5364 
4738 
4308 
367S 
3138 
2599 
20S6 


384 
386 
390 
393 
396 
399 
402 
405 
408 
412 
41s 

417 
421 

434 
437 
431 
433 
437 
440 
443 
446 

449 

452 
456 
459 
462 
465 
468 
472 
475 
478 

481 

484 

488 

491  I 

494 

497 

500 

504 

507 

510 

5 14 
516 
520 
524 
536 
530 
533 
537 
539 
543 
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Zur  Berechnung  des  Verhältnisses  ^fseotor)'  ^^  parabolischen  Bahnen, 

2k  (f  —  0  o     •     1/  4/       -    3  1/  o  j   sin^L(p  Scos(fi 


log«) 


5 
6 
7 
8 
9 
0.190 


5 
6 
7 
8 
9 
0.200 


5 
6 
7 
8 
9 

0.210 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0.220 


5 
6 
7 
8 
9 
0.230 


9 

0.240 


9.9952056 
1510 
0960 
0407 

9.9949S51 
9292 
8729 
8163 
7593 
7020 

6444 
5865 
5282 
4696 
4106 
3514 
2917 
2317 
1714 
1108 

0498 
9.993988s 
9268 
8648 
802s 
7398 
6768 
6134 
5497 
4856 

4212 
3565 
2914 
2259 
1602 
0940 
0275 
9.9929607 
8935 
8260 

7581 
6899 
6213 
5523 
4830 
4134 
3434 
2730 
2023 
1312 

0598 
9.9919880 
9159 
8434 
7705 
6973 
6237 
5497 
4754 
4007 

3257 


546 
550 
553 
556 
559 
563 
566 
570 
573 
576 

579 

583 
586 
590 
592 
597 
600 
603 
606 
610 

613 

617 
620 
623 
627 
630 
634 
637 
641 
644 

647 
651 
655 
657 
662 
665 
668 
672 
6-5 
679 
682 
686 
690 
603 
696 
700 
704 
707 


718 
721 
72s 
729 
732 
736 
740 
743 
747 
750 


9 
0.250 


9 

0.260 


3 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.270 


9 

0.280 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0.290 


9 
0.300 


9.9913257 
2503 
1745 
0984 
0219 

9.9909450 
8678 
7902 
7122 
6338 

5551 
4760 
3966 
3167 
2365 
1559 
0750 
9.9899936 
9119 
8298 

7473 
6645 
S812 
4976 
4136 
3292 
2445 
1593 
0738 
9.9889879 
9016 
8149 
7278 
6903 
5524 
4642 
3755 
2865 
1970 
1072 

0170 
9.9879264 
8353 
7439 
6521 
5599 
4673 
3742 
2808 
1870 

0927 
9.9869981 
9030 
8076 
7117 
6154 
5188 
4216 
3241 
2262 

1279 


754 
758 
761 
765 
769 

776 
780 
784 
787 

791 
794 
799 
802 
806 
809 
814 
817 
821 
82s 
828 
833 
836 
840 
844 
847 
852 
855 
859 
863 

867 
871 
875 
879 
882 
887 


906 
911 

914 
918 
922 
926 
931 
934 
938 
943 
946 
951 
954 
9S9 
963 
966 
972 
975 
979 
983 


3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.320 


9 
0.330 


9 
0.340 


9 

0.350 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

8 

9 

0.360 


9.9861279 
0291 

9.9859299 
8303 
7303 
6299 
5290 
4278 
3261 
2240 

1214 
0184 
9.9849150 
8112 
7070 
6023 
4972 
3916 
2856 
1792 

0723 
9-9839650 
8573 
7491 
6405 
5314 
4219 
3120 
2016 
0908 

9.9829795 
8678 
7556 
6429 
5298 
4163 
3023 
1878 
0729 

9-9819575 

8417 
7254 
6087 
4914 
3738 
2556 
1370 
0179 
9.980S9S3 
77S3 

6577 
5368 
4153 
2934 
1710 
04S1 
9.9799247 
8008 
6765 
5516 

4263 
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'/.  f  —  V.  »"'• '/.  ? ;  'i  =  3  -  *  *-^'  *  = 


i"k", 


lügij 


I)i!l 

1581 

0.400 

1S8B 

1 

3 

3 

1594 

l6ro 

1605 

4 

s 

6 

I6l3 
1618 

16.'4 

7 
8 
9 

1630 

1637 

1642 

0.490 

1649 

l 

1655 

2 
3 

1661 

1667 

4 

5 
6 

1674 

I6S0 

1686 

7 
8 
9 

1693 

1699 

1705 

0.500 

1712 

2 

1718 

1725 

.5 

1731 

4 

1738 

5 

1744 

7 
8 

1751 

1757 

1764 

9 

1771 

0.510 

1778 

1 

1784 

3 

1791 

1797 

4 
S 
6 

IS05 
1811 

1818 

7 
8 

182s 

1831 

9 

1839 

0.520 

1846 

1 

1832 

' 

1860 

3 

1866 

4 

1874 

5 
6 

1881 

1887 

7 
8 
9 

1896 

1902 

1909 

0.530 

J 

1917 

2 

1924 

3 

1931 

1938 

4 

5 
6 
7 
8 
9 

1946 

1953 

1961 

19^>8 

1975 

0.540 

logl} 


Diff. 


9 

■  410 


•J/;7<>4X>3 
3'«5 
1742 
0474 

9.9789201 
7924 
6641 
5353 
4(160 

2762 

1460 

0153 

O.977K839 

7521 

6198 
4870 
3536 

3198 
0854 

9.9769506 
8152 

0793 
5428 
4059 
26S4 
1304 
9.9759918 
8528 
7133 
5731 

4324 
3913 
1494 
0072 
9.9748643 
7310 
5771 
4326 
2876 
1420 

9.9739959 
8492 
7020 
5542 
4059 
3570 
1075 

9.9729574 
8068 
6556 

5039 
3516 
1987 
«453 
9.9718911 
7365 
S8l3 
4354 
3690 

1130 
9.97.19544 


125« 
I2fl3 
1268 
1373 
1277 
1283 
1288 
1293 
1298 
13<12 

1308 

»313 
1318 
1323 
1328 
13.M 
1338 
1.U4 
134« 
1354 

1359 
1365 
1369 
1375 
1380 
1386 
1390 
1396 
1401 
1407 
1412 
141'^ 
14 -'2 
1429 
1433 
1439 
1445 
1450 
1456 
1461 

1467 
1472 
1478 
1483 
1489 
1495 
1501 
1506 
1513 
1517 

1523 
1529 
1535 
1541 
1546 
1553 
1558 
1564 
1570 
1576 


3 
4 

5 
6 
7 
8 
9 

0.430 


3 
4 
5 

6 
7 
8 
9 
0.460 


9 
0.480 


9.9709544 
7963 
6375 
4781 
3181 
1576 

9.9699964 
8346 
6723 
5092 

3455 
1813 
0164 

9.9688509 
6848 
5181 
3507 
1827 
0141 

9.9678448 

6749 
5044 
3332 
1614 
9.9669889 
815S 
6420 
4676 
2935 
1168 

9.9659404 
7633 
5855 
4071 
2280 
0483 

9.9648678 
6867 
5049 
3224 

1393 
9.9639554 
7708 
5856 
3996 
2130 
0256 
9.9628375 
6488 
4592 

3690 
0781 

9.9618864 
6940 
5009 
3071 
1125 

9.9609172 
7211 
5243 
3268 


9.96')3268 
1285 

9.0599204 
7396 
5290 
3277 
12.:'> 

9.9589227 
7101 

5 147 

3' -05 


4^-'-S 
.  2716 
0617 
9.9568509 
6394 
4270 

2138 
9.9559998 
7849 
5693 
3528 
1355 
9.9549173 
6983 
4785 
2578 

0362 
9.9538138 
5906 
3664 
1414 
9.9529156 
6888 
4612 
2327 
0033 

9.9517730 
5418 
3097 
0767 

9-9508428 
6080 
3723 

1356 
9.9498980 

6595 
4200 
1706 

9.9489382 
6960 
4527 
308S 

9.9479633 
7173 
4700 
3219 

9.9469728 


1083 

lO'yl 
i'/<8 
20  6 

2":,i 


-■• '  t4 
2052 

.^fViO 

/,8 
76 
..'83 
2092 
2099 
2108 
2115 
2124 
2132 

3 140 
2149 
2156 
2165 
2173 
2182 
3100 
2198 
2207 
2216 

3224 
2232 
2242 
2350 
2258 
2268 
3276 
2285 
2204 
2303 

2312 
3321 

2330 
3339 
2.348 
2358 
2366 
2376 
238s 
2395 

2404 
2414 
2421 
2433 
2442 
3453 
2461 
3472 
3481 
2491 
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Tafel  XI 

Zur  Berecliiiimg  des  Verhältnisses 


°eoto°r'^    in  parabolischen  Bahnen. 


(r'  +  r)% 


=   2  sin  Vj  (p  —  Vj  sin'  '/,  gi ;  tj  =  3  —  4 


'"■ '/» y 


logij 


Diff. 

" 

0.600 

2500 

2511 

2521 

3 

4 

2531 

2541 

2550 

6 

2562 

2s72 

2=;8i 

8 

2592 

9 

2602 

0.610 

2613 

2 
3 

4 

2624 

2634 

2644 

2656 

6 

7 
8 

2666 

2677 

2688 

2698 

9 

0.620 

2710 

2721 

2731 

3 
4 

2743 

2754 

2765 

6 
7 
8 
9 

2777 

2788 

2800 

2811 

2822 

0.630 

2834 

2 
3 

2846 

2858 

2870 

2881 

6 

7 

2893 

2906 

2917 

9 

2930 

2942 

0.640 

2954 

2 
3 
4 

5 

2967 

2979 

2992 

3004 

3017 

7 
8 

3029 

3043 

9 

3055 

3068 

0.650 

3081 

2 

3 

4 
5 
6 

3095 

3107 

3121 

3134 

3148 

3161 

8 
9 

3175 

3188 

0.660 

log  tj 


0.540 

9.9469728 

1 

7228 

2 

4717 

3 

2196 

4 

9.9459665 

5 

7124 

6 

4574 

7 

2012 

8 

9.9449440 

9 

6859 

0.550 

4267 

1 

1665 

2 

9.9439052 

3 

6428 

4 

3794 

3 

1150 

6 

9.9428494 

7 

S828 

8 

3151 

9 

0463 

0.560 

9.9417765 

1 

5055 

2 

2334 

3 

9.9409603 

4 

6860 

5 

4106 

6 

1341 

7 

9.9398564 

8 

5776 

9 

2976 

0.570 

0165 

1 

99387343 

2 

4509 

3 

1663 

4 

9.9378805 

S 

5935 

6 

3054 

7 

0161 

8 

9.9367255 

9 

4338 

0.580 

1408 

1 

9.9358466 

2 

5512 

3 

2545 

4 

9.9349566 

5 

6574 

6 

3570 

7 

0553 

8 

9.9337524 

9 

4481 

0.590 

1426 

1 

9.9328358 

2 

5277 

3 

2182 

4 

9.931907  s 

5 

5954 

6 

2820 

7 

9.9309672 

8 

6511 

9 

3336 

0.600 

0148 

9.9300148 

9.9296946 

3730 

0500 

9.9287256 

3998 

0726 

9-9277439 

4138 

0823 

9.9267494 
4149 
0790 

9.9257416 
4027 
0624 

9.9247205 
3771 
0321 

9.9236857 

3377 

9.92298S1 
6370 
2842 

9.9219299 
5740 
2165 

9.9208574 
4966 
1342 

9.9197702 
4045 
0371 

9.9186680 
8972 

9.9179847 
5505 
1746 

9.9167970 
4175 

0363 
9.9156534 

2686 
9.9148820 

4937 

1035 
9.9137114 

3175 
9.9129217 

5241 

1246 
9.9117231 

3197 
9.9109144 

5072 

0979 
9.9096867 

2736 
9.90S8584 

4411 

0219 


3202 
3216 
3230 
3244 
3258 
3272 
3287 
3301 
3315 
3329 

3345 
3359 
3374 
33S9 
3403 
3419 
3434 
3450 
3464 
3480 

3496 
3511 
3528 
3543 
3559 
3575 
3591 
3608 
3624 
3640 

3657 
3674 
3691 
3708 
3725 
3742 
3759 
3776 
3795 
3812 

3829 
3848 
3866 
3883 
3902 
3921 
3939 
3958 
3976 
3995 

4015 
4034 
4053 
4072 
4093 
4112 
4131 
4152 
4173 
4192 


5 
6 
7 
8 
9 
0.670 


9 
0.680 


5 
6 
7 
8 
9 
0.690 


9.9080219 
9.9076006 

1772 
9.9067518 

3242 
9.9058946 

4628 

0288 
9.9045927 

1544 
99037140 

2713 
9.9028264 

3792 
9.9019298 

4781 

0241 
9.9005678 

1092 
9.8996482 

1848 
9.8987190 

2508 
9.8977802 

3072 
9.8968316 

3536 
9.8958731 

3900 
9.8949044 

4163 
9.8939255 

4321 
9.8929361 

4374 
9.8919360 

4320 
9.8909252 

4156 
9.8899033 

3882 
9.8888702 

3494 
9.8878257 

2992 
9.8867697 

2373 
9.8857019 

1635 
9.8846221 

0776 
9.8835300 
9.8S29793 

4255 
9.8818686 

30S3 
9.8S07448 

1782 
9.S796082 

0349 
9-8734583 
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Zur  Berechnung  des  Verhältnisses 


Tafel   XL 

Draleok> 

iBootori 


in  parabolischen  Bahnen. 


,BIH 


!■%"; 


Ulli. 


o.-^ 


-878J 


Jll.'O 

25006 
18850 
1J6S6 
064^3 
O0I5J 
0.8603843 
87405 
81 107 
74679 
682 10 

Q.8<<il70l 
55151 
48559 
419^4 
3524« 
-'8528 
21765 
14958 
08107 
01311 

9.8594270 
87283 
80250 
73170 
60042 
58867 
S1644 
44371 
37048 
29675 

9.8522252 
14778 
07252 

9.8499673 
02041 
84356 
76617 
68822 
60971 
5306s 

45101 

.i7078 

.•'XX» 
2(VK62 
12663 
04404 
9.8396084 
87701 

79255 
70746 

9.8362172 


6550 
6502 


6941 


7175 
7223 
7273 
7323 
7373 
7423 

7474 

7;j6 


7:39 

7795 
7851 
7006 
7964 
8023 
8078 
813s 


8446 
8509 
8574 


3 

4 
S 
6 
7 
8 
9 
.71« 


8 
9 

j.Sco 
1 


5 
6 
7 
8 
9 
0.810 


5 
6 

8 
9 

0.820 


6 
7 
8 
9 
0.830 


3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.840 


0.«j'..M72 

53533 

44"-''^ 


9831- 

0Ö277 

9.8291156 

81962 

72694 
63352 
53934 
44439 
34867 
25215 
15484 
05671 
9-8195776 
85797 

75733 
65583 
55346 
45021 
34605 
24098 
13499 
02805 
9.809201s 
81129 

9.8070144 
5O05S 
4-871 
36581 
25185 
13683 
02072 

9.7990350 
78517 
66569 

54505 
43333 
30021 
17597 
05049 
9.7892374 
70570 
66635 
53567 
40363 

27021 
13537 
9.7799910 
86137 
72214 
58139 
43910 
29523 

14973 

00260 
o.-''*t5379 


8705 


9050 

9131 

9194 

9268 

9342 
0418 
0495 
9572 
9<>-: 
97. 1 
Q81  , 
9H"5 

ia<j4 

10150 
10237 
10325 
10416 
10507 
10509 
1069+ 
10790 
10886 
1098s 
11086 
11187 
11290 
11396 
11502 
11611 
11722 
11833 
11048 
12064 

12182 
12302 
12424 
12548 
12675 
12804 
12935 
13068 
13204 
133-t-' 

134S4 
13627 
13773 
13023 
14075 
14229 
14388 
14549 
14713 
14881 


7 
8 
9 
o.8;o 
1 


O.S'jO 

0.860 


3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.870 


3 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.S80 


9 
0.900 


Klloktriutt.  ThvorvUtcb«  AilroDOmie. 


762  IS 


9.7492J07 
74952 
57310 
39436 
21324 
02968 

9.7384363 
65502 
46380 
1 

0.5427977 
5403796 
5379380 
5354727 
5329830 
5304686 
5279289 
5253633 
5227714 
5201525 

0.5275060 
5148315 
5121282 
5093954 
5066326 
5038390 
5010138 
4981563 
4952658 
49-'3414 

0.4893823 
4863876 
4833563 
48028:0 
4771804 
4740336 
4708462 
46(6170 
4643450 
46I0287 

0.4576668 
454^582 
4508^12 
4472944 
4437Jf>2 
4401 24Q 
436458S 
4327360 
4289545 
4251123 

0.42120:2 

114 


15052 
15226 
15405 
15588 
15773 
15963 
16058 
1635s 

..  -rj 
'.5 
.77 
1:194 
17415 
17642 
17874 
18112 
I8356 
18605 
18861 
19122 

24181 

24416 
24653 
24897 
25144 

25397 
25656 
25919 
261 89 
26465 
26745 
27033 
27328 
27628 
27936 
28252 
28575 
28905 
29244 
29591 
29947 
30313 
30687 
30972 
31468 
31874 
32292 
32720 
33163 
33619 
34086 
34570 
35068 
35582 
36113 
36661 
37338 
3781s 
38422 
390s  1 
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Tafel  XI. 

Zur  Berechnung  des  Verhältnisses  ^e^^^|~  i^  parabolischen  Bahnen. 

2f,(('  —  /)  ,        ,        ,  4/  ■      3   1;  Ol     »■'«    '/2  '/'  3l'0SW 


" 

'; 

Diff. 

•■ 

1 

Diff. 

- 

V 

Difl'. 

0.900 

1 

2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
0.910 

0.4212072 
417236S 
4131QS8 
4090904 
4049089 
4006514 
3963146 
3918951 
3873894 
3827935 

0.3781032 

39704 
40380 
41084 
41815 
42575 
4336S 
44195 
45057 
45959 
46903 

0.010 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

0.020 

0.37S1032 
3733140 
3684210 
3634190 
3583022 
3530643 
3476985 
3421973 
3365526 
3307552 

0.3247952 

47892 
48930 
50020 
SI168 
52379 
53658 
55012 
5Ö447 
57974 
59600 

0.920 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
•  7 
8 
9 

0.930 

0.3247952 
3186614 
3123412 
3058208 
2990843 
2921138 
2848887 
2773854 
2695764 
2614294 

0.2529063 

6133S 
63202 
65204 
67365 
69705 
72251 
75033 
78000 
81470 
85231 
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Tafel    MI. 

<S«otor> 


Zur  Bereohnunj?  des  Verhältnisses    '^r^uck    i°  elliptisohen  Bahnen. 


1-r  ■ 

ti..luüO 

j,^ 

■  •.■i'»> 

L'.'  ■   ^ 

O.Ol  H4 17    1 

Ol 

61 

4343 

03 

63 

oxx<     .  , 

5268 

03 

.■-»■M 

63 

o.o«i"iji 

-M 

6193 

04 

3858 

64 

1075 

24 

7118 

05 

4831 

65 

2019 

25 

8043   ' 

06 

5784 

66 

2963 

26 

-./  - 

07 

f.747 

67 

3905 

27 

0.01 

08 

7710 

68 

4847 

28 

0.01.  -:  ; 

09 

867J 

69 

5790 

29 

1737    1 

10 

0.OC09634 

70 

6732 

30 

2660 

11 

0.001059? 

71 

7673 

31 

3583 

\3 

1550 

73 

8614 

32 

4503 

M 

3517 

73 

0.0069555 

33 

5427 

14 

347  s 

74 

0.0070496 

34 

634S 

15 

443H 

75 

1436 

35 

7269 

16 

5398 

76 

2376 

36 

8190 

«7 

t>357 

77 

3316 

37 

0.0129111    ' 

IS 

7316 

78 

4255 

38 

0.0130032 

'        19 

8J75 

79 

5194 

39 

0952 

1 

0.0019334 

80 

6133 

40 

1871 

-•l 

0.0O3019J 

81 

7071 

41 

2791 

.■.' 

1150 

83 

8000 

42 

3710   1 

-Vi 

2107 

83 

8947 

43 

4629   ' 

1      .'.1 

3064 

84 

0.0079884 

44 

5547 

-.> 

403 1 

85 

0.0080821 

45 

6465 

36 

4977 

86 

1758 

4Ö 

7383   1 

37 

5933 

87 

2694 

47 

8301 

38 

6889 

88 

3630 

48 

0.0139218 

39 

7845 

89 

4566 

49 

0.0140135 

30 

8800 

90 

5503 

50 

1052 

Jl 

0.0039755 

91 

6437 

51 

1968 

33 

0.0030709 

92 

7372 

52 

2884  ; 

33 

1663 

93 

8306 

53 

3800 

34 

3617 

94 

0.0089240 

54 

4716 

35 

3S70 

95 

0.0090174 

55 

5631 

36 

4523 

96 

1108 

56 

6546 

37 

5476 

97 

2041 

57 

7460  ' 

38 

6428 

98 

2974 

58 

8374 

30 

7380 

0.0099 

3906 

59 

ox)l49288 

40 

8332 

0.0100 

4838 

60 

0.0150203 

41 

0.0039284 

Ol 

5770 

61 

1115 

4-- 

0.0040335 

03 

6702 

62 

3028 

1        ■♦' 

1186 

03 

7633 

63 

2941 

44 

2136 

04 

856; 

64 

3854 

4^ 

3086 

05 

0.oo</M95 

65 

4766 

'        40 

4036 

06 

0.0100425 

66 

5678 

1       47 

4985 

07 

1356 

67 

6589 

4« 

5934 

08 

2235 

68 

7500 

1       49 

6883 

09 

3215 

69 

8411 

SO 

7833 

10 

4144 

70 

0.0159332 

?1 

8780 

u 

5073 

71 

0x5160233 

s-> 

0x049738 

13 

6001 

73 

1142 

5J 

0x050675 

13 

6929 

73 

2052 

54 

1633 

14 

7857 

74 

2961   ' 

55 

3569 

15 

8785 

75 

3870 

5^ 

351? 

16 

0.0109712 

76 

4779 

57 

44'-'2 

17 

0.0110639 

77 

5688   ! 

5** 

5407 

18 

1565 

78 

6596 

5'' 

6353 

19 

2491 

79 

7504   j 

a.rotßi 

0005720« 

o/iijo 

0.0113417 

O.Ol  Ho     1 

0.016S413   1 
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Tafel  XII. 


Zur  Bereclinung-  des  Verhältnisses 


in  elliptisclien  Bahnen. 


h 

log  1/» 

h 

log  >,' 

h 

log  Ij' 

0.0180 

0.0168412 

0.0240 

0.0222330 

0.0300 

0.0273218 

81 

0.0169319 

41 

3220 

Ol 

6091 

82 

0.0170226 

42 

4109 

02 

6964 

83 

1133 

43 

4998 

03 

7836 

8+ 

2039 

44 

5887 

04 

8708 

85 

2945 

45 

6776 

03 

0.0279580 

86 

3851 

46 

7664 

06 

0.0280452 

87 

4757 

47 

8552 

07 

1323 

88 

5662 

48 

0.0229440 

08 

2194 

89 

6567 

49 

0.0230328 

00 

3065 

90 

7471 

50 

1215 

10 

3936 

91 

8376 

51 

2102 

11 

4806 

92 

0.0179280 

52 

2988 

12 

5676 

93 

0.0180183 

53 

3875 

13 

6546 

94 

1087 

54 

4761 

14 

7415 

95 

1990 

53 

5647 

15 

8284 

96 

2893 

56 

6532 

16 

0.0289153 

97 

3796 

57 

7417 

17 

0.0390022 

98 

4698 

58 

8302 

18 

0890 

0.0199 

5600 

59 

0.0239187 

19 

1758 

0.0200 

6501 

60 

0.0240071 

20 

2626 

Ol 

7403 

61 

0956 

21 

3494 

03 

8304 

62 

1839 

22 

4361 

03 

0.01S9205 

63 

2723 

23 

532S 

04 

0.0190105 

64 

3606 

24 

6095 

05 

1005 

65 

4489 

25 

6961 

06 

1905 

66 

5372 

26 

7827 

07 

2805 

67 

6254 

27 

8693 

öS 

3704 

68 

7136 

28 

0.0299550 

09 

4603 

69 

8018 

29 

0.0300424 

10 

5502 

70 

8900 

30 

1290 

11 

6401 

71 

0.0249781 

31 

2154 

12 

7299 

72 

0.0250662 

32 

3010 

13 

8197 

73 

1543 

33 

3883 

14 

0094 

74 

2423 

34 

4747 

15 

0.0199992 

75 

3303 

35 

5611 

16 

0.0200889 

76 

4183 

36 

6473 

17 

1785 

77 

SO63 

37 

7338 

18 

2682 

78 

5942 

38 

8201 

19 

3378 

79 

6821 

39 

9064 

20 

4474 

80 

7700 

40 

0.0309926 

21 

5369 

81 

8579 

41 

O.031078S 
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o«»2i3i 

00001988 

O130 

00008845 

00007698 

*)  w  ici  für  die  Kllips«  positiv,  für  die  Hjperhel  negativ. 
>rlu««,  Tb«on>li*ch«  Aitronomie 
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Tafel  XIIl. 

Ergänzungstafel  zu  Tafel  XII. 


w 

Ellipse 

Hyperbel 

w 

Ellipse    1   Hyperbel 

0.120 

0.0008845 

0.0007698 

0.180 

0.0020685 

0.0016782 

0.121 

8999 

7822 

0.181 

0929 

6960 

0.122 

9154 

7948 

0.182 

1175 

7139 

0.123 

9311 

8074 

0.183 

1422 

7319 

0.124 

9469 

8202 

0.184 

1671 

7500 

0.125 

9628 

8330 

0.185 

1922 

7681 

0.126 

9789 

8459 

0.186 

2174 

7864   , 

0.127 

0.0009951 

8590 

0.187 

2428 

8a+7 

0.128 

0.0010115 

8721 

0.188 

2683 

8231 

0.129 

0280 

8853 

0.189 

2941 

8416 

0.130 

0447 

8986 

0.190 

3199 

8602 

0.131 

0615 

9120 

0.191 

3460 

8789 

0.132 

0784 

9255 

0.192 

3722 

8976 

0.133 

0955 

9390 

0.193 

3985 

9165   ; 

0.134 

1128 

9527 

0.194 

4251 

9354 

0.135 

1301 

9665 

0.19s 

4518 

9544   1 

0.136 

1477 

9803 

0.196 

4786 

9735 

0.137 

1054 

0.0009943 

0.197 

5056 

0.0019926 

0.138 

1832 

0.0010083 

0.198 

5328 

0.0020 119 

0.139 

2012 

0224 

0.199 

5602 

0312 

0.140 

2193 

0366 

0.200 

5877 

0507 

0.141 

2376 

OS09 

0.201 

6154 

0702 

0.142 

2560 

0653 

0.202 

6433 

0897 

0.143 

2745 

0798 

0.203 

6713 

1094 

0.144 

2933 

0944 

0.204 

6995 

1292 

0.14s 

3121 

1091 

0.205 

7278 

1490 

0.146 

3311 

1238 

0.20Ö 

7564 

1689 

0.147 

3503 

1387 

0.207 

7851 

1889 

0.148 

3696 

1536 

0.208 

8139 

2090 

0.149 

3891 

1686 

0;209 

8429 

2291 

0.150 

4087 

1838 

0.210 

8722 

2494 

0.151 

4285 

1990 

0.211 

9015 

2697 

0.152 

4484 

2143 

0.212 

9311 

2901 

0.153 

4684 

2296 

0.213 

9608 

3106 

0.154 

4886 

2451 

0.214 

0.0029907 

3311 

0.155 

5090 

2607 

0.215 

0.0030207 

3518   1 

0.156 

5295 

2763 

0.216 

0509 

3725 

0.157 

5502 

2921 

0.217 

0814 

3932   ! 

0.158 

5710 

3079 

0.218 

1119 

4142 

0.159 

5920 

3238 

0.219 

1427 

4352 

0.160 

6131 

3398 

0.220 

1736 

4562 

0.161 

6344 

3559 

0.221 

2047 

4774 

0.162 

6559 

3721 

0.222 

2359 

4986 

0.163 

6775 

3883 

0.223 

2674 

5199 

0.164 

6992 

4047 

0.224 

2990 

5412 

0.165 

7211 

4211 

0.225 

3308 

5627 

0.166 

7432 

4377 

0.226 

3627 

5842 

0.167 

7654 

4543 

0.227 

3949 

6058 

0.168 

7878 

4710 

0.228 

4272 

6275 

0.169 

8103 

4878 

0.229 

4597 

6493 

0.170 

8330 

5047 

0.230 

4924 

6711 

0.171 

8558 

5216 

0.231 

5252 

6931 

0.172 

8788 

5387 

0.232 

SS82 

7151 

0.173 

9020 

5558 

0.233 

5914 

7371 

0.174 

9253 

5730 

0.234 

6248 

7593 

0.175 

9487 

5903 

0.235 

6584 

7816 

0.176 

9724 

6077 

0.236 

6921 

8039 

0.177 

0.0019961 

6252 

0.237 

7260 

8263 

0.178 

0.0020201 

6428 

0.238 

7601 

8487 

0.179 

0442 

6604 

0.239 

7944 

8713 

0.180 

0.0020685 

0.0016782 

0.240 

0.0038289 

0.0028939 

—     915     — 

Tiifoi  xni. 

Erganzungstafel  zu  Tafel  XU 


IIvI.t1..1 

l          ,                                      i,,; 

0.^40 

0..-..J  ■*-"*■.) 

aoi)289j9 

O.J"!) 

a}4i 

8635 

9166 

a37i 

^    i 

0^43 

8O83 

9394 

".77:! 

-7 

<X243 

0333 

9633 

'■.0 

'•HJ9   1 

a.344 

00039685 

OÄ529853 

1107 

7091    1 

0.345 

OUOO40039 

OUD030083 

IM" 

7344 

0.746 

0394 

0314 

0.370 

!')■  i 

7508 

0.747 

07S3 

0545 

a377 

-•  1 ; 

7852 

0.348 

IUI 

0778 

0.278 

2700 

8107 

0.349 

1473 

1001 

0.379 

3178 

8363 

0.350 

1835 

1345 

0.380 

3598 

8620 

. .'  M 

3199 

1480 

•  ..'«l 

4020 

8877 

J5()6 

1716 

.-.' 

4444 

9135 

^•■.■-  : 

3934 

1953 

4H70 

0194 

0.354 

3305 

2189 

5298 

0.3SS 

3677 

243- 

5738 

r.  . 

0J56 

4051 

2666 

6l6o 

C'-  •  :  :\ 

a3S7 

4437 

3905 

6594 

«J4J7 

a358 

4804 

3146 

7030 

0700 

o.j;q 

5184 

3387 

7468 

0963 

o.jr. 1 

5566 

3638 

0.39» 

7908 

1327 

o..-'.i 

5949 

3871 

a39i 

8350 

1491 

0.703 

6334 

4114 

0.293 

8795 

1757 

0.263 

6731 

4358 

0.393 

9341 

3023 

0.264 

7111 

4603 

0.294 

0.0059689 

3390 

0.3ÜS 

7503 

4848 

0.205 

0.0060139 

3557 

0.366 

7894 

5094 

0.396 

0591 

2826 

a367 

8389 

5341 

a207 

1045 

3095 

0.368 

8686 

5589 

0.298 

1503 

33(H 

0.369 

9085 

S838 

0.299 

i960 

3635   , 

....'-0 

o.r.- i',i>; 

O.ni-' /«  '>T 

0.  ;.  I  ^ 

0.'^V,.'4.'•> 

0.t>-'4  -,'X)'> 

115' 
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Tafel  XIV. 
Oppolzer's  ^-Tafel. 

log  {N^{n)}. 


±  n 

N 

—  J 

±  n  1    iV    —J 

±  n 

N         —J 

±  n     N 

—  J 

±  H  i     A' 

—  J 

0.000 

9„221  849 

0.050 

9n2l8  579 

132 
136 

138 

0. 100 

9..20S  620 1 

9n208  350 1,1" 
9n208  077  1  ;l. 

0.  150|Q„191  49:  ,,„ 
0.  151  9nl91  077  7;, 

o.20o'9..i66  331! 

504 
598 
601 
606 
609 
613 
617 
621 
62s 

0.001 

9„221  847 

4 
6 
9 

12 

14 

17 

0.051 

9„2l8  447 

0. 101 

o.20i|9„i65  737 

0.002 

9„221  843 

0.052 

9„2l8  311 

0. 102 

0. 152 

9nl9o  653;  7;_ 

0.202  9nl65  139 

O.O03 

9n221  837 

0 .  053 

9n2l8  173 

0. 103 

9n207  802'  ;i^ 

9,i207  523  ;«, 
9„207  241 1 ;°: 

9,i206  957 !  -°^ 

9,1 206  670  :xi. 

0.153 

9,1 190  226  *- 
9„lS9  795  \\\ 
9ni89  362  7-;;^ 

0.203  9,1 164  538 

0.004 

9n221  828 

0.054 

9«2i8  033  ;Tr 

9n217  8S9  ;77 

0.104 

0.  154 

0.204,9„i63  932 

0.0O5 

9„221  816 

0.055 

0. 105 

0.155 

0.205  9nl63  323 

0.006 

O.O07 

9n221  802 
9„221  785 

0.056 
0.057 

9n217  743 
9.i2l7  595 

148 

0. 106 
0. 107 

0.  136 
0.157 

9.1I88  925 
9,1 188  484 

441 
443 
447 

0.206  9,il62  710 

0.207  9nl62  093 

o.ooS 

9n221  765 

20 

22 

0.058 

9„217  444 

151 
154 

0. 108 

9n206  380 

293 

0.158 

9ni88  041 

0.208 

9„l6l  472 

0.009 

9n221  743 

0.059 

9„217  290 

0.109 

9n206  087 

0.159 

9nl87  594 

0.209' 

9nl60  847 

25 

157 

296 

450 

629 

0.010 

9n221  718 

27 
30 

33 
35 
38 

0.060 

9n217  133 

160 

162 
164 
16S 
170 

0. 110 

9n205  791 

0.160 

9nl87  144 

453 
456 
460 
463 
467 

0.210  9„  160  218 

632 
637 
640 
645 
648 
653 
656 
661 
664 

O.Oll 

9„221  691 

0.061  |9n2l6  973 

0. 111 

9..205  492 

299 

0.161 

9„i86  691 

0.211 

9,1 159  586 

1  0.012 

9„221  661 

0.062 

9n2l6  811 

0. 112 

9n205  190,  :^"f 

0. 162 

9ni86  235 

0.212 

9nl58  949 

0.013 

9n221  628 

0.063 

9n2l6  647 

0.113 

9,.204  885 1303 
9«204  578  3"' 

0.163 

9nl85  775 

0.213 

9nl58  309 

O.014 

9n221  593 

0.064 

9„2l6  479 

0. 114 

0. 164 

9nl85  312 

0.214 

9nl57  664 

0.015 

9n221  555 

0.065 

9„2l6  309 

O.H5i9n204  267, -^t" 

0.165 

9,1184  845 

0.215 

9nl57  016 

0.016 

9n221  515 

40 
43 
46 
48 

0.066 

9n2l6  136 

173 

176 
178 
181 

0.1l6i9n203  953|  ,,;J 

0.  166 

9« 184  375 

470 
473 
477 
480 

0.216  9»156  363 

0.017 

9n221  472 

0.067 

9n215  960 

0.117 

9n203  637 1 i,^ 

0. 167 

9,1 183  902 

0.217 

9ni55  707 

0.018 

9n221  426 

0.068 

9n215  782 

0.118 

9„203  318 

jiy 
323 

0.168 

9,.l83  425 

0.218 

9nl55  046 

0.019 

9n221  378 

0.069 

9n215  601 

0. 119 

9n202  995 

0.169 

9,.l82  945 

0.219 

9»154  382 

51 

184 

325 

483 

669 

O.02O 

9„221  327 

53 
56 
59 
61 
64 
67 
69 
72 
74 

0.070 

9n215  417 

186 
1S9 

0  .  120  9i.202  670 

328 

0. 170 

9,1 182  462 

487 
490 

0.220 

9nl53  713 

673 

676 
681 
685 
689 
6Q4 
697 

0.021 

9„221  274 

0.071 

9n21S  231 

0.  121  9n202  342 

0.  171 

9nl8l  975 

0.221 

9nlS3  040 

O.022 

9n221  218 

0.072 

9.1215  042 

0.  122  9„202  010  -i^-" 

0. 172 

9„i8i  485 

0.222 

9nl52  364 

0 .  023 

9«221  159 

0.073,9,.214  850 

192 
195 
198 
200 

0.  123  9n201  676  334 

0.173 

9„i8o  992 

493 
497 
501 
504 

0.223 

9nl51  683 

0.024 

9n221  098 

0.074  9.1214  655 

0.124  9«201  339  33' 
0.125  9,i200  999  34" 

0. 174  9nl8o  495 

0.224 

9» 150  998 

0.025 

9n221  034 

0.075  9.1214  457 

0.l75!9nl79  994 

0.225 

9nl50  309 

0.026 

9„220  967 

0.076  9.1214  257 

0.  126  9n200  655  ,77 

0 . 1 27 !  9,i200  309  340 

0.  176  9,il79  490 

0 .  226 

9nl49  61s 

0.027 

9n220  898 

0.077)9n214  054 

203 

0.177i9,il78  983 

507 

0.227 

9„148  918 

0.028 

9n220  826 

0.07S,9n213  849 

205 
209 

0.128 

9»199  960  ^4y 
9nl99  607  ^^^ 

0.178 

9nl78  472 

511 
514 

0.228 

9„148  216 

702 
706 

0.029 

9„220  752 

0.079 

9n213  640 

0.129 

0.179 

9.1 177  958 

0.229 

9nl47  510 

77 

211 

355 

518 

710 

O.03o|9n220  675 

80 
82 
85 
88 
90 
93 
96 
98 
101 

0.08ol9n2l3  429 

214 
216 
220 
222 
22$ 

o.i3o!9r.i99  252,  „ 
o.l3i|9ni98  894'35» 
0.132.9,1198  532  302 
0.133  9ni98  168  304 
0.134  9ni97  800  300 
0.135  9,ii97  430  3^" 

0.180 

9nl77  440 

521 
525 
528 
532 
536 
539 

0.230 

9„146  800 

715 
719 
723 
727 
732 
736 
741 
745 
749 

0.031  9»220  595 

0.081  |9n213  215 

0.181 

9nl76  919 

0.231 

9„146  085 

0.032  9n220  513 

0.082;9n212  999 

0.182  9„176  394 

0.232 

9nl45  366 

0.033  9>i220  428 

O.0S3  9n212  779 

0.183  9nl75  866 

0.233 

9nl44  643 

0.034  9n220  340 
0.035  9n220  250 

0.084  9n212  557 
0.085  9n212  332 

0.lS4'9nl75  334 
0.l85,9ni74  798 

0.234 
0.235 

9nl43  916 
9nl43  184 

0.036  9n220  157 

0.086  9n212  104  "f 

0.136  9ni97  056  3^4 

0. 186  9nl74  259 

0.236 

9„142  448 

0.037  9n220  061 

0.087  9n211  873 

iji 

0.137  9nl96  679  3^' 

0.  187  9»173  717 

542 
546 
550 

0.237 

0„141  707 

0.038  9n219  963 

0.088  9n211  640 

233 
236 

0.138  9nl96  300  3 '9 
0.l39i9ni95  917 '3°J 

0.  188  9«! 73  171 

0.238 

9,il40  962 

0.039  9n219  862 

0.089  9n211  404 

0.  l89|9nl72  621 

0.239 

9„140  213 

103 

239 

386 

554 

754 

0.040  9n219  759 

106 
109 
111 
114 
117 
119 
122 
125 
127 
130 

0.090  9n211  165 

242 

0  .  140  9nl95  531 j  ,on 
0.141  9ni95  141 13^" 
0.142  9,1 194  749  ■^^- 
0.143  9„104  354  -f^^ 
0.144  9.1 193  955  ^a- 
0.145'9..l93  553  7  " 

0.146  9..  193  148  ;J"g 
0.147  9,1 192  740  j: 
0.148  9,1192  320  7;' 
0.149|9..191  915  7  0 
0.  150  0„1Q1  497  ^ 

0.190 

9nl72  067 

557 
560 
565 
568 
571 

0.  240 

9nl39  459 

758 
763 

^2 
776 
781 
786 
790 
795 
799 

0.041  9n219  653 

0  .  091  9„210  923 

0. I9i;9nl71  SlO 

0.241 

9nl38  701 

0.042(9,1219  544 

0.092  9a210  679'  ;73 

0.093  9,i2io  431  ;-o 

0.094  9,i210  iSl   - 
0.095  9„209  928  ~i 
0.096  9„209  672  2^0 

0.097  9n209  413  oÄ, 

0.  192  9,1 170  950 

0.242 

9nl37  938 

0.043  9n2l9  433 

0.  103  9nl70  385 

0.243 

9nl37  171 

0.044  9n219  319 

0. 194  9ni69  817 

0.244 

9nl36  399 

0.045  9n219  202 

0. 195  9ni69  246 

0 .  245 

9nl35  623 

0.046  9..2I9  083 

0.  196  9ni68  670  Jl" 

0.246 

9nl34  842 

0.047  9n2l8  961 

0.  197  9,il68  091 

583 
586 
591 

0.247 

9.1 134  056 

0.048  9n2l8  836 

0.098 

9„209  152;  ,^ 

9„208  888  :9^ 

9n208  620  ^°" 

0.  108  9,1 167  508 

0.248 

9.1I33  266 

0.049  9n2l8  709 

0.099 

0.  109  9nl66  922 

0.249 

9nl32  471 

0.050  9>i2l8  579 

0.  100 

0.  200  0„l66  331 

0.250 

9.1I31  672 

—   an   — 

Taf.-l  MV. 

Oppolzer'8  .V-Tafel. 

log  \N*(n)\. 


■  o  yt,')j»>  "^lo 


lolH^OJO  7U'l 


y^  "'„O^O  471 


0.O<Ul|8,Qlrt  64.' 

,,    ,,--,,s  ,,,>;   554 
~   464 


15 

0 

ostt 

8,917  HS7 

0 

050 

8,017   -85 

16 

IS 

0 

i-)f<i 

«„017  681 

" 

-•    -    ••-   575 

-   467 

,15« 

.•46 

1J3 

"   010 

0.068  S,0l6  784 
O.OÖ9  8,916  664 


0.070 
0.071 


0.0:3 
o  .074 


U.07S 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 


8,916  543 
8,916  418 
8,916  292 
8„9l6  165 
8„0l6  036 
8„015  015 
8„0I5  773 
8,015  638 
8,915  S02 
8«91S  364 


8,91s 
8,915 


224 1 
0.S2 

8„014  '>.V> 


!4"; 
104 


0.090  8,913 
0.091  8,913 
0.09-'  «,913 


-  ■<,012 
'  ^,912 
o. 8,913 


726 
5661 
404 
241 
"75 

■XvS 
730 

.Vt6 


142 

141 
14'> 
147 
14') 
1 50 
153 
154 
136 

158 

160 
162 

163 
U/> 
167 
169 
171 


o.  100 

O.  JOl 
O.  102 

o.  103 


8,912  045 
8,911  867 
8,911  6S7 
8,911  S05 

'■•!     "  .011     321 
•11     135 

.10  948 
.  .  -...lO  759 
tos  H„910  568 
100  8,910  375 


0.110 
O.IU 
O.  112 
0.113 
o.  114 
0.115 

o.  116 

O.  117 
O.  US 

o.  119 


O.  120 
O.  121 
O.  122 

o .  1 23 
O.  124 
o.  125 
o.  126 
o.  127 
o.  12S 
o.  129 


0.130 
o.  131 
o.  13-' 


8,910  180 
8,909  0S3 
8,009  784 
8,009  584 
8,009  381 
8,909  177 
8,iK>8  971 
H„<XX8  763 
8„0O8  553 
8„908  341 


8„908  127 
8,907  912 
8,907  694 
8,907  475 
8,007  254 
S„0O7  030 
8,906  805 
8,906  578 
8,9^6  349 
8,906  119 


8,905  886 
8,905  651 
S„oo5  414 


O.   13:, '-..'/  4  -V'.' 

o. 13818,003  954 
o. 139'8«903  704 


8,903  452 
8,903  198 
8,002  042 


0.140 
o.  141 
o.  142 
o.  143 

O.  144  8,, 

o.  14?  s., 
o.  146  s„ 

O.  147  S,9u»  0.i2 
o.  148  8,901  .364 
n. 149  8,901  094 

o.  150  8,900  822 


O.  150(8,900  8221  ,.  . 
O.  1C|  Hl.  .1  :  (,  -  ■  • 


160 
161 

.162 
163 
164 

,  165 


8,^'N  433  Is". 
8,S.>9  149  ,0: 

8,so«  863  ;^ 

8,808  575  f^ 
8,898  285   ' 

1292 

8,897  993    ,„. 
8,897  699!,^ 
8„S07  403 
8,807   105 
S„8o6  805 
8„Sq6  503 


o.  160  8,^^96  199 


.  170 

.171 


O.  173 
O.  174 


O.  17'< 
O.  179 


o.  180 

0.  iSl 

O.  182 
O  .  1 83 
O.  IM 

O.  1"- 


8,895  803 
8,>805  585 
8„S05  2:4 


8,894 
8,894 

8,804 
8,^^04 
8,803 
8,803 
8,803 
8„X92 
8  „802 


0.18:  s,. 


O.  188 
o.  189 


o.  190 
o.  191 
o.  192 


315 

31^ 
319 
3-'o 
323 
325 
327 
329 
331 

l334 

8,891  7231,-. 

8,891  388! 333 

8,801  050!  3-?° 

S,. '''•>-  711 '-J-^" 

14 
16 
,,48 
351 
352 


8,S88  OSo 
8,888  6281 


8,888  273 
8,887  9l6| 

8,887  5571 


.  lo8'8„S85   35 
.  PK)  8,884  983 
.200  8,884  60 
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O  .  .'"'^  S,MMI   514 
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.312 
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.215 
.216 


0.220 
0.321 
O.  222 
0.223 
0.224 

o .  225 

0.226 

o .  227 

0.228 
0.229 


0.230 
0.331 

o .  232 

0.233 
0.234 
0.23s 
n.236 
o .  237 

0.238 
0.339 


8„aHo  718I 


8,.^,W      !■■■ 

8,878  680; 
8,878  277 
8,877  862 
8,877  444 
8,877  025 I 


8,876  o. 
8,876  17- 
8,875  :=- 
8n875  .V 
8,874  ^"^ 
8,874  4  - 
8,874  o:: 
8,873  583 
8,873  142 
8»873  699 


8,873  253 

8,871  805 

8,871  35 
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8..- 
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J     +n 


0.000 
0.001 
0.002 
0.003 
0.004 
0.005 
0.006 
O.007 

0.008 
.009 


O  .010 
0.011 
0.012 
0.013 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
O  .022 

o  .023 

.024 

0.02s 

0.026 

0.027 
o .  028 
0.029 


0.030 
0.031 
0.032 
0.033 
0.034 

o .  035 
0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 
0.042 
0.043 
0.044 

o  .045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


.  522  879 
.522877 

.522872 
. 522  864 
.  522  853 
.  522  838 

.  522  820 
.  522  799 
.  522  775 
.  522  747 


522  716 
522  682 
522  644 
522  603 
522  559 
522512 
522  462 
522408 
522351 
522291 


.  522  227 
.  522  160 
.  522  090 
.522017 
.  521  940 
.  521  860 
•  521  777 
.521690 
.521  600 
.  521  507 


.521411 
521  312 
521  209 
521  102 
520  993 

,  520  S80 
520  764 
520  645 

.  520  522 

,  520  396 


8 .  S20  267 

8.520134 

8.519998 
8.519S59 
8.S19716 
8.519571 
8.519421 
8.519269 
8.519  113 
8.518954 
8.518791 


0.050 
0.051 
0.052 
o .  053 
0.054 

0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
o  .067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
o.  072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
0.088 
0.089 


0.090 
0.091 

0.092 
0.093 
o. 094  8 
0.095  8 
0.096  8 
0.097 18 
o .  098  8 
o . 099  j  8 
0.10018 


518791 
518626 
518457 
518  284 
518108 
517929 
517747 
517  561 
517371 
517179 


165 
169 
173 
176 
179 
182 
186 
190 
192 

196 

i.  516  784^^9 
!.Sl6  58il^°3 

!. 516375  ;^ 
i. 516 166  ;°^ 

!.515953;;J 
!.  515  736;^" 
!.  515 517  llX 
!•  515  294:  ^2^ 

!.515  067|-^^ 

i229 

!.  514838 

!.  514604  f34 

!■  514368  11° 

!.  514  128  If] 

i.  513  884  Ifi 
i.  513  637'^!^ 

i.513387  -=° 

i.  513 133  L^* 

1.512  876^^ 
i.  512 61s 1^°^ 
264 


.512351 
.512084 
.511  813 
•  511  538 
.511  260 
■  510979 
.510694 
.510  406-° 

.5098181    ^ 
299 
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281 
285 


SO9519 
509217 

508911  ,„ 
508601  30 
508  288  3  3 
507972  310 
507  652  320 


O.  100 
O.  101 
O.  102 
0.103 

o.  104 
o.  105 
o .  106 

O.  107 

o.  108 
o.  109 


8 .  506  336 
8 .  505  998 
8 .  505  656 

8.505311 

8 .  504  963 
8.  504611 
8 .  504  255 
8 .  503  895 
8 .  503  532 
8.503 165 


0.110  8.502795 

o.  111  8.  502421 
o.  112  8.  502043 
o.  113  8.  501  662 
o.  114] 8.  501  277 
o.  11518.500888 
o.  116  8.500496 
O.  117  8.  500100 
o.  118  8.499700 
0.119  8.499296 


o.  120 

O.  121 
O.  122 

o.  123 
o.  124 
o.  125 
o.  126 
o.  127 
o.  128 
o.  129 


! .  498  889 
! .  498  478 
i .  498  063 
! .  497  645 
! .  497  223 
! .  496  797 
! .  496  367 
!  ■  495  933 
! .  495  496 
i .  495  055 


.  507  328 
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506670!  3-^^ 
5063361 


327 


334 


0.130 
O.  131 
0.132 
0.133 
o.  134|8 
0.135 
o.  136 
o.  137 
o.  138 
0.139 


o.  140 
o.  141 

o.  142 
o.  143 
o.  144 
o.  145 
o.  146 
o.  147 
o.  148 
o.  149 
o.  150 


.  494  610 

.  494  161 
.  493  709 
.  493  252 
,  492  792 
,  492  328 
.491  860 
491  388 
,490912 
.490433 


.489949 
.489462 

.  4S8  970 
.488475 
.  487  976 
.  487  472 
.  486  965 
.486454 
.  485  939 
.485420 
.4S4896 


449 

452 
457 
460 

464 
468 
472 
476 
479 

484 

487 

492 
495 
499 
504 
507 
511 
515 
519 
524 


o.  150 
o.  151 
o.  152 
o.  153 
o.  154 
o.  155 
o.  156 
o.  157 
0.158 
0.159 


o.  160 
o.  161 
0. 162 
o.  163 
o.  164 
o.  165 
o.  166 
o .  167 

0.168 

o.  169 


o.  180 

0.181 
o.  182 
o.  183 
o.  184 
o.  185 
o.  186 
o.  1S7 
o.  188 


o.  190 
o.  191 

o .  192 
o.  193 
o.  194 
o.  195 
o.  196 

197 
o.  198 
0.199 

200 


8 .  484  896 
8 . 484  369 
8 .  483  838 
8 .  483  303 
8 .  482  763 
8 .  482  220 
8 .  481  672 
8 .  481  120 
8 .  480  565 
8 .  480  005 


479441 
478  872 
478300 
477  723 
477  143 
476  558 
475  968 
475  375 
474777 
474  175 


8 .  473  569 
8 .  472  959 
8 .  472  344 
8.471725 
8.471  101 
8  .  470  474 
8 .  469  841 
8 .  469  205 
8 .  468  564 
8.467919 


.  467  269 
.466615 

•  465  956 
.  465  293 
.464625 

•  463  953 
.  463  276 
.  462  595 
.461  909 
.461219 


.460524 
.  459  824 

■  459120 

■  458412 
.  457  69S 
.  456  980 
.  456  257 
.  455  530 
.  454  797 
.454060 

■  453318 


o.  200 

O  .  201 
O.  202 
0.203 

o.  204 

0.205 
0.206 

o.  207 
o .  208 

0.209 


0.210 
0.211 
0.212 
0.213 
0.214 

o.  215 
o.  216 

O.  217 
0.218 
0.219 


8.453318 
8.452572 
8.451  820 
8.451  064 
8.450303 

8 .  449  537 
8 .  448  766 
8 .  447  990 
8.447210 
8.446424 


8 .  445  633 
8 .  444  838 
8  .  444  037 
8.443231 
8  .  442  420 
8 .  441  605 
8 .  440  784 
8 .  439  958 
8.439126 
8 .  438  290 


O  .  220  8  .  437  448 
0.221  8.436602 
0.222  8.435750 
0.223  8.434892 
0.224  8.434030 
8 .  433  162 
8 .  432  288 
8.431410 
8 .  430  526 
8.429636 


o.  226 

O.  227 
0.228 

o.  229 


230 
231 
232 
233 
234 
235 
236 
237 
238 
0.239 


o.  2.40 
0.241 
o.  242 

0.243 


8 .  428  741 
8 .  427  841 
8  .  426  935 
8 .  426  023 
8 .  425  106 
8.424184 
8.423256 
8  .  422  322 
8.421  382 
8.420437 


8 .  419  486 
8 .  418  530 

8.417  567 
8.416599 
0.244,8.415625 
o .  245 !  8 .  414  645 
0.246,8.413659 
'47(8  .412667 
48  8.  411  660 
o.  249,8  .410666 
o .  250  8 .  409  656 


9S6 
992 
093 
1003 
1010 
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130 

343 

364 
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. 
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0.060 

8.041835 

132 
1 

0. 110 

8.033467 

246 

248 
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0. 160 

8.017261 
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369 
372 
374 
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379 
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7.995737 
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522 

s.  Ol  ;'._•', 

-*,^ 

■  1 . 1 <,i 

S  .lUl  '••] 

0.111 

8.033221 

0.161 
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8.031  073 
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8.016526 
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7.994735 

0. 113 

8.031  723 
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0.213 

7.994230 
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8.031  470 
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7„848  869 
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7„834  738 
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7„8lO  749 

0.203 

7n775  568 

0.004 

7„853  844 

12 
16 

0.054 

7n848  677 

0. 104 

7„834  358 

0.  154 

7n8lO  161 

0.  204 

7„774  737 

0.005 

7„853  82S 
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7,1848  482 

0. 105 

7n833  974 
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7n773  900 

0.006 

7n853  80S 
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23 

0.056 

7n848  283 

0. 106 

7„833  586 

0.  156 

7n8o8  971 

0.206 

7n773  058 

0.007 

7n853  785 

0.057 

7„848  081 

0.107 

7n833  195 

0.157 

7n8o8  369 

0.207 

7n772  211 

0.008 

7„853  758 

27 
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7n847  875 

0. 108 

7b832  799 

0.158 

7n807  763 

0.208 

7„771  358 

0.009 

7„853  728 

30 

0.059 

7n847  665 

0. 109 

7n832  399 

0.159 

7„807  153 

0.  209 

7n770  500 

33 

213 

403 

6i6 

864 

0.010 

7„853  695 

38 

0.060 

7„847  452 

218 

220 
225 
228 
232 
235 
239 
243 
247 

0. 110 

7n831  990  .„Q 

0.  160 

7n8o6  537 

619 

625 
628 
634 
638 
643 
647 
652 
657 

0.  210 

7n769  636 

870 
874 
881 
886 
891 
897 
903 
908 
915 

0.011 

7n853  657 

0.061 

7„847  234 

0.111 

7n83l  588 

411 
416 
419 
424 
428 
431 
436 
440 

0.161 

7n805  918 

0.211 

7„768  766 

0.012 

7„853  616 

41 

0.062 

7n847  014 

0 .  112 

7n831  177 

0. 162 

7n805  293 

0.  212 

7„767  892 

0.013 

7„853  572 

44 
48 

0.063 

7n846  789 

0.113 

7 „830  761 

0.163 

7„804  665 

0.213 

7n767  011 

0.014 

7„853  524 

0.064 

7n846  561 

0.114 

7„830  342 

0  .  164 

7n804  031 

0.214 

7n766  125 

0.015 

7,1853  473 

51 

0.065 

7n846  329 

0. 115 

7n829  918 

0. 165 

7n803  393 

0.215 

7,i765  234 

0.016  7,1853  418 

55 

0.066 

7n846  094 

0. 116 

7 «829  490 

0.166 

7n802  750 

0.216 

7„764  337 

0.017 

7„853  359 

59 
62 
66 

0.067 

7„845  855 

0. 117 

7,1829  059 

0. 167 

7n802  103 

0.217 

7„763  434 

0.018 

7n8S3  297 

0.068 

7„845  612 

0. 118 

7,1828  623 

0.  168 

7„8oi  451 

0.218 

7n762  526 

0.019 

7„853  231 

0.069 

7„845  365 

0. 119 

7„828  183 

0. 169 

7„800  794 

0.219 

7b761  611 

09 
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443 

661 
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0.020 

7n853  162 

73 

70 
80 
83 
87 
91 
94 
98 

0.07O 

7n845  115 
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258 
261 
265 
269 
273 
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0.120 

7n827  740 

448 
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456 
460 
464 
469 
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477 
481 

0.170 

7,1800  133 
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671 
675 
680 
685 
690 
695 
699 
704 

0.220 

7n760  691 
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932 
037 
943 
949 
955 
960 
967 
973 

0.021 

7n853  089 

0.071 

7n844  861 

0.121 

7,1827  292 

0. 171 

7„799  467 

0.  221 

7,i759  766 

0.022 

7n853  013 

0.072 

7,1844  603 

0. 122 

7„S26  840 

0.172 

7n798  796 

0.222 

-„758  834 

0.023  l7„852  933 

0.073 

7,1844  342 

0.123 

7n826  384 

0.  173 

7„798  121 

0.223 

7„757  897 

0.024  7,1852  850 

0.074 

7n844  077 

0. 124 

7,1825  924 

0.  174  7„797  441 

0.224 

7n756  954 

0.025 

7,1852  763 

0.075 

7„843  808 

0. 125 

7,1825  460 

0.175  7n796  756 

0.  225 

7„756  005 

0.026 

7,1852  672 

0.076 

7„843  535 

0 .  1 20 

7„824  991 

0.  176 

7„796  066 

0. 226 

7n755  050 

0.027 

7,.852  578 

0.077 

7»S43  259 

0.  l.>7 

7n824  519 

0.  177 

7tt795  371 

0  .  227 

7„754  090 
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0.078 

7n842  979 

0.  128 

7„824  042 

0.  178 

7 „794  672 

0 .  228 

7n753  123 

0.029 

7„852  379 

101 

0.079 

7„842  695 

0.129 

7„823  561 

0.179 

7„793  968 

0.229 

7n7S2  150 

105 

288 

485 

709 

979 

0.030 

7„852  274 

109 

0.080 

7„S42  407 

291 
296 
299 
302 
307 
310 
315 
318 
321 

0. 130 

7n823  076 

489 
493 
497 
502 
506 
510 

0. 180 

7n793  259 

714 

719 
724 
728 
734 
738 
744 
748 
754 

0.230 

7„7S1  171 

984 
991 
997 
1003 
1009 
1016 

1021 

1028 
1035 

0.031 

7n852  165 

0.081 

7b842  116 

0. 131 

7n822  587 

0.  i8i 

7„792  545 

0.231 

7n750  187 

0.033 

7n852  053 

112 

116 
119 

0.082 

7n84l  820 

0. 132 

7 «822  094 

0. 182 

7n791  826 

0.232 

7„749  196 

0.033  7„851  937 

0.083 

7n84l  521 

0.133 

7„82l  597 

0.183 

7n791  102 

0.233 

7n748  199 

0.034  7n8Sl  818 

0.084 

7n841  219 

0.134 

7nS21  095 

0. 184 

7n790  374 

0.234 

7  „747  196 

0.035  '7,1851  695 

123 
126 
130 
134 
137 

0.085 

7,1840  912 

0 .  135 

7„820  589 

0. 185 

7n789  640 

0.235 

7„746  187 

0.036  7„S51  569 

0.086 

7n840  60J 

0.136 

7n820  079 

0.186 

7n788  902 

0.236 

-„745  171 

0.037  7»85i  439 

0.087 

7n840  287 

0.137 

7n8i9  564 

515 
518 
523 

0.187 

7n788  158 

0.237 

7„744  150 

0.038  7n851  305 

0.088 

7„839  969 

0. 138 

7„Sl9  046 

0.188 

7n787  410 

0.238 

7„743  122 

0.039 '7„851  l68 

0.089 

7„839  648 

0.139 

7n8l8  523 

0. 189 

7n786  656 

0.239 

7„742  087 

1 

141 

326 

527 

759 

1040 

0.040 

7„85l  027 

144 

148 
152 
155 
159 
162 
166 
170 
173 
177 

0.090 

7n839  322 

330 
333 
337 
341 
345 
348 
353 
356 
361 
364 

0.140 

7n8l7  996 

532 
535 
540 
544 
549 
553 
558 
561 
566 
571 

0.  igo 

7n785  897 

763 

769 
774 
779 
784 
789 
794 
800 
805 
810 

0.240 

7n741  047 

1047 
1053 

1060 

0 .041 

7n850  883 

0.091 

7n838  992 

0. 141 

7n8l7  464 

0. 191 

7»78S  134 

0.241 

7n740  000 

0.042 

7„850  73S 

0.092 

7„838  659 

0. 142 

7n8l6  929 

0. 192 

7„7&4  365 

0  .  242 

7„738  947 

0.043 

7„850  583 

0.093 

7„838  32-' 

0.143 

7n8l6  3S9 

0.193 

7„783  591 

0.243 

7„737  887 

1066 
1073 
1079 
1086 

0.044 

7n850  428 

0.094 

7„837  981 

0. 144 

7„8l5  845 

0.194 

7n782  812 

0.244 

7„736  821 

0.045  '7,1850  269 

0.095 

7n837  636 

0.145 

7»8l5  296 

0.195 

7n782  028 

0 .  245 

7„735  748 

0  .  046  7n850  107 

0.096 

7n837  288 

0.  146 

7n8l4  743 

0. 196 

7,i78l  239 

0.246 

7„734  669 

0  .  047  1 7„849  941 

0.097 

7„836  935 

0.147 

7„8l4  185 

0.197 

7„780  445 

0.247 

7„733  583 

1092 
1099 
1106 

i  0.048  7,1849  771 

0.098 

7„836  579 

0. 148 

7n8l3  624 

0. 198 

7«779  645 

0.248 

7„732  491 

0.049  7n849  59S 

0.099 

7n836  2i8 

0.149 

7„8l3  058 

0.199 

7„778  &40 

0.249 

7„731  392 

0 . 050 ' 7„S49  421 

0.  100 

-„835  854 

0.150 

7n8l2  487 

0.200 

7„778  030 

0.250 

7n730  286 
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0.000 
O.OOl 
0.002 
O.003 
O.004 
0.005 
0.006 
0.007 
0.008 
0.009 


O.OIO 
0.011 
0.012 
0.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 

0.018 
0.019 


0.020 
0.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.020 
0.027 
0.028 
0.029 


0.030 
0.031 
o .  032 
0.033 
0.034 
0.035 
0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


0.040 
0.041 

0.042 
0.043 

0.044 

0.045 
0.046 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


.  200  659 
,200658 

.  200  652 
,  200  643 
,  200  630 
.200613 

.  200  593 
.  200  569 
.  200  541 
,  200  509 


200474 
200435 
200392 
200346 
200296 
200242 
200  18s 
200  123 
200058 
199990 


199917 
199  841 
199761 
199  678 
199590 
199499 
199  404 
199306 
199  204 
199098 


198  874 
198757 
198  636 
198511 
198  383 
198251 
198  115 
197975 
197832 


,  197  684 
.  197  533 
.197378 
,  197  220 
.  197  05S 
,  196  S92 
196  722 
196  548 
196  370 
196  189 
196  004 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
0.066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 

o  .076 

0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
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0.083 
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0.085 
0.086 
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0.089 
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0.091 
0.092 
0.093 
0.094 
0.095 
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O.  100 
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195  436 
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192  524 
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190  964 
190  691 
190414 
190  132 
189847 
189558 
189265 
188  968 


188  667 
188  362 

188  053 
.  187  740 
187  423 
187  103 
186  778 
186449 
186117 
185780 


185  439 
18s  095 
184  746 
184  393 

184037 
183  676 
183311 
182  942 
182  569 
182  192 
181811 


o.  100 
o.  101 
o.  102 
o.  103 
o .  104 
o.  105 
o.  106 
o.  107 
o.  108 
o .  109 


O.  110 
0.111 
O.  112 

o.  113 
o.  114 
o.  115 
o.  116 
0. 117 
0.118 
o.  119 


.  120 
.  121 
.  122 
.  123 
124 
125 
.  126 
.  127 
,  128 
.129 


o.  130 
o.  131 
o.  132 
o.  133 
o.  134 
o.  135 
o.  136 
o.  137 
o.  138 
0.139 


7.  181  811 
7  .  181  426 
7  .  181 037 
7  .  180  643 
7  .  180246 
7.179844 
7.179  439 
7.  179029 
7.178615 
7.178197 


177774 
177  348 
176917 
176482 
1 76  043 
175600 
175  153 
174  701 
174245 
173  785 


173321 

172852 
172379 
171  902 
171  420 
170934 
170  444 
169950 
169451 
168  948 


168440 
167  928 
167412 
166892 
166367 
165  837 
165303 
164765 
164222 
163  675 


163  123 
162  567 
162  006 
I6l  441 
160  871 
160  297 
159718 
159135 
158  547 
157954 
157  357 


O.  150 
o.  151 
o.  152 
o.  153 
0.154 
0.155 
o.  150 
o.  157 
o.  158 

0.159 


o.  160 
o.  161 
o.  162 
o.  163 
o.  164 
o.  165 
o.  166 
o.  167 
o.  168 
o.  169 


O  .  170 
O.  171 
O.  172 

o.  173 
O.  174 
O.  175 

o.  176 

O.  177 
O.  178 
O.  179 


o.  180 
0. 181 
o.  182 
o.  183 
o.  1S4 
o.  185 
0.186 
o.  187 
o.  188 
o.  189 


o.  190 
o.  191 
o .  192 

0.193 
0.194 
0.195 
o.  196 
o.  197 
o.  198 
0.199 
o.  200 


157  357 

156755 
156149 
155538 
154922 
154301 
153076 
153046 
152412 

151  772 


151  128 

150479 
149826 
149 167 
148  S04 
147  836 
147 163 
146  485 
145  803 
145 115 


144423 
143  725 
143  023 
142316 
141  603 

140  886 
140  164 
139436 
138704 
137  966 


137  224 
136476 
135  723 
134965 
134  202 
133434 
,  132660 
.  131  881 
.  131  097 
,  130  308 


129513 
128713 
127  90S 
127097 
126281 
125460 

124633 
123801 

122  963 
122  119 
121  271 


O.  200 
O.  201 
O.  202 
0.203 
0.204 
0.205 
0.206 
0.207 

o.  208 

0.209 


0.210 
O.  211 
0.212 
0.213 

o.  214 
o.  215 

0.216 
0.217 

o.  218 
0.219 


O.  222 
0.223 

o.  224 


o.  227 
0.228 
o.  229 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


0.240 
o.  241 
o.  242 
0.243 
0.244 
0.245 
0.246 
0.247 
0.248 
0.249 

0.250 


7.  121  271 
7.  120416 
7.  119556 
7.  118691 
7.  117  S20 
7  .  116043 
7  .  116061 
7. 115  173 
7.114279 
7.113379 


7.  112474 
7.  111  563 
7  .  1 10  646 
7  .  109  723 
7  .  108  795 
7  .  107  860 
7  .  106  920 
7  .  105  974 
7  .  105021 
7  .  104  063 


7  .  103  098 
7  .  102  128 
7. 101  151 
7  .  100  169 
7 .099  180 
7 .098  185 
7.097  184 
7 .096 176 
7.095163 
7  .  094  143 


.  093  1 16 

.  092  083 
.091044 
.  0S9  999 
.  088  947 
.  087  888 
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.085751 
.084673 
.  083  588 
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.  081  398 
.080293 
.079181 
.  078  062 
•  076  937 
.  075  804 
.  074  665 
.073518 
.072365 
.071 205 


855 
860 
865 
871 
877 


911 
917 
923 
928 
935 
940 
946 
953 
958 

965 

970 

977 
982 
0.^9 
995 
1001 
1008 
1013 
1020 

1027 
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1039 
1045 
1052 
1059 
1065 

1072 

1078 
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1098 
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1119 
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,485  241 
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1942 
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11986 
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2033 
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• 15018„483  112 
•15l|8„48o  957 
■ 152|8„478  778 
.  153,8„476  573 
.154  8„474  342 
.  155I8„472  086 
■  156  8„469  S02 
157,8„467  492 
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233' 
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161  8„457  975 
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24S0 
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.167 
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8„440  195 
S„437  531 


8n434  835 
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8„429  343 
8„426  546 
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2606 
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2831 
2866 
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2938 
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3013 
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8„402  8S3 
8„399  754 
8„39ö  586 
l84!8„393  376 
183|8„300  125 
l86,8„386  832 
1S7:8„383  495 


3089 

3129 

3168 

3210 

3251 

3293 

3337 

8  -8n  11:;, 3380 
önohO  115  U.jA 


O.  189  8„376  689 


. 190|8„373 

. 191|S„369 
.192|8„366 
. 193 1 8„362 
. 194  S„358 
. 195  S„355 
. 196  8„35i 
197  8„347 
19s  8„343 
199,8„339 
. 200  8„335 


3470 

f!33l8 
'3564 
3613 
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3713 
3764 
3S17 
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3924 
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0.200 
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o.  204 
o.  205 
0.206 
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8,i335  792 
8„331  755 
8n327  659 
8„323  504 
8„319  287 
8n315  009 
8„3lO  666 
8n306  258 
8„301  782 
8n297  239 


.210  8„292  62s 
. 211  8„287  940 
.212  8„283  181 
.2l3i8„278  346 
. 214  8„273  433 
.215  8„268  441 
.  2i6!8„263  368 

.  217|8n258  210 
.  218  8„252  966 
. 219'8„247  634 
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. 223|8n225  365 
.224I  81.219  550 
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.  227  8„20i  456 
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8„l88  821 
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.230 
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■233 
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8„l82  319 
8„17S  690 
8„l68  929 
8„l62  031 
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8„092  884 
8„o84  296] 
8„07S  498 
8„o66  481 j 
8,.057  235 
8„047  748, 
8„038  010 
8n028  008 
8n017  729 


—     925 


Tiif.l   \V. 

Oppolzer's  .»/-Tafel. 

log.  \M*(m)\. 


.W          -  ./ 

±   m               U                   ' 

' 

,..  i       .V 

—  ,/ 

■  > 

0,118    7^")' 

0.0^0,«»„^17     SS.J 

0.  100  0,115  -'7o 

70 

0.  150 

9«3lo  8:0 

0.  .•'iolo„l04  614 

..       .,.-:> 

'   '  ■    "  "   -  -  1 

,,    ,  .,   ..   -jis  200 

0.151 

9,310  704 

107 
108 

0    •   • 

1  1 « 

11 

;i5  i?9 

72 
72 
74 
74 
74 
-6 
76 

0. 152 

9»3io  657 

0  . 

1  o  ,  . . 

,  .15  057 

0 .  1  53 

0,3 10   MO 

0 

,       ,    •     1 

,._,.., 

,  ,      , , 

.,,..,  .,„,14  0S5 

0.154   •'    '■  ■    ■•" 

l<  ■•) 

;S  7^0 

4 
4 
5 
6 

0.  0;; 

o,,ii7  :'■<> 

38 
4r. 
40 
40 

'^ ■  io5;o„ii4  911 

0 .  1 5  • 

IH   746 

0 .  O-f) 

')„.!!  7    (''->•< 

0,   llVi   0,114    837 

0.  1,=  ' 

'i,.,lS  74.« 

0.  oy- 

0„,117   f'-'^ 

<"<■  1"7   0,314   76,i 

0. 157 

ViiU^'     1  — ' 

111 
113 

l. 

1  o .  o->s 

'>,.  tl«  737 

0 .  o?s 

0,  U7    ^'^^ 

0. los  0,314  687 

0.158  9,309  998 

0  ,  . 

1    O     .-.Y) 

■)„U"<   7.11 

0 .  O.^Q 

0,,il7    .M^ 

0  .  1(T) 

9,314  611 

0 . 1 59  9»309  885 

0    . 

7 

4-' 

77 

) 

113 

1 

15: 

;r. 

OrtllH  7?4 

o.fym 

9.317  506 

42 

43 
43 

4=; 

0.110 

9»314  5.34 

77 
78 
79 
80 

0.  160 

9ii309  773 

M4 

114 
116 

1  16 

0.210  Onr-I  160 

-  ■    --  - 

0«317  464 

Olli 

9«314  457 

0. 161 

9,309  658 

0  , ."  • 

1  ^  J 

',317  4-'l 

0.  112 

9n314  379 

0.  162 

9n309  544 

0 

•„117   ,17« 

0. 113 

9,314  300 

0.163 

9„3'T9  428 

0  . 

0.  114 

0,314  220 

81 

0.  164 

9n3O0  312 

117 
117 
119 
119 
120 

0 

0.115 

9„314  139 

81 
82 
82 
83 

0.  16^ 

9.1.109  105 

0 

',.iI7    l'/> 

47 

0. 116 

0.117 

9n314  o.^8 
9n3l3  976 

0,  166 
0. 167 

0,309  078 
0,308  059 

0  . 
0 

'„317    149 

47 
48 

0.  118 

9,313  894 

0.  168 

9,308  840 

0, 

•),317    101 

0.  110 

0,313  811 

0. 160 

9,308   720 

0. 

IJ 

48 

84 

120 

15h 

.'O 

o„,ti'<  >•■-' 

O.OTn  ()„ji7  053 

49 

^0 

0.  l.'O 

9,.313  7^7 

85 
86 

0. 170 

9»308  600 

121 

122 

0.  22n'0„.ini   600 

}^-<r, 

0,317  CX34 

0.  121 

9,313  642 

0.  171 

O„.3o8  479 

O..'- 

1'. 

'«316  054 

51 

0.  122 

0,313  556 

86 
87 

0.  172 

O,.,?'-««  357 

0  . 

'.,  >;6  003 

0  .  1 .'  1 

■i,,-,!,';  470 

0.173 

O„3o8  234 

12.1 
124 
124 

0  .  - 

■   ^S2 

52 
53 
53 
54 
55 

0,  ;. 

87 
88 
80 
90 
91 

0.  174 

0,308  110 

0 

soo 

0.  ; 

0.175 

0„.107  086 

0 

747 

0.  :- 

> 

0.  176 

0„,?O7  86 1 
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126 
126 
128 
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■..l'J  Ö9A 

0.  u: 

•.'«31J  110 

0.177 

0,307   735 

o.jj:  •.,.,;■•    4:0 
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165 

',316  640 

0. 128 

9«3i3  029 

0.  178 

9,307  609 

0.228] 9,300  311 

'»«310  5^."; 

0. 129 

0,312  038 

0.  170 

0,307  4S1 

0 .  229 

9,300  146 

JO 

50 

91 

128 

167 

''.,  u~  440 

<)„.,io  j.'v 

56 

0. 130 

9.312  847 

92 

03 
03 
94 
95 
95 
97 
97 
97 

0.180 

y„,t"7   .i.-3 
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0.  23illO„2rX)  0:0 

•  /- 
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0.131 

9,3 12  755 

0.  181 

416 

57 
57 
59 
59 
60 
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6i 

0. 132 

0,312  662 

0.  iSj 

,=;9 

0.133 

0,312  569 

0 .  IS; 

'.im 

O.l.U 

9,312  475 

0.1.84 

^«^'•<'  ■-,.4 
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133 
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l.?4 
135 

t  .  . 

-•41 

0.135 

9,312  380 

O.1S5 

0n3i'6   702 

0. 

iSl 

0. 136 

9,312  285 

0.  ISO 

0„.XH>   569 

0 
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l.M 

n.  137 

0,312   188 

0. 187 

0,1,1116  436 

0  . 

1  o.< 

'0 

0.  U^' 

0,312  091 

0.  i.-<s 

0,310  .302 
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n 
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9n311  994 

0. 1S9 

9«306  167 
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63 

99 
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1 
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1  o.tMl 

..,.13    -VJ 
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2Q 
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•j«  u;  'iU 
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ü.  140 

0. 141 

9ii311  805 
9«3n   796 

99 
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0. 190 
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0.,  .Il<p  1'  .-• 

0.  Jju  0...'^)S  271 
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, 

n.142 

0,311  606 
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0,311   505 
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0. 
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66 
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0,311   494 
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0. 194 
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0 
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6.S 
68 
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70 

0. 145 

0,311  392 

0. 105 

0,,lO5    342 

140 
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0, 

0.      . 

-4.1 

0.  14'> 

0,311    280 

0. 196 

On.;o5    202 

0  .  --, 

0.^ 
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0. 147 

0,311    185 

0 .  197 

9,305   061 

O.J47   0,. 

!  0  .■. 

41-I9 

0. 148 

o„,ni  f>8i 

0. 198 

0,304   920 

0.248  0.. 
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■ 

..  ,.:    J40 

0.149 

9,310  976 
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9,304   777 
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. 

^0 
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J^ 
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0. 150 
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Tafel  XV. 
Oppolzer's  3/-Tafel. 

log  {3I^(ni)\. 


M 


+  m 


M 


o.ooo 

0.001 
0.002 

0.003 
0.004 
0.005 
.  006 
0.007 
o.  008 
0.009 


0.010 

0.011 
0.012 

0.013 

.014 
.015 

.016 

.017 

.018 
.019 


.020 
.021 

0.022 
.023 
.024 
.025 

0.026 
.027 
.028 
.  029 


.030 
0.031 

.032 
0.033 
0.034 
0.035 
0.036 
0.037 
0.038 
0.039 


.040 
.041 
.042 
.043 

o  .044 

0.045 
0.046 
0.047 
0.048 


7  .670941 
7.670935 
7  .670918 
7  .  670  S89 
7  .  670  849 
7  .  670  797 
7  .  670  733 
7  .670658 
7  .  670  571 
7  .670472 


.049 
.050 


7  .670 
7.670 
7  .670 
7.669 
7.669 
7.669 
7  .669 
7  .669 
7  .669 
7.668 


,  665  701 
.  665  344 
.664975 
.  664  593 
.  664  200 
.  663  795 
.  663  377 
.  662  948 
.  662  S06 
.  662  052 


.661586 
.  661  108 
.660617 
.660  114 
.  659  598 
.  659  070 
.  658  530 
.657977 
.657412 
.  656  834 
.  656  243 


.668619  „„ 
.668381  ,^° 

.668130  ;5J 

.667  868  ,°- 
.667  594|:o'; 
.667309  ^ 
.667011 
.  666  701 
.  666  380 
.666047 


238 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


o.  060 
0.061 

o .  062 

0.063 
0.064 
0.065 
o  .066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 
0.071 
0.072 
0.073 
0.074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 

0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 


0.090 
0.091 
0.092 

0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
o,  098 
0.099 

O.  100 


7  .  656  243 
7  .  655  640 
7  .  655  024 
7  .654  395 
7  .653753 
7  .  653  098 
7  .652431 
7.651751 
7.651057 
7.650350 


7.649631 
7  .  648  898 
7 


.648  152 
.  647  392 
.640619 
.  645  833 
■  645  033 
.  644  220 
.  643  393 
.  642  552 


7 .  641  697 

7  .  640  829 
7  .  639  946 
7  .  639  050 
7  .  638  140 
7.637215 
7  .  636  276 
7  .  635  323 
7  .  634  356 
7  .  633  374 


.  632  377 
.631366 

.  630  340 
.  629  299 
.  628  243 
.  627  172 
.  626  087 
.  624  086 
.  623  869 
.  622  737 


.  621  590 

.  620  427 
.619248 
.618054 
.616843 
.615617 
.614374 
.613  115 
.611839 
.610547 
.  609  239 


896 
910 
925 
939 
953 
967 
982 

997 

1011 

1026 
1041 
1056 
1071 
1085 

1101 

1117 
1132 

1147 

1163 

1179 
1194 
1211 
1226 
1243 
1250 

1276 
1292 
1308 


O.  100 
O.  101 
O.  102 

o.  103 

0.  10.) 

o.  105 
o.  106 

O.  107 

o.  108 
o.  109 


O.  110 
O.  111 

O.  112 

o.  113 
o.  114 
o.  115 
0. 116 
o.  117 
o.  118 
o.  119 


.  120 
.  121 

.  122 
.  123 
.124 
.  125 
.126 
.  127 
.  128 
.  129 


.130 
.131 
.  132 
■133 
.134 
.135 
.136 
.  137 
.138 
.139 


.  140 
.141 

.142 
.  143 
.  144 
.145 
.  146 
147 
148 
.149 
150 


009239 
607913 
606571 
605  211 
603  834 
602  440 
601  028 

599  599 
598  152 
596687 


.  595  204 
.  593  703 
.592  183 
.  590  645 
.  589  088 
.587512 
.585917 
.  584  302 
.  582  669 
.581015 


579  342 

577  649 
575936 
574  202 
572  448 
570673 
568  876 
567  059 
565  220 
563  360 


.  561  477 
.  559  573 
.  557  646 
.  555  696 
.  553  723 
551  728 
.  549  709 
.  547  666 
.  545  599 
.  543  508 


541  393 
539  253 
537  087 
534  897 
532  680 
530437 
528  169 
525  873 
523  550 
521  200 
SI8822 


1326 
1342 
1360 
1377 
1394 
1412 
1429 
1447 
1465 

1483 

1501 
1520 
1538 
1557 
1576 
1595 
1615 
1633 
1654 

1673 

1693 

1713 
1734 
1754 
1775 
1797 
1817 
1839 
1860 

1883 

1904 
1927 
1950 
1973 
1995 
2019 
2043 
2067 
2091 

2115 

2140 
2166 
2190 
2217 
2243 
2268 
2296 
2323 
2350 
2378 


o.  160 
o.  161 
o.  163 
o.  163 
o.  164 
o.  165 
o.  166 
O.  167 
o.  168 
o.  169 


,  170 
171 

172 

.  173 
.  174 
.  175 
.  176 
.177 
.178 
.179 


0.180 
o.  181 
o.  182 
o.  183 
o.  184 


.  190 
.191 

.  192 
.  103 
.194 
.195 
.  196 
.  197 
.  19S 
,199 
.200 


7.51882 
7.  516416 
7.513982 
7.511  518 
7  .  S09  026 
7  .  506  503 
7.503951 
7  .  501  368 
7  .  498  754 
7  .  496  108 


.493431 
.  490  722 
.  487  979 
.  485  203 
.  482  394 
.479550 
.476671 
.  473  756 
.  470  806 
.467819 


.  464  795 

. 461  733 
.458633 
.455494 
452314 
.  449  095 
445835 
442  532 
439  187 
435  799 


.  432  366 

.  428  889 
.  425  366 
.  421  796 
.418179 
.414513 
.410798 
.  407  032 
.40321s 
399  345 


395  423 
391445 
387412 
383  322 
379  173 
374  965 
370697 
366  366 
361971 
357512 
352  986 


2406 
2434 
2464 
2492 
2523 
2552 
2583 
2614 
2646 


2709 
2743 
2776 
2809 
2844 
28-9 
2915 
2950 
2987 

3024 

3062 
3100 
3139 
3180 
3219 
3260 
3303 
3345 
3388 

3433 

3477 
3523 
3570 
3617 
3666 
3715 
3766 
3817 
3870 

3922 

3978 
4033 
4090 
4149 
4208 
4268 
4331 
4395 
4459 
4526 


.200 
.  201 
.202 
.203 
.  204 
.205 
.206 

.207 

,208 
.209 


O.  210 
0.211 
O.  212 
0.213 

o.  214 

0.215 
0.216 
O.  217 
0.218 
0.219 


0.220 
0.221 

O  .  222 
0.223 

o.  224 

0.225 
0.226 

o.  227 
o.  228 
o.  229 


0.230 
0.231 
o .  232 
0.233 
0.234 
0.235 
0.236 
0.237 
0.238 
0.239 


.  240 
.241 
.242 
.243 
•  244 
.245 
.246 
.247 
.248 
.249 
.250 


.  352  986 
.  348  392 

.  343  728 
.  338  993 
.334185 
.  329  302 
.  324  341 
.319302 
.314181 
.  308  978 


.  303  689 

.298313 
.  292  846 
.  287  287 
.281  632 
.275879 
.  270026 
.  264  069 
.  258  004 
.251828 


.  245  539 
.  239  132 
.  232  603 
225  949 
.  219  165 
.212  24S 
.  205  190 
.  197  989 
.  190639 
.183134 


.175468 
.  167  636 
.  159630 
.  151444 
.  143  070 
•  134  SOO 
.  125  726 
.116739 
.  107  528 
.  098  085 


.  088  398 

.078455 
,  068  244 
.057750 
.  046  959 
. 035  854 
.024421 
012635 
000484 
987  939 
974  977 
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T.-ifel  \V. 
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M        —j 


M        —J 


±  m 


M 


fXX)   S.6U877 


I  o. 


i .  653  830 


.010  8.633830 


0.010  3.653708 


.653689 


O  .  030    •<  .  653  48-' 


8. 653  455 


o .  039  8  .  653  16.1 


0.040 
0.041 
0.04J 
0.04.1 
o .  o-i ; 


8 .  653  136 

8.653088 
3  040 


o .  050 
0.051 
0.053 
'">  053 
0 .  054 
0.055 
0.056 
0.057 
O .  OS-* 

0.059 


.oCo 


0.060 
0.067 
0.068 
0.060 


0.070 
O.071 

0.073 
0.073 

0 .  074 
0.075 
0.076 
0.077 
0.078 
0.079 


.651  70^ 
.651  655 
.  65 1  606 
.651  557 
.651  507 
.651455 
.  65 1  403 
.051  350 
.651 396 
.651341 


.651  I8S 

.6?!  128 
^  '  :  070 
.  Ol  1 
1051 
.  fjjo  890 
.650829 

.  650  766 
.  650  702 
.650638 


8.650 
8.650 
8.650 
8.650 
8.650 
8.650 
X .  650 
8.650 
8.650 
8.649 


8 .  649  865 
-  .  649  789 

.  I  712 

''35 

556 

.(76 

'  ,•'.95 

.■'314 

o.oss  S.Ü49331 

0.089  8.649  147 


0.090  8.649063 

■.48977 
•.S91 

-  SM 
.     .-715 

-626 

-  535 
0444 

■J.../-i^.04H352 
O  .  Cy)  8  .  648  259 
O.  lHjl->  .648  If); 


.  130 
.  121 
.  122 
.  123 
.  124 
.125 
.  126 
.  127 
,128 
,  129 


.  130 
131 
,  132 
.  133 
.  134 
.  135 
.  1  .V> 
.137 
.138 
.139 


«.64« 
8.648 
8.647 
8.647 
8.647 
8.647 
8.647 
8.647 
8.647 
8.647 


8.647 
8.647066 
8 .  646  960 
8 .  646  854 
8 .  646  746 
8  .  646  637 
8  .  646  52S 
8.64641 
8 .  646  306 
8 .  646  193 


8.646a8o 
8  .  645  966 
8 .  645  850 
8.645734 
8.645617 
8.645408 
8 .  645  379 
8.645259 
8.645138 
8.64SOI6 


8 .  644  893 
8 .  644  768 
8.644643 
8.644517 
8  .  644  30n 
H  .  644  262 
><.644  133 
8.644003 
8.643872 
8 .  643  740 


8.643 
8.643 
8.643 
8.643 
S.643 
S.642 
S.642 
8.642 
8.642 
8.043 
H.642 


o.  150 
o.  151 
o.  152 
o.  153 
o .  1 54 
o.  155 
o.  150 
0.15 
o.  158 
0.159 


O.  l6i> 
o.  161 
o.  162 
o.  163 
o.  164 
0.165 

O.  lOii 

o.  167 
o.  16S 
0.169 


O.  170 

0.171 

O.  172 
O.  173 
O.  174 
O.  175 
O.  176 
0.177 
O.  178 
0.179 


.  180 
.181 
,  182 
,183 
184 
,  185 
,186 
,187 
,  188 
.189 


190 

O.  191 
192 
193 
194 
195 
196 
197 
198 
199 
300 


8  .  643  224 
8.  642  081 

s .  64 1  936 

8.641790 
8.641  644 
8.641  496 
8.64134 
8.641  198 
8.641  047 
8 .  640  895 


.640743 
.640589 
.640434 
.  640  379 
.64012 
.639964 
,639806 
.  639  646 
.  639  486 
639  324 


639  l6l 

.638998 
,  638  833 
,  638  668 
,  638  501 
.  638  333 
.638165 
•637995 
.  637  824 
.637653 


.  637  480 
.  637  306 
.637 132 
.  636  956 
.636779 
,636601 
.  ÜJ6  423 
.  636  243 
.636063 
.635  8SC-. 


.635698 
•63SSI4 
.635329 
■635  143 
•  634  956 
.  634  768 
■  634  579 
.  034  3«0 
.634  198 
.634000 
.633813 


154 
155 
155 
157 
158 
1?8 
160 
160 
163 

163 

163 
165 
165 
167 
168 
168 
170 
171 
171 


0.200   8 

-     1     ' 


0 .  2l  i 


.633  813 


o .  209  8 .  633  030 


.  312 
.213 
.214 


0.218 
0.219 


■  2^3 
.224 
.225 
.226 
.327 
.328 
.329 


.230 
.331 

o .  332 
o .  333 

.234 
.335 
.336 

.337 
.338 
.239 


.340 
.341 

o.  242 

.343 

0.344 

245 

o.  240 

247 

O  .  24'< 

o .  249 

0.250 


8.631826 
8.631  632 
8.631  417 
8.631  310 
8  .631  003 
8  .  f>30  794 
S  .  (..lo  58 
8 .  630  374 
8 .  630  163 
8.639950 


8 .  629  736 
8.629521 

."f .  620  305 
S.629  0-<- 
8.628.S70 
H.  628  051 
8.628431 
8. 628 210 
8  .  627  9.-<S 
8.637  765 


8.627541 
8.627315 
8.627089 
8.626S61 
8 .  626  633 
8  .  626  403 
8.626173 
8.625941 
8 .  635  708 
8.635474 


8 .  635  330 
8 .  625  003 
8 .  624  76^. 
8.62452- 
624  2-.. 
8 .  624  04': 
8 .  623  So^ 
8  .  623  56.^ 
8.623322 
8.623077 
8.633832 
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Tafel  XV. 

Oppolzer's  3/-Tafel. 

log  UW;  {,„)). 


M        —J±m 


M 


31 


M 


M 


.000 
.001 
.002 

0.003 
.004 

0.005 

0.006 
.007 

0.008 
.009 


o .  010 
0.011 
0.012 

O  .  Ol  J 

0.014 
.015 
.016 
.017 
.018 
.019 


.020 
.021 
0.022 
0.023 
0.024 
0.025 

.026 
.027 

o .  028 

.029 


.030 
0.031 

.032 

.033 
0.034 

.035 
0.036 
0.037 
0.03S 

o .  039 


0.040  6n833 

0.041  6„833 

n.042  6„832 

o  .  043  6,  ' 


6„843  572 
6h843  566 
6„843  548 
6n843  518 
6„843  476 
6„843  422 
6„843  356 
6„843  27s 
6,1843  18S 
6n843  086 


6„842  972 
6„842  846 
6,1842  707 
6„S42  557 
6„842  395 
6,1842  220 
6„842  034 
6,1841  S35 
6„841  62s 
6„84l  402 


6„841 
6,1840 
6„840 
6„S40 
6„840 
6n839 
6„839 
6,1839 
6,1838 
6„838 


6„838  143 
6,1837  773 
6,1837  391 
6„836  996 
6,1836  588 
6,1836  160 
6„835  736 
6„835  291 
6»834  833 
6n834  363 


.044 

.045 

.046 

0.047 

0.048 

.049 

0.050 


6„83l 
6„831 
6m830 
6„830 

6„82Q 

6,828 
6„828 


0.050 
0.051 
0.052 
0.053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.062 
0.063 
0.064 
0.065 
o  .066 
0.067 
0.068 
0.069 


6„S28  344 
6,1827  719 
6„827  081 
6,1826  4.^9 
6„825  765 
6,1825  086 
-..824  395 
6,1823  690 
6,1822  971 
6„S22  239 


0.070 
0.071 


0.073 
0.074 


0.076 
0.077 


821  494 

,820  734 
,819  961 
,819  174 
1818  373 
1817  559 
,816  730 
,815  887 
,815  030 
,814  159 


6„8l3  274 
6„8l2  374 
6„8ll  460 
6,1810  531 
6„809  588 
6,1808  630 
6„8o7  657 
6„8o6  669 
0.078  6,1805  667 
0 .  079  6,1804  649 


o  .  080  6n8o3  616 
0.081  6n8o2  S68 

0.082  6,1801  505 
o .083  6n8oo  427 
0.084  6,1 799  333 
0.085] 6,1 798  223 
o  .  086 1 6«797  098 
0.087  6»795  957 
O  .  08S  6,i794  800 
O  .  089  6b793  627 


0.090 

0.091 

0.092 

0.09316 

o.o94|6 

0.095  6, 

0.096,61 

O  .09716, 

0.098'6, 

0.099  6, 

O.  loo'6, 


,792  438 
,791  233 
,790  012 
,788  774 
,787  519 
,786  248 
,784  960 
,783  655 
,782  333 
,780  994 
,779  638 


900 
914 
929 
943 
958 
973 
98S 
1002 

1018 
1033 

1048 
1063 
1078 
1094 
1110 

1125 

1141 
1157 
1173 

1189 

1205 

1221 

123S 

1255 

1271 

1288 

1305 

13 

1339 

1356 


.  100, 6,1 7 79  03S, 
.  101 i6„778  264 i 
.  l02J6,i776  S72| 
.  103|6„775  463! 
.  104'6„774  036 
■105'6„772  591 
. 106  6m771    1 


,110 
.  111 
.  112 
.113 
114 
115 
.116 
.  117 
.118 
,119 


.  120 
.  121 
.  122 

•  123 
.124 

•  U5 
.  126 
.  127 
.128 
.129 


.130 
.131 
.13^ 
.133 
.134 
.135 
.136 
.137 
.13S 
.139 


,  140 
,141 
.142 
,143 
■  144 
.145 
,  146 
.147 
,148 
.149 
.150 


6n769  646 
6,i76S  147 
6,i766  628 


6„765  091 
6„763  534 
6,i76l  959 
6,1 760  364 
6„758  750 
6n757  116 
6,i755  462 
6„753  789 
6m752  095 
6n750  3S0 


6„748  646 
6,i746  890 
6,i745  113 
6»743  316 
6,1 741  496 
6„739  655 
6,i737  793 
6,1-35  908 
6n734  001 
6n732  071 


6n730  119 
6„728  143 
6„726  144 
6„724  122 
6,i722  076 
6b720  005 
6„717  911 
6,i7l5  791 
6,i713  647 
6„7ll  478 


6ii709  282 
6,1 707  062 
6,i704  814 
6n702  541 
6,i700  240 
6,1607  913 
6n695  558 
6,1693  175 
6,690  764 
6„688  324 
6„6S5  855 


1374 
1392 
1409 
1427 
1445 
1463 
1482 
1499 
1519 

1537 

1557 
1575 
1595 
1614 
1634 
1654 
1673 
1694 
1715 

1734 

1756 
1777 
1797 
1820 
1841 
1862 
18S5 
1907 
1930 

195. 

1976 

1999 

202 

2046 

2071 

2094 

2120 

2144 

2169 

2196 

2220 
224S 

2301 
2327 
2355 
(2383 
I24II 
12440 
12469 


.  160 
.161 
.162 
.163 
.164 
.165 
.166 
.167 
,  168 
.  160 


o.  178 


o.  180 

o.  181 
o.  182 

0.183 
0.1S4 
0.1S5 
o.  1S6 
o.  187 
o.  iSS 
o.  1S9 


6„c>S=  S55 
6„6S3  357 
6,1680  829 
6„678  271 
6„675  682 
6,1673  062 
6,1670  411 
6„667  728 
6,1665  012 
6„662  264 


.659  482 
656  667 
653  817 
650  932 
,648  011 
645  055 
,642  062 
639  032 
635  964 
,632  85S 


6,629 
6,626 
6,1623 
6,620 
6,1616 
6,1613 
6,609 
6„6o6 
6«6o3 
6,599 


6,595 
6,592 
6,588 
6,584 
6,581 
6,577 
6,573 
6,569 
6,565 
6„56l 


6,557 
6,553 
6,549 
6,544 
6,540 
195  6„536 
196,6,531 
107  6,527 
198 '6,522 
I99i6,5l7 
ioo  6,513 


240S 
2528 

2558 
2580 
2620 
2651 
26S3 
2716 
274S 


2815 
2850 
2SS5 
2021 
2956 
2993 
3030 
3068 
3106 

314s 

3185 
3225 
3266 
330S 
3351 
3393 
3438 
3483 
3528 

3575 

3622 

3670 
3719 
3770 
3821 
3S73 
3926 
3980 
4037 

4092 


0.200 
o.  201 
0.202 
0.203 
0.204 
0.205 

0.2O5 
0.207 
0.208 
0.209 


.210 
.211 
.212 
.213 
.214 
.215 
.216 
.217 
.218 
.219 


0.220 
0.221 
0.222 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 

o.  229 


0.230 
31 


6,513  122 1 
6,508  316. 
6,503  436 
6,498  480 
6,493  446 
6,488  331 
6„483  134 
6,477  852 
6,i472  484 
6,467  026 


6,461  477 
6,455  833 
6,450  093 
6,444  253 
6,438  310 
6,432  261 
6,426  103 
6,419  833 
6,413  446 
6,406  940 


61,400  309 
6,393  551 
6^386  661 
6,379  633 
6,372  464 
6,365  148 
6,357  680 
6,350  054 
6,342  264 
6,334  304 


6,326  166 
6,31"  844 
232 j 6,309  330 
233  6,300  616 
234 I 6,291  693 
335 ,6,282 
236  6,273  182 


0.237 
0.238 
0.239 


451  4151  O- 

091  ^-^^  o. 

821 1;^-!'°  o. 

t^  o. 

110  "^rt^  o 

-.17,-*?^3  o 

^-i4S  °- 

122  r*-'-'  o. 


6,263  574 
6,253  714 
6,243  504 


240  6, 

241  6, 

242  [6, 

243,6, 
2446. 

245  6, 

246  6, 

247  6, 

248  6, 
249,6, 
250  6, 


233  197 
222  511 
211  51^ 
200  205 
188  551 
176  538 
164  144 
151  345 
138  116 
124  43c 
110  254 
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Tafel  XV. 

Oppolzer's  J/-Tafel. 

lof,'  ;-V;(»n;. 

■    m 

Jf 

— -i 

±  «• 

jr 

—  J 

+  ,„        \i         j 

±  m 

M        -J 

±    » 

M       \—J 

0  . 

-X)  457 

,,,,,:; 

7,<><')   l.-i 

M 

.  1 . 1  i-<-i 

i-w  '^!  ,08 

1 .  .  1  rr. 

7,0^84.3!,^, 

0 .  200 

7,078  908 

21g 

•  -1 

..     ,  - 

,^»Xi  4-J 

9 

u.ujö 

7»V<»3    0<iS< 

'1 
62 

^ .  ;.^-i 

T,vv4  -jö, ,,i 

0.  15-^ 

171 

u.  .00 

7,v7;  ;-■- 

229 

O  .  '  •  -. 

-VOO  4»4 

0.059 

7,998  607 

0.  iC9i  7,994  JJ2 

0.  159 

7,0Sö  911 

0.209 

7,976  893 

10 

64 

j 

117 

173 

230 

o..;.].. 

'.CO  404 

11 

O.06O 

7,998  543 

64 

65 
67 
68 
61 
70 

0. 110 

7,094  005 

119 
119 

0.160 

7,986  738 

173 

0.210 

7,976  663 

231 

o  ..  ; 

-     ...    ^..i. 

. .   .  ».1 

-.  /i.^  4:9 

0. 111 

7,993  886 

0.161 

7,986  565 

0.211 

7nOT')    J'-' 

1  o 

414 

0. 112 

7,993  767 

0.  162 

7,086  390    [i^. 
7,086  214    \'.'l 

0.212 

" 

i  o  . 

■    347 

0.113 

7,993  646 

" 

0 .  163 

0.213 

1  1^  ■ 

-'79 

0. 114 

7,993  524 

t"t 

0     l'.l 

'  '^'^'  '  '^       1  "8 

0.214 

r. 

-    -Ml 

0. 115 

7,993  402 

124 
125 

126 
127 

0.1' 

::o 

1  ^1 

0.215 

-    141 

0.  116 

7,993  278 

0. 1' 

0.216 

„  .  ,i  070 

'^^ 

0.  117 

7,993  153 

0.  107 

■  "             ■•  '  '     lOi 

0.217,7„...      -  , 

■"  ;o 

'    C 

10 

o .  'Jon 

7,9V7  008 

K 

0.  118 

7,003  027 

0. 10a 

7n'/i5  31s 

183 

0.218 

7,974  794 

241 

0 

O.009 

7,997  9-'5 

0.  119 

7,992  900 

0.169 

7,985   13s 

0.219 

7,974  543 

21 

74 

12S 

184 

241 

"  .OlCt 

S^mo  ?45 

2> 

-'3 

O.OTO 

7,997  851 

0.120 

7,992  772 

130 
130 
131 
133 

0.170 

7,984  951 

1S5 
186 
187 
188 
190 
190 
192 
193 
194 

0.220 

7,074  S02 

-'43  1 

-  ■"-■•'■   '•? 

0.071 

7,007   776 

75 
76 
78 
78 
70 
81 
81 
83 
84 

0.  121 

7,992  642 

0.171 

7,984  766 

0.221 

-   .  -  .   . .-. . 

1     !"■ 

o .  or  j 

7,007   7üO 

0.  122 

7,992  512 

0.172 

7,984  580 

0.222 

i  '"' 

n.oT^ 

7nO07  6J2 

0.123 

7,002  381 

0.173 

7,084  393 

0 .  223 

;  1 

0  . 

■ 

"  : 

-     '-   544 

0.124 

7,992  248 

0.  174 

7,084  205 

0.224 

1  o . 

-  465 

0. 125 

7,992   114 

134 
135 
136 

O.I75 

7,084  015 

0.225                                            1 

:  o 

:  3«4 

0.126 

7,091  979 

0. 176,7,083  825 

0 . 226    7 

,'••:  303 

0.127    7,091    843 

0.  17717,983  633 

0.227 

~ln'  ■  -     '  ■' 

. 

30 

0.O78' 7,907  :;-'0 

0.  irs 

7,091   7«)     \- 
7,991  568    '^** 

0. I7S'7,0Sj  440 

0.228 

7,072  3-8 

-\:0 

0.079'7»997  1J6 

0.  129 

0.  179 

7,983  246 

0.229 

7,972  076 

"-" 

32 

1 

83 

139 

19S 

254 

I  o.o.r» 

r^ooc  oro 

o.ri«r>'7„<y>7  051 

0.  l.'^ 

7  „001   4-^ 

0.  180 

7,983  051 

196 

198 
1/10 

0.230 

7,971  822 

254  1 
256 

0. 

:                    '                    "' ' 

_  142 

-1  '42 

1  '■" 

0.  181 

7,082  8SS 

0.231 

7,971  568 

c 

0.  182 

7„o82  657 

0.232 

7,971  312 

'   0  . 

\  o 

0.  is: 
0.1^. 

T„0«.'   4^0    \'^^ 

n  .  2_7-5 

:„o-i  ^-■■: 

257 

-:9    1 

!  "J  ■ 

OII 

yt< 

0 

.  144 

0.1^' 

1 

Ol 

-,  146 

0. 1- 

0.  1S7 

7,,'y^l     0;j     "     ■' 

: 

14H 
149 

0.  i83 
0. 189 

7,031   449 
7,901  244 

204 
205 

0  ,  . 

43 

1 

90 

151 

ao7 

265 

■     4" 

:,.>.>  6- 

O.-OC'    Ta^rVT'    144 

07 

0.  140 

7 „089  976 

0. 190 

7. . 0=51  037 

■•trsQ 

0.240 

7n'>C'5    .-24 

0.  141 

7„0>^  825 

151 

0.  I'V 

-■9 

10 

0.241 

■. 

■'■'1 

0 
0 

-0 

0.  142 

1.:., 

7„'**0  673 

i?i 

0.  !■   - 

0 .  242 

,  1 

1 

|0. 
■  0 

s  1 

4 

1 '  Xi 

0.  147 
0.148 

0. 140 

,         ■    101 

■"    ■              ,-'13 

-     1 

-73 

•>J 

<«*>/>  i-'-'    ' " 

U.   l.O    7./.<J     UV 

0.150 

7,'A->Ö  4ij| 

O.iOCt 

,,V/ä  »yOiSi 

0.  250 

7,^00  i^ 

>k<rl,**,  ThaonMacb«  ▲iUubobu 
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Tafel  XV. 
Oppolzer's  itf- Tafel. 

log  {i>/i'(w)l. 


±  m 


M 


M 


±  m 


M 


+  m 


M 


.000 

.001 

.002 
.003 
.004 
.005 

0.006 
.007 
.008 

0.009 


.010 
0.011 
0.012 

.013 
0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 

.019 


0.020 
0.021 
0.  022 
0.023 
0.024 
0.025 
0.026 
0.027 
0.028 
.029 


074  376 
074369 
074351 
074321 
074278 
074223 
074  156 
074  076 
073  985 
073  881 


6 .  073  76s 

6 .  073  636 
6 .  073  496 
6 .  073  343 
6.073  178 
6.073000 
6.072  810 
6 .  072  608 
6 .  072  394 
6.072  167 


o  .030 
0.031 

•  032 
0.033 

•034 
0.035 
0.036 

.037 

.038 
0 . 039  6 


.040 
o  .041 
0.042 
0.043 
0.044 
0.045 
0.O46 
0.047 
0.048 
0.049 
0.050 


071928 
071676 
071 412 
071 136 
070  847 
070  545 
070232 
069  905 
069  566 
069215 


068851 
068  474 
068085 
067  683 
067  268 
066  841 
066401 
065  948 
065  483 
065003 


.064512 
.  064  007 
.  063  490 
.  062  959 
.  062  416 
.061  859 
.  061  289 
.  060  706 
.060110 
.  059  501 
.058878 


0.050 
0.051 
0.052 
o .  053 
0.054 
0.055 
0.056 
0.057 
0.058 
0.059 


0.060 
0.061 
0.063 
0.063 
0.064 
0.065 
o.  066 
0.067 
0.068 
0.069 


0.070 

0.071 
0.072 
0.073 
0.074 

0.075 
o  .076 
0.077 
0.078 
0.079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 

o.c 

0.( 

0.087 
o .  088 
0.089 


0.090 
0.091 
0.093 
0.093 
0.094 
0.095 
0.096 
0.097 
0.098 
0.099 

O  .  100 


05887s 
058  242 
057  592 
056929 
056252 
055  562 
054  858 
054141 
053  409 
052  664 


051905 
051 132 
050  346 

049  545 

048  730 
047900 
047057 
046  199 
045  327 
044440 


043539 
042  633 
041 693 
040  747 
039  787 
038812 
037  822 
036817 
035  796 
034  760 


6.033710 
6 .  033  643 
6.031  561 
6 .  030  463 
6 .  029  350 
6 .  028  220 
6.027075 
6.025913 
6 .  024  736 
6 .  023  542 


02233 

021  105 

019861 

018601 

017  324 

016030 

014719 

013391 

012045 

01068 

009301 


901 

916 

930 
946 
960 
975 
990 
1005 
1021 
1036 

1050 

1067 
1082 
109s 
1113 
1130 
U45 
1162 
1177 
1194 

1210 

1227 
1244 
1260 
1277 
1294 
1311 
1328 
1346 
1363 
1381 


,  100 

101 
,  102 

103 
,  104 

.105 

,  106 
,  107 

.  108 
.  109 


.  110 

,  111 

.  112 
.  113 
,  114 
.  115 
.  116 
.  117 
.118 
.119 


,  120 

,  121 
,  122 
.  133 
,  124 
.  125 
.  126 
.  127 
.  128 
.  129 


,  140 
,  141 
,  142 
■143 

,  144 
.145 
.  146 
•  147 
,  148 
.149 
.  150 


000  301 
007903 
006486 
005052 
003599 
002  128 
000638 
999  130 
997  603 
996  057 


,  994  492 
.  992  907 
.  991  303 
,  989  680 
,  988  036 
.  986  373 
,  984  689 
982  985 
,  981  260 
.979515 


5.977 

5.975 
5-974 
5.972 
5.970 


968 
,966 
.964 
,962 
,960 


958  882 
.  956  870 
.  954  835 
.952775 
,950691 
.  948  582 
,946449 
, 944  290 
,  942  106 
,  939  896 


937  660 
935  398 
933109 
930  793 
928  449 
926078 
,923678 
,921  250 
918  794 
916308 
91379. 


1417 
1434 
1453 
1471 
1490 
IS08 
1527 
1546 

1565 

1585 
1604 
1623 
1644 
1663 
1684 
1704 
1725 
1745 

1766 

1788 
1800 
1831 
1852 
1875 
1897 
1919 
1942 
196s 

1989 

2012 
2035 
2060 
20S4 
2109 
2133 
2159 
2184 
2210 

2236 

2263 
2289 
2316 
2344 
2371 
2400 
242S 
2456 
2486 
2516 


170 
171 

,  172 
,  173 
,  174 
,175 
.176 
.177 
.  178 
.179 


.  190 

.191 
,  102 
,  193 
,  194 
.  195 
.  196 
.197 
.  198 
.199 

.  2CO 


.913792 
.911 247 
.908671 
.  906  064 
.  903  426 
.  900  756 
.  898  054 
.895319 
.892551 

.  889  750 


886914 
8S4044 
881  138 
.878 197 
.875  220 
.  872  206 
.869154 
.  866  064 
.  862  936 
.  859  768 


856  s6o 
853  312 
850022 
846690 
843316 
839  897 
.  836  435 
.  832  927 
.  829  373 
.  825  773 


.  822  124 
.818428 
.814681 
.810884 
.  807  035 
.803134 
.799179 
. 795  169 
.  791  104 
.786981 


782  800 
778560 
774  258 
769  895 
765  468 
.  760  976 
.756417 
.  751  790 
.  747  093 
.  742  325 
.  737  483 


2545 
2576 
2607 
2638 
2670 
2702 
2735 
2768 
2801 

2836 

2870 
2906 
2941 
2977 
3014 
3052 
3090 
3128 
3168 

3208 

3348 
3290 
3332 
3374 
3419 
3462 
3508 
3554 
3600 

3649 

3696 
3747 
3797 
3849 
3901 
3955 
4010 
4065 
4123 

4181 

4240 

4302 
4363 
4427 
4492 
4559 
4627 
4697 
4768 
4842 


200 

5 

737  483 

201 

5 

732  567 

202 

5 

727  574 

203 

S 

722  502 

204 

5 

717  349 

205 

5 

712  113 

206 

5 

706792 

207 

5 

701  383 

208 

5 

695  884 

20g 

5 

690293 

210 

S 

684607 

211 

.5 

678  822 

212 

5 

672  938 

213 

5 

666  949 

214 

5 

660  854 

215 

5 

654  648 

216 

5 

648  329 

217 

5 

641  893 

218 

5 

635  336 

219 

5 

628  654 

220 

5 

621  843 

221 

5 

614  897 

222 

5 

607  814 

223 

5 

600588 

224 

5 

593  214 

225 

5 

585  68s 

226 

5 

577997 

227 

5 

570 143 

228 

5 

562  117 

229 

5 

553  912 

230 

S 

545  520 

231 

S 

536934 

232 

5 

528  146 

233 

5 

519  146 

2.34 

5 

509934 

235 

5 

500473 

236 

5 

490780 

237 

5 

480833 

238 

.5 

470620 

239 

5 

460128 

240 

5 

449342 

241 

5 

438  246 

242 

5 

426823 

243 

5 

41s  056 

244 

5 

402  923 

245 

5 

390404 

246 

5 

.377473 

247 

5 

364  loö 

248 

5 

•  350  273 

249 

5 

.  335  943 

250 

5 

.321077 
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Tafel    XV. 

Oppolzer's  .W-Tafel. 
loK  |3f,' •(»•)). 


<x»  ,  7  .  357  193 

'Ol  '7.3S7  192 

■    ■  .  357  190 

357  18S 

357184 

■  357  179 

.'-•«   7.357  172 

. '  -'7    7 .  357  165 

«vS  17.357  156 

.009  7.357147 


0.010 
0.011 

0.013 

o  013 

0.014 
0.015 
0.016 
0.017 
0.018 
0.019 


O.031 

o .  o:i 

0.0J3 

0.024 

o .  ojs 
o .  o.'6 
n  .  027 

■  • .  O.'S 

■  '.Oig 


0.030 
0.031 

o  .  03.' 
0.033 
■'    034 

'■'35 
036 
"37 
.038 
'139 


.040 

.041 
042 
041 


7.357  136 
7.357124 
7.357  111 
7  .  357  097 
7.357082 
7  .  357  065 
7.357047 
7 .  357  029 
357009 


7. 356  938 


.336906 
350941 
336918 
356  S02 
.  356  866 
,  356  838 
.356809 
.356779 
.  356  747 
.356715 


.356681 
356647 
.356611 
. 356  574 
.  356  536 
356497 
356456 
356415 
356372 
.  356  328 


7.356284 
7 .  356  238 
7  .  .156  190 
7  .  ,1>6  142 


0.050 

051 

0.052 

0.053 
0.054 
055 
056 
057 
058 
059 


0.060 

0.061 

062 

063 

0.064 

065 

0.066 

0.067 

0.068 

0.069 


0.070 

0.071 

0.072 

0.073 

074 

o.  075 

0.076 

077 

078 

079 


0.080 
0.081 
0.082 
0.083 
0.084 
0.085 
0.086 
0.087 
O.OH8 
0.089 


.090  7 
.091  7 

•  092  7 
.093 
.094 

•  095 


.355772 
.355714 
.  355  6.>6 
.  355  5')6 
.  355  535 
.355  473 
.355  410 
.  355  346 
.355280 
.355  213 


58 
58 
60 
61 
62 
63 
64 
66 
67 

67 

355  077  ^ 
355  007  ■ 
354  036 
354  863 
354  790 
354715 
354640 
354  563 
354485 


355146 


7 
7 

7 
.007  7 

.  o')'^ .  7 

.   100  7 


354  405 
354  325 
354  243 
354161 
354077 
353992 
353906 
353819 
353  730 
353641 


.  353  550 
■  353  458 
.  353  365 
.353271 
.353176 
.353079 
.352982 
.  352  883 
.352783 
.352682 


.  352  580 
.352476 
.  352  372 
.352266 
.353  159 
.352051 
.351942 
.351832 
.351  720 
.351  608 
.351494 


80 


O.  100 
O.  101 
O.  102 

o.  103 
o.  104 
o.  105 
o.  106 
o.  107 
o.  108 
o.  109 


O.  110 
O.  111 
O.  112 

o.  113 
o.  114 
o.  115 

O.  116 
O.  117 
o.  118 
o.  119 


O.  120 
O.  121 
O.  122 
0.123 
O  .  1 24 
0.125 
o.  126 
7 


o.  i: 

o.  128 

o.  129 


o.  130 
o.  131 
o.  133 
0.133 
0.134 
o.  135 
o.  136 
o.  137 
o.  138 
0.139 


o.  140 
o.  141 
o.  142 
o.  143 
o.  144 

0.145 
o.  146 
0.147 
o.  148 
0.149 
o.  150 


351494 
351 379 

351 263 

351  145 
351027 
350907 
350  787 
350  f«5 
350542 
350417 


350  292 

350165 

350  037 
349  9^^ 
349  779 
349647 
349  S15 
349381 
349246 
349110 


.348973 
.  348  835 
.348696 
.348555 
.348413 
.348270 
.348126 
.  347  981 
.  347  834 
.  347  687 


.  347  538 
.  347  388 
.  347  237 
.347084 
.346931 
. 346  776 
.  346  620 
.346463 
.  346  3<^5 
.346145 


345  985  1Ö2 

.345  823  \ll 

.345660  \f 

.345  496  ^ 

■  343  164  ,^,<j 
.344906 
.  344  827 

.344657  ,, 

.344486  ^ 

.3443131  '•* 


o.  150 
o.  151 
o.  152 
0.153 
0.154 
0.155 
o.  156 
o.  157 
o.  158 
0.159 


o.  160 
o.  161 
o.  163 
o.  163 
o.  164 
o.  165 
o.  166 
O.  167 
o.  168 
o.  169 


o.  170 
0. 171 

O.  172 

o.  173 
0.174 
o.  175 
o.  176 
o.  177 
o.  178 
0.179 


o.  180 
o.  181 
o.  182 
o.  183 
o.  184 
o.  185 
o.  186 
o.  187 
o.  188 
o.  189 


o.  190 
o.  191 
o.  192 
o.  103 
o.  194 
o .  195 
o.  196 

O.  197 

O.  108 

0.199 

0.200 


.344313 
.344139 
.343965 

.  343  789 

.343611 
.343433 

.  343  253 
.  343  072 

.342890 
.  342  707 


174 
174 

176 
178 
178 

180 
181 
182 

183 
185 

185 

187 

188 

189 
191 

192 
192 
194 
196 

196 

198 
199 

200 
201 

203 
203 
205 
206 
208 

208 

338581 
338371  ", 
338160  l\\ 

3379471"  ^ 
.337734  ",^ 

337519  "2 

337303 
, 337  0S6 
,  336  868 
.33664S 


342522 
342337 
342  150 
341962 
341  773 
341  582 
341390 
341  193 
341004 
340808 


,340612 
340414 
340215 
340015 
339814 
339611 
339  408 
339  203 
.338997 
.  338  789 


336427 
336205 
335  982 

335758 
335  532 
335  305 
335077 
334  847 
334617 
334  385 
334152 


220 


221 


o.  200 
o.  201 
o.  202 
0.203 
0.304 
0.205 
0.206 

0.207 
0.208 
0.209 


0.210 
0.211 
O.  212 
0.213 
0.214 
0.215 
0.216 
0.217 
0.218 
0.219 


O.  220 
O.  221 
0.322 
0.223 
0.224 
0.225 
0.226 
0.227 
0.228 
0.239 


0.230 
0.231 
0.232 
0.233 
0.334 
0.23s 
0.236 
0.237 
0.338 
0.239 


.334  1521  , 

.333917  ; 
.333682'  ;^^. 
.333445  ;^o 
■  333207  :^° 

.332968    -''' 
332  727 
332  485 
332242 
331998       ** 
246 

331 752 
331506 
331  258 
331008 
330  758 
330506 
330  253 
329999 
329743 
329486 


329  228 
328969 
,  328  708 
328446 
328  183 
,327919 
,  327  653 
327  3S6 
,327  118 
,  326  849 


0.240  7 
0.241  7 
242  7 
0 . 243  j  7 
0 .  244  7 
0 .  245  7 
0.246  7 
0.247  7 
0.248  7 
0.249  7 
O.  250^7 


,  326  578 
326  306 
326033 
325  758 
325  483 
325  205 
324927 

,324648 
324  367 
324  O&t 


323  801 
323516 
,  323  230 
322  943 
322  654 
322  364 
322  073 
321  780 
321486 
321  191 
320  895 
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Tafel  XVI. 

Leuschner's  Erweiterung  von  Oppolzer's  i  Tafel  zur  Bestimmung  der 
geocentrisclien  Distanz  bei  ersten  Bahnbestimmungen. 


\  y 

10» 

Xv 

lO» 

\V 

10» 

\v 

10» 

SB  \^ 

«  \ 

z  \^ 

*  \ 

O.Ol 

—  3.013  11 

0.51 

—  13.213  2 

1  .01 

—  182  .  288 

1 .51 

—  3  .  250  53 

O.  02 

—  3  .  073  73 

0.52 

—  13  •  819  1 

1  .02 

—  175  .  289 

1.52 

—  3-035  48 

0.03 

—  3.  136  41 

0.53 

—  14.466  0 

1.03 

—  167  .  091 

1-53 

—  2.835  52 

0.04 

—  3  .  201  22 

0.54 

—  15.  157  3 

1  .04 

—  157  .  993 

1.54 

—  2  .  649  41 

0.05 

—   3-268  24 

0.55 

—  15  .  896  9 

1  .05 

—  148  .  297 

1-55 

—  2  .  476  03 

0.  06 

—  3-337  60 

0.  S6 

—  16.689  0 

1  .06 

—  138 .  289 

1.56 

—  2.314  38 

0.07 

—  3-409  39 

0.  57 

—  17.538  3 

1  .07 

—  128.223 

1.57 

—  2.163  53 

0.08 

-  3  .  483  74 

0.58 

—  18  .  449  9 

1  .08 

—  118.309 

1.58 

—  2  .  022  65 

0.09 

—  3  ■  560  76 

0.59 

—  19  .  429  5 

1  .09 

—  108.714 

1.59 

—  1  .  890  98 

0.  10 

—  3  -  640  59 

0.60 

—  20  .  483  4 

1  .  10 

—  99.561  0 

1.60 

—  1  .  767  82 

0.  11 

-  3  ■  723  38 

0.61 

—  21  .618  6 

1 .  11 

—  90.933  5 

1.61 

—  1  .  652  53 

0.  12 

—  3  .  809  24 

0.62 

—  22.842  6 

1.  12 

—  82  .  881  1 

1.62 

—  1  -  544  53 

0.13 

—  3  .  898  35 

0.63 

—  24  .  163  9 

1.13 

—  75.425  7 

1.63 

—  1  .  443  29 

0.  14 

—  3  -  990  87 

0.64 

—  25.591  9 

1  .  14 

—  68.568  0 

1  .64 

—  1  .  348  31 

o.is 

—  4.086  97 

0.65 

—  27.137  0 

1.15 

—  62  .  203  4 

1.65 

—  1 .  259  16 

0.  16 

—  4  .  186  84 

0.66 

—  28.810  5 

1.16 

—  56. 576  0 

1.66 

—  1.175  41 

0.17 

—  4  .  290  68 

0.67 

—  30 .  625  0 

1.17 

—  51  .  383  4 

1.67 

—  1 .  096  69 

0.18 

—  4  .  398  70 

0.68 

—  32  ■  594  5 

1.18 

—  46.678  9 

1.68 

—  1  .  022  65 

0.  19 

—  4.511  11 

0.69 

—  34  .  734  2 

1.19 

-  42  .  424  3 

1.69 

—  0 .  952  978 

0.  20 

—  4-628  17 

0.70 

—  37  .  060  9 

1  .20 

—  38  .  581  6 

1  .70 

—  0.887  368   1 

0.21 

—  4.750  12 

0.71 

—  39  .  592  9 

1  .21 

—  35.  113  5 

1  .  71 

—  0.825  550 

0.22 

—  4 . 877  24 

0.72 

—  42.350  1 

1  .  22 

—  31.984  6 

1  .  72 

—  0 .  767  272 

0.23 

—  5.009  82 

0.73 

—  45-354  2 

1.23 

—  29. 162  3 

1.73 

—  0.712  303 

0.24 

—  5  .  148  17 

0.74 

—  48  .  628  6 

1.24 

—  26.615  7 

1  .74 

—  0 .  660  426 

0.25 

—  5  .  292  62 

0.75 

—  52  .  198  0 

1  .25 

—  24.317  2 

1.75 

—  0.611  444   ! 

0.26 

—  5.443  53 

0.76 

—  J6.088  2 

1.26 

—  22  .  241  2 

1.76 

—  0.565  171 

0.27 

—  5.601  28 

0.77 

—  60 .  326  6 

1  .27 

—  20  .  364  8 

1.77 

—  0.521  436 

0.28 

—  5  .  766  28 

0.78 

—  64 .  940  6 

1.28 

—  18  .  667  4 

1.78 

—  0.480  081 

0.29 

—  5  .  938  98 

0.79 

—  69.957  2 

1  .  29 

—  17. 130  4 

1.  79 

—  0 .  440  959 

0.30 

—  6.  119  84 

0.80 

—  75.401  4 

1  .30 

—  15.737  3 

1.80 

—  0.403  933 

0.31 

—  6.309  38 

0.81 

—  81 . 295  7 

1  .31 

—  14.473  1 

1.81 

—  0.368  875 

0.32 

—  6.  508  13 

0.82 

—  87  .  656  6 

1  .32 

—  13.324  7 

1.82 

—  0  . 335  667   ; 

0.33 

—  6.  716  69 

0.83 

—  94  .  492  7 

1.33 

—  12  .  280  1 

1.83 

—  0.304  109 

0.34 

—  6.935  71 

0.84 

—  101  .  801 

1.34 

-  11  .329  0 

1.84 

—  0 . 274  368 

0.35 

—  7  .  165  86 

0.85 

—  109 .  564 

1.35 

—  10.461  8 

1.S5 

—  0 .  246  078 

0.36 

—  7.407  88 

0.S6 

—  117.741 

1.36 

—  9. 670  21 

1.86 

—  0.219  240 

0.37 

—  7  .  662  58 

0.87 

—  126.271 

1.37 

—   8.946  76 

1  .87 

—  0.  193  770 

0.38 

—  7  .  930  82 

0.88 

—  135.056 

1.38 

—  8.284  79 

1  .88 

—  0 . 169  591 

0.39 

—  8.213  54 

0.89 

—  143  •  970 

1.39 

—   7.67S  32 

I  .89 

—  0  .  146  630 

0.40 

—  8.511  76 

0.90 

-  152 .  845 

1.40 

—   7  .  12J  05 

1  .00 

—  0.124  S17 

0.41 

—  8  .  826  58 

0.91 

—  161 .476 

1.41 

—   6.611  2J 

1  .  Ol 

—  0.  104  091 

0.42 

—  Q.  159  20 

0.92 

—  169.623 

1  -4-' 

—  6.  141  59 

1.92 

—  0.084  389  ! 

0.43 

—  9.510  93 

0.93 

—  177.020 

1-43 

—   5  .  709  33 

1.93 

—  0.065  658 

0.44 

—  0.883  18 

0.94 

—  183.386 

1  .44 

—   5.311  Ol 

1  -04 

—  0.047  843 

0.45 

-  10.277  5 

0.9s 

—  1S8.449 

1  .45 

—  4.943  56 

1  -95 

—  0.030  896 

0.46 

—  10  .  695  6 

0.96 

—  191  ■  962 

1.46 

—  4.604  24 

1.96 

—  0.014  771 

0.47 

—  11.139  3 

0.97 

—  193  .  733 

1.47 

—   4.290  54 

1.97 

-l-O.OOO  575 

0.48 

—  11  .610  6 

0.98 

—  193  ■  639 

1.48 

—   4-000  25 

1  .08 

+  0.015  185 

0.49 

—  12.  111  7 

0.  90 

—  101 .  646 

1.49 

—   3.731  33 

1.99 

-j- 0.029  096 

0.  50 

—  12.645  0 

1  .00 

—  187.813 

1  .50 

—   3.481  97 

2.00 

-j- 0.042  344 

0.51 

—  13.213  2 

1  .01 

—  182.288 

1  .51 

—   3  .  250  53 

2.01 

+  0.054  963 
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Tufol    XVI. 

Lpiitrlinfr's  KrMt'if»Tiine  von  ()itpol/.«<r's  ^  Tnft'I  zur  Ki-stimniiinK  der 
t;t>()rei](ris*'li*-ti  IHstaii/.  Ii*>i  ersten  I{iiliiil)(>stiiiiiitiiiii;cn. 


■''      lO- 

■'■       UV 

V 

10" 

v    lo" 

* 

r. 

'•    N. 

F. 

-•.n, 

-1-  0 .  054  'X..1 

3.  51 

,,   ■-,  ■-  j 

.1  •  "1 

-(-0.  J:')3    '/.: 

,1  .  M 

-fM    .-'.1        -.-• 

.'  .  Ol 

-- 0.066  '/SS 

3.53 

-  0 .  :st)  .•:  1 
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10 

.399  5 

10 

.079  0 

9 

755  44 

9 

•  430  30 

9 

.104  9>i 

8 

.780  46 

8 

.458  14 

8 

. 138  98 

7 

.823  92 

078  38 
188  17 
396  49 
403  00 
507  34 

609  13 
707  96 
803  43 
895  10 
982  54 

8 
8 
8 
8 
8 

06S  31 
142  95 
215  Ol 
281  03 
340  57 

8 
8 
8 
8 
8 

393  19 

438  47 
476  er. 
50s  40 
526  33 

8 
8 
8 
8 
8 

538  46 
541  51 
535  24 
519  46 
494  03 

8 
8 

s 

8 
8 

458  84 
413  89 
359  17 
294  75 
320  81 

8 
8 
7 
7 
7 

137  51 
045  10 
943  91 
834  26 
716  57 

7 
7 

591  28 
458  88 
319  8S 
174  83 
034  38 

6 
6 
6 
6 
6 

868  83 
709  06 
.545  56 
.378  93 
.209  77 

6 

038  64 
.866  10 
.692  70 
.518  96 
•  345  36 

.  172  38 
000  44 

.  839  95 
661  29 
494  78 

4 

.  330  72 

5- 
5- 

5. 
5. 

5 

376  10 
4>9  41 
4'«  11 
4'^>8  Ol 
533  9" 

5 
5. 

5 
5 
5 

564  61 
592  94 
617  69 
638  71 
655  80 

5 
5 
5 
5 
5 

668  81 
677  58 
681  97 
681  85 
677  11 

5 
5 
5 
S 
5 

667  64 
653  37 
634  24 
610  20 
581  33 

5 
5 
5 
5 
5 

547  32 
508  51 
464  84 
416  36 
363  18 

5 
5 

5 
5 

30s  40 
243  14 
176  57 
105  84 
031  16 

4 
4 
4 
4 
4 

952  72 
870  73 
785  43 
697  06 
605  88 

4 

4 
4 
4 
4 

512  14 

.416  11 

3:8  06 

2l8  24 

. 1 16  03 

4 
3 
3 
3 
3 

.014  39 
.910  89 

.806  68 
.  702  Ol 
.597  11 

3 
3 
3 
3 
3 

.  49- 
.387  = 
. 283  34 
.  179  76 
.076  99 

2 

2 
2 

2 

975.  21 
874  58 
.775  24 
.  677  33 
.580  96 

—  2 .  486  25 
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ao» 

25» 

30« 

35« 

1 .  11 

—  33.  76o  5 

—  15.251  1 

—  7  .  823  92 

-4-330  72 

—  2.486  25 

1  .  12 

—  31.779  7 

-14.555 1 

—  7.513  80 

—  4  .  169  40 

-  2  .  393  28 

1  .13 

—  29  .  866  8 

— 13 .  874  0 

—  7 . 209  36 

—  4.011  06 

—  2.302  13 

1.  14 

—  28  .  029  5 

—  13.210  1 

—  6.911  26 

—  3.855  91 

—  2.212  89 

1-15 

—  26.273  2 

— 12 .  565 1 

—  6  .  620  02 

—  3.704  12 

—  2  .125  61 

1.16 

—  24.601  5 

— 11. 040  4 

—  6.336  13 

-3-555  84 

—  2  .  040  33 

1  .17 

—  23  .  016  1 

— 11.337  1 

—  6 .  059  93 

—  3-411  21 

—  1  .  957  10 

l.lS 

—  21.517  5 

—  10.755  9 

—  5.791  75 

—  3.270  33 

—  1  .  873  96 

1  .19 

—  20 .  104  7 

— 10 .  197  4 

-5.531  77 

—  3-133  27 

—  1  .  796  91 

1  .  20 

—  18.776  0 

—  9.661  73 

—  5  .  280  18 

—  3  .  000  OS 

—  1.719  97 

1.21 

—  17.529  3 

—  9 .  149  03 

—  5 . 037  05 

—  2.870  81 

—  1  -  645  16 

1.22 

—  16.361  3 

—  8.659 12 

—  4.802  44 

—  2  .  745  46 

—  1  .  572  47 

1.23 

—  15.268  8 

—  8  .  191  72 

—  4-576  31 

—  2  .  624  04 

—  1  .  501  88 

1  .24 

—  14 .  248  1 

—  7  .  746  42 

—  4-358  64 

—  2  .  506  54 

—  1  -  433  41 

1.25 

—  13.295  6 

—  7 . 322  69 

-4-149  33 

—  2.392  9-' 

—  1 . 367  Ol 

1  .  2Ö 

-  12.407  4 

—  6.919  93 

—  3  -  948  25 

—  2.283  15 

—  1  .  302  67 

1  .  27 

—  11.579  6 

—  6  .  537  49 

—  3  -  755  26 

—  2.  177  18 

—  1  .  240  37 

1  .28 

—  10  .  808  6 

—  6  .  174  63 

—  3.570  19 

—  2  .  074  94 

—  1  . 180  07 

1.29 

—  10.  090  9 

—  5  .  830  63 

—  3  -  392  84 

—  1  .  976  37 

—  1  .121  74   , 

1.30 

—  9.422  79 

—  5  .  504  72 

—  3  -  223  02 

—  1 . 881  40 

—  1  -  065  35 

1.31 

—  8  .  800  96 

—  5  .  196  12 

—  3  .  060  50 

—  1  .  789  94 

—  1  .  010  86 

1.33 

—  8.222  25 

—  4 . 904  05 

—  2  .  905  06 

—  1 .  701  92 

—  0 . 958  220 

1  .33 

—  7  .  683  64 

—  4.627  73 

—  2  .  756  47 

—  1 .  617  24 

—  0 . 907  400 

1.34 

—  7.  182  30 

—  4  .  366  42 

—  2  .  614  49 

—  1 . 535  82 

-0.858  352 

1.35 

—  6.715  58 

—  4-119  36 

—  2.478  88 

—  1  .  457  56 

—  0.811  036 

1.36 

—  6  .  280  96 

—  3  .  885  82 

—  2  .  349  41 

—  1  .  382  37 

—  0 .  765  402 

1.37 

—  5.876  13 

—  3-665  11 

—  2.225  83 

—  1.310  15 

—  0 .  721  408 

1.3S 

-  5  .  498  93 

—  3.456  53 

—  2  .  107  92 

—  1  .  240  81 

—  0 .  679  005 

1..39 

—  5  .  147  33 

—  3  .  259  45 

—  1  .  995  44 

—  1  .  174  25 

—  0.638  155 

1  .40 

—  4.819  48 

—  3  .  073  23 

—  1  .  888  16 

—  1 .  110  38 

—  0 .  598  805 

1.41 

—  4-513  64 

—  2.897  27 

—  1  .  785  86 

—  1  . 049  1 1 

—  0-560  912 

1.42 

—  4  .  228  20 

—  2.731  00 

—  1  .  688  33 

—  0 .  990  346 

—  0.524  431 

1.43 

—  3.961  68 

—  2.573  88 

—  1  .  595  36 

—  0.933  992 

—  0.489  317 

1.44 

—  3.712  70 

—  2.42s  39 

—  1.506  74 

—  0  .  879  963 

—  0.455  525 

1.45 

—  3.480  00 

—  2.285  05 

—  1  .  422  28 

—  0.828  170 

—  0.423  017 

1.46 

—  3 . 262  40 

-  2.152  38 

—  1  .  341  78 

—  0.778  529 

—  0.391  744 

1.47 

—  3.058  82 

—  2.026  95 

—  1 .  26s  06 

—  0.730  957 

—  0.361  668 

1.48 

—  2  .  868  26 

—  1 .008  35 

—  1  - 191  95 

--  0 .  685  372 

—  0.332  740 

1.49 

—  2.689  78 

—  1  .  796  18 

—  1  . 122  28 

—  0.641  698 

—  0  .  304  937 

1-50 

-  2  .  522  54 

—  1  .  690  07 

—  1  .  OSS  88 

—  0 .  599  858 

—  0.278  207 

1.51 

—  2.365  75 

—  1  .  5S9  67 

—  0.992  612 

-0.559  777 

—  0.252  507 

1.52 

—  2.218  67 

—  1  .  494  66 

—  0.932  312 

-0.521  384 

—  0 .  227  820 

1.53 

—  2  .  080  63 

—  1  .  404  72 

—  0 .  874  840 

—  O-484  613 

—  0.204  094 

1.54 

—  1  .  95 1  02 

—  1.319  57 

—  0  .  820  062 

—  0 .  449  394 

-0.181  295 

1.55 

-  1  .  829  24 

—  1 . 23S  93 

—  0.767  851 

—  0.415  664 

—  0.  150  393 

1.56 

—  1.714  78 

—  1 . 162  54 

—  0.718  078 

—  0.383  361 

—  0.  138  353 

1.57 

—  1  .  607  13 

—  1  .  090  17 

—  0 .  670  629 

—  0.352  428 

—  0.  118  144 

1.58 

—  1  .  505  84 

—  1  .021  57 

—  0.625  391 

—  0.322  804 

—  0.098  734 

1.59 

—  1  .  410  48 

—  0.956  547 

—  0.5S2  261 

—  0 . 294  436 

—  0 .  080  094 

1.60 

—  1  .  320  67 

—  0 .  894  888 

—  0.  541  129 

—  0.267  271 

—  0.062  196 

1.61 

—  1  .  236  04 

—  0 . 836  407 

—  0.501  904 

—  0 .  241  256 

—  0-045  010 

1.62 

—  1  . 156  25 

—  0  .  780  925 

—  0 .  464  492 

—  0.216  348 

—  0.028  511 

1.63 

—  1 .  081  00 

—  0. 728  276 

—  0.428  807 

—  0 .  192  496 

—  0.  012  670 

1.64 

—  1 .  009  98 

—  0.678  301 

—  0.394  764 

—  0 . 169  655 

+  0.002  535 

1.65 

—  0.942  943 

—  0.630  853 

—  0.362  286 

—  0 .  147  783 

-j- 0.017  130 

1.66 

—  0 .  879  624 

—  0.585  792 

—  0.331  294 

—  0.126  S38 

+  0.031  138 
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1  .  '^. 
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—  0 .  <;8s  792 

—  o..rii  294 

—  0.  126  H.lS 

-0.031  138 

1  .  <■: 

~  : ,,  ■  .  ,: 

'  0.  542  o-*? 

0.301  719 

—  0.  )o6  7H2 

-0.044  581 

1  .(xS 

—  0.7' 

=  .'  i' 

".273  495 

—  0.087  576 

-0.057  482 

1  .fiO 

—  0 .  ■ 

.  ,  ' ' 

0.246  555 

—  0.069  18s 

-0.009  861 

1  .  :o 

—  K.1 .  1     1    )  '■  : 

'.  .(.■'.  ■<:- 

0.220  838 

—  0.051  572 

-0.081  738 

1 .  ■  i 

'11  .■  ■  > 

-0.391  979 

—  0.  196  285 

—  0.034  707 

-0.093  133 

1 .  -.■ 

.  :  '  :  '  )  :  .• 

-  0 . 338  749 

—  0.  172  842 

—  0.018  556 

-0.104  065 

1  :.) 

—  u  .  = .  -■ 

-0.327  138 

—  0.  150  458 

—  0.003  090 

-0.114  551 

1  .74 

—  0  . .;  - 

-0.297  059 

—  0.  129  080 

-|-o.oii  721 

-0.  124  608 

!  •  TS 

—  ".-'.' 

-  0 . 268  433 

—  0 .  108  663 

-t 

-0.025  904 

-0.134  254 

1  ,  -'' 

—  0.241  182 

—  0.089  161 

- 

-  0 .  039  486 

-0.143  503 

1  -  - 

—  0.215  236 

—  0.070  531 

- 

-0.052  492 

- 

-0.  152  373 

1  .  :•< 

—  0.  190  S27 

-0.052  732 

- 

-0.064  947 

-0.  löo  876 

1  .:q 

—  ».■ 

0. 166  991 

—  0.03S  725 

- 

-0.076  874 

-  0 .  169  028 

1  .  S.) 

—  0  . 

-0.144  569 

—  0.019  475 

- 

-0.088  29s 

-0.  176  841 

1.-1 

.1   .  _• 

—  0.003  947 

- 

-0.009  231 

-0.184  330 

1  .  -.■ 

-  ) 

-\ 

-0.010  893 

- 

-0. 109  703 

- 

-0.  191  507 

1  .  ■•  ; 

:.  ^ 

- 

-0.025  076 

- 

-0.  119  729 

-0.  198  382 

1  .  «4 

—  :'.:" 

".(<M  ')22 

-  0 . 038  633 

- 

-0.129  330 

-0.204  970 

1  ."^S 

—  0.1=    /■! 

—  0.047  275 

-0.051  592 

- 

-0.  138  521 

-0.211  280 

1  .  S6 

—  0.  '.•)  -I 

—  0  .  030  446 

-0.063  979 

-|-0.147  321 

-0.317  324 

1  .  •'*7 

—  0  .  1 '  ^  .■ " 

—  0.014  393 

-0.075  820 

- 

-0.155  745 

-0  .  223  110 

1  .>8 

—  0  .  ■   --  .;'  .: 

-  0 .  oco  92 1 

-0.087  140 

- 

-0.163  809 

-0.228  650 

■  .>*9 

—  o.oog  (>l.i 

-0.015  532 

-0.097  963 

- 

-0.171  529 

-  0 . 233  953 

XJ 

—  0.051  605 

- 

-0.029  474 

-0. 108  310 

- 

-0.178  917 

-  0 . 239  029 

1  .  Ol 

—  0.034  573 

- 

-0.042  78l 

-0. 118  203 

- 

-0.  iSS  988 

-0.243  884 

1  .  0.' 

—  o.oiS  J96 

- 

-0.05s  480 

-0. 127  661 

- 

-0.192  755 

-0.248  528 

1  .0) 

—  o.ooj  790 

- 

-0.067  603 

-0. 136  705 

- 

-0.199  230 

-0.252  970 

1  -94 

-|-o.oii  985 
4  0 . 026  066 

- 

-0.079  176 

-0.145  351 

- 

-0.205  425 

- 

-0.257  217 

1.95 

- 

-0.090  226 

-0.153  619 

- 

-0.211  332 

- 

-0.261  276 

I  .96 

_ 

-0.039  487 

- 

-0.100  776 

-0.  161  523 

A 

-0.217  020 

-0.26s  ISS 

1  .97 

- 

-0.052  r''.' 

- 

-0.110  849 

-  0 .  169  080 

- 

-0.222  442 

- 

-0.268  860 

1  .9S 

- 

-O.f'-l  .}-■' 

J 

-0. 120  469 

-0.  176  304 

- 

-0.227  626 

-j 

-  0 .  273  398 

1  .99 

- 

-O.C      1  ;,. 

- 

-0.  129  657 

-0. 183  210 

- 

-0.232  5«2 

-0.275  776 

-•.00 

- 

-O.iK'^7  2u7 

■\ 

-0.138  431 

-0. 189  812 

- 

-0.237  320 

-0.278  991 

-■Ol 

- 

-0.097  789 

A 

-0,146  810 

- 

-0. 19Ö  122 

A 

-  0 .  241  849 

-  0  .  282  073 

:  .02 

- 

-  0 .  107  883 

- 

-0.  154  814 

-0.  162  45a 

-0.202  154 

- 

-0.246  175 

-  0 .  285  005 

-• .  nj 

- 

-0.  117  513 

. 

-0.207  918 
-0.313  426 

- 

-  0 .  250  zm 

-0.28-  799 

-  .04 

- 

-0.  126  701 

+  0.  IM  759 

- 

-  0  .  254  256 

-  0 .  290  460 

.•.05 

- 

-0.133  409 

-f  0. 1-6  733 

-J 

-0.218  690 

- 

-  0 .  258  025 

-0.292  987 

.'.06 

- 

-  0 . 143  836 

+  0.183  393 

-0.223  718 

- 

-0.261  623 

-  0 . 295  405 

.'  .07 

- 

-0.  151  824 

-f  0.189  754 

-0.2.'8  522 

- 

-0.265  05Ö 

-  0  .  297  099 

-•.08 

- 

-0.  159  443 

-t- 0.193  829 

-  0 .  233  1 10 

- 

-0.268  332 

-0.299  878 

J.CO 

- 

-0.  Ujü   712 

A-  0.201   631 

-0.237  491 

- 

-0.271  455 

-0.301  949 

2  .  10 

-|-0.  173  05-' 

-!-ü.207  170 

-0.241  674 

+  0.274  433 

-0.303  914 

.'.11 

+  0.  180  270 

-J-0.213  460 

-  0 . 245  667 

- 

-0.277  270 

-0.30s  778 

.' .  IJ 

4-0.  186  599 

-1-0.217  511 
-1-  0  .  222  332 

- 

-  0  .  249  478 

- 

-0.279  973 

-0.307  540 

-•■  IJ 

4-  0 . 192  63 J 

- 

-0.2S3  114 

- 

-0.282  546 

-0.309  216 

-'■  14 

■ito.  198  392 

-1-0.226  934 
+  0.231  .?27 

-0.256  582 

- 

-  0 .  284  994 

-0.310  798 

-••15 

4-  0 .  203  887 

-  0 .  259  889 

- 

-0.287  3^3 

-0.313  294 

2.  16 

- 

-0.209  132 

+  0.235  518 

J 

-0.263  041 

- 

-0.289  537 

-0.313  705 

1   .'.17 

A 

-0.214  137 

-|-0.239  517 

-J 

-  0 .  266  046 

- 

-0.291  641 

-0.315  036 

'   J.18 

H 

-0.218  912 

-- 0.243  332 

-  0  .  268  909 

- 

-  0  .  293  638 

-0.316  289 

-'  .  19 

. 

-0.223  468 

+  0 .  246  970 

-0.271  635 

- 

-0.29s  533 

-0.317468 

-'.  JO 

H 

-0.227  814 

-l-  0 .  230  439 

-0.274  «31 

- 

-0.297  329 

-0.318574   1 

.'.  1\ 

-fo.  2.U  939 

+  .0-'  -:'■ 

1_  ,^   .-,.  -.,1 

-•-■'  •"'  -" 

+  0.319611  1 
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15» 

SO» 

25» 

SO» 

3.>» 

2.21 

+  0.231  959 

+  0.253  746 

_ 

-0.  276  701 

-0.299  031 

_ 

-0.319  611 

2.22 

+  0.235  912 

+  0 .  256  898 

- 

-0.279  050 

-  0 .  300  642 

- 

-0.320  S81 

2.23 

+  0.239  681 

+  0.259  900 

- 

-0.281  283 

-  0 .  302  166 

- 

-0.321  487 

2.24 

+  0.243  275 

+  0 . 262  760 

- 

-0.283  405 

-  0 .  303  60s 

- 

-0.322  332 

2.25 

+  0.  246  700 

+  0 .  265  483 

- 

-0.285  419 

-  0 .  304  964 

- 

-0.323  116 

2.26 

+  0 .  249  963 

+  0 .  268  074 

- 
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-f  0.304  584 

- 

-0.304  593 

3.2s 

-pO.300  917 
J- 0.297  400 

-i-  0 .  300  958 

-i-  0 .  300  981 
-|-  0 .  297  461 

-  0 .  300  989 

3-32 

-j- 0.297  438 

-0.297  469 

3.36 

-j- 0.293  962 

—  0.293  999 

-f  0 .  294  021 

-0.294  028 

3.40 

-f  0 . 290  602 

4-  0 .  290  637 

-|-  0 .  290  658 

-0.290  665 

3-44 

-r 0.287  316 

-f  0.287  350 

- 

-0.287  369 

-  0 .  287  376 

3 -48 

-1-0.284  102 

-1-0.284  135 

- 

-O.2S4  154 

-0.284  160 

3.52 

-r  0  -  280  960 

-1-0.  280  990 

- 

-0.281  008 

-0.  281  014 

3.56 

4- 0.277  884 
-1-0.274  874 

-f  0.277  913 

- 

-0.277  929 

- 

-0.277  936 

3.60 

-f  0 .  274  901 

- 

-0.274  917 

- 

-  0 .  274  924 

3-64 

-1-0.271  927 

-1-0.271  954 

4-0.271  969 

4-0.271  975   1 
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/ 

ir.r." 

I70" 

l7.->" 

ISO" 

.       ,,          .-;       ,j_.  - 

'.-■71    '/.J 

1-0.371   97S 

1       1 .  '►•< 

-1-  ii.  .•'*)  fMl 

.      ,)       .TV.)     (.,> 

t    IJ.3ÖM   LiHj 

-}-  0 .  JfjQ  088 

•'■" 

-i-O.  .'(JÖ   2\(> 

-0.  .'06  341 

+  0 .  366  356 

-  -  0 . 366  361 

.1.76 

4-  <l .  103  44« 

-  0 .  Jf.3  473 

-|-  0 .  363  487 
-]-  0 .  360  774 

-f  0 .  363  491 

3.80 

4-  0 .  a6o  738 

- 

-  0 .  360  760 

-f  0.3<^  778 

3.84 

4-O.JS8  o8i 

- 

-0.358    103 

-0.358  116 

l  0.358   130 

3.8« 

+  0.JS5  476 

- 

-0.255    498 

-0.355  511 

-4-0.355  514 

3-93 

-4-  0 .  35a  9.'4 
+  0.  350  4-1 

- 

-0.353  944 

-0.353  956 

-0.353  9^ 

1      3.g6 

-f  0.350    441 

-0.350  453 

-f  0.350  456 

1        .  ••! 

■   ' '    ' '"  '"'" 

1-,-.      -il      0.= 

Un    ?ir   ./y. 

..L  n     ;.  (1<   (.m 
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g 

log/ 

Diff. 

3 

log/ 

Diff. 

—  0.0300 

0.5107980 

—  1161 
1161 

—  0.0240 

0.3038798 

0.0299 

O.S  106819 

0.0239 

0.3037653 

—1145 

0.0298 

0.3105658 

0.0238 

0.5036508 

1145 

0.0297 

0.5104499 

1159 
1161 

0.0237 

0.5035364 

1144 

0.0296 

0.5103338 

0.0236 

0.5034219 

1145 

0.0295 

0.5102179 

1159 
1160 

0.0233 

0.5033075 

1144 

0.0294 

0.5101019 

0.0234 

0.5031932 

1143 

0.0293 

0.5099860 

1159 

0.0233 

0.5030788 

1144 

0.0292 

0.5098701 

1159 

0.0232 

0.5029645 

1143 

0.0291 

0.5097542 

1159 
-1158 

0.0231 

0.5028502 

1143 
—1143 

—  0.0290 

0.5096384 

-1158 
1158 
1158 

—  0.0230 

0.5027359 

0.0289 

0.5095226 

0.0220 

0.5026217 

—1142 

0.0288 

0.5094068 

0.0228 

0.5025075 

1142 

0.0287 

0.5092910 

0.0227 

0.5023933 

1142 

0.0286 

0.5091753 

1157 
1158 
1156 

0.0226 

0.3022791 

1142 

0.0285 

0.5090595 

0.0225 

0.5021650 

1141 

0.0284 

0.5089439 

0.0224 

0.5020509 

1141 

0.0283 

0.5088282 

11S7 
1156 
1156 

0.0223 

0.5019368 

1141 

0.0282 

0.5087126 

0.0222 

0.5018227 

1141 

0.0281 

0.5085970 

0.0221 

0.5017087 

1140 

—1156 

—1140 

—  0.0280 

0.5084814 

-1156 

—  0.0220 

0.5015947 

0.0279 

0.5083658 

0.0219 

0.5014807 

—  1140 

0.0278 

0.5082503 

1155 

0.0218 

0.5013667 

1140 

0.0277 

0.5081348 

1155 

0.0217 

0.5012328 

1139 

0.0276 

0.5080193 

1155 

0.0216 

0.5011389 

1139 

0.0275 

0.5079039 

1154 

0.0215 

0.5010250 

1139 
1138 

0.0274 

0.5077885 

1154 

0.0214 

0.5009112 

0.0273 

0.5076731 

1154 

0.0213 

0.5007973 

1139 
1138 

0.0272 

0.5075577 

1154 

0.0212 

0.500683s 

0.0271 

0.5074423 

1154 
—1153 

0.0211 

0.5005698 

1137 
-1138 

—  0.0270 

0.5073270 

—  0.0210 

0.3004560 

0.0269 

0.S072117 

—1153 

0.0209 

0.5003423 

—1137 

0.0268 

0.5070965 

1152 

0.0208 

0.3002286 

1137 

0.0267 

0.5069812 

1153 

0.0207 

0.5001149 

1137 
1136 

0.0266 

0.5068660 

1152 

0.0206 

0.5000013 

0.0265 

0.5067509 

1151 

0.0205 

0.4998876 

1137 
1136 

0.0264 

O.SO66357 

1152 

0.0204 

0.4997740 

0.0263 

0.5065206 

1151 

0.0203 

04996605 

1135 
1136 

0.0262 

0.5064055 

1151 

0.0202 

0.4995469 

0.0261 

0.5062904 

1151 
—  1151 

0.0201 

0.4994334 

1135 
-1135 

—  0.0260 

0.5061753 

—  0.0200 

0.4993199 

0.0259 

0.5060603 

—  1150 

0.0199 

0.4992064 

—1135 

0.0258 

0.50S9453 

1150 

0.0198 

0.4990930 

1134 

0.0257 

0.5058303 

1150 

0.0197 

0.4989796 

1134 

0.0256 

0.5057154 

1149 

0.0196 

0.4988662 

1134 

0.0255 

0.5056005 

1149 

0.0195 

0.4987528 

1134 

0.0254 

0.5054856 

1149 

0.0194 

0.4986395 

1133 

0.0253 

0.5053707 

1149 
1148 

0.0193 

0.4985262 

1133 

0.0252 

0.5052559 

0.0192 

0.4984129 

1133 

0.0251 

0.5051410 

1149 
—1147 

0.0191 

0.4982996 

1133 
—1132 

—  0.0250 

0.5050263 

-1148 

—  0.0190 

0.4981864 

0.0249 

0.5049115 

0.0189 

0.4980731 

—1133 

0.0248 

0.5047968 

1147 

0.0188 

04979600 

1131 

0.0247 

0.5046820 

11 48 
1146 

0.0187 

0.4978468 

1132 

0.0246 

0.5045674 

0.0186 

0.4977337 

1131 

0.0245 

0.5044527 

1147 

0.0183 

0.4976205 

1132 

0.0244 

0.5043381 

1146 
1146 
1146 

0.0184 

0.497507s 

1130 

0.0243 

0.5042235 

0.0183 

0.4973944 

1131 

0.0242 

0.5041089 

0.0182 

0.4972814 

1130 

0.0241 

0.5039943- 

1146 
—  1145 

0.0181 

0.4971684 

1130 
—1130 

—  0.0240 

0.5038798 

—  0.0180 

0.4970554 
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7 

losrr 

Diff. 

? 

log/ 

Diu. 

-  O.ÜlfO 

0-tv'!uS54 

-        M..)l.'<> 

,.,,,_, 

1 

aoi79 

04969434 

— 1130 

0.0110 

Mit 

aonS 

0-W6839!; 

1129 

0.0118 

■  -  !'/•  •  ■/    . 

ox>m 

0_»9^i7K'' 

1 1  j*) 

0.0117 

,  ,   ;-.,,-- 

.  :  ;  ; 

0.0176 

oA'y^' '  " 

11.") 

O.OH6 

.M+/-7'  -: 

:  1 :  . 

0.0175 

0_»964<'  ■* 

1 1  .'■ ' 

0.0115 

■:-\S'r,r.     . 

Ml; 

0.0174 

0490j7'iu 

1  i-*s 

11. <8 

0.01 14 

.  .i-XjJiU 

ML; 

aoi7J 

04963653 

0.0113 

4--)5427 

1113 

0.017  J 

04961534 

1138 
1138 

0.0112 

'■\-^M3l4 

1113 

0.0171 

04960396 

0.01 1 1 

"4-^3301 

11J3 

—  1137 

—  1113 

—  0.0170 

04959369 

—  0.01 10 

0.4892089 

OUD169 

O4958I4J 

—  1127 

0.01<«> 

04890977 

—  1112 

aoi6S 

0495701? 

1 1.'7 

0.0  loS 

04889865 

1112 

0.0167 

0.4955«^^' 

1  1  JO 

0.0107 

04888753 

1112 

aoi66 

0495476.' 

1 1.'7 

0.0106 

04887643 

1111 

aoios 

04953636 

1 136 

0.0105 

04886531 

1111 

0X)l64 

049535  u 

1135 

0.0104 

04885430 

IUI 

aoi63 

04951385 

1126 

0.0103 

0488+309 

Uli 

0J0\62 

04950360 

1125 

0.0103 

04883199 

1110 

00161 

04949135 

1135 
—  1135 

0.0101 

04882089 

1110 
—  1110 

—  0.0160 

04948010 

—  0.0100 

04880979 

0X)159 

04946S85 

—  1135 

0.C099 

04879869 

—  1110 

0x1158 

04945761 

1134 

0.0098 

04878760 

1109 

0.0157 

04944637 

1124 

0.0097 

04877651 

1109 

0.0156 

04943513 

1124 

0.0096 

0.4876542 

1109 

0.0155 

04943390 

1133 

0.0095 

04875433 

1109 

0.0154 

04941366 

1124 

0.0094 

04874335 

1108 

0.01 5  J 

04940143 

1123 

0x093 

04873317 

1108 

0.0153 

04939031 

1132 

0.0092 

04872109 

1108 

0^151 

04937898 

1133 
—  1133 

0.0091 

04871001 

1108 
—  1107 

—  0.0150 

04936776 

—  0.0090 

04869894 

0.0149 

04935654 

— 1122 

0.0089 

04868786 

— 1108 

0.0148 

04934532 

1122 

0.0088 

04867679 

no7 

0.0147 

04933410 

1132 

0.0087 

04866573 

1106 

0.0146 

0493338Q 

1121 

0.0086 

0486546Ö 

1107 

aoi45 

04931  »68 

1121 

0.0083 

0.4864360 

1106          ! 

0.0144 

04930047 

1121 

O.0O&4 

04863354 

1106          [ 

0.014J 

04928937 

1120 

0.0083 

0.4863148 

1106 

0X}\4i 

04937806 

1131 

0.0082 

0.4861043 

1105 

0.0141 

04936686 

1130 
—  1119 

0.0081 

04859938 

1105 
—1105 

—  0.0140 

04935567 

—  0.0080 

04858833 

0.0139 

04934447 

— 1130 

0.0079 

04857728 

—  HOS 

0.0138 

04933328 

1119 

0.0078 

04856623 

1105 

0.0137 

04933309 

1119 

0.0077 

04855519 

1104 

0.0136 

04931090 

1119 
1118 

0.0076 

04854415 

1104 

0.0135 

04919973 

0.0075 

04S533U 

1104 

0.0134 

04918853 

1119 
1118 

0.0074 

04853308 

1103 

0.0133 

04917735 

0.0073 

0.4851105 

1103 

aoi33 

04916617 

1118 

0.0072 

04850001 

1104 

0X)131 

04915500 

1117 
—  1117 

0X1071 

04848899 

1103 
—  1103 

—  0.0130 

04914383 

—  0x070 

04447796 

0.0139 

04913366 

—1117 

0.0069 

0.4846694 

—  1103 

0.0134 

04913149 

1117 

0.006Ö 

04845593 

1103 

aoi37 

049UO33 

1117 

O.0067 

04844490 

1103 

0.0136 

O49099I6 

1116 

O.OO6Ö 

04843388 

1103 

OJ013S 

04908800 

1116 

0.0065 

04843387 

1101 

0.0134 

04907684 

1116 

0.0064 

04841186 

1101 

0.0133 

04906568 

1116 

0.0063 

04840085 

1101 

0X>133 

04905453 

ins 

0.0063 

04838984 

1101 

0X>131 

04904338 

1115 

—1115 

0.0061 

04837884 

1100 
—  1100 

—  OOIX) 

04903333 

—  0.on60 

04836784 
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log/ 


DifE. 


log/ 


Diff. 


-0.0060 
0.0059 
0.0058 
0.0057 
0.0056 
0.0055 
0.0054 
0.0053 
0.0052 
0.0051 

-  0.0050 
0.0049 
0.0048 
0.0047 
0.0046 
0.0045 
0.0044 
0.0043 
0.0042 
0.0041 

-0.0040 
0.0039 
0.0038 
0.0037 
0.0036 
0.0035 
0.0034 
0.0033 
0.0032 
0.0031 

-  0.0030 
0.0029 
0.0028 
0.0027 
0.0026 
0.0025 
0.0024 
0.0023 
0.0022 
0.0021 

-  0.0020 
0.0019 
0.0018 
0.0017 
0.0016 
0.0015 
0.0014 
0.0013 
0.0012 
0.0011 

-  0.0010 
0.0009 
0.0008 
0.0007 
0.0006 
0.0005 
0.0004 
0.0003 
0.0002 
0.0001 

0.0000 


0.4836784 
0.4835684 
0.4834584 

0.4833485 
0.4832386 
0.4831287 
0.483018S 
0.4829089 
0.4827991 
0.4826893 

0.4825795 
0-1.824698 
0.4823601 
0.4822504 
0.4821407 
0.4820310 
0.4819214 
0.4818118 
0.4817022 
0.4815927 
0.4814831 
04813736 
04812641 
0.4811547 
0.4810452 
0.4809358 
04808264 
0.4807171 
0.4806077 
0.4804984 

0.4803891 
0.4802798 
0.4801706 
0.4800613 
0.4799521 
0.4798430 
0.4797338 
0.4796247 
0.4795156 
0.4794065 

0.4792974 
0.4791884 
0.4790794 
0.4789704 
04788615 
0.4787525 
0.4786436 
0.4785347 
0.4784258 
04783170 

0.4782082 
0.4780994 
0.4779906 
0.4778818 
0.4777731 
0.4776644 
04775557 
0.4774471 
0.4773384 
0.4772298 

0.4771213 


-110a 
1100 
1099 
1099 
1099 
1099 
1099 
1098 
1098 

-1098 

-1097 
1097 
1097 
1097 
1097 
1096 
1096 
1096 
1095 

-1096 

-1095 
1095 
1094 
1095 
1094 
1094 
1093 
1094 
1093 

-1093 

-1093 
1092 
1093 
1092 
1091 
1092 
1091 
1091 
1091 

-1091 

1090 
1090 
1090 
1089 
1090 
1089 
1089 
1089 
1088 
-1088 

-1088 
1088 
1088 
1087 
1087 
1087 
1086 
1087 
1086 

-1085 


0.0000 

-[-0.0001 

0.0002 
0.0003 
0.0004 
0.0005 
0.0006 

0.0007 

0.0008 
0.0009 

-|-  0.0010 
0.0011 
0.0012 

0.0013 
0.0014 
0.0015 
0.0016 

0.0017 

0.0018 
0.0019 

+  0.0020 

0.0021 
0.0022 
0.0023 
0.0024 
0.0025 
0.0026 
0.0027 
0.0028 
0.0029 

-f  0.0030 
0.0031 
0.0032 
0.0033 
0.0034 
0.0035 
0.0036 
0.0037 
0.0038 
0.0039 

-)- 0.0040 
0.0041 
0.0042 
0.0043 
0.0044 
0.0045 
0.0046 
0.0047 
0.0048 
0.0049 

-f  0.0050 
0.0051 
0.0052 
0.0053 

0.0054 
0.005  s 
0.0056 
0.0057 
0.0058 
0.0059 
-f  0.0060 


0.4771213 
0.4770127 
04769042 
0.4767956 
04766871 
0.4765787 
0.4764702 
0.4763618 
04762534 
04761450 

0.4760367 
04759284 
0.4758201 
0.4757118 
0.4756035 

0.4754953 

0.4753871 
0.4752789 
04751707 
0.4750626 

0474954s 
0.4748464 
0.4747383 
0.4746303 
04745222 
0.4744142 
0.4743063 
0.4741983 
04740904 
0.473982s 

0.4738746 
04737667 
0.4736589 

0473SSU 

04734433 

0.47333SS 
0.4732278 
04731201 
04730124 
04729047 
0.4727970 
0.4726894 
0.4725818 
04724742 
0.4723Ö66 
0.4722591 
0.4721516 
0.4720441 
0.4719366 
0.4718292 

0.4717218 
04716144 
04715070 
04713997 
0.4712923 
04711850 
0.4710777 
04709705 
0.4708632 
0.4707560 

0.4706488 


-1086 
1085 
1086 
1085 
1084 
1085 
1084 
1084 
1084 

-1083 

-1083 
1083 
1083 
1083 
1082 
1082 
1082 
1082 
1081 

-1081 

-1081 
1081 
1080 
1081 
1080 
1079 
1080 
1079 
1079 
-1079 
-1070 
1078 
1078 
1078 
1078 
1077 
1077 
1077 
1077 
-1077 
-1076 
1076 
1076 
1076 
1075 
1075 
1075 
1075 
1074 
-1074 

1074 
1074 
1073 
1074 
1073 
1073 
1072 
1073 
1072 
-1072 
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Io(?/ 


Diff. 


lofr/ 


Diff. 


aoo6i 
0.006a 
00063 
0.0064 
0.006s 
0x066 
aoo67 
0.0068 
0.0069 
+  aoo70 

0XX)7l 

aoo73 
0x073 
aoo74 

O.007S 

ox»76 
0.0077 
0.0078 

0.0079 

+  0x080 
0x08 1 
0.0082 
0.0083 

OXXÄ* 

aooSs 
0XX186 
0.0087 
ox»88 
OXXJ89 

+  OX)09O 

OJXf9i 
0.0093 
0.0093 
0x094 
0x095 
OX)096 
OXXJ97 
ox)098 
0.0099 

+  OX)100 
0.0101 

ox)ioj 
0.0103 
ox)ia4 
00105 
ox»io6 
00107 
0.0108 
0.0109 

+  0X)110 

00111 

0.0113 
00113 
00114 
001 15 
001I6 
110117 
00118 
00119 

+  00190 


o-t7u<)4'''"> 
04705417 
04704345 
04703374 
04703303 
04701133 
04700063 
04698991 
04697931 
04696851 

04695783 
04694713 
0469364.1 
04693574 
0.4691500 
04690437 
04689369 
04688301 
04687333 
O4686I66 

04685098 
046840  Jl 
04682964 
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9.6  10.4 
10.8  11.7 

0.67 
0.68 
0.69 

0.70 

0.71 
0.72 
0.73 

0.74 
0.75 
0.76 

.4489 
.4624 
.4761 

.4502 
.4638 

•4775 

.4516 
.4651 
.4789 

.4529 
.4665 
.4802 

.4543 
.4679 
.4816 

.4556 
.4692 
.4830 

.4570 
.4706 

.4844 

.4583 
.4720 
.4858 

4597 
4733 
•4872 

.4610 
4747 
4886 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

14   15 

14  1-5 
2.8  3^0 
4-2  4-5 
5-6  6.0 
7.0  7.5 
8.4  9-0 
9-8  10.5 
11-2  12.0 
12.6  13-5 

16   17 

0.4900 

■4914 

.4928 

.4942 

.4956 

•4970 

.4984 

•4998 

•5013 

.5027 

.5041 
.5 184 
.5329 
.S476 
0.5625 
.5776 

.5055 
.5198 
.5344 

.5491 
.5640 
.5791 

.5069 
.5213 
.5358 

.5506 

.5655 
.s8o6 

.5084 
.5227 
.5373 
.5520 
.5670 
.5822 

.5098 
.5242 
.5388 

•5535 
.5685 
.5837 

.5112 
.5256 
.5402 

.5550 
-5700 
.5852 

.5127 
.5271 
.5417 

.5565 
.5715 
.5868 

.5141 

.5285 
■5432 

.5580 
.5730 
.5883 

.5155 
.5300 
.5446 

•5595 

.5746 
.5898 

.5170 
.5314 
.5461 

.5610 
.5761 
.5914 

0.77 
0.78 

0.79 

0.80 

0.81 
0.82 
0.83 

.5929 

.6084 
.6241 

.5944 
.6100 
.6257 

.5960 
.6115 
.6273 

.5975 
.6131 
.6288 

.5991 
•6147 
.6304 

.6006 
.6162 
.6320 

.6022 
.6178 
.6336 

•6037 
.6194 
■6352 

.6053 
.6209 
.6368 

.6068 
.6225 
■6384 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1.6  1.7 
3-2  34 
4-8  5.1 
64  6.8 
8.0  8.5 
9.6  10.2 
11.2  11.9 
12.8  13.6 
14.4  15.3 

0.6400 

.6416 

.6432 

.6448 

.6464 

.6480 

.6496 

.6512 

.6529 

-6545 

.6561 
.6724 
.6889 

.6577 
.6740 
.6906 

.6593 

.6757 
.6922 

.6610 
.6773 
.6939 

.6626 
■6790 
•6956 

.6642 
.6806 
.6972 

.6659 
.6823 
.6989 

•6675 
.6839 
.7006 

.6691 
.6856 

.7022 

.6708 
.6872 
.7039 

0.84 
0.8S 
0.86 

.7056 

0.7225 

.7396 

.7073 
.7242 
.7413 

.7090 
.7259 
.7430 

.7106 
.7276 
.7448 

.7123 
.7293 
.746s 

.7140 
.7310 
.7482 

.7157 
.7327 
.7500 

.7174 
.7344 
.7517 

.7191 
.7362 

.7534 

.7208 
.7379 

.7552 

1 

?. 

18  19 

1.8  1.9 

3.6  3.8 

0.87 
0.88 
0.89 

0.90 

0.91 
0.92 
0.93 

.7569 
■7744 
.7921 

.7586 
.7762 
.7939 

.7604 
.7779 
.7957 

.7621 
.7797 
.7974 

.7639 
.7815 
.7992 

.7656 
.7832 
.8010 

.7674 
•7850 
.8028 

.7691 

.7868 
.8046 

.7709 
.7885 
.8064 

.7726 
.7903 
.8082 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

54  5.7 
7.2  7.6 
9-0  9-5 
10.8  11.4 
12.6  13.3 
14.4  15.2 
16.2  17.1 

20   21 

0.8100 

.8118 

.8136 

.8154 

.8172 

.8190 

.8208 

.8226 

.8245 

.8263 

.8281 
.8464 
.8649 

.8299 
.8482 
.8668 

.8317 
.8501 
.8686 

•8336 
.8519 
.8705 

-8354 
•8538 
.8724 

.8372 
.8556 
.8742 

.8391 
.8575 
.8761 

.8409 
•8593 
.8780 

.8427 
.8612 
.8798 

.8446 
.8630 
.8817 

0.94 
0.95 
0.96 

.8836 

0.9025 

.9216 

.8855 
.9044 
•9235 

.8874 
.9063 
.9254 

.8892 
•9082 
.9274 

.S911 
.0101 

.9293 

.8930 
.9120 
.9312 

.8949 
.9139 
•9332 

.8968 
•9158 
.9351 

.8987 
.9178 
.9370 

.9006 
•9197 
.9390 

1 

2.0  2.1 
4.0  4.2 
6.0  6.3 
8.0  8.4  ' 
10.0  10.5  1 
12.0  12.6 
14-0  14.7 
16.0  16.8  1 
18.0  18.9  1 

0.97 
0.98 
0.99 

1.00 

.9409 

.9604 

0.9801 

.9428 
.9624 
.9821 

.9448 
.9643 
.9841 

.9467 
.9663 
.9860 

.9487 
.9683 

.9880 

.9506 
.9702 
.9900 

.9526 
.9722 
.9920 

•9545 
•9742 
.9940 

•956s 
.9761 
.9960 

•9584 
■9781 
0980 

4 

6 

8 
9 

1.0000 

.0020 

.0040 

.0060 

.ooSo 

.0100 

.0120 

.0140 

.0161 

ol8l 

N 

N^  0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
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Taf.«l   XVllI. 

Tutel  der  Quiidrate  der  Zahlen  von  0  000  bis  3.000 


1  -^ 

.V  ü 

3 

4 

b 

6 

7 

B 

/■.  /' 

l.OO 

im 

IXO» 

jooao 

/XVIO 

.0060 

/>I00 

J0130 

X>140 

X)i6i 

X)l8l 

1  3.0  3.1 
3  4.0  4.2 

.0383 

.0303 

X1323 

X)343 

•0.-,63 

.0384 

1.02 

.0486 

.0506 

.0527 

.0547 

.05 '>8 

/)588 

3  (>J0    6.3 

1.0J 

.0692 

.0713 

.07J3 

X)754 

.0774 

.0795 

4  SJ5  8-t 

5  10.0  10.5 

iri» 

x>8lo 

-0837 

.oeijö 

.oöid 

.0899 

.0)20 

X)941 

ja9(>2 

X)983 

.1004 

6  12/)   13.6 

,  105 

1.1025 

.1046 

.1067 

.1088 

.1109 

.1130 

.1151 

.1172 

.1194 

.1215 

7  I4JD  14,7  1 

1.06 

.1236 

.1357 

.1378 

.1300 

.1331 

.1343 

.1364 

.1385 

.1406 

.1428 

8  16.0  16.8  ' 

1.07 

.1449 

.»470 

.1493 

.»513 

.1535 

.1556 

.1578 

.1599 

.1631 

.1643 

9  IBjo   18.9 

i.oB 

.1664 

.1686 

.1707 

.1739 

.1751 

.1773 

.1794 

.1816 

.1837 

.1859 

22   23 

I.C9 
I.IO 

.1881 

.»903 

.1935 

.1946 

.1968 

.1990 

.3012 

.2034 

J0S6 

.3078 

1  3.2   3.3 

2  44  4.6 

3  tjb    6.9 

4  8.8  9.3 

1.2100 

.3133 

J144 

J166 

JI88 

.3210 

.3332 

.2254 

.2377 

.2399 

1.11 

.2321 

J343 

.2365 

.2388 

.2410 

.2433 

.2455 

.2477 

.2499 

.3533 

1.12 

.2544 

.3566 

.2589 

.2611 

•2634 

.26.';6 

.2079 

.2701 

J734 

.3746 

5  11.0  11.5 

1.13 

.2709 

J793 

.2814 

.2837 

J860 

.2882 

.2905 

.2928 

J950 

.3973 

6  13.3  13.8 

1  1.14 

.2996 

J019 

.3042 

.3064 

•.3087 

.3110 

.3133 

.3156 

s3l79 

.3303 

7  154  16.1 

8  17.6  18.4 

1  1.1> 

1.3335 

.3348 

.3271 

.3394 

.3317 

.3340 

■3363 

.3386 

.3410 

.3433 

l.K. 

.3456 

.3479 

J502 

.3526 

.3549 

.3572 

.3596 

.3619 

.3643 

.3666 

9  19.8  20.7 

1  1.17 

.3689 

.3713 

.3736 

.3759 

•3783 

4806 

.3830 

.3853 

.3877 

.3900 

24  25 

1  1.18 

•3924 

s3948 

.3971 

.3995 

4019 

4042 

4066 

4090 

4113 

4137 

1  24  3.5 

1  1.19 

1   1.20 
1.21 

4161 

4185 

4309 

4333 

4256 

4380 

43a» 

4338 

4352 

43:6 

2  4.8  SJO 

3  7.2  7.5 

4  9-6  10.0 

5  12.0  12.5 

14400 

4434 

.444« 

4473 

4496 

4530 

4544 

4568 

4593 

4617 

46*1 

4665 

4689 

4714 

4738 

4763 

4787 

4811 

4835 

4860 

1.22 

4884 

4908 

4933 

4957 

4983 

.3006 

.5031 

.5055 

.5080 

.5104 

0  144  15-0 

7  16.8  17.5 

8  19.2  20X» 

1  1.23 

.5139 

.5.54 

.5178 

.5303 

.5328 

.5252 

.5277 

.5303 

.5326 

.5351 

1.24 

.5376 

.5401 

.5436 

.5450 

.5475 

.5500 

.5535 

.5550 

•5575 

.5600 

9  21.6  22.5 

'  1.25 

1  3625 

.5650 

.5675 

.5700 

.5735 

.5750 

.5775 

.5800 

.5826 

.5851 

1.20 

.5876 

.5901 

.5926 

.5952 

.5977 

A»3 

.6038 

.6033 

.0078 

.6104 

2G   27 

1.27 

.6129 

■6154 

.6180 

.6305 

.6231 

.6256 

.6383 

.6307 

.6333 

.6358 

1  2.6  2.7  , 

2  5.2  54 

3  7.8  8.1 

4  104  10.8  ; 

5  13.0  13.5  ' 

1.2S 

.63&4 

.6410 

.6435 

.6461 

.6487 

.6513 

Ji538 

.6564 

.6589 

A515 

1.29 
1.30 

.6641 

Ä567 

.6693 

.6718 

.6744 

.6770 

.6796 

.6822 

.6848 

.6874 

li590O 

.6926 

.6953 

.6978 

.7004 

.7030 

.7056 

.7083 

.7109 

.7135 

6  15.6  16.2  1 

7  18.2  18.9  ! 

1-31 

.7161 

.7187 

.7313 

.7240 

.7266 

.7393 

.7319 

.7345 

.7371 

.7398 

1.J2 

.7+24 

.7450 

.7477 

.7503 

.7530 

.7556 

.7583 

.7609 

.7636 

.7062 

S  20.8  21.6 

1-33 

.7089 

.7716 

.7742 

.7769 

.7796 

.7832 

.7849 

.7876 

.7902 

.7929 

9  234  34.3  1 

,  l.U 

.7956 

.7983 

.8010 

.8036 

.8063 

.8090 

.8117 

.8144 

.8171 

.8198 

28  29 

'  1.35 

1.8235 

.8252 

.8379 

.8306 

.8333 

.8360 

.8387 

■84U 

•8443 

.8469 

1  3.8  2.9 

2  5.6  5.8 

l-3<' 

.«496 

.8533 

.8550 

.8578 

.8605 

.8632 

J<66o 

.8687 

•8714 

.8743 

1-37 

.8769 

.8796 

.8824 

.8851 

.8879 

.8006 

.8934 

.8961 

•8989 

.9016 

3  84  8.7 

1.38 

.9044 

.907 -• 

.9099 

.9127 

.9155 

.9182 

.9210 

.9238 

•936s 

.9293 

4  11.2  11.6  1 

1.30 

9331 

•9349 

.9377 

.9404 

.9432 

.9460 

.9488 

.9516 

•9544 

.9572 

5  14.0  14.5  j 

6  16.8  174  ' 

7  19.6  20.3 

8  234  23.2  1 

9  25.2  26.1  1 

1  140 
i  141 

1.9600 

.9638 

.9656 

.9684 

.9713 

.9740 

.9708 

.9796 

•9835 

.9853 

1.9881 

■9909 

.9937 

.9966 

.9994 

2X3023 

.0051 

.0079 

.0107 

J0136 

1  142 

2.0164 

.0193 

.0221 

.0349 

jcaS 

.0306 

.0335 

.0363 

•0393 

.0420 

1  '-«■> 

X1449 

U3478 

i3506 

■053s 

.0564 

.0592 

.0621 

.0650 

/)678 

.0707 

30   31 

1.44 

X)736 

1  0765 

.0794 

.0833 

xjSsi 

.0880 

.0909 

.0938 

.0967 

X)996 

1  3.0  3.1 

14.= 

2.1035 

.1054 

.1083 

.1113 

.1141 

.1170 

.1199 

.1338 

.1358 

.1287 

2   6.0  6.3 

14'' 

.1316 

.1345 

•1374 

.1404 

.1433 

.1463 

.1492 

.1521 

.1550 

.15S0 

3  9.0  9.3 

4  13.0  134 

5  15.0  15.5 

1  »: 

.1609 

.1638 

.1668 

.1697 

.1737 

.1756 

.1786 

.1815 

.1845 

.1874 

14'- 

.1904 

.»934 

.1963 

.1993 

JO33 

JO52 

.3082 

.3112 

.3141 

.2171 

6  18.0  18.6  i 

14'J 
1.50 

..•201 

2.2500 

J331 

J361 

.3390 

.3330 

.3350 

.2380 
J680 

.2410 

J440 

.2470 

7  21.0  31.7  1 

8  24.0  34.8 

9  2T.O  27.0 

.2530 

J560 

J590 

.3630 

J65O 

J710 

.3741 

J771 

.\ 

.N  ■ 

5 

6 

^ 

s 
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Tafel  XVIII. 
Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  0.000  bis  3.000. 


N'  0 


.2801 
■3104 
•3409 
•3716 

!.4025 

•4336 

.4649 
•4964 
.5281 


.5921 

.6244 

.6569 

.6896 

2.7225 

.7556 

.7889 
.8224 
.S561 


.0241 

.9584 

2.9929 

3-0276 

3-0625 

.0976 

.1329 
.1684 
.2041 


3.2400 


.2761 
.3124 
.3489 

.3856 
34225 
•4596 

.4969 
.5344 
.5721 


3.6100 


.6481 
.6864 
•7249 

.7636 

3-8025 

.8416 


.9204 
.9601 


.V  0 


2831 
3134 
3440 

3747 
4056 
4367 

4680 
4996 
5313 


5953 
6276 
,6602 

,6929 

258 
7589 

7922 

8258 
8595 


.2560 


.2620 


.2650 


.2680 


.2741 


.2861 
.3165 
•3470 

.3778 
.4087 
4398 

.4712 
.5027 
•5345 


,2892 
■3195 
.3501 

.3808 
.4118 
•4430 

■4743 
■5059 
.5376 


.2922 
.3226 
•3532 

•3839 
4149 
.4461 

4775 
.5091 
.5408 


.2952 
.3256 
.3562 

.3870 
.4180 
.4492 

.4806 
.5122 
.5440 


.2983 
.3287 
•3593 

•3901 
.4211 
•4524 
.4838 
•5154 


S632 


•5664 


.5696 


.5728 


.5760 


.5985 
•6309 
.6634 
.6962 
.7291 
.7622 

•7956 
.8291 
.8629 


.6018 
.6341 
.6667 

.6994 
•7324 
•7656 

•7989 
.8325 
.8662 


.6050 
.6374 
.6700 

.7027 
•7357 
.7689 
.8023 
.8359 
.8696 


.6082 
.6406 


•3013 
•3317 
.3624 

•3932 
.4242 
•4555 

.4869 
.5186 
•5504 


•3043 

•3348 
■3654 

•3963 
.4274 
4586 

•4901 
.5217 
•5536 


•5824 


•5857 


•6115 
•6439 


.6732  !  .6765 

.7060 
•7390 
.7722 

.8056 


.8730 


8934 


.9002 


.9036 


.9275 
.9618 
.9964 
.0311 
.0660 
1011 

1364 
1720 
2077 


.9309 
.9653 
.9998 

.0346 
.0695 
.1046 

.1400 

.1755 
.2113 


2436 


2797 
3160 
3526 

3893 

4262 
4633 
5006 
5382 
5759 


,6138 


.6519 
,6902 
7288 

7675 
8064 
8455 

8848 
9244 
,9641 


•2833 
•3197 
■3562 

•3930 
•4299 
.4670 

.5044 

•5419 
.5797 


.6176 


•6557 
.6941 
.7326 

.7714 
.8103 
.8494 
.8888 
.9283 


•9344 
•9687 
3-0033 
.0380 
•0730 
.1082 

■1435 
.1791 
.2148 


•9378 

•9722 

.0068 

•0415 
•0765 
.1117 

•1471 
.1827 
.2184 


.9412 

.9756 

.0102 

.0450 
.0800 
.1152 
.1506 


.2508 

.2870 
•3233 
.3599 
•3966 
•4336 
•4708 

•  SO8I 

•5457 
•5834 


.2580 


.2906 
•3270 
•3636 

.4003 
•4373 
•4745 

•5119 
•5495 
•5872 


•2942 
•3306 
•3672 

.4040 
.4410 
.4782 

•5156 
•5532 
•  5910 


.6214 


.6252 


.6290 


•6596 
•6979 
.7365 

•7752 
.8142 
•8534 

.8927 
•9323 
.9720 


.6634 
.7018 
•7404 

•7791 
.8181 
•8573 
•8967 
•9363 
.9760 


.6672 
•  7056 
•7442 

•7830 
.8220 
.8612 

.9006 
.9402 


7093 
7423 
7756 


.8090 

.8426 
.8764 


•6147 
•6471 
•6798 

.7126 
•7456 
.7789 
•8123 
.8460 
.8798 


.6179 
.6504 
.6830 

•7159 
•7490 
.7822 

.8157 
•8493 
•8832 


.9138 


•9173 


•9447 
•9791 
•0137 

•048S 
-0835 


•9481 


.0520 
.0870 
.1223 

.1577 
•  1934 
.2292 


•9515 
.9860 
.0206 

.0555 
.0906 
.1258 

.1613 
.1969 
.2328 


.2652 


.2689 


•2979 
•3343 
•37.09 

•4077 
•4447 
.4820 

•5194 
•5570 
.5948 


•3015 
.3379 
•3746 

.4114 

•4484 
.4857 


•5986 


•3051 
•3416 
•3782 

•4151 

•4522 
4894 
.5269 
•  5645 
.6024 


.6328 


.6366 


.6405 


.6711 
•7095 

•7481 

•7869 
•8259 
.8652 

.9046 
.9442 
.9840 


•6749 
•7133 
•7520 

•7908 
.8298 
.8691 

•9085 
.9482 
.9880 


.6787 
.7172 

.7558 

•  7947 
•8338 
•8730 

•912  s 
.9521 
.9920 


3074 
3378 
3685 

3994 
4305 
4618 

.4932 
249 
568 


6212 

.6536 
,6863 

7192 
7523 
7856 

8190 
8527 
8866 


.9550 
9894 
0241 

0590 
0941 
1294 


2005 
2364 


3452 
3819 
4188 
4559 
4932 

5306 
5683 
.6062 


6443 


6826 
210 
7597 
7986 
.8377 
8770 

9164 
9561 
9960 

.0361 


30  31 

3^0  3-1 

6.0  6.2 

9-0  9-3 

4  12.0  12.4 

5  15-0  15-5 

6  18-0  18.6 

7  21.0  21.7 

8  24.0  24.8  , 

9  27.0  27.9 

32  33 

1  3-2  3-3 

2  6.4  6-6 

3  9.6  9-9 

4  12.8  13-2 

5  16.0  16.5 

6  19-2  19-8 

7  22.4  23.1 

8  25-6  26.4 

9  28-8  29.7 

34  35 

1  3-4  3-5 

2  6.8  7-0 

3  10.2  10.5 

4  13.6  14.0 

5  17-0  17.5 

6  20.4  21.0 

7  23.8  24-5 

8  27-2  28-O 

9  30-6  31-5 

36  37 

1  3-6  3-7 

2  7-2  7-4 

3  10-8  11.1 

4  14-4  14-8 

5  18.0  18.5 

6  21.6  22.2 

7  25.2  25.9 

8  28.8  29.6 

9  324  33-3 

38  39 

1  3-8  3-9 

2  7.6  7.8 

3  11-4  11-7 

4  15-2  15-6 

5  19-0  19.5 

6  22.8  23.4 

7  26.6  27.3 

8  304  31-2 

9  34-2  35-1 

40  41 

1  4-0  4^1 

2  8.0  8.2 

3  12.0  12.3 

4  16.0  16-4 

5  20.0  20.5 

6  24.0  24.6 

7  28.0  28.7 

8  32.0  32^8 

9  36-0  36-9 

P.  P. 
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Tafel  XVIII. 

Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  0  000  bis  3000 


f.  i: 

2.0O 

2.02 
2.1>J 

40000 

.0401 
.0804 
.1209 

.0040 

-0441 
■oa44 
.1250 

X1080 

.0120 

.0160 

-0200 

J02AO 

.0280 

.0321 

.0361 

■0764 
.1168 

.1575 

40  41 

1  +0  4.1 

2  SX)   8.2 

3  12.0  12.3 

4  I6.0  164 

.t)48l 
.0885 
.1290 

.0522 
.0925 
.1331 

JOS62 
.0966 

.1372 

.0602 
.1006 
.1412 

.0643 
.1047 
.1453 

.0683 
.1087 
.1494 

.0723 
.1128 
.1534 

-•■04 
2.UO 

.•.l>t> 
2.U9 

.MO 

-M  1 

-M.' 
-  "J 

.1616 

4.2025 

.2436 

.2849 
.3264 
..3681 

.1657 
.3066 
.2477 

.2890 
.3306 
.3723 

.1698 
.3107 
.3518 

.2932 
.3347 
.3765 

.1738 
.2148 
.2560 

.2973 
.3389 
.3806 

.1779 
.3189 
.2601 

.3015 
-3431 
.3848 

.1820 
.2230 
.2642 

.3056 
.3472 
.3890 

.1861 
.2271 

.2684 

.3098 
.3514 
.3932 

.1903 
.2312 
.2725 

.3139 

.3556 
.3974 

.1943 
.2354 
.2766 

.3181 
.3597 
4016 

.1984 

.2395 
.2808 

.3222 
•3639 

4058 

6  24.0  24.6 

7  2H.0  28.7 

8  32.0  32.8 

9  36.0  36.9  1 

42  43 

1  +2  4.3 

2  84  8.6 

3  12.6  12.9 

4  16.8  17.2 

5  21.0  21.5 

6  25.2  25.8 

44100 

4142 

41&4 

4226 

4268 

4310 

4352 

4394 

4437 

4479 

4321 
4944 
.5369 

4563 
4986 
.5412 

4605 
.5029 
-5454 

4648 
.5071 
.5497 

4690 
.5114 
.5540 

4732 
.5156 

.5582 

4775 
.5199 
.5625 

4817 
.5241 
.5668 

4859 
.5284 
.5710 

4902 
.5326 
.5753 

2.14 
2.15 
2.10 

.5796 

4.0225 

.0656 

.5839 
.6268 
.6699 

.5882 
.6311 
.6742 

•5924 
.6354 
.6786 

.5967 
.6397 
.6829 

.6010 
.6440 
.6872 

.6053 
.6483 
.6916 

.6096 
.6526 
.6959 

.6139 
.6570 
.7003 

.6182 
.6613 
.7046 

7  294  30.1 

8  33-6  344 

9  37.8  38.7 

-M7 
-MÖ 

-■•19 

2.2U 

2.2J 

2.24 
2.25 
2.26 

.7089 
.7524 
.7961 

-7132 
.7568 
.8005 

.7176 
.7611 
.8049 

.7219 
.7655 
.8092 

.7263 
.7699 
-8 136 

.7306 
.7742 
.8180 

.7350 
.7786 
.8224 

.7393 
.7830 
.8268 

-7437 
.7873 
.8313 

.7480 
.7917 
.8356 

44  45 

1  44  +5 

2  8.8  9.0 

3  13-2  13.5 

4  17.6  18.0 

5  23.0  22.5  j 

6  264  27.0 

7  30.8  31.5  1 

8  35.2  36.0  1 

9  39.6  40.5 

46  47 

4.8400 

-8444 

.8488 

.8532 

.8576 

.8620 

.8664 

.8708 

.8753 

.8797 

.9240 
.9684 
.0131 

.0580 
.1031 
.1484 

.8841 

9284 

+9729 

5.0176 

5.0625 

.1076 

-8885 
-9328 
-9774 
.0221 
X3670 
.1121 

-8929 
.9373 
.9818 

.0266 
.0715 
.1166 

.8974 
.9417 
.9863 

.0310 
.0760 
.1212 

.9018 
.9462 
.9908 

x>355 
X)805 
.1257 

.9062 
.9506 
■9952 

.0400 
.0850 
.1302 

.9107 
.9551 
.9997 

•0445 
.0895 
.1348 

.9151 

■9595 

5.0042 

.0490 
.0940 
.1393 

.9195 
.9640 
.0086 

.0535 
.0986 
.1438 

2.27 
2.28 
2.2V 

3.30 

2.31 
2-32 
2.33 

.1529 
.1984 
.2441 

.1574 
.2030 
.2487 

.1620 
.2075 
-2533 

.1665 
.2121 
.2578 

-17U 
.2167 
.2624 

.1756 
.2212 
.2670 

.1802 
.2258 
.2716 

.1847 
.2304 
.2762 

.1893 
.2349 
.2808 

.1938 
.2395 
.2854 

1  +6  47 

2  9.2  94 

3  13.8  14.1 

4  18.4  18.8 

5  23.0  23.5 

6  27.6  28.2 

7  32.2  32.9 

8  36.8  37.6 

9  41.4  42.3 

5-2900 

.2946 

.2992 

.3038 

.3084 

.3130 

.3176 

.3222 

.3269 

.3315 

•3361 
.3824 
4299 

.3407 
.3870 
4336 

.3453 
.3917 
.4382 

.3500 
.3963 
■4429 

.3546 
4010 
4476 

■3592 
4056 

4522 

.3639 
4103 
4569 

.3685 
4149 
4616 

.3731 
4196 
4662 

.3778 
4242 
4709 

2.34 

2.35 
2.30 

4756 

yS22S 
.5696 

4803 
.5272 
.5743 

-♦850 
.5319 
■5790 

4896 
.5366 
.5838 

4943 
.5413 

.5885 

4990 
.5460 
.5932 

.5037 
.5507 
.5980 

.5084 
.5554 
.6027 

.5131 
.5602 
.6074 

.5178 
.5649 
.6122 

48  49 

i  +8  4.9 
2  9.6  9.8 

2.37 
2.3H 
2.39 

340 

241 
242 

243 

.6169 
.0644 
.7121 

.6216 

Jä692 
.7169 

.6264 
.6739 
.7217 

.6311 
.6787 
.7264 

.6359 
.6835 
.7312 

.6406 
.6882 
.7360 

■6454 
.6930 
.7408 

USsoi 
.6978 
.7456 

.6549 
.7025 
.7504 

.6596 
.7073 

.7552 

3  1+4  1+7 

4  19.2  19.6 

5  2+0  245 
0  28.8  294 

7  33.6  3+3 

8  384  39.2 

9  43-2  44.1 

50  51 

5-7600 

.7648 

.7696 

.7744 

.7792 

.7&40 

.7888 

.7936 

.7985 

-8033 

.8081 
.8564 
•9CH9 

.8129 
.8612 
.9098 

.8177 
.8601 
-9146 

.8226 
.8709 
.9195 

.8274 
.8758 
.9244 

.8322 
.8806 
.9292 

.8371 
.8855 
.9341 

.8419 
.8903 
.9390 

.8467 
.8952 
.9438 

.8516 
.9000 
.9487 

244 

1  245 
240 

247 
.•48 

-■49 

2. 50 

5."5.36 

0.'-«j25 

.0516 

.iaJ9 
.1504 
.2001 

.9585 
.0074 
.0565 

.1058 
-1554 
.3051 

.9634 

X)123 

.0614 
.1108 
.1603 

.2101 

.9682 

jom 

XD664 

.1157 
-1653 

.3150 

.9731 
.0221 
-0713 

.1207 

.1703 

.22uo 

.9780 

X)270 
X)762 

.1256 
.1752 

.2250 

-9829 
.0319 
.0812 

.1306 
.1802 
.2300 

.9878 
.0368 
.0861 

.1355 
.1852 
.2350 

.9927 
^18 
XD910 

.1405 
.1901 
.3400 

.9976 
.0467 
.0960 

-1454 
.1951 

•2450 

.2951 

1  5.0  5.1 

2  10.0  10.3 

3  15-0  15-3 

4  20.0  204 

5  25X}   25.5 

6  3ao  30.6 

7  35.0  35.7  1 

8  40.0  40.8  1 

9  45.0  45-9  i 

6.2500 

.2550 

.2600 

.2050 

.;7<.. 

..^K*-ll 

.JHSn 

.2901 

'  .v 

.V  0 

1 

- 

i 

■1 

i 

8 

'} 

J'.    /'. 
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Tafel  XYIII. 

Tafel  der  Quadrate  der  Zahlen  von  0.000  bis  3.000. 


-V 

y-  0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

S 

9 

1'.  1: 

'  2.50 

!  2.S1 

1  2-52 
2.53 

6.2500 

.2550 

.2600 

.2650 

.2700 

•2750 

.2800 

.2850 

2901 

.2951 

50   51 

1  5.0  5.1 

2  10.0  10.2 

3  15.0  15-3 

4  20.0  20.4 

.3001 
.35CH 
.4009 

.3051 
.3554 
-4060 

.3101 
.3605 
.4110 

.3152 
.3655 
.4161 

.3202 
.3706 
4212 

.3252 
•3756 
.4262 

.3303 
.3807 
•4313 

.3353 
•3857 
.4364 

3403 
3908 
4414 

■3454 
■3958 
•4465 

2.54 

2.55 
2.56 

-4516 

6.5025 

.5536 

4567 
.5076 
.5587 

.4618 
.5127 
.5638 

466S 
.5178 
.5690 

4719 
.5229 
.5741 

4770 
.5280 
.5792 

.4821 
•5331 
.5844 

4S72 
.5382 
.5895 

4923 
5434 
594Ö 

4974 
•5485 
•5998 

6  30.0  30.6 

7  35.0  35.7 

8  40.0  40.8 

2.57 
2.58 
2.59 

2.60 

2.61 
,  2.62 
'  2.63 

.6CU9 
.6564 
.7081 

.6100 
.6616 
.7133 

.6152 
.6667 
.7185 

.6203 
.6719 
.7236 

.6255 
.6771 
.7288 

.6306 
.6822 
•7340 

.6358 
.6874 
.7392 

.6409 
.6926 
.7444 

6461 
6977 
7496 

.6512 
.7029 
.7548 

9  45.0  45.9 
52   53 

1  5.2  5.3  1 

2  10.4  10.6 

3  15.6  15.9 

4  20.8  21.2 

5  26.0  26.5 

6  31.2  3l^8 

6.7600 

.7652 

.7704 

.7756 

.7808 

.7860 

.7912 

.7964  1 

S017 

.8069 

.8121 
.86+4 
.9169 

.8173 
.8696 
.9222 

.8225 
.8749 
•9274 

.8278 
.8801 
•9327 

•8330 
.8854 
-9380 

.8382 
.8906 
•9432 

•8435 
.8959 
.9485 

•8487 
.9011 

.9538 

8539 
9064 
9590 

.8592 
.9116 
.9643 

2.64 
2.65 
2-66 

6.9696 
7.0225 
.0756 

.9749 
.0278 
.0809 

.9802 
•0331 
.0S62 

.9854 
•0384 
•0916 

•9907 
-0437 
.0969 

.9960 
.0490 
.1022 

7.0013 
.0543 
.1076 

.0066 
.0596 
•1129 

0119 
0650 
1182 

.0172 
.0703 
.1236 

7  364  37^1 

8  41^6  424 

9  46.8  47.7 

1  2.67 

2.68 

i  2.69 

2.70 

2.71 
2.72 
2.73 

.1289 
.1824 
.2361 

■1342 
.1878 
.2415 

.1396 
■1931 
.2469 

•  1449 
•1985 
.2322 

-1503 
.2039 
.2576 

.1556 
.2092 
.2630 

.1610 
.2146 
.2684 

.1663 
.2200 
.2-38 

1717 
2253 
2792 

.1770 
.2307 
.2846 

54  55 

1  54  5.5 

2  10.8  11.0 

3  16.2  16.5 

4  21.6  22.0 

5  27.0  27.5 

6  324  33-0 

7  37.8  38.5 

8  43.2  44.0 

7.2900 

.2954 

.3008 

.3062 

.3116 

.3170 

.3224 

.3278 

3333 

•3387 

.3441 
•3984 
•4529 

-3495 
4038 
-45S4 

.3549 
4093 
4638 

•3604 
4147 
■4693 

•365S 
4202 
4748 

.3712 
■4256 
4802 

.3767 
•4311 
4857 

.3S21 
4365 
•4912 

3875 
4420 
4966 

•3930 
•4474 
.5021 

2.74 

2.75 
2.76 

.5076 
7.5625 
.6176 

.5131 
.56S0 
.6231 

.5186 
.5735 
.6286 

•5240 
•5790 
•6342 

-5295 

.5845 
■6397 

.5350 
.5900 
.6452 

.5405 
.5955 
.6508 

•54ßO  j 

.6010 

•6563 

5515 
6066 
661S 

.5570 
.6121 
.6674 

9  48.6  49.5  ' 
56   57 

1  2.77 

!  2.78 

2.79 

2.80 

2.81 
2.82 
2.83 

.6729 
.728+ 
.7&+1 

.6784 
.7340 

.7S97 

.6840 
•7395 
.7953 

.6895 
.7451 
.8008 

•6951 
•7507 
.8064 

.7006 
.7562 
.8120 

.7062 
.7618 
.8176 

.7117 
.7674 
.8232 

7173 
7729 
8288 

.7228 
.7785 
•8344 

1  5.6  5.7 

2  11.2  11.4 

3  16.8  17.1 

4  22.4  22.8 

5  28.0  28.5 

6  33.6  34.2 

7  39.2  39.9 

8  44-8  45^6 

9  504  51^3 

7.8400 

.a+56 

.8512 

.8568 

.8624 

.8680 

.8736 

.S792 

8849 

-8905 

.8961 
7.9524 
8.0089 

.9017 
.9580 
.0146 

.9073 
.9637 
.0202 

.9130 
•9693 
.0259 

.9186 
.9750 
.0316 

.9242 
.9806 
.0372 

.9299 
.9863 
•0429 

■9355 
.9919 
.0486 

9411 
9976 
0542 

.9468 

8.0032 

.0599 

2.84 
2.83 
2.86 

.0656 

8.1225 

.1796 

.0713 
.1282 
.1853 

.0770 
.1339 
.1910 

.0826 
.1396 
.1968 

.0883 
•1453 
.2025 

.0940 
.1510 
.2082 

.0997 
.1567 
.2140 

.1054 
.1624 

.2197 

1111 
1682 
2254 

.1168 
•1739 
.2312 

58   59 

1  5.8  5^9 

2  11.6  11.8 

2.87 
2.88 
2.89 

2.90 

2.91 
2.92 
2.93 

.2369 
-2944 
.3521 

.2426 
.3002 
.3579 

.2484 
.3059 
.3637 

•2541 
•3117 
•3694 

.2599 
.3175 
.3752 

.2656 
.3232 
.3S10 

.2714 
.3290 
.3S68 

•2771 
•3348 
.3926 

2829 
3405 
3984 

.2886 
.3463 
4042 

3  174  17.7 

4  2Z.2   23.6 

5  29.0  29.5 

6  34.8  354 

7  40.6  41.3 

8  46.4  47.2 

9  52.2   53.1 

60   61 

8-4100 

-+158 

.4216 

•4274 

4332 

4390 

4448 

4506 

4565 

4623 

4681 
.5264 
■5S49 

.4739 

.5322 
.5908 

4797 
.5381 
.5966 

•4856 
•5439 
•6025 

4914 
.5498 
.6084 

.4972 
.5556 
.6142 

•5031 
•5615 
.6201 

.5089 
.5673 
.6260 

5147 
5732 
6318 

.5206 
•5790 
•6377 

2.94 
2.95 
2.96 

.6436 
8.7025 
.7616 

•6495 

.7oa+ 

.7675 

•6554 
■7143 
•7734 

.6612 
.7202 
.7794 

•6671 
.7261 
.7853 

.6730 
.7320 
.7912 

.6789 
•7379 
.1972 

.6848 
.7438 
.8031 

6907 
749S 
8090 

.6966 

.7557 
.8150 

1  6.0  6.1  ' 

2  12.0  12.2 

3  18.0  18.3 

4  24-0  24.4 

5  30.0  30.5 

6  36.0  36.6 

7  42.0  42.7 
S  48.0  4S.8 
9  S4-0  54-9  1 

2.97 
2.98 
2.99 

3.00 

.8209 

.8804 

8.9401 

.8268 
.8864 
•9461 

.8328 
.8923 
.9521 

.8387 
.8983 
.9580 

•8447 
.90+3 
•9640 

.8506 
.9102 
.9700 

.8566 
.9162 
.9760 

.8625 
.9222 
.9820 

8685 
9281 
9880 

•8744 
•9341 
•9940 

9.0000 

.CO60 

.0120 

.0180 

.0240 

.0300 

.0360 

.0420  1 

0481 

.0541 

N 

.A-»  0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

P.  P. 
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Tuf,.!    \IX. 

Ttifol  clor  Oauss'scheu  Constanton  luv  die  nicht  identischon  Kometenbahnen. 


Na 


n  -  a 


C 


log  a     '    log  b     '    log  e 


J 

S6S 

>68 

574 

0 

770 

7 

837 

8 

961 

0 

1093 

lO 

1097 

M 

1231 

13 

1264 

13 

IW9 

14 

1337 

15 

1366 

16 

138s 

17 

1433 

i8 

1468 

19 

1473 

30 

1490 

31 

1491 

33 

1506 

3J 

JS33 

34 

1533 

35 

1SS6 

81*  $4' 59" 
8l  54  5 

-•56  3i    6 
J56  26  43 


70 
70 

ao  17 
30  10 


3  44 
3  39 

8 

4 

IS  3«  16 
15  31  47 

93  43  59 
93  43  51 


377 
377 


7  SS 
7  Sl 


Klinkrrtur 


83  33  11 
83  32   30 

30  33  S6 
30  33  57 

134  56  46 
134  56  10 

131  i2   41 
131  33  17 

83  59  43 
83  59  53 

103  51  34 
103  53  13 

90  46  6 
90  47  18 

313  37  3 
313  36  38 

166  40  59 
166  40  4Ö 

213  45  33 
313  45  50 

65  13  9 
65  14  17 

158  6  10 
157  51  30 

139  53  35 
139  51  43 

154  57  49 
154  56  60 

342  14  46 
342  15  26 

16  38  15 
16  39  10 

277  51  20 
277  50  2 

98  48  48 
98  47  11 


Thoorfü'ili.'  A.lr 


392' 39*  30" 
293  49  8 

163  44  S4 
165  5  12 

273  34  34 
371  54  57 

43  3  30 

44  33  18 

343  49  33 
244  58  31 

33<J  59  50 
S2»  36  38 

331  3«  2 
330  17  43 

89  42  33 

89  37  7 

338  47  O 
330  8  40 

281  57  50 
281  7  53 

13-  19  34 
138  37  45 

357  7  55 

358  17  47 

298  31  50 
397  16  28 

348  37  O 
346  3:  54 

30T  34  47 
30'i  3  57 

174  13  38 
171  57  30 

279  37  30 
379  9  43 

30  24  22 
38  40  13 

240  15  40 

349  2  35 
33  34  o 
35  23   10 

173  50  22 
168  35  16 

304  4  12 
302  46  19 

230  24  55 
221  54  50 

35  44  15 
37  14  8 

268  2j  27 
369  34  33 


206*25'  o" 
209  39  38 

78  29  25 

79  48  37 

49  46  5 
41  O  30 

311  33  18 

313  s  50 

146  38  33 

147  39  53 
105  13  29 
104  41  40 

317  17  14 
315  50  56 


177 
175 


!3  31 
7  13 


129 
130 


139  31  45 

140  43  1 

332  45  6 
224  53  40 

39  20  26 

40  41  57 

165  29  14 

166  46  15 

103  58  16 
103  42  45 

99  28  50 
98  27  45 

216  20  40 

217  46  50 

249  5  40 
248  19  49 

113  8  10 
113  29  30 

122  11  37 
121  13  '3 

339  4«  38 
338  43  4» 

363  34  55 

2(H  23   13 

346  53  30 
346  34  31 

73  37  20 
72  17  40 


33**41'  9" 
331  S6  36 

54  56  57 

55  59  23 

2  11  34 
1  38  4 

319  7  4 

320  28  57 

27  40  SO 
27  3  31 

34  13  3-' 

33  57  41 

333  31  17 
331  34  11 

0  43  47 

1  33  57 

55  9  24 
55  18  16 

343  13  39 
343  8  36 

30  26  30 

31  30  16 

36  45  25 
24  54  36 

19  34  20 
19  13  41 

31  30  30 
31  5  58 

338  11  SO 

339  59  46 
330  46  o 
330  36  50 

15  29  37 
15  3  31 

34  43  50 
34  38  34 


O  10 
3  36 


387  39  45 

388  54  1 

178  16  56 

179  32   54 


333 

19 

2 

340 

31 

30 

335  38  37  1 

336 

1 

18 

335 

44 

10 

335  43 

20 

17 

54 

12 

17 

33 

14 

36 

5 

40 

36 

0 

43 

331 

35 

47 

333 

16  38  1 

6 

18 

51 

1 

39 

52 

9-97233 

996967 

9-99378 
9-99370 

0.99844 
9-90913 

9.99940 
9-99942 

995779 
9.96092 

9-71777 
9-72529 

9-99681 
9-99661 

9.99989 
9-99943 

9-97311 
9.97450 

9.91411 
990474 

;  9.99908 
9-99902 

9.99478 
9.99566 

9-79722 
9->^783 

9.88489 
9-88611 

I  9.99912 
I  9.99906 

i  9-78823 
9-7896S 

i  9-87886 

;  9-88751 

I  9-88383 

I  9.88073 

9.99994 
9-99997 

9.83819 
9-84296 

9-41 S45 
9-43135 

9.94057 
9.94401 

9-91433 
9-91746 

9.96318 
9.96348 

9.99994 
0.00000 


9.98454 
9-98549 

9-95414 
9-95499 

9.06  ICO 

8.99945 
9.95376 
9.95348 

9.98403 
9.98386 

9.96J63 
9.95968 

9-92894 
9-92980 

9-74834 

9-74939 

9.99973 
9.99983 

9.90624 
9-90338 

9-94477 
9-94514 
9.99278 
9.99251 
9.89705 
9-8S940 

9-96329 
9.9^030 

9-97642 
9-97624 

9.99123 
9.99276 

9.82239 
9.81144 
9.99970 
9-99943 

9.93673 
9.95626 

9.93121 
9.92606 

9.9">866 
9.99930 
9-82025 
9.81198 

9-99972 
9.99949 

9.90971 
9.90620 

9-99704 
9.9970J 


9A3800 
9.64498 

9Ä(987 
9.66701 

9.9986.S 
9.99H70 

9-64859 
9.64969 

9-69683 

9.6906J 

0.97264 
9.97403 

9-73394 
9-73250 

9-91849 
9-91861 

9-53S45 
9.32380 

9.91540 
9.92694 
9-67972 
9.67874 
9.37599 
9.36500 

9-99661 
9.99702 

9.87678 
9.87990 

9-51445 
9-51665 

9-91057 
9-90754 

9.99698 
9.99665 

9.80937 
9.81434 
9.62880 
9.63072 

9.95071 
9-93246 

9.98620 
9-98508 

9.95219 
9.95333 
9.75766 
9.75137 
9.S4950 
9-85189 

907076 
9.06808 
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Tafel  XIX. 

Tafel  der  Gauss'schen  Constanten  für  die  nicht  identischen  Kometenbahnen. 


No. 

T 

n-  Q, 

A 

B 

C 

log  a 

log  b 

log  c 

26 

1558 

2»46'  28" 

97°28'  10' 

2H»47'37" 

347° 53' 22" 

9.96194 

9.86227 

9.89982 

2  46  13 

97  0  23' 

210  18  24 

348  30  12 

9.96621 

9.85732 

9.89820 

27 

1577 

256  39  12 
256  39  43 

82  28  30 
82  1  6 

144  44  3 
143  21  20 

12  54  27 

13  28  6 

9.95265 
9.94750 

9.86187 
9.86746 

9.91194 
9.91357 

28 

1580 

89  22   37 

89  22  57 

99  35  23 
100  16  39 

88  52  40 

89  32  33 

8  24  10 

8  56  2 

9.97482 
9.97132 

9.52640 
9.55290 

9.99925 
9.99916 

29 

1582 

332  1  23 
332  0  40 

238  28  50 
237  3  51 

264  30  37 
263  53  51 

341  19  4 
340  53  9 

9-86352 
9-85534 

9.85801 
9.86747 

9.98808 
9.98729 

30. 

1585 

330  36  17 

129  40  33 

41  46  7 

32  25  0 

9-99899 

9.94553 

9.67752 

330  36  52 

130  58  31 

43  7  8 

33  28  55 

9-99893 

9.94593 

9.67643 

31 

1590 

307  39  53 

280  36  40 

18  17  19 

6  3  2 

9-99765 

9.78902 

9.90CH5 

307  40  14 

279  22   55 

16  12  56 

5  21  18 

9.99816 

9-78725 

9.90068 

32 

1593 

12   4  10 

269  30  17 

153  25  23 

5  54  20 

9.98774 

9-68193 

9.95790 

12  4  53 

269  33  15 

155  47  59 

5  18  35 

9.99015 

9-67361 

9-95741 

33 

1596 

59  25  51 

107  47  51 

207  28  S 

339  58  14 

9.96918 

9-96313 

9-73007 

59  25  31 

106  48  57 

206  10  51 

340  45  19 

9.97221 

9.96149 

9-72558 

34 

1618 

24  53  26 

26  51  40 

284  50  42 

323  46  49 

9.97517 

9.93360 

9.78500 

24  51  35 

28  20  50 

286  15  19 

324  34  41 

9.97578 

9.93135 

9-78794 

35 

1618 

287  22   57 

164  30  46 

95  18  37 

31  58  39 

9.90697 

9.95404 

9-86588 

287  24  18 

166  12  4 

96  21  21 

32  24  19 

9.90579 

9.95705 

9-86271 

36 

1652 

300  9  28 
300  10  18 

177  18  31 
184  55  2 

113   2  23 

113  14  47 

23   48  39 
23   50  24 

9.26251 
9.26367 

9.99861 
9.99925 

9-99405 
9-99334 

37 

1661 

33  23  26 

171  48  S6 

97  48  34 

36  13  18 

9.92482 

9.96341 

9-82549 

33  24  56 

173  26  47 

98  54  32 

36  14  19 

9.92436 

9.96580 

9.8216s 

38 

1664 

310  40  41 

7  55  51-5 

105  36  27 

54  8  12 

9.96980 

9.97526 

9.68781 

310  38  27 

6  23  57 

104  21  4.5 

53  20  20 

9.96962 

9.97394 

9.69333 

39 

1665 

156  6  54 
156  6  12 

254  25  34 
253  41  13.5 

250  45  8 
250  49  32 

342  26  21 
342  4  28 

9.83126 
9.82031 

9.86671 
9-87544 

9.99978 
9.99984 

40 

1668 

206  42  27 

283  55  44 

194  16  8 

305  34  30 

9.99673 

9-99950 

9.11864 

206  41  44 

285  12  9 

195  33  3 

304  10  22 

9.99613 

9-99955 

9.14759 

41 

1672 

109  28  29 
109  27  50 

78  3  4-5 
78  42  38 

246  48  54 
246  40  27 

339  27  28 
339  44  32 

9.68950 
970734 

9-9+258 
9-93714 

9.99848 
9.99815 

42 

1677 

99  12  38 
99  13  24 

253  12  17 
252  19  39 

248  58  57 
238  39  55 

340  7  11 
338  21  30 

9.74514 
9-72994 

9-92003 
9-96511 

9-99975 
9-96727 

43 

1678 

159  27  47 

254  19  40 

164  37  13 

162  17  11.5 

9-99996 

9-97098 

9-54900 

159  29  50 

255  43  13.5 

165  59  8 

163  51  49 

9.99996 

9-97101 

9-54863 

44 

l68o 

350  38  57 

6  22  21 

250  35  35 

333   51  47 

9.69206 

9-98725 

9-95554 

350  38  2 

9  11  47.5 

251  11  10 

334  2  37 

9.69+24 

9.98502 

9-95745 

45 

1683 

86  46  32 

270  37  26 

162  46  34 

2  24  4 

9.99782 

949332 

9-98025 

86  46  30 

270  28  19 

166  45  12 

1  49  18 

9.99875 

9-48453 

9.98012 

46 

1684 

330  36  25 
330  35  32 

355  33     7 

358  59  25 

247  44  27 

248  21  10 

334  25  13 

334  24  28 

9.61359 
9.62366 

9-99591 
9-99428 

9.96468 
9.96452 

47 

1686 

86  25  49 
86  25  49 

82  42  10 

83  54  3.5 

346  30  45.5 
348  41  33 

355  50  54 

356  31  41 

9.99870 
9.99909 

9.76590 
9.76422 

9.91165 
9.91192 

48 

1689 

180  44  43 
180  45  30 

357  31  29 
354  48  13 

109  51  27 
109  31  23 

26  42  13 
26  31  43 

9.71107 
9.71212 

9.98902 
9.9S697 

9.94743 
9-94954 

49 

169s 

203  59  10 

304  42  50 

213  28  12 

281  37  28 

9.98879 

9.99807 

9-38627 

203  58  2 

306  6  13 

214  44  45 

282  15  24-5 

9.98803 

9.99786 

9.40113 

50 

1698 

350  50  56 

181  36  18 

266  28  8 

296  24  50 

9.99079 

9.96317 

9.64787 

356  46  58 

180  14  46 

265  10  40 

295  21  34 

9.99078 

9.96407 

9.64397 
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Tiif.l   XIX. 

Tattl  (liT  Oauss'sohon  Conatanton  für  die  nicht  identl.achen  Komotenbahnon. 


N  '      1 

.    -. 

.1 

li 

1 

(.•:;  .1 

/..;,  /. 

l,.,j  . 

M 

1699 

109*  U'  16" 
109  13  50 

105*  10»  34" 
104  37  47 

331*35' 59" 

320  38  9 

343*  cf   4" 
343  30  7 

9.91469 
9.92118 

9.92?  n 

0»9494  1 
■■•'3 

ITOl 

164  59  31 
164  58  33 

143  l  35 
141  29  6 

333  4  40 
33a   2  46 

333  10  51 

323  12  15 

9.91126 
9.91430 

9 '/.  . 

■  -^ 

-.12 

309  41  55 

309  43  37 

279  37  45.5 
281  4  31 

189  33  34 

190  46  53 

191  45  40 
193  30  53 

999996 
9.99995 

9.97535 
9.97532 

9.51556  1 
9.51607 

>A 

1106 

59  35  12 
59  aS  34 

97  58  33 

98  47  55 

50  37   1 

53  33   50 

5  34  15 

6  7  18 

9.99149 
9.98969 

945301 
947543 

9.99064  1 
9.99047  1 

'i 

1707 

37  8  40 
37  9  23 

91  53  54 
91  58  6 

117  35  43 
117  13   3 

19  6  14 
19  24  53 

9.77588 
9.76132 

9.91W2 
9.92558 

9.08971 
9-99040 

56 

1718 

6  15  55 

6  17  0 

317  13  34 
315  46  57 

68  37  34 
67  11  6 

34  38  34 
33  49  56 

9.96102 
9.96266 

9.88776 
9.88352 

9.87717  1 
9.87913  1 

57 

1723 

331  31  35 
331  31  10 

99  30  44 
100  26  30 

41  5  45 
44  2  31 

6  3  5 

6  35  54 

9.99173 
9.9900S 

954663 

9.56088 

9.98033  1 

9.98007  ' 

'  5*? 

1"^ 

9  53  13 
9  53  40 

75  33    0 

76  13  35 

349  53  39 
249  45  19 

342  37  59 

343  51  17 

9.83025 
9.84089 

9.86812 
9.85908 

9.99947 
9.99931 

99  33  44 
99  30  37 

315  3  34 

316  29  35 

233  36  20 
333  54  13 

376  40  41 
376  53  38 

9.98836 
9.98780 

9.99288 
9.99247 

946323 
947404  [ 

'•"1      17  >T 

138  43  3 
138  44  0 

221  8  6 

222  24  24 

130  33    0 

131  29  6 

39  0  30 
38  57  10 

9.93036 
9.93271 

9.99996 
999985 

9-71944  1 
9.71341 

"1     1739 

104  46  30 
104  45  SS 

353  36  37 
353  41  14 

286  53  38 
28S  29  0 

349  5  37 
348  34  43 

9.96565 
9.96210 

9A4715 
9.66367 

9.98872 
9.98833 

-42 

338  1  I 
328  l  14 

367  46  33 
267  13  44 

263  0  8 
263  51  12 

357  44  10 
357  11  7 

9.99818 
9-99718 

8.96222 
9.03622 

9.99998  l 
9-99999 

iT43 

25  27  18 
25  47  15 

157  35  28 

158  57  15 

68  32  43 

69  54  40 

62  57  31 
64  15  39 

0.99971 
9.99971 

9.95964 
9-95986 

9-61638 
9-61542 

^4     1743 

118  95  51 
118  59  38 

85  33  4« 
84  33  33 

173  42  59 
172  20  18 

6  38  3-5 
8  3  3 

9.99863 
9.99797 

9.96742 
9.96779 

9-58158 
9.58385 

'5  1   1744 

( 

151  36  8 
151  37  3 

135  3  17 

136  31  53 

77  46  56 

78  56  31 

18  33  18 
18  51  32 

9.92962 
992570 

9.82851 
9.83667 

9-95763  1 
9-95651  1 

">  1   1747 

230  16  36 
330  16  57 

376  54  3 
276  31  26 

116  31  aa 

117  3  41 

13  33   50 
12  4  13 

9.92847 
9.93487 

9.74218 
9.72752 

9-99461  , 
9-99428  1 

07 

1748 

17  51  35 
17  50  43 

264  0  43 
263  45  19-5 

244  14  38 
244  32  7.5 

341  12  28 

.340  53  13 

9.78289 
9.76873 

9.90971 
9.91649 

999388 
9-99440 

<>H 

1748 

345  38  43 
345  39  17 

104  17  37 

105  1  14 

97  39  7 
97  54  50 

13  36  5 
13  4  18.5 

9.93642 
993077 

9.70446 
9.72049 

9.99944 
9.99933 

09 

1757 

368  45  30 
368  42  52 

303  33  36 

304  53  0 

211  49  35 
213  9  52 

343  13  34 
244  9  28 

9.99060 
9.99635 

9.98927 
9.98899 

940214  ' 
941020 

70 

1758 

3648  4 
36  47  19 

294  18  42 

295  24  47 

230  31  55 

231  -'3  54 

.«7  54  5 
337  35  38 

9.84180 
9.83236 

9.96367 
9.96686 

9.9i.>46 
9.91(09  , 

1  71 

1759 

273  57  49 
273  58  15 

260  48  15 

261  13  57 

131  20  4 

132  18  36 

17  3  25 
16  35  30 

9.88696 
9.89523 

9.89908 
9.S9304 

9.04536 
9.94373 

72 

175'J 

59  43  34 
59  53  30 

10  50  7 
9  16  15 

102  45  16 
101  12  35 

89  52  41 
»8  19  26 

9-9985'' 
9.99858 

9.96559 
9-96524 

9.59339 
9.59449  ' 

7!  ;  176a 

"5  38  54 
HS  38  57 

89  6  3 
89  13  40 

309  20  53 
306  ai  a6 

355  8  50 
355  43  35 

9.99106 
9.99J10 

9.57616 
9.56413 

9.97072 
9.97038 

■  -'>i 

88  3948 
88  39  53 

88  50  10 

89  15  12 

210  37  23 
200  43  12 

358  26  40 

359  0  9 

9.9"963 

9X>8879 
9.05217 

9.90763 
9-9'n59 

75  .   1764 

1       1 

104  4948 
10449  0 

316  23   50 

314  47  10 

93  0  19 
93  U  58 

23  4  33 
31  39  54 

9.85S84 

9-86436 

9.901 10 
9.89460 

996314 
9.96+4« 
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Tafel  XIX. 

Tafel  der  Gauss'sohen  Constanten  für  die  nicht  identischen  Kometenbahnen. 


No. 

1 

"-fl, 

A 

B 

C 

log  a 

log  b 

'";/  c 

76 

1766 

100»  55'  36" 
100  54  51 

212»  51' 16" 
211  15  7 

273°  4' 15" 
272  0  29 

333° 57'  8" 
333   29  55 

9.90805 
9-90538 

9-91663 
9.92128 

9.91  lOS 
9.90889 

77 

1766 

177  0  32 
177  6  19 

163  49  30 
165  8  8 

77  31  18 

78  49  30 

58  14  16 

59  19  40 

9-99605 
9.99600 

9.95567 
9.95634 

9.65340 
9.65092 

78 

1769 

329  7  31 
329  6  16 

266  3  31 

267  7  45 

175  0  34 

176  21  43 

6  53  28 
5  2  26 

9.99924 
9-99959 

9.98025 
9.98006 

9.47822 
9.47615 

79 

1770 

224  13  6 

224  32  1 

221  47  16 

222  52  3 

132  16  20 

133  20  29 

128  56  20 
130  4  59 

9-99990 
9.99991 

9-96589 
9.96597 

9.58186 
9.58138 

80 

1770 

100  19  43 
100  18  19 

338  40  44 
337  5  0 

87  23  32 
86  9  26 

32   49  34 
32   14  32 

9-93904 
9.94020 

9.94011 
9.93695 

9.84324 
9.84628 

81 

1771 

46  10  34 
46  14  22 

327  4  48 

328  25  38 

62  24  44 

63  47  16 

40  52  47 

41  51  42 

9-99403 
9-99385 

9.94136 
9.94237 

9.71070 
9.70833 

82 

1773 

313  8  30 
313  9  13 

232   13  22 

23i   41  20 

126  44  15 

127  34  55 

25  41  46 
25  27  58 

9.82418 
9-83230 

9.98793 
9.98610 

9.89232 
9.88909 

83 

1774 

136  43  8 
136  43  7 

270   2  50 

270  12  34 

180  44  43 
183  17  31 

0  11  16 
359  10  14 

O-OOOOO 

9-99979 

9.70063 
9.70131 

9.93694 
9-93703 

84 

1779 

62  10  2 
62  10  52 

111  10  iS 

112  24  20 

38  3  53 

39  56  23 

11  45  47 

12  24  35 

9-98879 
9.98756 

9.79305 
9.79766 

9.91133 
9.91037 

85 

1780 

237  5  32 
2Z-1     4  48 

310  54  18 
310  5  30 

91  56  15 
91  30  21 

20  41  30 
20  27  27 

9.86812 
9.87131 

9.88179 
9.87780 

9.97100 
9-97162 

86 

1780 

255  9  8 
255  8  42 

283  43  28 
283  3  56 

105  26  30 
105  30  16.5 

14  19  30 

13  51  57 

9.90671 
9-91371 

9.77169 
9-75815 

9-99994 
9-99991 

87 

1781 

156  11  3 
156  11  u 

137  51  30 
143  43  36 

112  30  53 
112  37  3 

23    20  31 
23  25  22 

9-28444 
9-24920 

9.99328 
9.99488 

9-99857 
9.99821 

88 

1781 

61  19  14 
61  21  0 

14  36  30 
12  9  31 

112  17  20 
108  8  25 

48  49  33 
63  28  30 

9.95201 
9.98097 

9.98486 
9.97567 

9.7121s 
9.63926 

89 

1783 

354  17  28 
354  18  30 

135  39  20 
137  8  32 

83  16  31 

84  20  19 

22     3  33 
22   31  6 

9.910S7 
9-90717 

9.88044 
9.88668 

9.94041 
9.93881 

90 

1784 

336  5  17 
336  4  18 

46  42  32 
45  10  0 

129  28  50 
128  29  53 

29  55  17 

30  5  0 

9.88160 
9.87648 

9.99531 
9.99621 

9.82355 
9.82714 

91 

1785 

205  39  59 
205  39  7 

341  57  26 
345  48  46 

345  51  12 
246  18  33 

334  29  22 

335  1  57 

9.54838 
9.54095 

9.99965 
9.99919 

9-97141 
9-97297 

92 

1785 

127  4  1 
127  4  48 

84  56  27 
83  52  51 

116  42  49 
116  30  28 

21  30  21 
21  44  26 

9.64243 
9.62070 

9.96544 
9.96970 

9.98988 
9.99021 

93 

1786 

323  15  7 
32i   14  42 

279  30  8 

280  25  35 

195  11  56 

196  35  14 

347  43  35 
346  41  27 

9-99117 
9-98944 

9.95374 
9.95484 

9.68246 

9-68573 

94 

1787 

99  7  4 
99  8  3 

336  13  58 
334  19  25 

98  6  22 
97  14  15 

26  43  27 
26  21  13 

9-84388 
9.84723 

9.94896 
9.94484 

9.92933 
9.93151 

95 

1788 

57  48  14 
57  49  13 

293  5  38 
292  41  27 

26  32  29 
26  4  46 

16  2  37 

15  45  55.5 

9-99838 
9-99843 

9.91463 
9.91453 

9.76094 
9.76095 

96 

1788 

30  25  28 
30  26  0 

86  29  21 

87  5  38 

283  38  37 
286  55  12 

356  46  18 

357  19  30 

9.99644 
9-99756 

9.12506 
9.05050 

9.99967 
9.99969 

97 

1790 

114  25  18 
114  24  42 

276  42  58 
275  30  24 

11  47  5 
9  40  37.5 

3  50  17 
3  8  54 

9.99903 
9.99935 

9.78092 
9.77982 

9.90303 
9.90314 

98 

1790 

204  36  2i 

204  35  25 

353  44  50 
356  17  39 

248  20  13 

249  1  44 

332  15  54 
332  24  51 

9.73828 
9-73709 

9.99354 
9.99203 

9.93157 
9.93405 

99 

1790 

119  27  20 
119  27  56 

74  15  38 
73  26  26 

144  40  18 
143  26  41 

17  37  20 

18  10  47 

9.94203 
9-93685 

9.93206 

9.93540 

9.85077 
9.85364 

100 

1792 

154  21  47 
154  21  2i 

262  11  31 
261  6  34 

339  52  22 
337  14  58 

355  29  50 
354  53  1 

9-99724 
9-99643 

9.67034 
9.67493 

9.94977 
9-94949 
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Tnfel    XIX. 

Taft'l  der  Oiiiisrt'sohen  ConstaiUen  lur  dio  nicht  identischen  Koinetenbahnen. 


No.  '   /• 


i-a 


log  a     {  log  b     '  log  e 


!■  •! 

MQJ 

1793 

1703 

1796 

1797 

1798 

1798 

108 

1799 

ICÜ^ 

1799 

iSOl 

18OJ 

11.' 

1804 

113 

1806 

114 

1H07 

i-ioS 

iHoe 

117 

1810 

118 

IHII 

119 

iHll 

1H12 

1H13 

isn 

1-4I5 

1.'4 

1416 

135 

I8l8 

147*  a-»'  19" 
147  31  19 

339  56  38 
339  57  39 

69  53  46 

69  53  57 

184  17  18 
184  17  40 

379  48  40 
379  48  16 

343  54  10 
343  55  4 


3  37 
3  36 


95  44  18 
95  45  18 

136  7  43 
136  7  21 

320  38  5 

330  39  51 

338  6  SS 
338  6  17 

331  56  56 
331  56  51 
335  30  15 

235  19  33 
4  8  2 
4  7  7 

353  4ß  35 
353  45  53 

131  33  1 
131  33  43 
103  34  O 
103  33  23 

65  33  54 

65  34  21 

JI4  24  39 
314  36  11 

199  18  13 
199  17  33 

350  50  56 
350  53  3 

«H  56  43 
304  57  31 

65  33  37 
65  33  46 
304  20  59 

304  30  34 

305  4  35 
105  3  16 


161*  3'  10" 
159  4  49 

326  53  31 
324  43  46 

90  53  37 

91  44  39 

83  53  33 

82  14  54 


8  22 

5  44 


220  21  17 

221  53  13 

307  40  7 
20s  58  30 

346  19  45-5 
344  10  49 
98  37  35 
98  11  44 
48  16  29 
46  51  21 

122  28  34-5 

121  13  41 

267  48  40 

268  33  12 

122  57  59 
121  40  30 

351  9  53 
354  13  49 

US  27  38 
117  16  24 

70  41  7 
69  30  40 

59  41  3i 

60  55  31 

383  58  3 
383  18  37 

182  3i   59 
184  10  18 

313  18  36 

314  47  36 

31  53  10 
30  33  36 

83  4  36 
81  41  40.5 

169  39  3 

171  33  41 

60  34  37 

61  48  30 

337  53  30 
339  33  30 


344*11' so" 
343  30  46 

103  19  37 
103  45  43 

4  57  43 
9  49  51 

160  33  53 
159  1  10 

210  43  56 

209  28  58 

128  30  29 

139  31  59 

368  33  4 
267  22   35 

103  47  5 

102  59  37 

222  44  9 
221  33  57 

140  13  30 

138  57  O 

326  37  35 
225  37  46 

175  40  43-5 
177  8  8 

214  52  26 
213  40  54 
247  13  55 
347  47  43 

315  25  23 
314  15  3 

157  9  33 
155  53  31 

364  33  33 

365  6  34 

106  34  55 
106  39  57 

ICH  39  13 
105  35  31 

343  3  18 
343  33  50 

135  49  30 
134  33   13 

139  16  37 
138  35  45 

103  4  38 

102  58  23 

294  43  52 
296  18  43 

342  36  34 
243  53  50 


328*  35' 49" 
338  30  53 

23   so  31 
23   33  44 

0  34  44 

1  9  10 

9  33  38 
10  17  36.5 

337  13  51 
337  S6  33 

35  3  4 
34  57  34 

332   53  27 

332  27  37 

27  39  36 
37  21  30 

345  15  35 

76  33   33.5 
75  38  38 

334  17  18 

334  37  50 

2  52  59 

1  54  43 

317  38  29 

318  1  48 

333  45  43 
333   51  50 

330  48  33 

331  32  o 

28  40  4 

29  40  38 

341  38  26 

342  3  51-5 
14  58  27 
14  31  39 

40  39  30 

41  6  51 

335  44  31 
335  39  38 

67  3  8 
66  11  43 

17  9  11-5 
17  33  33 

30  9  37 
30  28  14 

344  8  25 
344  42  o 

39s  55  30 
39647  33 


9.83934 
9-83333 

974983 
9.75730 

9.99092 
9.99968 

9.98532 
9.98370 

9.96153 
9.96480 

9.90735 
9.91084 

9.89053 
9.88793 

9.80597 
9.80845 
9.92260 
9.92910 

9.98580 
9.98504 

9.88676 
9.89288 

9.99928 
9.99970 

9.97046 
9.97240 

9.65863 
9.65619 

9.95348 
9.95669 

9.98462 
9.98286 

9-86744 
9.87467 

9-89447 
9.90200 

9.93187 
9-93307 

9-61753 
9.60102 

9-97757 
9-97690 

9.87666 
9-86782 

9.85673 
9-85556 

9-95841 
9.96 130 

9-97653 
9-97606 


9-99743 
9-99814 

9-95385 
0.94833 

04148.1 

9.89  lOJ 
9-89371 

9.97103 
9-96943 

9.99957 
9.99929 

9-93238 
9-93660 

9-97018 
9-96701 

9-88043 
9-87443 
9-99630 
9-99597 

9-98183 
9.97990 

9.92412 
9.93380 

9-99836 
9-99805 

9-99671 
9-99558 

9-98704 
998595 

9-98909 
9-98970 

O-85182 
9.84349 

1  9.79289 
9-78045 

9-97621 
9-97798 

9-99491 
9.99620 

9-99070 
9-99004 

9-89743 
990337 

9-96855 
9-97134 

979046 
9-78309 

9-98456 
9-98366 


9-87358 
9.86888 

0.97304 
997341 

9-9H4r^' 
9.OH4H7 

9-83133 
9-83310 

9-72918 
9-72432 

9-77 1 5« 
9-76577 

9-91093 
9-90858 

9.93840 
9-93084 

9-92965 
9-93707 

0-»52a4 
9-46456 

984362 
9-83963 

,  9-73728 
I  9-73668 

9-56473 
9-55418 

9-95355 
9-95557 

9-69965 
9-69322 


9-53476 
9-54363 

9-98931 
9.98985 
0-99900 
0.990x4 

9-78589 
9.78119 

9-96505 
9-96677 

9-57303 
9-58178 

9.95419 
9-95563 

9-89543 
9-89346 

9.94972 
9-95063 

9.61663 
9.63400 
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Tafel  XIX. 

Tafel  der  Gauss'schen  Constanten  für  die  nicht  identisclien  Kometenbahnen. 


No. 

T 

f-ft 

A 

B 

C 

log  a 

log  h 

log  c 

126 

1S18 

112°  18' 38" 
112  19  26 

90°  43' 35" 
90  46  23 

114°  47'  9" 
114  35  27 

22°  6' 51" 
22  16  52 

9-54393 
9.51525 

9-97602 
9.97919 

9.99609 
9.99652 

127 

1818 

347  0  18 
347  1  13 

1  47  43-5 
358  44  32 

111  25  20 
110  51  8 

26  7  0 

25  58  53 

9.66207 
9.66196 

9.9935s 
9.99192 

9-95646 
9-05840 

128 

1819 

13  21  54 
13  21  6 

16  45  2 
24  23   30 

247  8  48 
247  19  31 

336  21  13 

336  25  51 

9-22368 
9-24468 

9.99749 
9.99632 

0.99640 
9.99692 

129 

1819 

350  0  43 
350  S  54 

166  9  51 

167  29  22 

80  20  31 

81  38  31 

58  32   15 

59  38  33 

9-99490 
9-99487 

9.95622 
9-95699 

9-65672 
9-65381 

130 

1821 

169  11  1 
169  U  43 

72  43  35 
71  54  13-5 

129  22   39 
128  31  29 

20  7  14 
20  28  5 

9-84815 
9.83820 

9.94327 
9.94749 

9-93254 
9-93465 

131 

1822 

344  37  23 
344  37  29 

272  7  SO 
271  19  3 

14  25  39 
9  1.39 

1  27  53 
0  53  9 

9-99946 
9-99979 

9.36222 
9.35490 

9-08874 
9-08880 

132 

1822 

237  56  40 
237  57  56 

351  22  41 
349  36  39 

99  47  36 
98  43  44 

33   26  43 
33  0  35 

9.90004 
9.90085 

9-96577 
9.96307 

9-85580 
9-85923 

133 

1822 

181  3  42 
181  4  42 

357  8  40 
354  50  24 

108  6  15.5 
107  20  28 

28  23  45 
28  9  41 

9.78333 
9.78467 

9.98435 
9.98206 

9-92283 
9-92542 

134 

1823 

28  28  57 
28  28  19 

110  51  45 
109  52  31 

237  6  31 
236  28  43 

338  6  53 
338  23     9 

9.75407 
9.76772 

9.966S8 
9-96301 

9-95699 
9-95518 

135 

1824 

334  3  17 
333  58  26 

216  47  38 
21s  24  18 

304  59  44 
303  35  8 

314  10  S6 
312  56  55 

9.99912 
9.99908 

9.95312 
9.95351 

9-64856 
9-64714 

136 

1824 

85  16  10 
85  15  13 

14  0  36 
16  19  25 

254  40  44 

255  23  26 

333  12  57 
333  28  43-5 

9.77137 
9.77442 

9.97373 
9.97065 

9-94184 
9-04396 

137 

1825 

106  10  46 
106  11  13 

79  15  43 
79  25  24 

159  41  14-5 
158  16  58 

13  4  18 
13  54  32 

9-98320 
9.98065 

9.93580 
9.93765 

9-75952 
9-76242 

138 

1825 

177  18  26 
177  18  9 

270  3  43 
270  4  21 

205  7  58 
207  37  17 

354  52  38 
354  17  33 

9-99058 
9-9S822 

9.64833 
9.65770 

9-96328 
9-96371 

139 

1825 

256  55  57 
256  54  56 

240  1  16 
238  44  9 

308  3  10 
306  24  8 

343  47  35 
343  10  24 

9-97739 
9.97572 

9.82147 
9.82674 

9-90957 
9-90829 

140 

1826 

279  41  20 
279  40  46 

283  35  29 
285  33  33 

196  35  13 
198  51  52 

338  5  52 
335  47  27 

9-99174 
9-98931 

9.98522 
9.98616 

9-50668 
9-52038 

141 

1826 

4  40  30 
4  41  9 

50  42  5-5 
49  11  55 

141  52  53-5 
140  25  5 

131  15  0 
129  31  11 

9-99925 
9.99921 

9.97477 
9-974S3 

9-52678 
9.52895 

142 

1826 

13  40  49 
13  42  16 

130  2  37 

131  24  4 

55  37  58 
57  9  4-5 

22   18  4 
22  59  4 

9-97969 
9.97859 

9-88013 
9-88338 

9-85527 
9-85355 

143 

1826 

279  37  5 
279  36  21 

255  43  31-5 
255  0  37 

248  31  56 
248  39  8 

341  9  28 
340  50  10 

9.78239 
9.76884 

9.90196 
9.90907 

9-99839 
9-99940 

144 

1827 

150  57  42 

150  57  31 

269  16  32 

268  58  33 

195  39  43 

201  34  45 

358  38  8 
358  4  20 

9.99929 
9.99857 

9.29981 

9.31581 

9-99192 

9-09196 

145 

1827 

20  39  16 
20  38  36 

123  55  54 
122  39  19 

219  22  55 
218  14  33-5 

327  17  10 
327  41  56 

9.94578 
9.94898 

9.99320 
9.99236 

9-70052 
9-69364 

146 

1827 

258  41  48 

258  42  12 

289  44  15-5 
288  44  32 

74  2  57 
72  39  15 

12  26  7 
11  54  31 

9.95733 
9.96100 

9-69693 
9-68330 

9-9S441  j 
9-98491  1 

147 

1830 

5  49  0 

5  47  45 

293  42  10 
295  3  23 

203  4  26.5 

204  21  36 

269  3  22 

270  23  52 

9-99473 
9.99417 

9.99893 
9.99883 

9-23027 
9.25166 

148 

1830 

26  54  1 
26  53  43 

106  56  45-5 
105  53  1-5 

202  22  21 
201  5  6 

337  52  0 

338  53  15 

9.98256 
9.98458 

9.97793 
9.97701 

9-62001 

9-61392 

149 

1832 

204  31  15 
204  32  26 

22  25  26 
20  36  31 

117  53  50 
116  55  0 

34  55  55 
34  46  21 

9.87720 

9-87485 

9-99742 
9-99667 

9-82356 
9-82818 

150 

1833 

260  57  17 

261  2  5 

312  9  1 

313  37  38 

220  32  51 

221  58  15 

236  53  28 
238  38  36 

9.99839 
9-99830 

9.97824 
9-97794 

9-50591 
9-50921 

1 

—    Ü'JI 
Tufel  MX. 
Tafel  der  GiuiH:j'.schun  Conslunten  tur  diu  nicht  identischen  Komutenbahnen. 


No. 


»— ß 


C 


Inrj  a         log  b         log  e 


..., 

1 
1M4 

16; 

1844 

163 

J844 

164 

1845 

16S 

1845 

166 

»»♦5 

167 

1846 

.68 

1846 

169 

1846 

170 

i<M6 

17a 

173 
174 
175 


1834 
>835 

■•<.i5 
itMo 
i*Mo 

MO 
MO 

1843 

i-<43 
IM4 
1844 
1844 
1845 
1845 
>S4S 
1846 
1846 
1846 
1S46 
1H46 

1847 
1847 
»847 


49*5o'a3" 
49  44  1 

aia  50  37 
313  55  31 

110  36  35 
110  39  34 

73  13  ai 
73  14  10 

1S6  31  43 

156  30  4« 

138  9  53 
138  9  43 

133  36  9 

133  35  13 

340  33  16 
340  33  46 

83  34  35 
83  34  37 

134  14  35 
134  14  51 

398  37  39 
398  43  38 


313 
313 


3  39 

3  la 


177  43  5 
177  43  O 

»14  36  35 
114  36  7 

305  36  38 
305  36  33 

75  46  15 

75  45  58 

337  57  1 

337  57  59 

13  53  40 

13  53  39 

78  38  59 
78  38  1 

33940  9 
339  41  15 

99  48  48 
99  47  8 

94  »  43 
94  H  56 

354  19  58 
354  30  30 

35  44  18 
35  44  17 

91  31  57 
91  31  44 


3 15*  33' 53" 
316  53  55 
33  30  39 
31  1  44 
37  33  30 
35  56  13 

333  33  49 
333  59  35 

2ii   15  1«.; 
331  48  34 

370  50  38 

371  5  34 

333  15  39 

334  13  41 

361  57  10 
261  38  13 

90  3  30 
88  54  33 

354  53  19 

255  49  13 

153  39  56 
153  38  36 

68  6  7 
66  58  37 

316  6  54.5 

317  43  33 
73  35  39 
73  38  36 
83  o  55 

83  49  33 

106  1  17 
105  1  15 

308  O  30 

309  47  34 

109  13  5-5 
111  15  55 
381  3  34 
380  15  3 
347  36  18 
349  3  55 
190  47  35 
189  13  47 
93  8  22 
93  2   35 

103  46  3 

104  45  16 

371  30  51 
371  6  34 

9a  46  53 
93  36  3 


333* 54' 48" 

33S  33  10 
135   4  ii 

133  39  53 

130  35  51 
139  17  48 

135  56  13 

13Ö  50  36 
364  13  39.5 

363  36  48 

187  53  22 
190  8  41 

338  33  48 

339  10  46 

349  56  55 

350  37  53 

180  3  55 
178  44  13 

155  36  O 

156  55  35 

63  11  31s 

64  50  46 

150  55  43-5 
149  41  9 

135  11  3 

136  9  38 

306  13  55 
308  31  3 


305  30 
308  47 


203  10  53 
201  53  34 

130  14  54 

131  9  35 

113  59  51 
112  58  17 

68  13  3i 
66  9  37 

348  43  7 

349  53  43 

365  57  48.5 
264  47  55 

10  30  17-5 
I  14  34  59 

I  49  50  43 
I  52  9  56 

152  6  59 
156  2i    6 

316  9  33 
314  30  16 


337*  30*  38" 

339  3  7 
100  56  56.5 

99  33  18 

80  3  28.5 
78  51  22 

29  26  39 
39  18  4.5 

340  O  58 
339  38  26 

357  43  53 
357  3  14 

8  54 
5  47 


n2 

333 


349  43  5 
349  13  24 

359  54  9.5 
3  31  43 

17  38  47 
16  48  7 

56  56  4 

57  59  47 
35  3  38 
25  45  40 

Z3  49  20 
33  46  37 

349  44  36 

350  18  40 

354  17  13 

354  SO  45 

340  38  21 

341  34  9 

33  39  56 
i2  41  30 

33  45  37 

23  53  50 

7  57  56 

7  35  30 

315  36  33 

316  5  34 

333  10  39 
331  37  48 

1  33  35.5 

1  57  6 

8  25  33.5 
8  58  47 

3  14  11 
3  40  o 

349  49  30 

350  33  51 


9.99880 
9.99875 
999613 
9.99600 

9.98638 
9.98588 

9.85395 
9.85858 

9.84856 
9.84130 

9.99853 
9.99754 

9.79380 
9.78593 

9-95596 
9.95108 

0.00000   9.99004 
9.99999  I  9.99007 

9.97585   9-95655 
9-97857  j  9.95495 

9.99956  ,  9.95803 
9.99955   9.95834 

9-96859   9.97927 
9.96573  I  9.98046 

9.88697   9-99991 
9.89067   9-99976 

9.97896   9-67558 
9.98134   9.66396 


9-97505 
9-97477 

9-97709 
9-97663 

9.98976 
9.90923 

9.99719 
9-99637 

9.88108 
988863 

9.74663 
9.74908 

9.99846 
9-99904 
9-63966 
9.65880 


9.99073 
9-99346 

9.97958 
9.98191 
9.85784 
9.86143 

9-40181 
9.36303 

9.98103 
9.98357 

9.93838 
9.93774 

9.94333 
9-94183 

9.99958 
9.99916 

9.98468 
9.98352 

9.99596 
9.99736 

9.96431 
9.96860 


9-44201 
9-41677 

9-96823 
9.9670,; 

9.99964 
9.99986 

9.9857s 
9.98819 

9.53943 
9.50605 

9.98530 
9.98394 
9.95706 
9.96001 

9-»6890 
I  9-47448 
I  9.63053 

9-63369 

,  9-43191 
I  941553 

i  9.78479 
9.77680 


9. 5385 1 
9-53117 

9-53568 
9-54019 

9-514-43 

'A.'^J.i'jl 

9-85156 
9-84739 

9.89279 
9.98189 

9-92111 
9.92143 

9.89687 
9.90013 

9.99854 
9.99869 

9.32570 
9.32620 

9.72861 
9.72463 

9.62493 
9.62400 

9-67680 
9-68285 

9-80439 
9.79923 

9-96923 
9.96976 

9.99232 
9.99250 

0.67689 

i).67202 

9.84154 
9.83714 

9.99995 

0.00000 

9.99319 
9.99339 

9.74743 
9.75296 

9.80660 

9.80274 

j  9.98078 

I  9.98071 

997565 
997536 

9.98780 
9.98767 

9.946IS 
9.94519 
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Tafel  XIX. 

Tafel  der  Gauss'schen  Constanten  für  die  nicht  identischen  Kometenbahnen. 


No. 

T 

^-a 

A 

B 

C 

log  a 

log  b 

log  c 

176 

1847 

54""  22*  57" 
54  23  56 

155" 50' 45" 
157  58  36 

l0l"'59'27" 

102  40  42 

25»  36'  8.5" 
25  52  40 

9-79091 
9-78662 

9-95774 
9-96152 

9-95020 
9-94830 

177 

1847 

129  24  51 
129  24  50 

40  4  48 

41  31  6 

299  39  16 
301  9  30 

329  45  36 

330  36  23 

9.98522 
9.98581 

9-91710 
9.91504 

9.7916S 
9-79390 

178 

1847 

276  37  12 
276  37  28 

267  1  13 
266  34  24 

237  28  8 
240  34  35 

356  13  30 

355  40  35 

9.99462 
9-99291 

9-25330 
9.29826 

9-99834  i 
9-99841  1 

179 

1&48 

261  0  31 
261  0  0 

266  47  3 
266  36  30 

235  16  29 

236  16  10 

348  2  33 
347  33  39 

9-93728 
9-93104 

9.74941 
9.76197 

9-98551 
9-98600 

l8o 

1849 

208  2  38 
208  2  5 

273  18  56 
273  30  0 

227  51  9 

228  56  0 

345  55  49 
345  27  28 

9.92002 
9-91281 

9.83839 
9.84655 

9-96032 
9-9614« 

i8i 

1849 

33  12  14 
33  11  48 

278  34  S 

279  11  20 

205  22   58 

206  51  35 

348  23   25 
347  42  49 

9-97443 
9-97091 

9.88867 
9.89224 

9-85470 
9-85665 

182 

1849 

237  33  36 
237  34  8 

102  21  13 

104  35  2 

96  40  4 

97  28  57 

11  12  22 

12  44  13 

9-95122 
9-93495 

9.65352 
9.70900 

9-99965 
9-99936 

183 

1850 

181  30  45 
181  21  37 

184  2  24 
187  44  56 

112  26  30 
112  53  24 

25  9  3 
25  12  47 

9-57042 
9-57297 

9-99655 
9-99760 

9-97161 
9-97002 

184 

iSso 

243  17  15 
243  16  34 

289  16  30 

290  26  21 

203  6  45 

204  22  58 

332  14  20 
331  14  56 

9-98377 
9-98193 

9-98780 
9-98847 

9-55144 
9-55953 

185 

1851 

87  19  19 
87  18  18 

305  32   17 

306  53  15 

218  20  18 

219  31  6 

321  21  32 
321  3  58 

9-958S6 
9-95641 

9-99753 
9-99795 

9.63229 
9.64082 

186 

18SI 

294  24  15 
294  24  55 

104  25  7 

105  5  51 

107  31  23 
107  26  52 

15  45  6 

16  9  33 

9-87836 
9-86966 

9-81654 
9-82745 

9-99983 
9.99991 

187 

1852 

38  47  49 
38  47  11 

122  H  10 

120  53  29 

220  57  17 
219  47  42 

331  24  32 

331  51  5 

9-92994 
9-93428 

9.98713 
9-98576 

9.76140 
9.75568 

188 

1852 

223  20  28.7 
223  16  44 

333  49  47 
335  18  22 

240  11  32 

241  33  52 

274  59  22 
276  19  58 

9-99148 
9-99129 

9-97916 
9-97852 

9.55683 
9.56278 

189 

1853 

57  3  49 
57  3  40J 

78  21  3 

79  26  17 

329  23  48 
331  56  28 

353  17  30 
353  54  14 

9-99346 
9-99458 

9-67592 
9.66950 

9.95286 
9.95327 

190 

1853 

275  46  54-6 
275  49  12.0 

23  12  20 
21  43  27 

118  20  30 
117  32  42 

64  19  20 
63  27  18 

9-97643 
9-97595 

9-98538 
9-98450 

9-61274 
9-61994 

191 

18S3 

160  46  14.8 
160  47  23 

66  17  20 
65  12  42 

140  43  53 
139  35  53 

22  21   53 
22   56  20 

9-92560 
9.9-'024 

9-96479 
9-96717 

9.82161 
9.82550 

192 

1853 

170  25  7.5 
170  25  37.3 

247  32  45 

248  31  2 

138  34  12 

139  39  54 

21  28  56 
21   0  21 

9.91261 
9-91855 

9-95800 
9-95515 

9-85258 
9-84921 

193 

1853 

82  9  44.2 
82  9  3.2 

248  47  20 
247  49  14 

269  54  40 
269  15  11 

345  22    0 
344  54  22 

9-92301 
9-91728 

9-75823 
9.77114 

9.99340 
9-99298 

194 

18S4 

170  22   37.8 
170  21  54-5 

247  28  18 
246  28  43 

261  5  29 
260  45  15 

343  21  30 
342  57  0 

9-87962 
9-87183 

9-82151 
9.83202 

9.99693 
9.99660 

195 

1854 

101  38  43-2 
101  38  13.1 

97  38  18 
97  23   13-5 

234  6  30 
233  33   13 

341  50  54 

342  8  8 

9.84570 
9.85324 

9.91083 
9-90640 

9-96353 
9-96251 

196 

1854 

74  51  13-8 
74  51  9.2 

94  28  53 
9+  0  45 

198  1  12 
196  17  16 

352  47  53 

353  30  44 

9-98891 
9-99108 

9-84457 
9-84114 

9.87448 
9-87339 

197 

1854 

129  S6  22.3 
129  55  46.7 

60  21  0 

61  36  5 

297  58  38 
299  35  41 

344  5  58 
344  40  42 

9.96340 
9.96594 

9-79576 
9.78805 

9.94174 
9-94278 

198 

18S4 

287  1  50 
2S6  59  49 

325  48  47 
327  16  31 

232  33  24 

233  54  4-5 

272  2  44 

273  24  1 

9.99075 
9.99045 

9.98445 
9-98389 

9-5221S 
9-52950 

199 

1855 

323     5  46-2 
323     5   28.2 

264  49  16 
263  56  28 

332  4048 
328  41  34 

356  35  50 
356  1  42.5 

9-99725 
9.99624 

945831 
947148 

9-98427 
9-98412 

200 

1855 

20  39  51-6 
20  37  47.6 

192  12  37 
190  44  10 

270  30  10 
269  15  4 

317  54  0 
317  12  52 

9-96500 
9-96466 

9-95409 
9-95608 

9.76537  , 
9.76144 
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Tafol  XIX. 
Tali-l  dvv  Giiu.ss'suhon  Con.stimton  lur  die  niclit  Identischen  Kometeiibahuen- 


No. 


T 


•>  -  a 


c 


ton  a 


lug  b  l   I 


:    1 

ISSS 

-•  - 

18S7 

-•'M 

1857 

.VV4 

1857 

io5 

1857 

.'06 

1857 

.-- 

18S7 

.-(vS 

1857 

:<>•> 

1858 

-MO 

1858 

:\i 

1858 

1\3 

1858 

.M 

1^58 

JI4 

1858 

.'15 

18S9 

316 

1860 

ai7 

1860 

Ji8 

1860 

:\o 

1860 

.'.'o 

1861 

331 

1861 

233 

1861 

333 

1862 

334 

1862 

13$ 

1862 

325*  36' 29" 
325  40  24-» 

121  34  54-5 
121  34  23.2 

13  59  31-3 

14  1  4-4 

I.V4  5  59.5 
1J4  6  28.6 

180  58  33.3 
180  57  40.2 

124  49  45 
124  SO  7.6 

95  5  30.4 
05  6  14.7 

174  34  37 
174  36  0.7 

206  49  26.3 
206  48  26.6 

162  4  56 

162  8  39.5 

25  15  46.1 

25  15  51.2 

)8  51  40.7 

98  51  174 

129  6  484 
129  6  46.8 

155  32  14-7 
ISS  32  45-7 

282  O  7-6 
282  o  11.2 

209  42  21.2 
209  42  45.3 

41  19  34-4 
41  19  52.3 

76  40  14-6 
76  50  17-2 

352  16  44-8 
352  18  21.1 

213  25  45-8 
213  25  15-6 


330 
330 


7  20 
6  33.; 


331  35  45 
331  36  19-4 

182  30  30.7 
182  31  37.6 

97  15  14 
97  12  35.7 

152  44  53.S 
152  4''  1  • 


40*24' 27" 
38  56  37 

87  40  15 
87  46  15 

191  48  50 
193  22  35 

78  7  53 
77  18  38 

286  35  13 

287  38  37 

82  33   12 

81  34  12 

305  36  38 
304  16  30 

237  45  38 
239  6  50 

355  46  20 
358  12  36 

202  25  58 

203  46  59 

260  3  o 

261  20  12 

97  17  24 
96  56  16 

277  30  13 
276  49  44 

290  34  27 
289  4  35 
90  38  12 
90  18  49 

82  6  32 
82  30  13 

94  57  3 

95  53  30 

147  14  o 
152  54  58 

345  37  36 
344  2  15 

95  29  35 
95  48  31-5 

58  36  10 

62  54  39 

298  46  30 
297  32  24 

63  32   14 

64  33  34 

124  42  40 
123  21  47 

391  12  34 


132*45' 55" 
131  22  39 

241  15  4 
240  46  14 

uo  38  53 

111  46  3 

156  1  3 
154  38  14 
197  49  50 
199  6  35 

165  32  34 

164  5  7 

64  34  17 
63  3  55 

149  19  8 

150  35  33 

249  16  34 
350  1  39 

115  55  38 

117  11  40 

170  6  37 

171  33    o 

236  25  44 
325  20  35 

80  3  33 
78  32  33 

27  38  20 
35  54  40 

187  37  18 
185  5  48 

345  O  50 
244  30  8 

20  54  56 
24  34  12 

112  9  56 
112  19  27 

90  20  S 
89  24  55 

119  39  14 

118  46  21 

246  55  20 
246  57  15 

62  34  37 
60  57  28 

329  3i  37 

330  55  43 

213  19  50 
212  2  19 

99  1  46 


106°  18' 57" 
104  40  55-5 

.142  11  37 
342  34  28 

44  48  40 

45  15  45 

14  9  37 
14  55  12.5 

M3   54  50 
332   29  40 

9  39  35.5 

10  34  38 

18  35  12 
17  59  40 

115  13  2i 
117  20  41 

.331  36  3 
331  46  48 

86  7  42 

87  24  52 

91  8  48 

92  44  7 

344  23    4 

344  52  O 

6  23  33 

5  50  55 

12  17  50 

11  30  7 

358  5  2 
358  43  26 

345  49  25 

346  16  51 


3  6 
3  41 


8 

3-5 
23  29  6 
23   34  12 

37  13  37 
36  35  53 

11  5  55 
11  35  13 

336  44  5 
336  50  4 

15  31  37 
14  57  14 

341  51  6 

342  46  35 

229  13  36 

227  31  54 

16  11  13 

1=  tl  .t;.' 


9.9<)5V7 
,  9.'>0579 

0.98124 

9.94123 

., 

9.97596 
9.97283 

9.0jjr.5 

9.99291 
0.99189 

0.99607 
9.99631 

0.99174 
9.98997 

9.93221 
9.93362 

9.95968 
9.96204 

9.83386 
9-82751 

9.99622 
0.99651 

9-99103 
9-99128 

0.76579 
9.76516 

9.99116 
9-98941 

0.99334 
9.99348 

9.97551 
9.9761 1 

9.99883 
9.99912 

9.99995 
9.99996 

9-90850 
9-91579 

9.87721 
9.87060 

9-98616 
9.98845 

9.41433 
9.37833 

9-99604 
9-99651 

9.86519 
9-86356 

9-99886 
9-99949 

9-70161 

9.69972 

9-90372 
9.91123 

9-78942 
9-77714 

9-99798 
9-99716 

9.52005 
9.52847 

9.34149 
9.31781 

9.99275 
9.99441 

9.94799 
9.94866 

9.95173 
9.94919 

9-94639 
9.5M075 

9.70047 
9.71577 

9-18035 
9-23680 

9.99506 
0.99347 

9.96275 
9-96539 

9.78804 
9.77989 

9-99769 
9-99791 

9.91372 
9.91300 

9-99864 
9.99873 

9.0^81 

9.88652 

o.Kf),ii)5 

7:7156 
9.34960 
936423 

9.74249 
9.74535 

9.92383 
9.92517 

9.38058 
9.37131 

9.92250 
0.92517 
9.56808 
9.56311 

8.87259 
8-81346 

9.94486 
9.94335 
9.99876 
9.99884 

9.84087 
9-84173 
9-93816 

9-93798 

9-99539 
9-99500 

9-97702 
9-97687 
9.996Ö2 
9.99610 

0.80761 
9.81121 

9.99272 
9.99309 

9-99991 
0.9')997 

9.94629 
9-94728 

9-70477 
9-76554 

o..-!:oi3 

?.i4 


1,  'nic*)rrliTlii'  A'tronnmtf. 
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Tafel  XIX. 
Tafel  der  Gauss'schen  Constanten  für  die  nicht  identischen  Kometenbahnen. 


No. 

T 

n-Si 

A 

B 

C 

log  a 

log  b 

log  c 

226 

1862 

200»  35' 50.3" 
200  35  17.0 

118«  2' 48" 
n6  50  39 

213° 16' 12" 
212  4  30 

328°  28' 55" 
329  5  23 

9.96327 
9-96594 

9.99045 
9.98963 

9.64903 
9.64148 

227 

1863 

74  56  26.6 
74  57  7.6 

260  7  21 
260  42  32 

117  12  53 
117  34  35 

21  51  32 
21  37  50 

9.63000 
9.65187 

9.97125 
9-96753 

9.98703 
9.98602 

228 

1863 

4  1  9 
4  0  17 

223   53  6 
221  41  49 

254  5  58 
253  44  52 

337  27  31 
337  12  46 

9.69960 
9.68795 

9-95156 
9.95612 

9.98867 
9.98779 

229 

1863 

55  32  28.3 
55  31  50.6 

281  15  33 

282  5  51 

243  35  22 
243  53  48 

337  41  58 
337  32   17 

9.57421 
9.54778 

9.97878 
9.98170 

9.98939 
9.99028 

230 

1863 

357  12  16.8 
357  13  15.2 

206  42  19 
211  54  22 

114  9  25 
114  26  45 

24  0  56 
23   59  30 

9.36120 
9.38201 

9.99997 
9.99977 

9.98824 
9.98725 

331 

1863 

115  41  46.6 
115  41  6.1 

56  34  16 

57  57  40 

259  26  16 
259  51  40 

340  6  26 
340  28  58 

9.81630 
9.82540 

9.89281 

9-88515 

9.99123 
9.99188 

232 

1863 

78  5  3 
78  5  48.6 

244  5  4 
246  18  29 

115  13  40 
115  19  10 

23   16  41 
23    9  58 

941258 
9.44674 

9.99396 
9.99226 

9.99126 
9.99039 

233 

1864 

349  19  15.6 
349  19  14.0 

272  51  28 
272  15  42 

77  27  52.5 
73  45  57 

2  40  46 
2  7  36 

9.99753 
9.99845 

9.04240 
8.94927 

9.99982 
9-99984 

234 

1864 

150  34  56.4 
150  59  254 

356  48  30 
355  0  15 

87  37  2.5 
85  49  5 

82  33  55.5 
8045  23 

9.99978 
9.99954 

9.96220 
9.92410 

9.60314 
9.60400 

235 

1864 

232   26  45.8 
232   27  18.2 

78  55  21 
78  18  8 

144  19  53 
142  2  45 

14  59  1 

15  32  20 

9.94498 
9-93960 

9.89787 
9.90238 

9.88872 
9.89085 

236 

1864 

118  29  58 
118  29  25.4 

284  36  34 

285  36  57 

201  26  21.5 

202  45  40 

341  SO  47 
340  55  0 

9.98258 
9-98028 

9.96603 
9.96726 

9.67309 
9.67780 

237 

1864 

98  30  11.2 
98  31  7.0 

289  51  3 
288  29  35 

24  45  20 
23  6  20 

12  40  12.5 
11  48  19 

9.9976+ 
9-99795 

9.88878 
9.88770 

9.80726 
0.80805 

238 

1865 

108  48  33.6 
108  47  45.5 

262  42  3 
262  4  50 

246  6  6 
246  13  42 

337  43  42 
337  34  15 

9.50613 
9.47392 

9.97826 
9.98129 

9.99834 
9.99868 

239 

1866 

171  0  0 
170  57  40 

221  27  4 
220  5  3 

302  28  12 
301  1  57 

329  32  46 
328  43  28 

9.98849 
9.98801 

9.91968 
9.92145 

9.77652 
9.77864 

240 

1866 

200  17  59.7 
200  15  33-6 

297  33  42.5 

298  59  0 

206  17  49 

207  38  48 

48  50  28 
50  55  40 

9-99812 
9.99795 

9.98813 
9.98790 

9.39548 
940180 

241 

1867 

357  13  27.3 
357  16  3.2 

166  21  6 

167  46  11 

85  26  2 
8644  6 

4ß  14  12 
47  2  26 

9.97893 
9.97861 

9.95262 
9.95423 

9.73024 
9.72654 

242 

1867 

354  4  18.6 
354  4  55.0 

257  2  22 

258  25  0 

167  28  26 

168  48  16 

162  40  13 
164  30  14 

9.99988 
9.99990 

9.97943 
9.97951 

947928 
947830 

Anmerkung.  Diese  Tafel  giebt  für  jede  der  verschiedenen  Kometenbahnen  in  zwei  Zeilen 
n — Q,  und  die  Gauss'schen  Constanten,  und  zwar  in  der  oberen  für  die  Epoche  1750.0,  in  der 
unteren  für  1850.0,  mit  Rücksicht  auf  die  Schlussbemerkung  der  46.  Vorlesung. 
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Tnfel  X\. 
Constanten-Tafel. 


A.  Mathematische  Constanien. 

Basi»  der  iintiirlicben  I.ogaritliint'ii r  r     j.i\S;HiS,\ 

Modul  der  Urigg'tuheii  Ixigaritliinou M  t^  0-13439448 

ISuilius  de»  Kreises  in  Graden r°  ^  =r  57.29578 


.    Minuten 


„    Secunden 


r'= 


10800 


r"  = 


648000 


Umfang  des  Kreises  in  Cirudcn    .... 

.  ,         .  „    Minuten      .    .    . 

„  „    Secunden   .    .    . 

n  B         n         für  2  r  =   1      .    .    . 

Lunge  des  Halbkreises  für  den  Radius  1 

sin  i' 

.«■in  1' 

fin  1" 


=  3437.7468 

=  206264.806 

=  360" 

=  21600' 

=  1296000" 

-  314159265 

=  3.14159265 
0,01745241 
0.000290882 
0.000004848137 


log 
0.43429448 
9.63778431  —  10 

1.75812263 
3.53627388 

5.31442513 

2.55630250 
4.334453  75 
6.11260500 
0.497  14987 
".49714987 
S-24 18553—  10 

64037261  —  10 
4.6855749—  10 


B.   Astronomische  Constanien. 

Aeiju.'»torialhorizontalparallii.\u  der  Sonm- 

(I'iiriser  Couferenz) 8".8o                                      O.94448 

Scheinbarer  Sounenhalbmesser  (nach  Auwers)  .    .  15'59".63 
.,                         „                   (nach   Schur,   aus 
Hjährigen  Beobachtungen  am  Gzölligen  Göttinger 

Heliometer) l6'o".o 

I.äuge  des  Stenijahres  nach  Hansen  u.  ülufsen  365.2563582  Tage             2.5625977S 
Länge   des   tropischen  Jahres   nach  Hansen   und 

Ulufseu     365.2422008  Tage             2.56258095 

Dieser  Werth  des  tropischen  Jahres  gilt  für  1850,0.  Die  jährL  Variation  ist  —  0^,0000000624. 
Nach  Newcomb  ist  die: 

Dauer  des  siderischeu  Jahres 365.25636042  mittl.  Tage  2  56359778 

„         „     tropischen        „        365-2+219879     „         „      2.56258094 

„         „     juhanischen      „        365.25                 „         „      2.56259022 

Ein  mittl.  Sonnentag  in  Sterntagen  ^  24'' 3™  56".555  =  1.002  73791  (Stemtage)    0.00 1  1 87  43 

Hin  Stemtag  in  mittl.  Sonnentagen  =t  23'»  56" 4".09i  =  0.99726957  (mittlere  Sonnentage) 

0.00S81256  —  i'i 

.\nzahl  der  Secunden  in  einem  Tage =  86400'                                 4.03651374 

Lichtgeschwindigkeit  (Pariser  Conferenz)  .    .    .  299860km  pro  Secunde  mittlerer  Zeit 

%  5.4769185 

Lichtzeit  (Pariser  Conferenz) 498'.5  (498".46) 

Anziehungskraft  d.  Sonne  A'  ( G  a  u  s  s '  sehe  Constante): 

l:  lin  Theilen  des  Hadius) O.0172O2O99                        8.23558144 — 10 

k  (in  Secunden) 3548".l876l                        3.S50006S7 

Aberrationsconstante  nach  Struve 2o"445 

„       Nyren      20".492 

„                     (Pariser  Conferenz)  .    .    .  2o''.47 

Nutationsconstunte  nach  Peters 9".233 

„                     (Pariser  Conferenz)  .    .    .  9".2l 

Mittlere  Schiefe  der  Kkliptik  l~'M -\- 1  nach  Bessel  23"  28'  l8".oo  — o".48368  / 

—  o".ooooo2  722  95  t* 
1800-1- <  nach  Struve 

und  Peters 23*  27' 54".22  —  o"4738t  —  o''.oooooi4<' 

Mittere   Sehiefe  der  Ekliptik   1900,0  (Newcomb)  23" 27' 8".26  —  46".845 ' 

—  o".no59  «•  -j-  o".ooi  81  f 
Allgem.  Prncessiou  f.  d.  Jahr  1750 -|- <  nach  Bessel  5o".2i  129 4- o"xioo 2442966  t 
.     1750  4- '  nach  St  ruve  5o".229 80 -)- o".000 220* 
„   -       „     1850-1- MXewcomb)  50". 2453    -j- 0".00022S  < 
Mittlere  Kntfernung  Erde — Sonne  (Pariser  Con- 
ferenz, nach  Olli) 140465000km 

Mittlere  Entfernung  Erde — Sonne  für  die  Parallaxe 

8".So  lind  die  Bessel'schen  Erddimensionen  .    .  149480970km 
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Tafel   XX. 
Constanten-Tafel. 


Dimensionen  der  Erde. 


A.  nach  Bessel')  (1S41J. 


Halbe  grosse  Äxe  (Radius  des  Aequators)  .       .    a 
Halbe  kleine  Axe  (ümdrehungsaxe) b 

Abplattung =  ;r 

^  °  "  299.1528 


t^ 


Excentricität  der  Erdmeridiane  .    . 

Ein  Meridiangrad  am  Aequator  . 

,    Pol 

Ein  Grad  des  Aequators 

Eine  geographische  Meile  =  V,j  Grad  des  Aequators 

Eadius  d.  Kugel  von  gleicher  Oberfläche  mit  d.  Erde 

Radius  d.  Kugel  von  gleichem  Volumen  mit  d.  Erde 

Schwerkraft  im  Niveau  des  Meeres  für  die  geo-1 
graphische  Ereite  </ |  ■' 

Länge  des  Secundenpendels  im  Niveau  des  Meeres  ] 
und  im  luftleeren  Räume  für  die  geographische  \  l 
Breite  9^ I 

Mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 

Oberfläche 

Inhalt 


=  6377397.15  Meter 
=  6356078.96      „ 

=  0.0033428 


=  0.08169683 

=  110563.6S  Meter 

=  111679.90  „ 

=  111306.58  „ 

=  7420.4385  „ 

=  0370289.5  „ 

=  6370283.2  „ 
=  9m.780 
+  0™.0S  19  s»r  tf! 

=  om.99092 

-|-  o™ .005262  sin^  (f 


log 

6.80464  346 
6.80318  92S 

7.52410  69—10 


8.91220  52  —  10 

5.04361  25 
5.04797  50 
5.04652  08 
3.87042  96 
6.80415  92 
6.80415  87 
0.99034 
0.7152—  10 

9.99604 
7.7212  - 


10 


=  5.54  0.7435 

=  509950714  Quadratkilometer 
:=  1082841320000  Cubikkilometer 


B.  nach  Helmert  (1907). 


Halbe  grosse  Axe 
Halbe  kleine  Axe 


6378200.00  Meter 
6356818.17 


Abplattung  — ,r- 0.0033523 

298.3 

Excentricität 0.0818133 

Schwerkraft  im  Mveau  des  Meeres  für  die  geo-]      ^  9.7803  m  + 0.0518  m  siV  ^ 

graphische  Breite  1/ )  •'         ^  •     ''       ' 

Länge  des  Secundenpendels  im  Kiveau  des  Meeres  | 

und  im  luftleeren  Räume  für  die  geographische     /  =^  0.99005  m  -|-  0.00525  m  sm*  if 

Breite  (/ .     ) 

Mittlere  Dichtigkeit  der  Ei-de =  5.52 


C.  nach  Hajford-)  (1910). 


Halbe  große  Axe  . 
Halbe  kleine  Axe . 
Abplattung     .    .    . 


63783S8  ±  IS  Meter  (wahrsch.  Fehler) 
6356909  Meter 
1  :  297,0  ±  0.5 


')  Bessel  giebt  a  und  b,  sowie  die  Abplattung  in  übertriebener  Genauigkeit.  Auch  jetzt  sind  a 
und  b  höchstens  auf  circa  100  Meter  bekannt  und  die  Abplattung  auf  0.1.  Dass  ausserdem  a  wesent- 
lich grösser  ,ils  bei  Bessel  angenommen  werden  muss  (wahrscheinlich  mehr  als  700  Meter),  ist  nicht 
mehr  zweifelhaft.  — 

-)  Abgeleitet  im  Auftrag  der  Vermessungsbehörde  der  Vereinigten  Staaten  von  Amerika,  der 
Coast  and  Geodetic  Stuvey  in  Washington  aus  einem  grossen  Beobachtungsmaterial.  Cf.  „John  J.Hay- 
ford.  Supplemenfary  invesfigation  in  1909  of  the  Figure  of  the  Earth  and  Isostasy.  Washington 
19J0."  Dabei  ist  «  ausserdem  durch  die  Schweremessungen  (1  :  298,3)  controUirt.  Dass  die  Genauigkeit 
der  Hayford'schen  Werlhe  indess  etwas  Überschätzt  ist,  wurde  von  Seiten  der  ersten  Autorität  auf  dem 
Gebiet  nachgewiesen,  in  den  Sitzungsberichten  der  )iliysikalisch-mathematischen  Classe  der  Königl.  Preussi- 
schen  Academie  der  Wissenschaften  vom  12.  Jan.  1911:  „lieber  die  Genauigkeit  der  Dimensionen  des 
Hay  ford' sehen  Erdellipsoides  von  F.  B.  Helmert."  Die  kritische  Betrachtung  schliesst  mit  den 
Worten : 

„Wenn  wir  die  Ergebnisse  der  Untersuchung  von  Haj-ford  nun  auch  etwas  weniger  genau  finden, 
als  die  amerikanische  Abhandlung  1910  angiebt,  so  bleiben  sie  doch  jedenfalls  noch  so  genau,  dass  ihre 
grosse  Bedeutung  für  die  Erkenntniss  der  Grösse  und  Gestalt  der  Erde  dadurch  nicht  beeinträclitigt  wird." 
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Anhang 


zu  den 

Leuschner'sctien  Methoden  der  Bahnbestimmung'. 


Zusamiiienstellimg  der  Formeln  nebst  Rechenbeispielen. 
I.   Formeln. 

A.    Die  directen  Methoden  der  Bahnbestimmung. 

(Die  zur  vollständigeu  Eliminatiou  der  Parallaxe  dieuenden  Foiineln  sind  iu  den 
Aumerkungeii  zusammeugestellt.) 

Man  benutzt  die  Formelsysteme,  wie  folgt: 

(a)  Für  Parabeln:  la,  IIa,  III a,  u.  s.  w. 

(b)  Für  Kreisbahnen:  Ib,  IIb,  Ulb,  u.  s.  w. 

(c)  Für  allgemeine  Bahnen:  Ic,  He,  IIIc,  ti.  s.  w. 

I  a,  b,  c. 

Es  ^Ti'd  angenommen,  dass  die  Bahn  aus  drei  Oertern  mit  kurzen  Zwischenzeiten 
bestimmt  werden  soll. 

Man  reducii'e  die  beobachteten  Rectasceusionen  und  Decliualioncn  auf  den  Jahres- 
anfang iu  der  üblichen  Weise  mit  Einschluss  der  Aberrationsglieder.  Es  seien  die 
Beobachtungszeiten  in  Decimalen  des  Tages  und  die  mittleren  Oerter:  t^,  «,,  öj,    ij,  «j,  d^, 

Aus  einer  astronomischen  Ephemeride  iaterpolire  man  für  den  Jahresanfang  die  auf 
den  Aequator  bezogenen  Sonnencoordinaten  für  die  Beobachtungszeiteu  t^,  to  =  to,  t^: 

-^1»    ^It  -^1»  -^2»    -'^a»   -^2»  -^3j    -^3i   ^3* 

Gleichzeitig  berechne  man  die  Geschwindigkeiten  X',  Y',  Z'  zur  Zeit  t^    nach    einer   der 
beiden  folgenden  Formeln  der  numerischeu  Differentiation : 

ktv^  =  /■'  (a  +  iw)+N{  (n)  /'"  («  +  i  u)  +  ---n  [f"  {a  +  itv)+NI  (»)/'"(a  +  iw)--\ 

l  =  a  -\- [i  -\-  l  -\-  m]  tv  =  to 

X,  1,A    -     ^^ 

Die  Differenzen  sind  der  Ephemeride  so  genau  wie  möglich  zu  entnehmen  (gewöhn- 
lich  inclusive    bis   zur  7.  Decimale).     Man    benutzt   die   n-  oder  »«-Formel,   je    nachdem 


I  ziz.  to  ciiH'iii  tnhiilirton  Argmiu'iitü  oilcr  iler  Mitto  «weit-r  Ar};iimente  «in  nächiilen  liept; 
m  Oller  ii  himl  «laiiii  iiiiiiur  iimiierisoh  <;  O/Jf).  Die  M (tn)  uiul  A'(»»)-C'oCfficiüiiU;M  «iiid 
«leii   Taft  in    \1\'    iiml    XV   /.ii    untnulnucn.     .Man   kann  die   Diffi-rt-nzon    für    cinhalb-,  ein-, 

r.wei-    oiliT    invhrtiijj^ige    IiiU-rvallu    cntni-hnuMi.     Für    einhalhtägige  Intervalle    ist   ir  =^  — 

und  hg  - — ^=  2.065449.     Zur   thoilweiaun    Elimination   der   ceocüntriHclien   fi»ewöhn- 
k  w  °  ^^ 

liehen)  Parallaxe   crtheilc  man  den  Sonneueoordinaten   zur   Zeit   der   Epoche   /,    nur   die 

folgenden  Correctionen  •) : 

? Xt^^cosdsiiiupaQ-\-siiidcos«p)Q;  dYj=  ~cosScosupaQ-\-sin8sinapi)Q;  8Z, ■:=  — cos6;<jp, 

wo  hl e r  j»a  p,  j),i  p  die  geocentrischen   (gewöhnlichen)   l'iirallaxen-Factoreu  sind. 

Ji  cos  D  cos  A  =  A's  •),      R  cos  D  sin  A  =  l'a,       S  =  Ii  cos  D.      11  sin  D  —  Zj. 

r,  =  fc(/,  -  f,).       r,  =r  *(/,  —  <,),      /o;/Jk  —  8.2355814— 10. 

Ilaji.c'). 
Uie   l)ifftTen/.en  der  Ueckisceusionen  und   Declinationen    setzt    man  am  bequemsten 
in   üogcnsecunden  an.     Dann  ist,  in  Einheiten  des  mittleren  Sonnentages: 

d,  —  d~ 


's  -  'a  ' 


und  in  —  mittleren  Sonnentagen,  sowie  in  Theilen  des  Radius: 


')  Will  man  aber  die  f;eoc«ntrisclie  und  barycentrische  Parallaxe  vollständig  eliminiren ,  »n 
iH-rechne  man  für  die  Zeiten  f ,,  I,,  i, : 

Ji  X  =  — rf|  cot  itff  coai(^,         J^Yz=  —  rf,  cos  if^r  »in  n^,         J^Z  ^=  —  d^  sin  (t^, 

"'"  ^■"  ~  JiirP"' '^iT  ""  ("~"(J^'     P"'  ''•»=  — 7>  1— »«'"^a  cos<t+  eos<f^  sin<feos{«  —  n^):, 

wii   Uff,  Jff    die  Mondcoordinaten ,    welche  für  jede   der  drei  Beobachtungszeiten   interpolirt  werden 

müssen,  darstellen,  and  log  d.  =  5.4943^'**;     .    '  „  ;=  6".  437'J  ist.     Ferner  für  alle  drei  Beohachtuneen  : 

am  l"  " 

/'aP   =  Pu  Qg+P7  em-  PdQ   =  P'iQg+Pj  9m' 

""    PaPg'  P?  Po  "^'^   gewöhnlich  mit  j)„  p    oder   p„  J  etc.    bezeichneten    geocentrischen    Parallaxen- 
factoren  sind  und  alle  Parallaxenfactoren  in  Bogensecunden  angesetzt  sind.     Und  weiter: 

.',  -V  :=  [eos  <f  sin  «  Pn  p  -|-  .»in  'f  ros  n  p)  p]  .»tii  1 ",      J^Y  ■=  [ —  cos  d  cos  «  ;>„  p  -|-  »"'  ^  *'"  "  Pt  q]  *">  ' " 

J,Z  ^=  — cosit  pfQ  sin  \". 

JX  —  JtX+J,^  JY=J,Y+J,Y,  JZz=J,Z-\-J,Z;    (X)  =  .Y -f  J  .V.  (V)=  Y+JY.  (Z)  —  Z-\-JZ. 

_^.-Y.(>.-«.)4--^tA',(t.— O  _^.V.(^-<.)  +  ^.y. (<.—<.)       ,      .  _./.g.U.-<,)-f  J.g,(<,->.) 

-'..T.C.-«,)  '     »  J,Y,(l,-t,)  '     '-  J^XAU-U) 

i-'-ih+m^-''-  '-"'-[h^m^-^-  "''-\h^]^^.'- 

Endlich  nur  für  al  l{.;en\eine  Bahnen  Ic: 

j  „   _  .Y.  J,  X,  +  Y,  J,  r.  +  Z,  J,  z, 

wo  für  R,  X,  T,  Z  die  corrigirten  oder  uncorrigii-ten   Werthe  benutzt  werden  können. 

')  Zur  vollsttlndigen  Kliminatiou  der  Parallaxe  sind  (.V)„  ( V)„  (2),  nach  AnmerkoDg  1  statt 
.V„    V,,  Xf  einzusetzen. 

')  Für  lehr  unregelmässige  geocentrische  Bewegung  beachte  man  die  Anmerkung  1,  S.  456.  Mao 
kann  auch  die  l'urven  der  beobachteten  a  und  i  zeichnen,  dann  die  n  und  i  für  fünf  äquidistante 
Daten  den  Curven  entnehmen  und  die  Geschwindigkeiten  hieriiuf  mich  den  in  1  a,  b,  c  gegebenen 
Formeln  der  numerischen  Differentiation  berechnen,  während  Fonneln  für  die  neschleuni);ungen  sich 
durch  nochmaliKe   Differentiation  der  Formeln  (9)  und  (11),  S.  453,  erseben. 

')  Zur  Parallaxenelimination  lind  {J  X)'AJ\)' ,{J  7j  aus  den  Werthen  (./ .V),,  (./ .V)„  (J -V),  etc. 
in  dei-Hell...ti    W.i^..   711    li.rec'lir.i'ii     «  .e  mIii'ii   Ii',  il'  aus  «,,  n„  «,  etc. 
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,  _  sin  1"  (^3  — ^2)«3-!-(^2— ^)«i'  ^'  ^  shi  l"  (^,— Q^3+  (^2  — ^i)^'i. 

?of,  iü!J-=  6.4499934—10,  %  ^^7^^  =  8.5154420—10. 

{f,^dy  =  sec'^dÖ':         (tgd)"  =  sec^d  [2t!jdö'-^  +  ö"J. 

IIIa,b,cO- 
n  =.u'^  lgd+  (tf/ö)", 
C^  =  tgd  cos  ( A  —  «)  —  tg  D,        Cj  =  sin  {Ä  —  k),         C3  =  S  cos  (  A  —  «). 
c     =  cos  i/^  =  si"  d  sin  D  -\-  cosd  cos  B  cos  {A  —  a),        s  =  S!«  4>. 
C3  wird  nur  zur  Berechuuug   von  ö"    gebraucht  iiud  kauu  gewöhulich    fortgelassen 
werden.     Da  alle  Grössen  sich  auf  die  Epoche  beziehen,  ist  das  Subscript  2  oder  0  auch 
bei  «2,  Ö2  fortgelassen. 

r=^;,      a>  =  «+r(/,ö),      -  = ^^. 

flj.  =r  cos  « s/h  «  «',  iiy  =  s/«  « 1"  COS  u  c/J ,         a,  =  fgÖ  - — l  (tgd)'. 

Ferner  nur  für  IIIc  allgemeine  Bahnen;  oder  auch  für  Illa,  wenn  mau  im  Laufe 
der  Rechnung  die  Zulässigkeit  der  Annahme  einer  Parabel  prüfen  will,  was  bei  sehr 
kleinen  Zwischenzeiten  gewöhnlich  nicht  uöthig  ist: 

.Y  =  «'3  tgd-  «"  {fgdy  -f  u'itgd)",    x  =  -|  |C,  «'  +  Cj  {tgdy\- 

IVa,b2):<). 
ö2  =  [ai  +  ul  +  al]  cos^  Ö,      h  =  [«,.  X'  +  iiy  Y'  +  a,Z']  cos  ö,        G^  =  X'^  +  Y'ä  +  Z'^ 

^                a'B-^             '           a^H                                 a'IP  ((^J?3' 

Die  geocentrisclie  Distanz  q  =  Ez,  wobei  z  sich  aus  der  Lösung  der  folgenden 
Gleichungen  ergiebt : 

i/'  =  /■(*)  =  {£  +  Cy-  -  (»;  -  r/2)  =  0,         ?  =  s  /;/  &.  .?  =  ^  fos  ». 

IVa:     cos&,„  =  ^L,_,^Q^^^^___  ^,  =sf^^  +  c. 

IV  b:     cos  •&„,  =  «2  g'2sj 
Anleitungen  zur  schnellen  graphischen  Bestimmung  von  Si   aus  diesen  Gleichungen 
finden  sich  auf  S.  470.     Zur  Verbesserung  von  Zi'. 


')  Zur  Parallaxenelimination  ist  ausserdem  zu  berechnen: 

y 


c,  =  tg^  cos  (a  —  «)  —  fg  d,       c.)  =  sin  (a  —  «),      c^  =  j  cos  (a  —  «),     ;=-=-,      ß  =: — 

[X]'  =  .Y' +  ( J  A-y  +  j*  coscc  anstatt  A",  [r]'  =   T' +  ( J  1')' -|- /J  sin  et  anstatt   V, 

[Z]'  =  Z'-lr(_J  zy  -\-  ß  tg<f  anstatt  Z*. 

IIIc:     Jz  =  — -^  [Ci  n' +  «ä  (<S  ff)']. 

')  IV  b:  Man  vergewissere  sich  über  die  Möglichkeit  einer  Lösung.  Die  Criterien  für  die  An  zahl 
der  Lösungen  finden  sich  in  den  Anmerkungen  1,    S.  46S  für  die  Parabel,  S.  472  für  den  Kreis. 

^)  Zur  Parallaxenelimination  hat  man  in  G"  und  in  b  zu  setzen:  [.\']'  anstatt  A',  [y]'  anstatt  V, 
[Z]'  anstatt  Z'. 
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^  ^  (*,  -  c)'  f  s»,  M,  -^  (*,  -  ;>')'  +  <,''       /.  fi .    • .. 

Ml 

'«  -  *»       2(#,-p') -!-(/. ,H-'*)(i-,-c)Mr''  ''*°- 

IVh:  Ah«  der  Difforüiiz  e  —  r^  eiilsi-hciik'l  man,  ol)  eine  und,  in»  Falle  dreier 
LöHungen,  welche  l'arabel  möglich  ist,  siehe  S.  471.  Ist  eine  Parabel  nicht  möglich,  so 
geht  man  /.iir  allgemeinen   Bahn  nach  I\'c  über. 


IV  ü'). 

m  =^ ; 


id' 


e  mit  den  Argumenten   4'  und  —  aus  Tafel   W'I. 


V:i,  b,  c. 
i>   -^  Tic.  0   —   QiOSÖ,  ö"  =  ö     —     -   «'2  —  —    . 

wo  die  Formel  für  r  weiter  unten  folgt, 

_      ö      r  k       1   ,     r,'tf"  _      ö      I,    ,     A       1   ,     r,^g" 

^'  - <"^  L  ^  ^  '''J "^ 2^^/     P'  -  ("^  L  ■*"  ^ ''' r  273iö;" 

Die  Herechniing  von  <J"  kann  gewöhnlicl)  fortgelassen  werden  ä).  Dann  sind  in  p, 
und  p,  die  mit  dem  Quadrate  der  Zwischeuzeiteu  multiplicirten  Glieder  der  Null  gleich 
zu  setzen.  Mit  pj,  pj  '^^  pi  Ps  berechnet  man  jetzt  die  drei  reducirten  Beobachtungs- 
zeiten n;ich:  Kcducirte  Beobachtungszeit  t  r=  Beobachtungszeit  t  —  «p,  wo  nach  S.  IIS 
in  Decimaleu  des  Tages  logu  =  7.76irj  —  10  ist  (bei  Annahme  von  498*65  Lichlzeit: 
7,76129—10). 

t,  —  fc(/3  — /j),         r3=A-(/2— ^),         /«srÄ  =  8.2355814— 1(1. 

I  )-2  =  x'^  4-  1/2  j_  ,a 
X  —  acosu  —  X^),  II  —  6  sin  u—  Y,  s^dtqö  —  Z,  ,         „,      /.  .. 

(  r'  =  ü'fi  Coutrolie, 

i'  =:  a^O  —  X',         y'  ^^  OyO  —  y,         z'  =  a,  0  —  Z',         r  r'  =  xx^  -\-  y  y'  -\-  s  z'. 

Um  den  Charakter  der  Bahn  zu  bestimmen,  kann  man  gleich  berechnen: 

(;>  —  j'ä  +  y' 4- r'J,  —  =  — —  lyü,  p  —  r^\gi-~r'^],        c?  —  "~^  • 

Für  die  l'arabel  ist:  p  ^  2  <y  ■=  2  c  —  (>■'■')'■  -■^'^  ControUe  der  Rechnung  inuss 
sein:  für  die   l'arabel  —  ^^0;  für  den  Kreis  a  =  r. 

')  Zur  l'anillaxenrliminatiou  rechne  mau  nocb: 


/      ,    3J,R\    ,       j 


:  cos  if 

uuil  <1anu  zur  VorbeMerung  des  Tnfelwertheü  /,  [wo  mit  Vemacbläsniginig  der  l'arallaxe  (ni)  =  m  i«t] 
f,  =  ('.  -  ')'  +  »'.         ('  ).  =  'I  -  (">).         ,".'  (» )  '  -  "••  =  Jtf|. 

;Vj 

'•--■'       2  .»,•('■).  [.",  +  3(0.  {',-')]  "•"•'*■■ 

*)  Die  Berechnung  von  a"  ist  ausser  bei  längeren  Zwischenzeiten  nur  angebracht,  wenn  zwisdicn 
der  ersten  und  dritten  Ueobachtung  a'  das  Zeichen  wechselt,  was  mau  aus  sehr  kleinen  'Wertheu  von 
a'  jichliessen  kann. 

*)  Ist  aller  die  Parallaxe  vollständig  eliwinirt  worden,  lo  setze  man  (.V)  anstatt  .Veto.,  und 
[V]'  anstatt  .Y',  etc. 

KlInk^rfiK-»     Th^nrrli'rli«  A'lmnomis.  ]  Oß 


Nur  für  Ylb: 
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VIa,b,c. 


a  =  r,  /i  =  l-o-^»  +  :77^---  ffi  =  -  H  + 


2a8   '    24  a«  ■"  '    '    6a3       120  a« 

/•    1   —  — ä--!-  '  /7     =  T     —  — i-  -l-        ^1 

"  2a3^24rte      '  ^'  '        6a5^120a« 


Via,  Vlc: 


/«^  1        M^        »■'        ^Pi^         ^     fi       /9(rr>,    9r\-l       ,_.  7  /  r        /.(»■/)=,    6  rXl 

^('^)  =  -673'^^^)=^I7^'^^')=l27iiL'"~(2-^+löä;J'^('^)  =  -247^L^-V^V+7«;|- 
/-,  =  lJ\-T^f{2)-vif{3)  +  Tif{i)  -rif{5)  +  -  g,  ■=  -t^-t^  g(^-^r^  p(4)-r|  ^(5)+r|^(6)  — ■ 
/3  =  1  +  r,^  /■(2)  +  rf  /-(S)  + 1}  /•(4)  +  r^^  /-(ö)  +  •  •  ■    ^/s  =  t,  +  r •'  ^  (3)  +  r/  p  (4)  +  r^^  g  (5)  +  r «  ^  (6)  +  •  •  • 

Für  die  Parabel  verschwinden  die  durch  a  dividirteu  Glieder.  Im  Allgemeinen 
genügen  die  mit  f{l),  /"(S),  ^(3)  multiplioirten  Glieder.  Mau  vergewissert  sich  zunächst 
durch  angenäherte  Rechnung  der  letzten  Glieder,  ob  man  mit  den  Reihen  auskommt. 
Im  Nothfalle  sind  die  im  II.  Abschnitte  entwickelten  geschlosseneu  Ausdrücke  für  f 
und  g  zu  benutzen,    oder  man    berechnet  zunächst  die  Coustanten  für  den  Aequator  aus 

vn,  la,  vn,  ib,  vn,  ic. 

Qi  COS  §1  COS  u^  =  Xi  -\-  fi  X  -\-  gi  x'  =  |i,  q^  cos  ö^  cos  «3  =  X3  -}-  fgX  -|-  g^  x'  =  I3, 

Pi  cos  öl  si7i  «1  =  Yi+  f^y  +  g^y'  —  r)i,  q^  cos  d^  sin  «3  =  ^3  +  A  «/  +  ^3  ^  =  »?3> 

Pi  sin  öl  =  Zi  +  A  «  -h  gTj «'  =  Ji,  93  sin  Ö3  =  Z3  +  ^  ^  +  33 «'  =  ti- 

Hat  man  aber  die  Constanten  für  den  Aequator  berechnet,  so  berechnet  man  aus 
diesen  die  Oerter  in  der  üblichen  Weise.    Mit  den  resultirenden  Werthen  von  Qi  und  q^  . 

reducire   man    den    ersten   und   dritten   beobachteten    Ort   auf   das  Erdcentrum    mit   den  1 

geocentrischen  (gewöhnlichen)  Parallaxenfactoren  1).  ' 

Dann  bilde  man  die  Unterschiede  Beobachtung  —  Rechnung  8,  «1  =  cos  d^  d  «1,  d  öj, 
8, «3  =  COSÖ3  8  «3,  8Ö3_  Sind  diese  Unterschiede  zufriedensteUeud,  so  berechne  man  die 
noch  fehlenden  Elemente  nach  Vlla,  b,  c.  Will  mau  aber  die  Beobachtungen  noch 
genauer  darstellen,  so  wende  man  zunächst  eine  der  unter  B.  zusammengestellten  Methoden 
der  Bahnvei'besserung  an. 

VHa,  b,  c. 
Reducii-te  Zeit  der  Epoche:  fj  —  «Pa-    ^  =  mittlere  Schiefe  der  Ekliptik  am  Jahresanfang. 

(a)  Parabel:   p  ^=  2  q  =  2r  —  ('■»"')'',    e  sin  v  =  »"'Vi^,   e  cosv  =  —  —  1,  c=l,  ControUe, 

oder  für  v: 

2  v  1 1  y         j  V         '%  1 0 

^2  __  ^'2  _|_  y'2  _|_  ^'2  _-  _^     Controlle,  sin  —  =  »■'  1/^  ^  -,  cos  -^  ^=  1/  —, 

wo  V  dasselbe  Vorzeichen  wie  r'  erhält. 

1  2 

(c)  Allgemeine  Bahn:     gi  =  x'^  +  y'^  +  g'\         —  =  —  ^  g\  p  =  r^  (g'^  —  r'^), 

e  sinv  =  r'  \'  u,  e  cosv  ^=  — 1,         a  =  t— ^- — -,     CoutroUe. 

'  '^  r  1  —  e^ 


')  Hat  man   aber   die  Parallaxe   eliminirt,   so   setzt  man  einfach  (.Y);  anstatt  .Y,  u.  s.  w. ,    (.Y)^ 
anstatt  A',  u.  s.  w. 
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Weiter  kann  iimn  1.  die  C-oiiHtniiteii  für  <lcii  Ae<iiiator  ziieritt  iiiul  aim  diesen  die 
ekli|ililcalcii  Elemente,  oder  2.  die  iii|uatorealeii  Eleineute  ziientt  und  au«  dicHeu  die  C'oii- 
htunti'n  für  den  Aei|ii:itor  berechnen.  Im  letzteren  Fülle  sind  dann  die  Element«  noch 
Hilf  die  Ekliptik  /.ii  übertrügen. 

1.  (a),  (c)  Parabel   und  ullgenieino   linlm: 

sin  n  sin  {Ä'  -f-  »)  =■  — ,     sin  b  sin  {H'   ■    v)  =  — ,     siu  c  sin  (C  -j-  v)  -r^  — , 

,.,,     V        rx'—ir'  /„«i     \        rj/—!fr>  --' ' 

SKI  (I  cos  (A  +  r)  TT^  JOS —  ,     sin  h  cos  (Ii  -\- v)  = =— 

Vp  Vp 


sin  c  cos  (C-f  v)  = j-r 


Vp 


sin  I 

COSB 

sin  i 

s 

COSl 
CO  =^   U  —  I', 

1.   (b)   Kreisbahn 


f OS  H  ^^  sin  c  cos  ( t"  +  r)  —  sin  b  cos  (B'  -\  v)  l<]  e. 
sin  u  ^=  sin  c  sin  (C  +  v)  —  sin  b  sin  (Ii'  i-  f)  tg  i, 


A  =r  A'  —  a, 


B 


B'—a, 


C=  a—(o. 


sin  a  sin  A'  ^^  — , 


p  =  a  ^  r,  (r'  =  0), 

.V 


sin  b  sin  B'  ^  — ,  sine  sin  C"  =  — , 

a  a 

sinb  cos  B'  =-  \ay',         sine  cos  C  ;=-  ]»£', 
cos  u  ^=  sin  e  cos  C —  sin  b  cos  B'  tg  i, 

sin  u  =^  sin  c  sin  C  —  sin  b  sin  B'  Ig  i, 


sin  a  cos  A'  ■=  \ax', 
sin  i 
eoss 
sin  i 
cos  £ 

A  -^  A'—  u,  B  =  B'—  u,  C  =  C—  u. 

1.   (a).  (U).  (c): 


Sl 


cos  Ä  ^^  sin  a  sin  A, 


cos  i  =  —  sin  o  cos  Ajosee  Sl. 
sin  b  sin  B        sin  c  sin  C 
sint 

sin  b  sin  c  sin  (C  —  B) 


cost 
Ä  =r  0}  +  Ä, 


ControUe. 


<<7.= 


sina  cosA 

Die  oben  berechneten  Elemente  beziehen  sich  auf  die  Ekliptik 
Oder  2.  (a),  (b),  (c): 

)  P  cos(i) 


CoutroUe. 


=  xy  —yx, 

\  Ij^sin  (i)  sin  (H)  ^=  ye'—  zy, 
\  p  sin  (i)  cos  (Sl)  :r^  xe' —  z  r' 


r  sin  (m)  =    .    .    , 
Sin  (i) 

r  cos  («)  ^r^  X  cos  (Sl)  -\-  y  sin  (Sl), 

r«  —  X*  -t-  y'  +  ««,     CoutroUe. 


sin  a  sin  (A)  =  cos  (Sl).  sin  b  sin  (B)  =  sin  (Sl),  (C)  —  0, 

s/nn  eos(A)  ■=^  —sin(Sl)  cos(i),     sinb  cos(B)  ^=  fos(i2)  cos(i),     sine  ^=  sin(i). 

sin  \  i  sin  J  [W  +  «]  —  sin  J  [(t)  +  e]  sin  \  (Sl) 

sin  1 1  cos  I  [Sl  +  ö]  =  sin  i  [(i)  —  i]  cos  \  (Sl) 

cos  i  I  sin  1  [Ä  —  tf]  =  cos  i  [(i)  +  s]  sin  i  (Sl) 

cos  J  i  cos  l[Sl—ö]—  cos  J  [(i)  —  t]  cos  J  (Sl) 

(m)  —  (u)  —  V,    a  —  (a)  —  «,    x  =  Sl+  CO,    A' =  (A)  +  (©),    5*=  (ß)  -f  («a),   C  —  (to), 

wo  nun  I,  ii,  D),  X  ebenfalls  auf  die  Ekliptik  liezogeii  sind,  und  wo  für  die  Kreisbahn  cd 

und  n  fortzulassen  sind,  und  A  -\-  u  anstatt  jl'  -f-  v  etc.  zu  setzen  ist,  wo.^  ~^(-^)  ^  ^  ^^^  i^U 

126' 


1004 


Ellipse: 


'4-=l/[^'4. 


Parabel: 
P 


Hyperliel: 


M=E r- 

sm 

H  =  k"  a-\ 


h"  +  ll 


Mod. 


jT)  S7n  iL,        Jlit  II  als  Argument,  ■,      , 

31  aus  der  Bark  er-        „  (—«)''«  ^ 

sehen  Tafel  VI,  /  =  ^  -  «  Pa J—    ^^OF- 

7o^fc"=  3.5500066,  L 

Epoche  =  ^2  —  «  Ps-     T^i^  —  «  p^  —  ili2  a'"^ 

Die  Ephemeride  berechnet  man  wie  gewöhnlich  aus  den  Constauteu  für  den 
Aequator  oder  mit  Benutzung  der  Reihen  (VI)  oder  der  geschlossenen  Ausdrücke  (B.) 
für  /'  und  g. 

B.    Die  Methoden  der  Bahnverbesserimg. 

o)  V^erbcsseniug  der  directon  Lösung  mit  Beibehaltung  der  mittleren  Beobachtung. 

Mau  setze  die  Unterschiede  {B  —  iJ),  ?,«i  =cosdi  c«i,  Söj,  d,u,^  =  cosÖ^da^,?'8^ 
in  Theilen  des  Radius  au.  Hat  mau  bei  der  Berechnung  von  /j  und  f^  höchstens  noch  die 
mit  r*  multiplicirten  Glieder  mitzunehmen  brauchen,  dann  rechne  man  nach  folgenden 
Formeln : 

a)  Bahnverbesserung  mit  Benutzung  der  Reiben  für  cf  und  ig. 
Für  eine  Parabel  oder  eine  allgemeine  Bahn: 

p  —  Rcos  ip 


cos  ß  = 


t\  cos  ß  [       ,  3  /  ,        4  r'    \]  /s  cos  /3  r,    ,      ,      ,  /  ,       4  r'    \] 


Ai'}=  —  [cos «1  fy^  -  sin  «1  /;,.;]; 

Vi 


-43 ')  =  —  [fos  «3  fy^  —  si»  «3  /xsl 

V3 


Bi^)^ [s»'öi(s/««i/yj-|-cos«i/xj)-fOsdj/;j];  Bg'')- 

9i 


[sinö^{siimsfy^  +  cosa^f)r^)-cosÖ3f,^] 


C^ 


Qi' 

C3  cos  «3  d,  «j  —  Ci  cos  cci  d,  k^ 

""  ^  Ci  Cs  sin  («3  —  «1)           ' 

C3  s/n  «3  8,  «1  —  Ci  s«i  «1 8,  «3  _ 

"  Ci  C3  sm  («3  —  «i)          ' 

_    8öi  -[-  Ci  sin  öl  (cos  «1  Pr  +  sin  u^  Py) 

*'  Ci  cos  ^1           ' 

P    C  Ö3  -f  C3  s/n  ^3  (cos  «,  Pj.  4-  S!»  ßg  Py) 

*  C,  cos  ö,  ' 


a      =:^-^ 


^1  f  3  COS  «3 ^3  C]  COS  «1 

^■"  ~      CiC3Sfn(«3— «i) 

A1C3  sin  «3  —  J^3  Ci  sin  «i 

Ci  Cs  sm  («3  —  «1 ) 
_  5i  +  Ci  sn;  dl  (cos  «1  ^^  -f  sm  «j  Qy) 
^'''~  Cicosöi 

P3  +  Cg  s»i  Ö3  (cos  «3  ^j.  -)-  s?)i  «3  Qy) 

^"  ~  C3  cos  C,  " 


(I) 


(n) 


')  Zur  Elimination   etwaiger  Aenderuug   der  Parallaxencorrectionen   sind   die  Correctionsglieder, 
Formel  187,  S.  490,  zu  berücksichtigen. 


—      lOCtft 
Kür   oinc   ull)^o  iiifi  no    üiilin: 


-  ''*-A 


Q-,-  Q.: 


8*'  =  P.— V,»(»;     d^  =  l\—Qyf-9\     ?'=/'., 

-  V.,?P 

o.kT  de'  ^  1'^-   Q,,d9 

9                            9                            9 

(III) 


Die  Ki'i'h»  C'orroctionon  dr,  dy,  de,  idx',  cy',  dz'  wenlcn  mm  an  die  Aiifaiigswerllic 
j-,  1/,  e,  r',  1/',  e'  aufbracht ;  mit  tliescu  neuen  Werlheu  werden  ilauii  diu  verbesserten 
Klonicnto  nach   A,  \'II   luTcchnet. 

Für   eine    l'araln'l: 

P=^-\xT.  +  ,/J\+e'I>.];  v  =  "^_  |x'Vx+./'^y  +  .''V.|  (IV) 

Je  naclulein  man  ö^  oder  Äj  genau  repräsentiren  will,  setze  man  /',  =  J\,  ^f=  Qi,'i 
oder  P,  =  /',j,  (^,  =■  Q,y  Will  man  aber  die  schliesslich  übrig  bleibenden  Fehler  auf 
die  äusseren  Declinationen  vertheilen,  dann  sind  Werlhe  I',  und  Q,  anzuwenden,  die 
sowohl  von  i'..j  als  /',,,  und  Q,^  als  §,j,  respective,  abhängen.  Will  mau  ferner  die  Fehler 
in  den  äusseren  Orten  gleich  machon,  so  ertheilt  man  zur  Bestimmung  von  J'n  Q,  den 
Coi'fficienten  i*,^,  1',^  und  Q,^.  Q,^  Gewichte,  die  sich  direct  aus  den  Zwischenzeiten  und 
dem  Gange  der  Function  sin  d  ergeben. 

In  der  Praxis  ist  es  jedenfalls  am  besten,  P,  =  P,,  und  <J,  =  (J,^  zu  setzen. 

»^>  =  /■-^l(^/)^Ha>V+(aOM-^=j^^ap)■+^"^^''-,'^"^''''(^>v...,v> 

Dies  rechnet  man  nach  Annäherungen.     In  der  ersten  Annäherung  ist: 

öp=.^;     dx'  =  P,-Q,dQ;     cy'  =  Py- Qydg;     dz'  =  P.-Q.cg         (VI) 

Diese  Werthe  substituirt  mau  in  die  Glieder  rechter  Hand  der  Gleichung  (V),  und 
rechnet  einen  genaueren  Werth  von  dg,  u.  s.  vr.  Somit  ergeben  sich  gleichzeitig  die 
endgültigen  Werthe  der  gesuchten  Correctionen  dg,  dx',  ?.i/',  de'.  Des  weiteren  verfährt 
man  ganz  ähnlich  wie  oben,  im  Falle  der  allgemeinen  Hahn.  Mit  den  neuen  Werthen 
r,  y,  e,  x',  y,  e'  hat  man  als  Controlle: 

(f'i  —  x'»  4-  />  4  r's  ■-  -  . 

2 
Wenn  <;'  :^  — ,  dann  besteht  entweder  ein  Irrlhum  in  der  Rechnung,  oder  es  waren  die 

von  (dg)*  und  den  höhereu  Potenzen  abhäugigeu  Glieder  in  Gleichung  (V)  nicht  zu 
vernachlässigen. 

Für  eine  Kreisbahn: 

Zur  Verbesserung  einer  Kreisbahn,  entweder  mit  oilcr  ohne  Annahme  über  die 
E-xoentricilät,  verfährt  man  ganz  ähnlich,  wie  oben  im  Falle  der  Parabel.  Da  aber 
für  den  Kreis  die  geschlossenen  Ausdrücke  für  f  und  g  ebenso  bequem  sind  wie  die 
entsprechenden  Reihen,  so  kann  man  die  Verbesserung  einer  Kreisbahn  stets  auf  die 
geschlosBfiKii   Aiis.lriirki'  für  f  und  g  gründen  (S.  1009,  XV). 


1006 


b)    Bahuverbesseruug   mit  Benutzuug   der  geschlossenen   Ansd  rücke 

für  df  und    dg. 

Können  die  obigen  auf  den  Reihen  für  df  und  dg  beruhenden  Formeln  nicht  an- 
gewandt werden  (cf.  oben  S.  1004,  B«),  dann  hat  man  zunächst  fi,  fg,  gi,  gs  aus 
geschlosseneu  Formeln,  wie  folgt,  zu  ermitteln.  Die  dabei  auftretenden  Hülfsgrössen 
ergeben  sich,  wenn  nicht  besonders  angegeben  (cf.  auch  A,  VII),  iu  der  üblichen  Weise, 
je  nach  der  Art  der  Ausgangsbahn : 

Ellipse:  v, E, 31, ^,t;  Ei,E3,i\,iY,  2g^—Ei-E,1g.=E^-E;  j',  =  y2asmg'i;  y^-yj^asingj^ 

■t  llrr  \  1  /2rr  1 

Hyperbel:  F,T;Fi,F3;i\,V3;r,,r3;  ^j  =1/  --^sinj{vi  —  v);ys  =  y--^sinj{v3  —  v) 

Parabelnahe   Bahn^):     ö,Pi,-P3,  T;    £,oc,ß;    Mi,Xi,ni,Vi,6-^,r^;    Jlfg,  a^j,  W3,  rj,    63,r3\ 

1 /2>-,»-    .     1  ,  .  i/'Ir-.r    .     1    ,  , 


\r—q;  Ys  ^V''"3  — ä  —  V' 


Parabel:  v,q,T;  t\,V3,  r^^rg;  y,  =yri  — </  —  \r—q;  Ys  —  V3  — ä  —\r  —  q 

-;  f\  —  cos2g-i,  /j  =  cos  •2g^;g^  =  d^siii  Ig^.g^  =  a^sin'Igg 


—              r«       — 
Kreis:  2(/j  = 37,2(/3 


VI' 


Dann  rechne  mau  für  alle  Ausgangsbahnen,  ausgenommen  die  Kreisbahn: 


[2  »-j  r  —  p  y ,-]  y /,   f? .;-  =  [2 r^r  —  j)  yß  y|     .    .  VI" 


wo  Y  ^'ud  51   nur   für  ein    der  Epoche  <2  =  t^  vorangehendes  Datum  negativ  zu  nehmen 
ist.   Und  weiter  im  Falle  einer  elliptischen  oder  hyperbolischen  Ausgangsbahn^): 


Q  —  R  COS  1p 


cp  = 


x't  +  y'rj  +  e'i 


^1  =  9  + 


f2cosßY', 


1a 


-f 


iL 

2a 


?! 


^,    = 


_^       ^2cosßYl 


(VII) 


')  Cf.  V.  Oppolzer,   „Lehrbuch  der  Bahnbestimmung",  Vol.  I,  p.  73,   75. 

*)  Eine  nahezu  parabolische   oder  eine  nahezu  kreisförmige  Äusgangsbahn   macht  man  jedoch 

am  besten  genau  parabolisch  oder  kreisförmig,  und  zwar  vor  der  Berechnung  der  Unterschiede  B  —  i?, 

2  1 

indem  man  z.  B.  z    willkürlich  ändert,  so  dass  genau  .r  *  -f-  1/'*  -\-  ~"'*  =  —  bezüghch  ^  —  ist. 


—     1007     — 


9»x 


6       cosß 


6    ,    cos  ff 


(VIII) 


•  (IX) 


'W)  =  — l«>s«i  /;,  — si»i«,   /,J:  .l/i')  =  — [coSKs  /„,  —  s»n«3  /.r3| 

Pi  fs 

-•j,,    =  —  [cos «i  .fly,  —  sin «,  7r,l ;  Ag,    ^=--  —  [vos «,  (/y,  —  si»«  «i  v^, | 

9i  Ps  ■ 

-Im,    =^  — [coA-«,»iy,  —  si)iee,  m^J;  yl„,    = — [cosa,w„3  —  sinWjmj,] 

Pi  "  Pa 

—  -  — [siHd,(i7Ma,  /;,  Leos«,  i;^)-cos6,  f\];  Bf,')  — -  —  [svidsisina^  /V,  -j-cosaj  /•,,)-cosdj  /•»^l 
Pi  Ps 

/?„,     —  -  — [si»iÄ,(si«a,  (/y,  f  cos«,  i?^,)-cosd,  <?,,);  ü^,     =     —[siHd,{siiia,ff^  ^  cosa3g^^)-cosdig,,\ 
Pj  Ps 

/',.,    -^ |siHd,(siiia,iMy,4-cosa,mj,)-cosd,m,,];  i?™^    =t [sinÄ3(siHas»»iyj+cosas»»,3)-cosdj»i,,| 

Pi  Pa 


Ps 


(IX 


Dann    Itisc    luaii    div    vier    Gluichiiugen    a,8p  -f  6,8j'  +  Cidi/  -\-d,de'  =  h»,    wo 
i  ^^  1,  2,  3,  4  7,11  setzen,  nach  dg,  cx\  dy'  und  dz'  auf,  wobei: 

(1,  —  ^c,;    ^1  —  -|siH«,  C,-ar^„-2x',(l„J;  c,  =     \cosK^  C, +yylj„ +2i/M„,| 

flj  =^  Bf^\    hj  z=  -[sin^^costt^Cl-xBg^-2x'B„^\■,    Cj  ^^  -  [s*Hd,si«a,  C, — y^j,,  — 2y'5„,l 
"3  "~  -^fr    ^  =  -IsinKj  Cs-xAt^-2x'A„,\;  c,  =     [coswj  Cg+y,4^-f  2.v'^,,3l 

"4  ~  -^V;    J».    ~  -[siMdjCOSOjC-xJS    -2x'Zf^];    c,  = -[sJMajsiitajC,— y^^,  — 2yü„,| 
rf,  —  [eAg^  +  2e'Ami];  «i  =  f"«! 

d,  —  [cos  Ä,  C,  +  *  ,B„  !-  2  «'£„,  I ;  »j  r-  c  d, 

dj  =  [«^„  4-  2«'i4^];  »I,  =  c«, 

dj  =  [cos d, (',  -f-  *  JEfj^  +  2  i'ß«, |;  »i,  —  td;. 

Dann  rechnet  man  dx,  dy,  Sr  n:ich  III. 
')  Sielie  die  Anmerkung  8.  1004. 


(X) 


—     1008     — 
Im  Falle   einer  parabolisohen  Ausgaugsbahn : 

cosß  =  ^—^'"^  ;  ^^'g+y>?+/^ 


^  ,    Y2cosß 

^1  =  9  + ; 

Vi 
' '1 

'  '1 

'lO  =  —  [cos  «,  /"y,  —  s/»  «1  /ij; 

Vi 

Ag^    =  —  [cos  «1  gy^  —  sin  «,  g;^] 


^  ,    l'^cos/3 


^:rs 


^^3 


f    —f  L^'^ 


AO 


V2^] 

/.3=/3f  +  ^.rl  +  *3.. 
jl)  =  [cos  «3  fy.^  —  Sf «  «3  /irg 


(XI) 


4*3 


«3  /"ral 
SJHWsPxj] 


^'l  5/3 

-B/-iO  =  -—  [sf«öi  (swi«i  fy^-^cosui  f:ri)~cosSi /;J;  ^^3!)  = [sinös {siuM^  fy^+cosK3f^^)-cosdsf^^] 

Pi  P3 

-Bo,    ^= [s"'  ^1  {sin  «1  ?t/i + cos  «1  (/aj — cos  ö,  (/,J;   Bg^    = [sin  Ö3  {sin  «3  gr^j + cos  k,  (7,3)  -  cos  Ö3  g,^] 

9i  Qs 

93 


(XII) 


Pi 

^1 


9i 


a,  =  SM(( 


—  ^A  ^93        -^ft  ^9l 

M(«i  Ci^lj,  — swttjCa^jjj  ;     bi  ■=  —[cosUiCiAg^—cosK^GsÄg^]         ^ 

a.2  ^=  sinUiCiAf^—sin«^CiÄf^-\'XÄ;     &,  =  -  [cosct,  Ci^/-3— cosWsCs  J^/-,— ^^] 
«3  ^=  sindj  cosa^  Ci  - xBg^  ;     h^  ^=  sin  d^  sinoii  Cj  —yBg^ 

«4  ^:=  sind^cosK^Cs—xBgj  ;     ^4  =  sind^sinUsüs—yBg^ 

=  A   ;  «i  ^=  Agjd,«i—Ag^c,c(^ 

=  Af^d.u^-Af^d.tti 


(h 


«i 


Cj  =  Az  ; 

Ca  =  -  [cos 5,  Ol  +  ^5y J ;        (?3  =  Bf^;  e^  — -d d, 


-[cosÄaCg  +  ^^jjJ; 

rfs  ,  C3  ds 

h  =  b3-  —  h.i-  —  br, 

Co  «1 


^3  ds 

Ca  rf, 


C2 


')  Siehe  die  Anmerkung  S.  1004. 


C3  «'s 


(XIII) 


bei  — ^  « 


—     1009     - 


Ol  b  —  abf 

od, 

o,  b  —  abf 


V'i ^ 

•-3 


1'. 


(XIV) 


öp  =   ---    -77' 1   für  die  allgeiiii  iiu-   l^.siiiiLr; 
V»j      V«i 

11.  8.  w.,  wie  in  III. 

Will    man    »He   corrigirU;  Bahn    zur  Parabel  machen,    dann    verfahre    man    wlo    Lei 

den  Gleichungen  (IV),  (V)  nmi  (VI),  S.  1005. 

Im  Falle   einer  krcisförmigcu  Ausgaugsbahn: 


d  = 


Scosß  ^ 

2a    ' 


a' 


Ca  =  -  (t,  fs  —  gt) 

f.,  =/"3  j  +  <i[c,e   ^cU'J 

.Mit  diesen  rechne  man  .4,,  £„  C„  A3,  B3,  C3,  P„  Q„  P^.  Q^,  P,,  P.,, 
V,,   und  V,3,  nach  den  Gleichungen  (I)  und  (II),  S.   1004. 
Dann  ist: 

■^-,  — -Pr. 


/».  =  /i  ^  +  «^  [ci  y  +  c'i  ff'] ; 


(XV) 


8e  = 


für  die  allgemeine  Liisung,  u.  s.  w.,  wie  in  III. 


(XVI) 


War  die  Auagangsbahu  nicht  gciiavi  kreisförmig,    und  man  will  die   corrigirte  Rjihn 
zum  Kreis  machen,  so  rechne  man: 

u         r 

wo   die  Werlhe  von  /'..  und    Q,   wie    bei   der  Parabel  auf   S.   1005  zu    wäldfu 
sind.     Dann  durch  Annäherungen  : 


vap^y-4[(^.')«+(ay)»+(./)»]-^^(ap)3-f^"^^('J'''"'^^ap) 

dx'  =  P.  —  Q,d(f;        dy'  =  Py—QydQ;        de'  =  P,—  (^,,  q 
dann,  wie  in  III: 


?x  ^^  —dg; 


cy 


l'- 


?£  ^^  —  d Q. 


(X\  II) 


Zur  Controlle,  dasa  die  Hahn  ein  Kreis  ist,  hat  man : 


KUhkfrtuva,  Thi^irftitctie  Aitronotnlt 


—     1010     — 

Für  alle  Ausgangsbahnen: 

Die  sechs  Correctionen  8x,  dy,  dz^  dx\  dy',  dz'  bringt  man  nun  an  die  zu 
Grunde  gelegten  Werthe  von  x,  y,  e,  x\  y\  z'  an  und  erhält  so  die  corrigirteu 
Werthe,  aus  denen,  nach  A,  VII,  die  Elemente  gerechnet  werden. 

ß)  Die  Balmverbesserimg  auf  Grund  einer  beliebigen  Ausgangsbahn. 

Das  Verfahren  besteht  einfach  darin,  dass  man  p,  x\  y\  z  für  die  neue  Ausgangs- 
epoche <(,  ^  <2  aus  dem  gegebenen  Zahlenmaterial,  gewöhnlich  aus  den  Elementen  und 
Constanten  für  den  Aequator  berechnet,  und  sodann  diese  vier  Werthe  in  Verbindung 
mit  der  mittleren  Rectascension  «  und  Decliuation  d  als  fundamentale  Ausgangswerthe 
ansetzt.  Mit  diesen  berechnet  man  die  Unterschiede  (i?  —  2?)  für  den  ersten  und  dritten 
Ort.  Des  Weiteren  gelten  die  entsprechenden  unter  a  gegebenen  Differentialformeln, 
wobei  die  Sonnencoordinaten  und  i^  in  der  üblichen  Weise  zu  berechnen  sind. 

Zunächst  rechnet  man  r,  v  und  z  für  die  neue  Ausgangsepoche  /q  =  '2  aus  den 
gegebenen  Elementen  und  Constanten  für  den  Aequator.     Dann  ist: 


(Ebenso    erhält    man    Pi    und   93    zur   Berücksichtigung    der    Aberration    und    der 
Parallaxe.     Existirt  aber  eine  Ephemeride,  dann  können  pi,  p   und  pg  interpolirt  werden.) 
Die  Geschwindigkeiten  ei-geben  sich  aus : 


Allsremeine   Bahn: 


Parabel: 


,        sina^      ,    ,  ,,        ,        1/2    .  /  i/  ,   1    \      1  I 

t  =  —-7^icos(A  i-r)-\-ecosÄ  \;    x  =  1/  —  smacos[A-\--^v]cos-^v;    x  = 


Kreis: 

sin  a  cos  (Ä'  -\-  u) 


y  — 


'^^^  r      /r>'  I    \  I          -DH        <        1/2    .  ,       /t,'  I    1    \       1  '        sinbcos{B'  +  u) 

-^^[cos{B  ~\-r)-f-ecosB\;  y  ==  1/  —  smocoslB  -\-  —  v\cos—v;    y  =  f; ~ 

\  p                                                        f    3               \          •^   /       ^  (!■'' 

SinC^        .     ,                           ,           ,          1/2    .             f ni  X    ^    \        1  I 

= —f^\cos{C  -\-v)-\-ecosC  \;  z  ^=  1/— siwccosl  C +7^f  Icos— t;;  z'  ^ 


sine  cos {C -\- u) 


(XVIII) 


Dann: 
ö  ^  Qcosd; 


x  =  ö  cos  cc  ■ 


X; 


6  sin« —  Y\ 


6igd- 


x^  +  y^  +  z^;     g^ 


x'^ -\- y''^ +z"';     r'  = -{xx' +  yy' -{-zz');     - 


Ist  —nahezu  Null,   und   man   will   die    Ausgangsbahn   zur  Parabel    machen,  dann 

2 
kann  man  jetzt  willkürlich  einen  Werth  von   z'  wählen,  so  dass  g^  =  —  wird.     Ist  ähn- 
lich  a    nahezu   gleich   r,   imd   man    will   die    Ausgangsbahn    zum    Kreis    machen,    dann 
kann  man  ^^allkürlich  einen  Werth  von  z'  wählen,  so  dass  g^  ^:  —  wird.     Hierdurch  ver- 

meidet  man  dieFonneln,  welche  bei  einer  allgemeinen  Ausgangsbahn  anzuwenden  wären. 
Dann  rechnet  mau  f^,  g^,  f^,  g^  mit  strenger  Berücksichtigung  der  adoptirten  Funda- 
mentalgrössen.  Sind  die  Reihen  für  f  und  g  anwendbar,  dann  gelten  die  entsprechenden 
Ausdrücke  unter  A,  VI.  Ist  es  aber  nothwendig,  nach  den  geschlossenen  Ausdrücken 
für  /'  und  g  zu  rechnen,  dann  gelten,  je  nach  der  Excentricität  der  Ausgaugsbahn ,  die 
entsprechenden  Formeln  B,  VI',  VII". 


HUI 

Mit  r,  y,  *,  /,  y',  *'  iiiul  /", ,  f\,  ti^  und  g,  rechnet  ninn  die  Unterschiode  (B  —  ll) 
fiir  lion  enttt'n  lunl  dritten  Ort,  wie  untor  A,  VI.  Dann  gelten  wieder  die  entsprechen- 
den Differentialfuruieln  <)  unter  «,  woraus  sich  wieder  solche  Correctionon  zu  Q,  x*,  y* 
und  *'  ergehen,  thi«»  die  Unlerdchiede  Beobachtung  —  Kechnung  beseitigt  sind,  voraus- 
gesetzt, dasH  die  linearen  Her.ifliungeii  zwischfu  den  Unterschieden  B — Ji  und  den  Cor- 
rectionen  der  Fundunieritalgnissen  genügen.  Sind  die  nach  A,  VI  berechneten  neuen 
UnterMchiedo  noch  nicht  befriedigend,  so  inuss  die  Kechnung  wiederholt  werden;  doch 
braucht  man  gewöhnlich  nur  die  von  den  Unterschieden  B  —  7i'  abhängigen  Grössen 
neu  xu  rechnen.  — 

')  Ka  s«i  ni>cb  duraiif  hingi>wie>en,  dass  man,  dem  Sinne  der  ubigen  Formeln  gemiu,  die- 
selben atatt  „Difforentialformeln"  eben  so  gut  auch  „differentielle"  Formeln  oder  „Correctionsfornicln" 
DCDDen  könnte. 

In  der  AstroDumie  ist  es  eine  üblich  gewordene,  matbematiaoh  genommen  nicht  ganz  correctc 
Hereichnunpsweise,  Differentialformeln  da  zu  geliraucheu.  wo  es  sich  um  endliche  Zuwücbae 
handelt.  l'ractiHch  int  dies  freilich  licIaMgloit.  l>t'iiD  man  wend<-t  diese  Differentialformeln  ju  nur  da 
un.  wo  ilii'  /uwuelise  su  kloin  aind ,  du89  miin  bcrvitM  ihre  d<>]i|iclten  I'roducte  und  Quadrute  ver- 
nHcblüsaiKen  kann.  Wahrend  iu  den  Iliffeniitiulfurmeln  der  reinen  Mathematik  daa  Inore- 
ment  .l.r  tum  Differential  ifj-  wird  durch  Grenzübergang,  wobei  alle  höheren  Potenzen  von  Jx  in 
der  That  verschwinden. 

I>e9balb  kann  man  (wie  Kramer  in  seiner  zweiten  Arbeit  über  den  llecubatypua,  cf.  S.  10, 
Anmerkung  .%  aowie  die  Vorbemerkungen  S.  XXVII  des  vorliegenden  Werkes)  solche  Corrcctiona- 
fonneln  treffend  als  ,Incromont fornifln"  und  diese  .\rt  der  lierecbuuiig  aU  „Corrections-  oder 
Incrementreohnung"  bezeichnen.  Das  Ueohiiiingsniittel  der  Incrementrucbnung  ist  dabei  der 
Taylor'sche  Satz.  Hat  man  z.  B.  l)eim  liabnverhesserungsprolileni  (t  =  /"(r,  »r,  i,  i,;),  wie  es  in 
einer  I'base  der  Fall  iat,  so  ist,  bei  Aenderung  von  <c  um  daa  Incrcment  ./ic,  nach  dem  Taylor'- 
schen  Satz : 

a  Jr   J«  =  f(r  +  Jr,  w  +  Jic,  i  +  Ji.  ß  +  Jß)  =  t(r,ic.i,Sl) 


Sic      "^  ^  Si  ^    öß 


+ 

liier  kennt  man  auch  gleich  den  Fehler  der  Näherung.  Practisch  iat  ca  freilich  beiiuemer  zu 
differentiiren.  Nur  sollte  man  in  aolchen  Fällen  eigentlich  nicht  das  „d'-Zeichen ,  sondern  das 
../"-/.eichen  verwenden.  In  den  oben  erwähnten  Formeln  iat  von  Leuachner  daa  „.'»''-Zeichen  des 
partiellen  Differentialiiuotienten  gewühlt;  Ojipolzer  bevorzugt  in  ähnlichen  Fällen  daa  Variations- 
zeichen „<J".  Im  l'ebrigen  ist  ea  natürlich  belanglos,  ob  man  die  obigen  Formeln  (und  die  ent- 
aprechenden  der  S2.  Vurleaung)  als  „differentielle",  oder  als  „l)ifl"erential"-Formeln .  oder  wie  sonst 
bezeichnet,  wenn  man  ihren  Sinn  festhält.  —   Anmerkung   dea  Ilerausgebera  der  dritten  Ausgabe. 


127' 


II.  Beispiele. 

Zur  Erlcäiiterung  der  Formeln  dienen  folgende  Beispiele: 


Erstes  Beispiel. 

Als  Beispiel  einer  directeu  parabolischen  Bahnbestimmung  (Formeln  Aa)  möge 
folgende,  von  Prof.  Crawford  durchgeführte  Rechnung  der  Bahn  des  Kometen  a 
1909  (Daniel)  dienen: 

Da  beabsichtigt  ist ,  eine  Parabel  zu  berechnen ,  so  sind  die  Formeln 
la,  IIa,  Illa  u.  s.  w.  anzuwenden.  Die  Grundlage  beruht  auf  folgenden  drei 
Beobachtungen    des   Kometen   a  1909  (Daniel): 


1909  tir.  M.  Z. 

K  (app.) 

d"  (app.) 

Beobachter 

Juni  16,5306 
Juni  18,9809 
Juni  21,9659 

ih  41m  548,1 

•     1    48    49  ,5 

1    57     51  ,0 

4  29»  58' 18" 
+  33  26  15 
+  37  25     0 

Javelle-Nice 
Campbell-Lick 
Albrecht- Lick 

la. 

Reducirt  auf  den   Jahresanfang  1909.0,    einschliesslich    der 
Aberrationsglieder : 


«l 

25 

28 

38" 

<^. 

+  29°  58'  25" 

«5 

27 

12 

29 

rf'« 

+  33  26 

22 

"1 

29 

27 

51 

^6 

+  37  25 

17 

Die  Interpolation  der  Sonnencoordinaten,  auf  1909.O  bezogen,  ergiebt 
aus  den  American  Ephemeris  und  Nautical  Almanac  für  die  drei  Beob- 
achtungszeiten : 


X, 


+  0,085434 
+  0,044042 

—  0,006472 


+  0,9288-5 
+  0,931466 
+  0,932482 


+  0,402945 
+  0,404071 

+  0,404513 


Die  Berechnung  der  Geschwindigkeiten  der  Sonnencoordinaten  stellt  sich  wie  folgt,  {ir  =  1): 


lOOQ 

X 

r     !  f" 

r 

Y     \     r     \  f" 

r 

z 

r 

r  r 

Juni  17,5 
18,5 
19,5 

20,5 

+  0,0690722 
521741 
352615 

+  0,0183397 

— 0,0168981 

169126 

— 0,0169218 

—  145 

—  92 

+53 

+ 0,0300897 
9310827 
9318117 

+0,9322768 

+ 0,0009930 

7290 

+0,0004651 

—2640 
—2639 

+1 

+  0,4034724 
4039040 
4042209 

+  0,4044232 

+0,0004316 

3169 

+ 0,0002023 

— 1147 
— 1146 

+1 

Epoche  1909,  Juni  18.9809 


fQ) 


m  = 
(Tafel  XV)  71/,^  (m)  = 


r  («  +  '/.  «^■) 

m  f"(a  +  Vs  w) 

M^  {m)f'"  (a+  '/g  w) 

kdf(l)/dl 

logk<lf(l)/dl 

logX';  Y';Z' 


—  0,0169126    +0,0007290  ,  +  0,0003169 

+  2 !  +          so  +         22 

—  2 1        o        o 

—  0,0169126  +  0,0007340  +  0,0003191 
8,22821«    6,86570    6,50393 
9,992631,  1   8,63012    8,26835 


—      KU» 

Thvilvrvia«  KJiininntiuii    der    K«<>coiitriielicn    i'ar>II>xi<    für   ili«  K|inclio.     Die  Parsllaxcnfsctoren 

»iiiil  in   HiiiTPiuniitt»»  iinf;ef«tzt. 


(in  if . 

COM  u . 
»in  i .    . 
eo$J.   . 


5,1  <■>'><) 

0,0401 
0.74 1- 
0,0.' 14 


lo,j  It 

X,  ....  -i 

/ — 

n  .  + 

X,  4-0.044035 


0AW04.' 
14 


II  . 


•     I  .^  n 

4,57  IJ 

+  0,93146'. 
4-              28 
+              4 
+  0,931498 

X, 


1 


li  cos  Dil,     1 
l{  cns  I)  sin  .1 

t<lA 

A 

^  — IT     . 


ms  A ",07414 

Uxiii  D '     9,60644 

tij  D  .    .  'j/.y,:« 

.1««  V     .  0,5ii'i4.' 

COS  1>     .  '),0t>.'04 

lo(i  R I     o,oo70j 

11:-.. 

<*!  —  •', -f  14335 

log(J,—  i},)   .   .   .  4,096110 

lo<j(S,—  <t,)  .    .   .  4,136308 

logd', 3,706891 

lof/J', 3,6Sl454 

Snb 8,780407 

li>g{it\  —  iJ; ).    .    .  2,461021,, 

logd" 0,242 1391, 

log  (1,-1, )<>■.,    .    .  4,iSi835 

log  (t,  — !,)<![    .   .  4,070673 

Aild 0,248006 

Summe  1.  :  T'< '; 


tog(t,~  ',) 

log  r,     .    . 
log  'j 


'i..1H<jjig 
0,735224 
8,7105 
8,6248 


".  —  "t      •    • 

log(n,  —  a,) 
logia,  —  a,) 


loga',    .    .    . 
logii\    .    .    . 

Snb 

tog(a;-u;) 


iogji'>iHi"   ■ 

colog{t,-li)') 
log  1^'  ...   . 


log{t,  —  t,)ii; 
'ojO,-',)«; 
Add 


Summe     .    .    . 
c<>log(t,-    t^). 

*'in  1" 
(017  • 


log  it' 


Ar 


0.704558 
3,000f*3 


3,405330 
3,434710 
8,845^43 

2.250382 

8.5 15442 

0,264776 
0,030600 

3.880283 
3,S23038 
0,27,^771 
4,154054 
0.204770 

0,44' "'.1 


U,g.\' 


0,145600 


logitgäy 


log  S" 
tga  . 


logl 

log  II  =  log  d" 
Add. 


log[l-\-lI] 
log(tgd)"    . 


0,lS7l8o 
0,302780 

0,291200 
9.81978s 

0,41201s 

0,2421.30» 
9,680050 
9,022189 
0,079369 


log  11"  .  . 
IgS  .  .  . 
log  a"  tq  li 
log  (tg  rf)" 
Add..  .  . 
log  «... 

eos  ( .1  —  a) 
tgJco»{.i  — 
IgD  .    .    . 
Sab.  .    .    . 
loj  C,    .    . 

logC, 

log  r     .    . 


9,73765 
9,81978 
0.55743 
0,07037 
0,11416 
0,1 9353 

9,69785 
9,5 1  "63 
0,6307s 
0^0025 

0,OIOHH„ 
0,03700 


log  a*  .  . 
logrdgjy 
Add..  .  . 
log  •/'     .    . 

log  n"  .  . 
log  l'n  .  . 
A^d..  .  . 
/lihler  .    . 

l<>g(-2-h) 
l'ilj  X,  x  .    . 


9,86882 

1,22380« 

9.98039 

l,20419n 

0,03060 

1.11455™ 

9,06265 

1.07  7  20n 

1,50522 

0,?710'^„ 


logX/xcostt 
log  n*  .<tin  « 
Sub.  .  .  . 
loga^    .    . 

log  a/x  sin  a 
log  n'  cos  n 
Add..    .    . 
logay    .    . 

log  i/x  tti  J 
loq  (Iq  A)' . 
Add..  .  . 
loga^     .    . 


9,52105« 
9,52895 
0,29710 
9,82605n 

9,232111. 
0,81780 
9.86940 
9,68738 

9.391 76« 

0,30278 
0.04313 
0..'4:'il 


.«(»1  ff 
.«(11  I> 
logl  . 

cosi . 
cos  D 
cos(Ä  — 
log  11 
Add.. 

ro<7c . 

'/'  .  . 


9,74120 
0,50042 
9.34062 


0,100(J4 
0,77884 


53' 062 
0,00270 


')  cologx  bedeutet  log  — 
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IV  a. 


Ion  cl  ■ 

logal  . 

Add. .  . 
Summe 

log  aj  . 

Add..  . 

log[]  . 

cos'a  . 

log  a^  ■ 

log  a^  X' 
loq  a  y 
Add..  . 
Summe 
log  rt  j  Z' 
Add..  . 
log[]  . 
cos  0  .  . 
logb 


9,65210 
9,37476 

0,18413 
9,83623 
0,49182 
0,08672 
0,57854 
0,84282 
0,42136 

9,81868 
8,31750 
,0,01348 
9,83216 
8,51426 
0,02040 
9,85256 
0,92141 
9,77397 


logX". 
logY'\ 
Add..  . 
Summe 
logZ". 
Add..  . 
logG'  . 

log  a-  G' 
log  b'  . 
Sub.  .  . 
Diff.  . 
log  a'  R' 
logq'^  . 
9".    .   . 

loga^Ii 
lo'gp'    . 


9,98526 
7,26024 
0,00082 
9,98608 
6,53670 

0,00015 
9,98623 


0,40759 
9,54794 
9,93543 
0,34302 
0,85676 
9,48626 
-1-  0,30638 


0,42838 
9,34559 


log  2  .  . 
colog  a^ 
colo'g  li' 
log  h .    . 

löge  .  . 

logp'  . 

Sub.  .  . 

log  c'  . 

c'   .    .    . 

log  s  . 
log  a'  - 
Icgq"" 
colog  2 
cos  .V  „I 
»m      ■ 

log  h/s 
h/s     . 


0,30103 
9,57864 
9,97894 
9,85861 


9,77884 
9,34559 
9,80019 
9,57903 

+  0,37934 


9,9027 
0,4214 
0,4863 
0,6990 
9,5094 
71» 

9,95591 
+  0,90346 

+  0,79928 


Graphische  Bestimmung  von  z  =  z-^. 


Verbesserung  von  r,. 


40 
30 


y 


6,7 
1,10 

0,71 
0,45 


23,4° 

+  0,5261 

23,3 

05237 

23,2 

+  0,5213 

/ 

/ 

"7 

. 

,9'-Axe  :£                      i 

ii 

/ 

-~-y-'-'^- 

/ 



0,0 
0,39 
0,48 
0,54 


f{») 


+  0,5228 

0,5234 

-t  0,5240 


+  6,7 
+  0,71 
+  0,23 
—  0,09 


4-  0,0033 
+  0,0003 
—  0,0027 


Ig  9^     .   . 
log  s  tg  0^ 
läge    . 
Add.  .    . 
logzi  .   . 


loijz 

Sub 

log{z—p').    .   .   . 
logI=log{z—p'y 

Sub 

log(z  —  c)   .    .    .    . 
log  (z  —  cf.    .    .    . 

Add 

logfi 

Jog  fi^k 

logIII:=  logh  /.i—'/i 

I 

—  III 

M 


97543 
,88394 
,85937 
,71874 


9, 
9, 
9, 
9, 

9, 
9. 
0,07383— 


loghfi—yi    ....  9,9190 

log(z  —  c)   .   .   .   .  9,5366 

log  n—^ 0,1208 

logll 9,5764 

logI=2(z — p')  .  0,1604 

Add 0,1006 

Nenner 0,2610 

log  (—  M)    .    .    .    .  6,2553 

9,63393    log'!>z I       5,9943 

9,53663   Add 0,00005 

9,77884   logz 1      9,97548 

0,19959  Die  graphisclie  Lüaung  bat  demuach 

9,97543     ''^ff^    ^is    ^"f    ^'"^^    lialbe  Kinheit  der  v 
genau  ergebeu. 


,53663 
,07326 
,07383- 
,87923 

i9396l 
,91900 

152329 
,82985 
,00018 


II. 


9,97548 
9,88396 
9,85944 
9,71888 

9,75792 

9,53676 

9,07352 

0,07387  - 

9,87927 

9,93963 

9,91898 

+  0,52346 
—  0,82982 

+  0,00002 


—      1015     — 


log  li 

U,g. 

logv 

log  a  p 

«e    . 

f,  (Bf..l. ) 

Ix  (rwlucirt 


coa  J  ■ 
log  c  . 

eos  I' .    ■ 
log  a  Co«  I 
logX    . 
Sub.  . 
loij  j 

tin  II  . 
loga  am  ■ 
log  Y    . 
Sub.  .    . 
loii  y  . 

tg<f    . 
log  a  li/i) 
logZ 
Sub.  . 

log  :  . 

logx' 

&'. 
äamme 
log  .-• 

Add.  . 
logr' 
logr  . 


7,74.1'^ 
0.0055 
1  S,r>H.  t, 
>.'':54 


9,9J»41 
Q,90391 

9,94907 

9,«5JO« 


9,66013 
9,56404 

0,06'J  1  H 

0,75-'07i. 

0,81978 
9,7J360 

0.0<X>44 
",491 -'0 
9,0770 

9/55056 
9,50414 

o,.M.?<y) 

Q,SS45J 
8,l<;540 

O,0O-'''v1 
0,94006 


CoDtroUe 

log  IC 0,01404 

logu 9,87927 

logr* 9,89331 


(.,,;  1 1  -  *  . 
»rc  cf , 
log  (., 

•H'i     • 

f,    (IK-ul..! 

f,    .    .    . 

loiKt,  —  '. 
log  I, 


loga^a 
togX' 

Sub.  . 
logx' 

loija^a 
log  y 
Sub    . 
logy' 


0,04' ;70 
g,54LiOj 


loga^a 0,14982 

log/.' !      8,26835 

i'ub 9,99425 

log  z' l      0,14407 

logx" 9,29904 

logu" 9,08198 

Ada 0,20592 

Summe 9,50496 

Uigz" 0,28814 

Add 0,06623 

l»9<j' j      0,35437 

ControUe 

log— ■'.'.■4:' 


DantelluDg  des  ersten  und  dritten  Urt 


9,47480 

9,29306n 

9,71571 
9,00877 
9,24177 
0,19997 
9,44174 
9,49508 


/;•   .". 


log  I  . 
log  r*  . 
log  t'  . 
log  r*  . 

logr*  . 
logf(2) 

logr'  . 
log  2  r* 
logr(3) 
log(rry 
colog  r 
log'V. 


8,62478 
7,24956 
5,8743 
4t»99 

8,71049 
7rt2Ci98 
6,1315 
4,842 

9,83998 
9,85899« 

9,49508 
0,08767 
94074 

8,883s 
0,0533 
0,5740 

'op/jx 9,-^,;4Tl  9,82447 

logf/g 9,75150«  9,75i-'0, 

logfii 9,09713  l       9,09689 

loggiX' 8,27411«  I       8,35974 

loggiy'  ....    •  .    .  |        8,l65S8»  I       8^5121 

loggiZ' ^        8,76866«  8,85429 

Xi  .    .    .  +  0/>8S434  —  0,006472 

fiT  .    .    .  +0.667901)  +0,667519 

ifilf     .    .  —0^18798  +0,022895 

{(.    •    ■  +0,734536  +0,6839^2 

1',- +  0,928875  f  0,932482 

Uy —0,564288  —0,563975 

(»jy* — 0/>1464l  f  0,017832 
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Via.     Darstellung  des  ersten  und  dritten  Ortes  (Fortsetzung). 


u 


log  II.  .  . 
log  (1- II) 
log 6)"  .  . 
logf(4)  .    . 

log  g{3)  ■  ■ 

log  4r*  ■  ■ 
logg  (4)      ■ 

logi-f(2)  . 
logz'f(3)  ■ 
log  I'  /■(4)  • 

logr'gii)  ■ 
logt'gM  ■ 

T'-f(2)      .    . 

+  iY(3)    • 

iV(4)    •   • 

fuf.  ■  ■  ■ 
log  h;  log  f., 

~  I  .  .  .  . 
Ti'fi'O)  ■ 
^'i7(4)    ■ 

9i;g„  ■  ■  ■ 
log gi;  logg. 


9,5108 
9,8298 
0,4581 
9,372 


9,38l9n 

0,3887 
9,106 

7,io8S5h 

5,2817 

3,871 

5,2562,, 
3,605 

1,000000 

—  1284 

—  19 

+-  1 

-f  0,998698 

9,99943 


—  0,042148 
f  18 


—  0,042130 
8,62459» 


7,27997n 

5,5389 

4,214 

5,5134« 
3,948 

1,000000 

—      1905 

+  35 

■f  2 

f  0,998132 

9,99913 


^0,051344 

—  33 

4-  1 

-1-0,051312 

8,71022 


'/, 

Zi 

f,z  .    .   .    .    ... 

9i^' 

fi 

P  cos  (J'  cos  «... 
Q  cos  &  sin  «... 

tg« 

"R 

"B 

^^-^^{'Ccosö- 

sin  a 

cosa 

p  cos  ä 

p  sin  ä 

t'jä 

^R 

^B 

{B—Ii)!i6.    .    . 

sin  (f 

cos  (f 

logq 

logp^Q 

logPdQ 

logi^a 

logp,\ 

Pa 


-t-  ,0349946  ,  +  0,386339 


+  0,402945 
-1-0,125063 
—  0,058703 
-l-  0,469305 

9,86601 
9,54400 

9,67799 
25';4740 
25,4750 
-1-  0,0010 

-1-0,0009 

9,63357 

0,95558 
9,91043 
9,67143 
9,76102 
f  29'.'976l 
4-  29,9753 
—  0,0008 

9,69866 
9,93764 
9,97279 

0,864» 
0,748 

0,891» 
0,775 
—  8" 
-H6 


-1-0,404513 

4-  0,124994 

4-0,071497 

4-  0,601004 

9,83502 
9,58697 
9,75195 
29?46l  1 
29,4617 
4-0,0006 
4-0,0005 

9,69182 

9,93987 

9,89515 

0,77887 

9,88372 

-f-  37?4200 

+  37,4222 

-h  0,0022 

9,78366 
9,89993 
9,99522 

0,932» 
0,493 

0,937» 

0,498 

-9" 

4-3 


Yllal.    Constanten  für  den  Aequator  1909.0  und  Elemente. 


,/       w 


D' 


h    y    B' 


log  r  ir' 

log  w  1' 

Sub 

log  [r  w'  —  w  r'] 

sin  d  cos  (D'  -\~  I')  ■    ■    ■    ■ 
sin  d  sin  (D'  -j-  v)  .    .    .    . 

tgiD'  +  v) 

(D'  -{-  v) 

D'  =  A';  B';  C"  .    .    .    . 

sin  (2)'  4-  !') 

cos{D'  -\-  v) 

si>i  d  :=  sin  a  ;  sin  b ;  sin  c 


9.59618 

9,48765 

0,09073 

9,32036 

9,24715» 

8,59278 

9,94802 

0,19722 

9,98598 

9,26838 

9,68487 

0,07671 

9,15413 

9,57062 

9,96246 

9,87862 

9,80541« 

9,15104 

9,72449 

0,23479« 

9,18858 

79?3202 

300';2I59 

8»7758 

SS.3191 

276,2148 

344,7747 

9,99241 

9,93658» 

9,18346 

9.26792 

9,70180 

9,99488 

9,88621 

9,86882 

9,96758 

lof/a. 


I.„j  M 


log  3r  . 

Süb.  .  . 

logp.  . 

logq  .  . 


logc^  .    .  . 

Af««,    .    .  . 

t,  Jani .    .  . 

T  =:  Juni  . 


J.WSOS 
0,17718 

9,3  ngo 

l,i489i 

0,3476«) 

8,88348 

..'J8S0 

•VW747 

9,89120 
1,14012 

13.«077 
18,0754 
5.K..:7Gr.M  Z. 


logt 

log  II  ...   . 

Sub 

Ire  t  tin  I  coa  11 

lo,ll 

lo'iill    .... 

Siih.  ..... 

See  r  gin  i  tili  n 

tgii 

H 


Sin  u  .    .    . 

eos  II .    .    . 

.Ire  l   «»(I  I 


('outrolle 


sin  6,  sin  c  . 
sii,{C  —  B) 
cosrea  .  .  . 
src A  .  .  . 
I;n     .    .    ■    . 


n,fi:\-; -•'* 


«^87840 

9,iSi"4 
9r44.'60ii 

O,I70.'t 


4?9867 

9,68540 

9,041«: 

g,S<)<)oO 


0,83640 
0,06886 
0,11379 
0.1949s 
0,11400 


-■i '•  :tvt 

ü IJ71.J281 

C -!-!0.78*i 

sin  U     . 

Ktll  h  .     .     . 

Hin  II      .  i 

«III  A     .    . 


( —  $ina)  . 

cos  A 

cosec  Sl    .    .    . 

cun  I 

I 

C'outrolle 

.1111  c 

»in  C 

insect 

sin  il 


Ziisam  mensti-'ilun;;   iler    Itosultatc. 
Kletnente.  <  ■'iiatanten  für  den  Aequator  1000 


-  -")  .Tiiin 


St 306,3.'JO 

I 5-',4340 

log  <f 9,03747 


M  /. 


Ekliptik  igoo.o 


.!■  =  I-  [9,88621]  sin  (5S!3i9i  +  V) 
y  z=  r  [9,86882]  Sl«  (276,3148  +  v) 
-  =  r  [9,96758]  «•«  (344,7747  -f  v) 


In  ilem  obigen  Beispiel  einer  ilirccton  ]i.iraboli8cheii  Hahnbeslimmuiig  ist  die  Rech- 
nung oline  Weiteres  durchgeführt  worden,  um  den  Gang  der  Rcchiiiiug  nicht  zu  unter- 
brechen. Man  wird  wie  oben  verfahren,  wenn  man  entschlossen  ist,  sich  auf  jeden  Fall 
mit  einer  l'arabel  /u  begnügen.  Jedoch  ist  es  immer  rathsain.  folgende  Betrachtungen, 
Welche  in  der  Thal  auch  in  diesem   Falle  gemacht  wurden,  anzustellen. 

Zunächst  vergewissere  man  sich  über  diu  Anzahl  der  Lösungen  durch  Anwendung 
der    Kriterien    in    der  Anmerkung  1,    S.  468.     Da   p'  und    c   positiv   sind,    so   sind    drei 

Losungen    nur   möglich,    wenn  { -^ )  "l~("ö")    negativ   ist.    d.  h.    wenn  p  negativ    ist.    d.  h. 

wenn  9  ("J  s* -(-  5'')  kleiner  als  7  r'*  ist.  Eine  ganz  oberflächliche  Abschätzung  dieser 
beiden  AiisdrückL-  auf  (irund  der  oben  angegebenen  Wertlie  von  .s.  i/^  und  c'  zeigt  aber 
sofort,  dass  9  (2  ü' -(-'/')  bedeutend  grösser  als  1  c'^  und  daher  nur  eine  Lösung  möglich  ist. 
Ferner  ist  es  von  Wichtigkeit,  zu  wissen,  ob  die  parabolische  Hypothese  innerhalb 
der  Unsicherheil  der  Bahnbeslimmung  berechtigt  war  oder  ob  dieselbe  zu   verwerfen   ist. 

Zu  diesem  Zwecke  hat  man  zunächst  noch  iV,  x  und  —  nach  A.  III  a  und  IV' a  angenähert 

1 


zu  rechnen  und  die  Genauigkeit  von 

Klink<r<u«i,  Th*nr«liich>  Ailronooilr. 


abzuschätzen.     Es   soll   hier   durch   einen  Punkt 
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über  der  letzten  verbürgten  Zahl  angedeutet  werden,  in  wie  weit  man  sich  auf  die  dies- 
bezüglichen Zahlen  verlassen  kann.  Nimmt  mau  an,  dai3  die  Beobachtungsfehler  nur 
einige  Secunden  betragen,  so  sind  die  Differenzen  in  e«  und  d  zu  drei  bezüglich  vier 
Stellen  sicher.     Die  betreffenden  Differenzen  und  die  Intervalle  sind: 

/2  —  <j  =  2,4503,  «2  — «1  =  6231",  d^  —  d^  =  U4(JT' 

f,  —  /;^  =  2,9850,  «3  — «2  =  8122,  03  —  02  =  14335 

Die  nicht  ganz  gleichen  Intervalle  betragen  nahezu  drei  Tage.  Um  die  Sachlage  besser 
überblicken  zu  können,  sollen  die  Differenzen  in  «  und  8  durchweg  diuch  Proportional- 
rechnuug  auf  ein  dreitägiges  Intervall  reducii't  werden.  Mau  hat  dann,  da  die  Differenzen 
angenähert  für  das  Mittel  der  Beobachtungszeiten  gelten : 

fl  Differenz  f"  /J  Differenz  /J' 

Juni  17,7557 7629"  |  .  .  1  15276"  I 

Juni  20,4734 8163)       ^'''"^        '''"       {  144Ö6    |       ^'''"^         '''" 

Die  in  Klammern  angesetzten  Differenzen  beziehen  sich  auf  das  Inter\all  von 
2,7177  Tagen.  Wiederum  auf  ein  dreitägiges  Intervall  reducirt,  ergeben  sich  die  unter 
f",  fi  stehenden  Werthe.  Da  «",  ö"  der  Hauptsache  nach  von  den  f"  abhängen,  so 
ersieht  man  sofort,  dass  diese  Beschleunigungen  nur  auf  zwei  Stellen  verbürgt  sind. 
Nun  hat  man  aber  noch  den  durch  die  Vernachlässigung  der  /""  bedingten  Fehler  ab- 
zuschätzen. Die  /■"  betragen  in  «  etwas  weniger  als  ein  Zehntel  der  /".  Nimmt  man 
ein  ebensolches  weiteres  Fallen  an,  so  erhält  man: 

fl"  =  59",         fT  =  96". 
Nach  den  Formeln  (5  a),  S.  452,  oder  auch  nach  S.  454  bis  455  ist  aber  der  Fehler  in 

den    Geschwindigkeiten,   bezw.  Beschleunigungen,  -V^  <"'"    bezüglich    (r3  —  1^2)—^;  oder, 

da  angenähert  «     =  — -,   ferner  angenähert  t^ — tj   ^  0,5  fc,   und    man    sonst  Tj  :=  t^ 

/"" 
^r  r  :^  3  fc  setzen  kann,  so  sind  die  Fehler  in  den  Geschwindigkeiten :  -t—   und  in  den  Be- 
'  "=  6r 

schleunigungen :     ' Für   die  Geschwindigkeiten    ist   also  -r-    mit  f\    und   für   die 

o  t'  0 

Beschleunigungen  — '— —  mit  f"  zu  vergleichen.     Für  die  -—  hat  man  nach  dem  Obigen 

59"  96" 

— r-  =  10"  in  «   imd  —7-  =   16"    in    ö.     Vergleicht    man    diese    Fehler   mit   den   /"',    so 

DO 

ergiebt  sich,  dass  die  Unsicherheit  der  Geschwindigkeiten  in  n  bezüglich  8  in  die  dritte 

bezüglich  vierte  Stelle    durch  Vernachlässigung  der  dritten  Differenzen  eingedrungen  ist. 

0  5  /""  59"  96" 

Für  — ^-jr —  erhält  man  -r—  in  «  und  -r^   in  d,  also  etwa  3"-}-,  bezw.  5"-)-.     Ver- 
9  lo  lö 

gleicht  man  diese  Fehler  mit  den  /'",  so  überschreiten  dieselben,  allein  genommen,  die 
durch  die  angenommenen  Beobachtungsfehler  bedingte  Unsicherheit  in  f"  und  daher  in 
den  Beschleunigungen  zwar  nicht,  vereint  mit  den  Beobachtungsfehleru  jedoch  (cfr.  auch 
S.  457)  kann  die  Unsicherheit  leicht  in  die  zweitletzte  Stelle  dringen,  und  da  in  /"'  nur 
drei  Stellen  vorhanden  sind,  so  kann  man  sich  genau  auf  nur  eine  Stelle  verlassen. 
Fassen  wir  das  Vorhergehende  zusammen,  so  sind  verbürgt:  «'  auf  zwei  Stellen,  8'  auf 
drei  Stellen,   a"  auf  eine  Stelle,   8"  auf  eine  Stelle. 

Es  ist  aber  leicht  ersichtlich,  dass  die  Verhältnisse  für  8"  etwas  günstiger  liegen 
als  für  «".  Aus  der  Rechnung  von  (ig  8)'  und  {tg  8)"  folgt,  dass  diese  Werthe  von  der 
Ordnung  der  Genauigkeit  von  8'  und  8"  sind. 


Wfitor  littst  «ich  jt<tr.l  ciitsclioiileii,  tlasH  uiiUt  <len  obwaltcii<U-n  VcrhiUliiiHHi'n  nicliU 
durch  i-iiif  vollBUtii(li<;o  Kliiiiiimtioii  dt-r  riirallaxD  t\x  gewinnen  int;  ilenn  ilio  C'orreclioncn 
für  die  riiraUuxe  kimiiin  kuinii  je  n>chr,  ah  die  in  dienern  Falle  uchon  iniHichure  /.weil- 
letzle  Stelle  Hchildii^en.  Üiü  ol»en  durch  Aiil>rin{i;ung  von  C'orreclionen  nn  diu  mittleren 
Sonuencuiirdinaten  durchi,'eführtü  tbeilweiHo  Elimination  der  gvoceiitriKulien  l'arallaxe  hat 
nur  den  Zweck  der  «piiteren  genauen  Herechnung  der  Unterschiede  B  —  Ji  für  den  ersten 
und  dritten  Ort,  indem  durch  diese  Klimination  die  guocontriBche  Parallaxe  in  den  Co- 
ordinaten  des  mittleren  Ortes  berücksichtigt  ist. 

Durch  genäherte  Itechnung  findet  man  jetzt  weiter  für  die  drei  Ulietler  der  llülfs- 
grösse  N  nach  A,  III  a  aus  den  Zahlen  des  Beispieles: 

N  =  0,267  —  2,155  +  0,888  =  —  1,000. 

Da  u"  am  wenigsten  sicher  ist,  so  ist  das  zweite  Glied  für  die  Genauigkeit  von  N  aus- 
schlaggebend. Nach  den  obigen  Betrachtungen  beträgt  also  die  Unsicherheit  von  X 
einige    Einheiten   der   ersten    Dccimalstellc.     Weiter   folgt   nach   A,   III  a:    logx  ■=  0,191 

und   nach   A,  IV  a:  — =  — 0,57.      Die  Werthe    von    x    und  —    sind    von    derselben    Ge- 
rn »I 

nauigkeitsorduung  wie  der  Werth  von  iV,  was  aus  den  entsprechenden  Formeln  ersicht- 
lich ist.     Schätzt  man  nach  dem  Obigen  die  Unsicherheit  von  y  auf  etwa  0,2,   also  auf 

etwa  den  fünften  Theil  seines  Werthes,  so  wird  auch  die  Unsicherheit  von  —  denselben 

Theil  seines  Werthes,  also  etwas  mehr  als  0,1  betragen.  Ferner  findet  sich  für  zi,  nach 
A,  IVa:  //,  =-  0,901  und  daher:  z  —  zl  =^  0,044.  In  dem  hier  in  Betracht  kommenden 
Theile  der  Tafel  X\'I  entjspricht  nun  eine  Aenderung  von  0,01  in  e  einer  Aenderung  von 

etwa  0,03   in  —     Der  Unterschied  0,044  zwischen  e   und   er,  entspricht   also   einer  Un- 
m 

genauigkeit  von  0,1. S  in   —     Dieser  Werth  stimmt  so  nahe  mit  der  oben,  ziemlich  genau 

abgeleiteten  Unsicherheit   von  mehr  als  0,1  in  —  überein,   dass   au    eine  Verwerfung 

der  parabolischen  Lösung  nicht  zu  denken  ist  Interpolirt  mau  noch  zum  Ueber- 
fluss  den  Werth  von  e  für  die  allgemeine  Lösung  aus  der  Tafel  XVI  mit  den  Argu- 
menten   il>  =  539062    und,    etwas    genauer    als    oben,    —  ^  — 0,5739,    so    findet    sich 

e  =  0,936.  Die  Uebereiustimmimg  dieser  allgemeinen  Löstmg  mit  der  parabolischen 
Lösung  e  =  0,945  bestätigt  das  soeben  abgeleitete  Resultat  völlig.  Aus  dem  hier  ge- 
gebenen Beobachtungsmaterial  ist  also  eine  allgemeine  Bahubcstimmung  mit  Sicherheit 
nicht  möglich. 

Man  könnte  nun  aus  der  eben  augeführten  Uebereinstimmung  der  parabolischen  und 
allgemeinen  Werthe  von  £  den  Schluss  ziehen,  dass  es  jiraktischer  sei,  bicli  eine  erste 
Annäherung  des  parabolischen  Werthes  von  e  aus  der  Tafel  XVI,  anstatt  auf  graphischem 
Wege  zu  verschaffen.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  da  man  in  den  meisten  Fällen  ge- 
zwungen sein  würde,  den  Anfangswerth  von  e  mehrfach  mit  Anwendung  der  Differential- 
formel  in  A,  IVa  zu  verbessern. 

Am  Schlüsse  dieses  Beispieles  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  der  geübte  Rechner 
die  oben  sehr  ausführlich  dargestellten  Betrachtungen  in  aller  Kürze,  etwa  wie  im  zweiten 
Beispiele,  erledigen  wird. 

Ferner  sei  noch  hervorgehoben,  dass  der  gröiste  unterschied  B  —  li  etwa  8"  beträgt, 
imd  dass  eine  Verbesserung  der  parabolischen  Bahn  wegen  der  Schwierigkeit  der  Beob- 
achtung dieses  bLometen  sich  nicht  lohnen  würde. 

12Ö* 
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Zweites  Beispiel. 

Als  Beispiel  zur  Anwendung  der  Formeln  für  eine  directe  Bahnbestimmnng,  ohne 
Voraussetzung  über  die  Excentricitat,  mit  Benutzung  der  Tafel  XVI,  möge  eine  von 
Herrn  W.  F.  Meyer  und  Fräulein  Sophia  H.  Levy  durchgeführte  Berechnung  der 
Bahn  des  Kometen  e  1910  (CeruUi-Faye)  dienen. 

In  diesem  sowie  in  den  folgenden  Beispielen  sind  nur  diejenigen  Formeln  aus- 
führlich durchgerechnet,  welche  nicht  bereits  in  einem  vorhergehenden  Beispiele 
erläutert  sind. 

Die  Bahnbestimmung  beruht  auf  den  folgenden  Beobachtungen ,  welche  bereits 
auf  den  Jahresanfang   1910.0,  einschliesslich  der  Aberrationsglieder,  reduciit  sind: 


la. 


1910  Gr.  M.  Z. 


ß  (1910.0) 


ä  (1910.0) 


Beobachter 


Nov.  9.3131 
Nov.  11.5801 
Nov.  13.8217 


54°  38'  11" 
54  35  57 
54  32  54 


+  8°  43'  3" 
+  890 
+  7   36  17 


Millosevich-Rome 

Eppes-Wasbington 

Young-Lick 


Sonnencoordinaten. 


—  0,681211 

—  0,651732 

—  0,621586 


—  0,659264 

—  0,683228 

—  0,705867 


Geschwindigkeiten  der  Sonnencoordinaten  zur  Zeit  der  mittleren  Beobachtung, 


—  0,285987 

—  0,296381 

—  0,306201 


log  X' 


9,88600      I  %  r' I     9,77878,,      \logZ' 1     9,4 


l602n 


Um  zu  entscheiden,  ob  es  in  Betracht  der  geringen  Bewegung  in  a  und  der  Ver- 
schiedenheit der  Beobachtungsorte  nötig  sein  wird,  eine  vollständige  Elimination  der 
Parallaxe  vorzunehmen,  sollen  die  diesbezüglichen  Betrachtungen  über  die  Genauigkeit 
der  Bahnbestimmung  gleich  hier  augestellt  werden.     Es  ist 


t,  —  t. 


2,2670 
2,2416 


2043" 
1963 


Wegen  der  Natur  des  Kometen  können  die  Beobachtungen  in  diesem  Falle  als 
bedeutend  genauer  betrachtet  werden,  als  im  ersten  Beispiel.  Da  die  Zwischenzeiten 
fast  gleich  sind,  so  verursacht  die  Vernachlässigung  der  /"'"  keinen  Fehler  in  den  Be- 
schleunigungen. Ueberschlagsweise  auf  ein  2V4tägiges  Intervall  reducirt,  ergeben  die 
obigen  Differenzen: 


ü 

133" 
184 


51" 


fl 
2028" 
1970 


58" 


KfJl 

Dil«  f"  bi'ln»j»en  etwa  ' ',  hc/.w.  '  „  der  /"'.  Unter  iler  Aiiiialitiie,  iIiuih  die  f'"  in 
doiiitiellicn  Verhaltni»s  weiUT  füllen,  eriiielil  »'n'\\  für  /.,'"  i  in  Wortli  Mm  fluii  Ifi",  für 
/,i"'  elw:i   '1". 

Der  Fehler  -—   in   den  tiesrh\vindiL.'keilen    l>cl:iiift  »ii-ji   alw)   in  a  :iMt   weniger  aU  3  , 

in  d  auf  weniger  als  1".  Diese  Fehler  Bind  nicht  grösser,  als  die  relativen  HeoImchlnngB- 
fehler  iiml  können  die  <lur>-h  ilie  lieuhaehtungsfehler  liedingtc  Genanigkoitagrenxe  uicht 
erhelilich  sehikdigen. 

Zur  Henrtfilinig  des  Kintlnsses  der  allgemeinen  PaniUaxe  herechne  man  zunächst 
die  geooentrisehen  nnd  harveenlrisehen  l'arallaxenfactoren,  sowie  deren  Summe,  auf 
welche  ee  hier  ankommt,  nach  Aniiu'rkuiii:  1.  S.  !i99  dts  Anhanges  •).     Man  erhält: 


i               11              III 

/-ic, 1     —  S:'«2          —  s;'49          —  o;'97 

r."'l'., +5.95          4  5.97     1     4  4.27 

PaV >•<             43.30 

VUg    ■  ■  ■  ■     4  5;'3o 

/MC™     ....        42.28 

4  4:'»s      44;'3s 
4 1,61      40.38 
4-  6, 46    1    4  4. 73 

Die  grosste  Differenz  der  allgemeineu  Parallaxenfactoren  ist  3".  Dieser  Wertb 
kann  daher,  ebensowenig  wie  die  /"'",  die  Genauigkeit  weiter  schädigen,  speciell  da  die 
Bewegung  des  Kometen  eine  grosse  Erdnähe  uicht  vermuthen  lässt  Man  kann  sich  daher 
mit  der  theilweisen  Elimination  der  Parallaxe,  auf  Grund  der  allgemeinen  Factoren  durch 
Anbringung  der  (."orrectionen  jJ  X  ■^  z/,  X  4  -^-i  ^^  s"  die  mittleren  Sounencoordinateu, 
ähnlich  wie  im  ei-sleu  Beispiele,  begnügen.  Dann  erhält  man  für  die  conigirten 
Sonnencoordinaten : 

X  —0,651757,         Y  —  Ü,683  218,         Z  —0,296  406 
und  aus  diesen : 


226°  21'    0", 
1670  43' 36", 


log  sin  D  9,476  400„, 
loffc  9,989  959,, 


log  cos  D  9,979  592. 
logs  9,327  514. 


logR  9,995  487 


A  na. 


log  n" 

Ion  I '  ■ 


lo<i  n  . 
lo'n  C, 
logC, 


log  u*  . 
log  b  . 
log  0' 


9.3  i6S« 
9,23599 

Q.  I  5^.90 


lo:i  •!' 
loij  ix 


logp' 
loij  h 


A   III». 


A   IV  a. 


9,267-6      loii  (lg  <f)' 
9,.39859n  I  log  (Ig  cf)" 


9,36691» 
8,24336 


4  14.6S55 
o,  1 2486 
1.51240 


log  (Ix 
logoy 
logat 


h/s 


9.4074  ii. 
0,31676 


8,42032 
7,44387 
9.40313» 


—  2,3103 
40,2126 
153069 


Gemäss  der  Anmerkung  1,  S.  468,  ist  nur  eine  parabolische  Lösung  möglich,  denn 
es  ist:  p' >  0,  c  <  0,  ^l»  >  125«  16'.  Die  graphische  Lösung  ergiebt:  logt  =  0,09037. 
Zur  Probe  auf  die  Richtigkeit  der  parabolischen  Ilyiiothese  sind  noch  N  und  x  nach 
A  III  a,  sowie  »1  und  zi  zu  berechnen.  Diese  Rechnung  folgt  ausführlich,  zumal  weil 
sie  BODBt,  nach  Verwerfung  der  Parabel,  wiederholt  werden   müsste. 


')  Ein«  ausführliche  BerechnoDg  von  Parallaxenfactoren  eta  findet   sieb  im   fünften  Beitpiel. 


log  a'^ 
tgä . 
logl 


log  it"  .  . 
log  (tgä)' 
log  II.    . 


log  a'  .  . 
log  (tg  rf)" 
loglll  . 


4,89301t. 

9,15598 

4,04899« 

9,2l670n 
9,40741  n 
8,62411 

8,29767n 
0,31676 

7,6l443n 


I —  0,000001 

—  II — 0,042083 

-{-III ; — 0,004116 

J\' j  — 0,046200 

log  N I       8,66464« 
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logC^ 9,23599 

log  I I  7,53366« 

log  C, '  9,15679 

log  II 8,56420,1 

Add I  0,03870 

log  {\ 1  8,60290« 

log  R  eosB     .    .    .  [  9,97S08 

cölogN 1  1,33536« 

logx 9,91334« 

logR* 9,98195 

log  cos  ä 9,99559 

Zo^  Nenner  ....  9,97754 

logm 9,93580 


0,692 
1,038 
8,962 
9,958 
9,958 
9,894 

0,090 
9,757 
9,651 
0,448 


Für  die  Genauigkeit  von  N  ist  hier  wieder  das  zweite  von  «",  d.  h.  von  /«'  ab- 
hängige Glied  aiissclilaggebend.  Da  nach  dem  Obigen  fast  nur  die  Beobachtimgsfehler 
in  Betracht  kommen,  so  soll  der  Fehler  in  fa  auf  5",  also  etwa  auf  den  zehnten  Theil 
seines  Werthes  angenommen   werden.     Daher  kann  die  Unsicherheit  von  N  und  sodann 

von  —  ^=  1,159  32   auf  denselben  Bruchtheil   seines  Werthes,   also   auf   etwa  0,12,  an- 
m 

genommen   werden.     In   dem   in  Betracht  kommenden  Theile   der  Tafel  XVI   entspricht 
nun   eine  Aenderung   von   0,01   in  s   einer  Aenderung   von   0,0115   in  —     Dem  Unter- 


schiede  z  —  ^i  =  0,448   entspräche   daher  eine  Unsicherheit   von   0,515    in  — 
Werth  ist  aber  mehr  als  das  Vierfache  der  oben  abgceleiteten  Unsicherheit  von 


1 


Dieser 


Man 


ist  daher  berechtigt,  die  Richtigkeit  der  parabolischen  Hypothese  zu  bezweifeln.  Inter- 
polirt  man  jetzt  also  genau  den  Werth  von  z  für  die  allgemeine  Lösung  mit  den  Argu- 
menten —  und  -ü)  aus  der  Tafel  XVI,  so  findet  sich  loqe  =  9,830230  oder  angenähert 

z  =  0,676.  Die  Thatsache,  dass  dieser  Werth  ausserhalb  des  Bereiches  zwischen  dem 
parabolischen  z  =  1,231  und  zi,  =  0,784  fällt,  bestätigt  die  Unhaltbarkeit  der  para- 
bolischen Hypothese. 

Der  Sicherheit  halber  sollen  jetzt  aber  noch  die  Unterschiede  B  —  R  für  die  para- 
bolische Hypothese  direkt,  wie  im  ersten  Beispiel,  berechnet  werden. 


logg 
logx 
logy 
log  z 
logr 


0,08586 
0,13052 
0,22181 
9,67132 
0,34159 


logxf I    9,86769« 

logy' 9,78120 

log  z' '     8,64902« 


A  Via. 


logr' I  7,6513111 

ControUe 

logg^ j  9,95943 

log2/r I  9,95944 


logfi  .... 

log  g^  .    .    .    . 

logQi  .   .   .   . 


9,99997 
8,59102b 

—  0°0023 

-{-  0,0041 
0,08641 


9,99097 

8,58613 

—  o"ooi9 

-f  0,0030 

0,08579 
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Dil-  |>:ir:ili<ilisi-lio  llypotliuMi'  kiiniitc  uln<>  nur  iiiilor  der  Aiiniibino  von  |^08scren 
lit'obiu-litiiiij^'Hfflilorii,  etwa  /_  H.  18"  in  «Ut  inittlureii  Doclinnlioii,  welchi'  Aniialmic  iiiduM 
lifi  (lii'MiMii  KoiiK-tfii  iiiiKulilHHi^  iHt,  Wilti-hultiMi  werden.  Da,  wio  zuvor  gvt.vifil  wurde, 
die  VfrniichläHiiigtcli  /"'"  und  die  riiterscliicde  »ier  I'arallaxenfikctorun  nicht  für  diu  obi(»cn 
Untemchiedo  H  —  U  vernnlworüieh  bind,  «o  int  aucli  kein  ItuBrtcreii  HcHuitut  durch  Vur- 
tiesHorunjj  «1er  ersten  Annäherung  unter  Heihebaltung  der  puralioliMchen  lly|)Mlhc8ü  zu 
erwarten.  Dagegen  würde  eine  Verbesserung  der  obigen  |iaralioli«clieu  Bahn,  ohne 
Vurausselzung  über  die  Excentricilät,  /u  einer  ausgesprochenen  KIlijiHc  führen.  Diese 
unnöthigu  Kechniing  ist  hier  unterlassen,  /unial  die  Anwendung  der  Formeln  der  liahn- 
verbessening  in  den  folgenden   Beispielen  auitfiihrlich   erläutert  ist. 

Man  kann  die  liechnung  A  V  a  /.uiiiichst  und  die  Berechnung  von  ei  ganz  ver- 
meiden, wenn  man  in  A  III  a  gleich  N  und  A'  und  in  A  IV  a  gleich  tn  bei  der  para- 
bolischen  Lösung   mitbestimmt,   dann    e   für   die   allgemeine    Lösung   angenähert   aus   der 

Tafel  XVI  interpolirt   und  endlich,  wie   oben,  auf   Grund   der   Unsicherheit  von   —  ent- 

m 
scheidet,  ob  die  |>araboli8chc  Hypothese  zu  verwerfen  ist 

Da  nun  in  diesem  Falle  die  parabolische  Lösung  zu  verwerfen  ist,  so  ist  die  Be- 
rechnung der  Bahn   nach  den   Formeln   A  Vc,  A  VIc,  A  VII  c  abzuschlicsseu. 


In.,  l, 

hga 
lo.j  p, 


.-,;-,      ,  8,58614 

'".'/  ',  8,59103 

loij  X 0,01531 

log  ij I  0.08756 

lo<j: ,  9.5925-^ 

lofjr 0,21747 

loyr* I  0,43494 

ControUe 

logR' 9.99097 

logu     0,44397 

logr'  0.434'i4 


A  VIc 


lug  u' 

log «/' 
log  z' 
logt' 
logg' 
log  \/a 
logp. 


log  aVt  =  log  P  (in 
JahreD)    .    .    .    . 


9,87604» 

9.780U 

8.96830 

7.4605211 

0.97171 

9.43966 

0,40664 

0.54S90 


0,84045 
6.9255  Jahre 


logfi  .  .  .  . 

loggt .  .  .  . 

logii  .  .  .  . 

logif .  .  .  . 

log  t,  .  .  .  . 

log  Pf  .  .  .  . 


0.99993 

9.99993 

8,59101» 

8,58611 

9.S8384 

9.58535 

9.73272 

9.732«4 

9.00704 

8.94758 

-\-c/!ooo3 

-l-oftxos 

-1-0,0005 

—  0,0007 

9.82636 

9.82574 

Der  grösstü  Unterschied  B  —  J?  für  die  directe  ailgcnieine  Lösung  ist  iSd,  =  — 2",5. 
Die  beiden  Unterschiede  in  Ö  könnten  leicht,  da  dieselben  entgegengesetztes  Zeichen 
haben,  durch  eine  willkürliche  Aenderung  von  e'  fortgeschafft  werden. 

Aus  den  obigen  Erörterungen  geht  hervor,  dass  die  Bahn  etwas  über  die  erste 
Ziffer,  z.  B.  in  der  Excentricität,  Periode  etc.  verbürgt  ist.  Die  obigen  Elemente, 
/.usammen  mit  den  weiter  unten  folgenden,  führten  daher  auf  Grund  vor- 
liegemler  Bahnbestimmung  zur  Identif  icirung  dieses  im  November  1910 
von  CeruUi  entdeckten  Kometen  mit  dem  berühmten,  in  der  vorhergehenden 
Erscheinung  nicht  wiedergefundenen   Fayeschen   Kometen. 
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Es  sollen  nun  weiter  diesmal  zunächst  die  auf  den  Aequator  bezogenen  Elemente 
(t),  (ß),  (to),  sodann  die  Constanten  in  Bezug  auf  den  Aequator  und  endlich  die  auf  die 
Ekliptik  bezogenen  Elemente  ?',  Si,  a  nach  VII  2c  berechnet  werden: 

VUc. 


7ogr'_.  . 
log^p  . 
log  e  sin  v 


■  ■             7,46052n 

.  .        0,20332 

.  .          7,66384n 

.  .  I       0,18917 

•  •  I       9,73709 

•  -  ,       9,73709 

•  .  7,92675» 
V — 054840 


log  p/r  . 
Sub.  .  . 
log  e  cos v 

tgv     .   . 


st«  r 
cosv 
löge 


ControUe 


loge^  .  ■  . 
Sub.  .  .  . 
log  (1  —  f') 
log  a    .    .   . 


7,92624,1 
9,99998 
9,73711 
0,54590 


9,47422 
9,84634 
9,84634 
0,56030 


Jogxy' 

logyjr' 

Sub 

log  ]'p  cos (_i)  .   .    . 

logyz' 

log^tj' 

Sub.^ 

logfpsin{i)sin{Q,) 

logxi' 

log  zx' 

Sub 

log  }fpsin  {i)cos(^) 

tgiSh) 

(ft) 

sen(ft) 

cos(a) 

log\psin{i)    .    .    . 
t(l(>) 

(0 


9,79532 
9,96360,, 
0,22499 
0,18859 

9,05586 
9,37263 
0,03092 
9,08678« 

8,98351 
9,46856» 
0,12297 
9,59153 
9,49525-1 
342?63ll 
9,47497n 
9,97973 
9,61180 
9,42321 
14?8410 


logz 

sin(i)   .... 
log  r  sin  («)     . 

log X  cos (g,)  . 
log  y  sin  (Q,)  . 

Add 

log  r  cos  («)     . 
tg('i)    .... 

(") 

V 

("■) 


sin  (m) 
cos(m) 
logr  . 


9,59252 
9,40847 
0,1840s 

9,99494 

9,56253« 

9.79970 

9,79464 

0,38941 

67;8a77 
359,5160 

68,2917 


(ControUe) 


9,96657 

0,57716 
0,21748 


stn(ft)  .  . 
cos  (t)  .  .  . 
sin  a  cos  (A) 
sin  a  sin  (Ä) 
tg{A)     .    .   . 

(^) 

(<«) 

A' 

sin  {A)  .  .  ■ 
cos(A)  .  .  . 
log  sin  a  .  ■ 
cosiSl)  .  .  . 
cos  (t) .  .  .  . 
sin  b  cos(B)  . 
sin  b  sin  (B)  . 
tg{B).    .    .    . 

(S) 

B' 

sin{B)  .  .  . 
cos(B)  .  .  . 
log  sin  h  .  . 
(«,)  =  C  .  . 
sin(i)  =  sin 


%[(0  +  £] 

V.[(0-^] 
'A(ft)  ■  • 


9,47407» 
9,98527 
9,46024 
9,97973 
0,51949 
73?1774 
68,2917 
141,4691 
9,98100 
9,46151 
9,99873 
9-97973 
9,98527 
9,96500 
9,47497» 
9,50997» 
-17°9300 
50,3617 
9,48835« 
9,97838 
9,98662 
68?2917 
9,40847 
23?4508 
19,1416 
—  4,3050 
171,3157 


sin'/ASl)  .    . 

cos  '/,  [(0  -|-  £] 

«•n%[(t-)-f] 
cos^/t(Q,) 
cos  %[({)- 
sin  Vj  i 
cos  Vs  i 

tg'UJ 

%i    . 


sin^/Jsin%[Q,-\- 
cos'A[ß+<r] 

sinVASl  +  o] 
sin'^/t  i  cos  V![ft+ 

toVASi  +  o] 

cosysJS!nVj[ß- 
siny^[Q,  —  a] 
cosVJft  — o] 
cosV,jcosV5[ft 
tgVASl-o] 


9,51584 

9,17895 

9,97529 

8,87544» 

9,99497» 

9,99878 

8,95040 

9,99825 

8,95215 

5?ll82 

10,2364 
8,69479 
9,92001 
9,74438 
8,87041 
9,82438 

33?7l88 
9,15424 
9,15599 
9,99550» 
9.99375» 
9,16049» 
l7l?766o 


205?4848 
221,9528 

68,2917 
206,3389 

51,8237 

—  0,2420 
7,62560» 

9,73398 

7,35958» 

—  o?l3ll 

—  0,2622 
7,66054» 
9,73711 
5,31442 

2,71207n 

-5i5;'3i 

-  428,69 

3,55001 
9,15955 
2,70956 
Si2;'34 
2,63214» 

9,92258» 

—  0,8367 
11,5762 
12,4129 


\^)'2:> 


Drittes  Beispiel. 

All  «i-itiTfS  iii<iH|>ii-l  eim-r  diiucUMi  |>itr:klMiliHchuii  Huhiibestimmiiiig,  Howie  iiU 
üciitpicl  (iufUr,  woiiii  Iti'i  <it<r  VurltuHseriin^  uiiiur  helivlii);<<ij  |>:inilit>liHchc*ii  AiiHguiigiilmhti 
( Fiiriiu'lii  B  ß),  w  i'jjeii  kleiiivr  h«lioci'iitriHchi'ii  DiNtiiiiz,  nowie  vurbiUliiiKHiaäiiBig  Imif^vr 
liitt-rviille  die  AiiwimhIiiii);  iUt  (;vMchloHfic>iii*ii  Aiisdrünke  für  /",  ^,  f /;  Cg  erfonlerlicli 
«iril.  milfie  folm'iidc,  vou  lU-rrii  Meyor  iiinl  Fräulein  Lovy  diirchgofiihrto  Uocbiiiing 
Miii  HhIiiicii  di'M  Konu-U-ii  n  191U  dicMioii.  Hier  re|ir:iHeiitirtu  die  ernte  liuiuiheKtimiiiiiiig 
einen  ttiiDDerge wohnlichen  FhII,  für  welchen  die  Leu8chncr'8che  Mulhude  wie 
gewühulich  eine  direcle  L(">Hiing  ohne  irgend  welche  vorherige  Annahme 
e  r ;;  a  h. 

A  U. 

Die  H:ihnl)e8tinimiing  beruht  auf  den  fol<;enden  photügraphischen  |{eobiichtungen. 
welche   bereit«  auf  rlen  Jahre!*:iiif:iiig,  einschliesslich  der  Aberrationsglicder,  reducirt  hiiid: 


IQlo,  <ir.  M    / 


<f  (1910.0) 


Keuhuchtc 


Kehr.  J.61 11 
Febr.  5.Ö146 


ji4*4.3'  13" 
325  IS     6 
336  40  39 


4- 3«  19' 40" 
+  3  57     8 
I      +S  35     5 


t'urtis-Lick 
Curtin-Liek 
Curtis-Lick 


Die  Sonuencoordinat*n,  sowie  deren  Geschwindigkeiten,  wurden  aus  den  American 
Kpliemeris  aud   Nautical  Ahnaiiac   ganz   wie    in    den    beiden  ersten   Beispielen    ijiter|julirt. 


I 

II 
III    . 

lo,j  X' 


9,871123 


4-0,664607 
+  0,677441 
+  0,714883 

log  Y' 


—  0.667684 

—  0,656936 

—  0,623306 

9,801678 


—  0,270390 


logX'   .    .    .  9,438913 


Die    theilweise    Elimination    der    geocoDtrischeii    Parallaxe    durch    Aiibriip.'uutj    von 
Correctioiien  an   die  initiieren   Sonneucoordinaten   ergiebt: 


X +0,677423       )'.... 

.■1 315!8803      \  1)    .    .    .    . 

logt,     ....    8,713209 

/■"J"" o,J3'W.'S„    I  /()■;■•" 

lo'o'i'      I    9.721432        log<i' 


—  0,656965 
343!l96l 

log  i,   .  . 


/     . 
logK 


8,233753 


I  —  o,3b5üu3 
9.993766 


h,r,{lg.fy 
logitg^r 


'',70mj4 

0,38444  u 


Wegen  der  Unsicherheit  der  Beobachtungen  dieses  Kometen,  der  Unregelinä-ssigkeit 
seiner  Bewegung,  und  der  Ungleichheit  di-r  Ihi.tv .illf  soll  hiir  ohne  Weiteres  eine  pani- 
boliscbe  Löaung  durcbgefübrt  werden. 


log  f, 
log  C, 
log  * 

Kllc 


■'.  ,sii.-.„ 

/„,,  . 

9.56839 

•;■.  . 

9,21172» 

log  c 

9,40597 

log  f 

Th«or«Uwh«  Atlronomi« 


22^727 
0,0''.4On 


/.,.;  .1, 
log  dl 
log  Ol 
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A  IV  a. 


log  a' 
logh  . 
log  (V« 


0,40677 
0,00990 
0,01244 


ä" I  +0,24961 

logp' I       9,60936 

logh I       9,91296 


h/s 


+  0,51558 
+  0,3863s 
+  2,11825 


Da  9  (2s2  +  g'2)  ^  c'^,  so  ist  nach  Ainneikimg  1,  S.  468,  nur  eine  Lösung  möglicb. 
Es  findet  sich  durch  die  graphische  Lösung:   log z  =  0,15419. 

A  Va. 


logx  . 
log  x' . 
loyr  . 

logq  . 
sin  a  . 


9,67671 
0,08494 
9,79653 

0,06780 
9,88021 
321^9211 


loiJQ 

logy' 


sin  h 
B'  . 


0,14796 
9,15371.. 
0,03890,1 
0,20736 

A  VII  a. 

128»  47' 30" 

9,98588 
64?8S74 


log  e 
log  -' 
logg^ 


T  =  Jan. 
sin  c 


9,58196 
9,85823 
0,50453 

16,7938  Gr.  M.Z. 
9,84392 


C I  350?28i6 


Darstellung  des  ersten   und  dritten  Ortes  mit  Anwendung  der  geschlossenen 

Ausdrücke  für  f  und  t/: 

B  Vr.  A  Via. 


log{U-T)  .    .    . 
log  Mi 

v^ 

%1'i 

sec'  '/j  !',•    .... 
%»",■ 

Sub 

log  {i\  —  q)   .    .    . 

log  I 

log  (II  =  yr^) 

Sub 

1"9Yi 

log  yf 

logrf/r 

logfi 

log  ri\ 

log  2  r  r,-     .... 

logp  Yi 

Sub 

log\] 

'ogg" 

i"gg 

logfiX 

logf]g 

logfi^ 

loggix' 

log  giV' 

loggi  z' 


1,19903 

2,59733 

I27°3l'28" 
63  45  44 

0,70896 
9,77676 

9,00555 
9,68231 
9,84116 

9,85338 
8,45533 
8,206486 


1,29693 
2,69523 

132°  1'  17" 
66  o  38 

0,78174 
9,84954 

9.92153 
9,77107 

9,88554 


8,88571 
8,73908=' 


B  VI". 

6,59297     7,47817 
6,79644     7,68164 


9,99973 

9,57329 
9,87432 
5,96180 
9,99995 
9,87427 
6,46724 
8,23362„ 

9,67644 

9,15344» 

9,58169 

8,31856» 

8,27252 

8,09185.. 


9,99701 

9,64607 
9,94710 
6,84700 
9,99965 
9,94675 
7,42492 
8,71246 

9,67462 

9,i5i62n 

9,57987 

8,79740 

8,75136« 

8,57069 


Xi 

fiX 

gix' 

{j 

r, 

/;■// 

OiV' 

Zi 

/•.'- 

gi-' 

(i 

log  Q  cos  d  cos  a    .    . 
log  Q  cos  (f  sin  a    .    . 

logtga 

"iJ 

"B         ■     ■ 

(JS  — i?)M"  •     f- 

^  '  {  J  tt  cos  0  . 

log  sin  « 

log  cos  et 

log  Q  cos  (f 

log  p  sin  & 

logtgd 

cTjj 

dB 

(B  —  R)J6'    .    .    . 

log  sin  (f 

log  cos  (T 

%(? 

log  j>^  Q 

logps  Q 

logpa 

logp) 

Pu 

Pi 


+  0,664607 
+  0,474722 
—  0,020824 
+ 1,118505 


+  0,714883 
+  0,472733 
+  0,062719 
+ 1,250335 


—  0,667684 

—  0,623306 

—  0,142377 

-  0,141781 

+  0,018729 

—  0,056410 

—  0,791332 

—  0,821497 

—  0,289639 

—  0,270390 

+  0,381673 

+  0,380075 

—  0,012355 

+  0,037212 

+  0,079679 

+  0,146897 

0,04864 

0,09703 

9,89836» 

9.91461« 

9,84972« 

9,8l7S8» 

324»7212 

326;694l 

324,7217 

326,6789 

+  0,0005 

—  0,0152 

+  0,0005 

-0,0152 

9,76160,1 

9,73966« 

9,91188 

9,92208 

0,13676 

0,17495 

8,90134 

9,16701 

8,76458 

8,99206 

+  353283 

+  5?6078 

+  3,3289 

+  5,5858 

+  0,0006 

—  0,0220 

8,76385 

8,98998 

9,99927 

9,99791 

0,13749 

0,17703 

0,846 

0,848 

0,723 

0,723 

0,709 

0,671 

0,586 

0,546 

+  5" 

+  5" 

+  4 

+  4 
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Der  fjrÖMto  UiiUTBchiud  B  —  H  ist  0,«02'2  —  1/3.  Die  UiiUT»chie»le  B  —  li 
könntoii  k'icht  durch  fiiio  einmalige  Verliossenuig  iler  Bahn  fortf^eschaffl  wt-nleii.  JeUcn- 
fulU  hitl  auch  hier  die  ungewandte  Methode  sich  volUtilndig  licwahrt,  indi-ni  die  directc 
Lö8ung  in  der  erxten  Annäherung  eine  verhiiltniHsrniltHiig  genaue  Damteilung  der  Hcob- 
aohtungen  ergehen  hat.  Anstatt  nun  aher  die  vorliegende,  auf  kur/.en  Intervallen  be- 
ruhende Bahn  auf  Grund  der  obigen  Uutertichiede  B  —  li  /u  verbessern,  soll  die«e  erste 
BuhnbeHtimniung  alu  beliebige  Ausgangsbuhn  betrachtet  v\'crden  und  auf  (irund  eines 
verhältniB8in:kSiiig  langen  geocentrischen  Bogen«  verbessert  werden.  Kü  sollen  zu  diesem 
Zwecke  die  folgenden  Beobachtungen  dienen,  deren  zweite  nahe  an  der  dritten  der  ersten 
Bahubestininiung  liegt,  so  dass  verschiedene  für  dieses  Datum  bei  der  Bahnverbesserung 
nothwendige  Zahlen  der  ersten  Rechnung  direct  entnoraraen  werden  können,  wobei  zu 
bemerken    ist,    dass    mit    noch    längeren    Intervallen    der   Gang    der    Rechnung    derselbe 

sein   wurde: 

Üß. 


IQIO,  (ir.  M.  / 

.  (1910.0) 

...    ,       , 

Heobachter 

I    Jan.      18.1287 
II    Febr.      5.6J11 
III    März    13.0440 

303''32'5i;'9 

326  41     0.4 

1    336  11   15.4     ! 

Coordinaten 

—  2O'S3'2T,'0 

+    5  35  18,6 
-1-  15  38  53. 9 

der  SoDDe. 

/.ai.pu-l;.Mu« 
Äitkcn-Lick 
Aitken-Lick 

X 

1- 

/ 

1 

11         

III 

-r  0,7149615 
-f  0,9847873       1 

—  o,79933'<4 

—  0.623^309 

—  0,1255285 

—  0,3467534 
1       —  0,2703578 
1        -0,0544576 

Die    iheilweise   Elimination   der   geocentrischen   Parallaxe    durch    Anbringung   von 
Correctionen  an  die  mittleren  Sonnencoordinaten  ergiebt : 

X.  .    .    +0,7149449,        1'.    .    —0,6232607,        Z.    ■    —  o,2703833>        logB.    .    9.993992. 

XVIII. 
Ans  der  ersten  Bahnbestimmung  wnrde  Jogg  =:  0,17717  für  die  Zeit  der  mittleren 
Beobachtung  als  Ausgangswerth  interpolirt.  Ausserdem  ergeben  sich  die  Ausgangs- 
werlhe,  x',  y',  /,  wie  folgt,  aus  den  Constanteii  für  den  Aequator.  Älit  dem  ange- 
nommenen Werthe  von  g  und  den  genauen  Werthen  von  a,  und  d,  sind  sodann  die 
Aiisgangswerthe  jr,  y,  e  genau  zu  berechnen.  Man  erhält  somit  eine  intermediäre  Aus- 
gangsViahu,  worin  p,  x',  y\  ^  dieselben  Werthe  wie  in  der  ersten  Bahnbestimmung 
haben  und  die  beiden  fehlenden  Constanteu  durch  die  genauen  Werthe  von  «,.  d, 
gegeben  sinil : 


' 5,"-M  1 

Aberr — 0,0087 

t  (reducirt)  Febr.  '         5,6124 

/'  (Jan.)    ....  16,7938 

t—  l      19,8186 

log{t—n    ■        ■  1,29707' 

log^t 8,60170 

log  M  2.69537* 

p 13»*   i'39r4 

Vi  r ,66    O  49.  7 

(.r-|-'/,ti  .  .  .  2-» 56'  5;'7 

(B'  +  V,p)    .    .    .  130  49   16.3 

(C +  '/,<•)     ...  56   1:  43.5 


'"■"  '.±Z. o,6i''9':'< 

log]  2/11 j    0.616615 

sina I     9.880210 

co»(/l'+ V,«))  .    .  I     9.946197 

logif ;    0,052100 

I 

n'n  6 9.985880 

CO.«  (ß' -f' /,  f)  .    .  I     9.8lS370ii 

logy' 0,026952» 

nnc 9.843920 

C0.1  (C-l- '/,»•)  .    .  9.744223 

log  z' O.Sil'!  v> 


logr" 

&". 
Samine 
looz" 
Add.   . 
logg*  . 


log  e 
cos  <t 


0,053004 
0.2766 1" 

0,3«' ^S  1.1 

9,6-'76:j 

0,07t->0<» 

0,451419 


0.17717 
9.997931 

0.175101 
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COSa    .    .    . 

log(I=i) 
log{X)  .  . 
Sub.    .   .   . 

log  X   .   .   . 


stn  «... 
log  (1=  7;) 
log(Y)  .  . 
Sub.  .  .  . 
logy   .    .    . 


tgi 
log  (1=  t) 
log(Z) 
Sub.    . 

log  z    . 


9,922024 
0,097125 
9.854273 
0,874628 
9,728901 

9,739782„ 

9,914883« 

9,794669„ 

9.503662 

9,298332» 


8,990553 

9,165654 

9,43i98o„ 

0,187970 

9,619950 


log  .r^  . 
logii^  . 
Add.  . 
Summe 
loq  .'.^  . 
Add.  . 
log  »•"  . 
logr    . 

log  2/r 
^ogg^  . 
Sub.  . 
log  i/a 


9,457802 
8,596663 
0,056019 
9,513821 
9,239900 
0,185317 
9,699138 
9,849569 


0,451461 
0,451419 
5,99 
6,44 


logxx' '     9,781001 

loggg' 1    9,325284 

Add 0,130390 

Summe 9,911391 

logsz' 9,433786 

Add 0,124818 

logrr' j     0,036209 

logr 9,849569 

logr' '     0,186640 

logr'" 0,373280 


Da  loglja  =  6,44  ist,  so  ist  die  intermediäre  Ausgangsbahn  nicht  genau  para- 
bolisch. Anstatt  dieselbe  jedoch  genau  parabolisch  zu  machen,  etwa  durch  willkürliche 
Aenderung  von  s',  soll  1/a  bei  der  Berechnung  von  dQ  nach  IV  und  V  fortgeschafft 
werden.  Die  Ausgangsbahn  soll  zum  Zwecke  der  Berechnung  aller  Hülfsgrössen  als 
parabolisch  betrachtet  werden,  zumal  da  die  grossen  Unterschiede  B  —  jB,  deren  Ab- 
leitung direct  folgt,  durch  nur  einmalige  Anwendung  der  linearen  Beziehungen  zwischen 
diesen  Unterschieden  und  den  gesuchten  Correctionen  89,  dx',  dy',  dz'  kaum  fortzuschaffen 
sein  werden. 


log  q  . 


■    9,066382, 


A  VII  a. 

=  I32''6'23;'l, 


T  =  Jan.  16,80804  Gr.  M.  Z. 


VI',  VI",  A  VI. 


logr^  .  .  .  . 

logy^  .  .  .  . 

logfi  .  .  .  . 

logg^  .  .  .  . 

Jogei  .  .  .  . 


4i°58'33','4 

147''29'S2:'7 

9,12600s 

0,172542 

9,804577.. 

9,604685 

9,628501 

9,88706s 

9,291 870n 

9,762326 

—  52'  54;'6 

—  14'  3"8 

—  57  36,  4 

—  24  29,  4 

9,940365 

0,366882 

Wäre  die  erste  aus  kurzen  Zwischenzeiten  berechnete  Bahn  verbessert  worden, 
so  wären  die  obigen  Unterschiede  B  —  B  kleiner  ausgefallen.  Diese  Verbesserung 
wurde  aber  absichtlich  unterlassen,  um  diese  zweite  Bahubestimmung  aus  längeren 
Intervallen  auf  eine  weniger  genaue  Bahn  zu  basireu.  Die  Convergenz  der  hier  zur 
Anwendung  kommenden  Methode  der  Bahnverbesserung  wird  dadurch  be- 
sonders zu  Tage  gefördert,  zumal  da  die  fortzuschaffenden  Unterschiede  B  —  B 
sehr  gross  sind,  und  die  heliocentrische  Distanz  zur  Zeit  der  ersten  Beobachtung 
sehr  klein'  ist. 


log  cos  yfi  . 


A  IIFa. 
9,96450,  logBcosip 


9,95856. 


-       lOJ'J 


log  R  eoi  >)■ 
Sub.  .   .    . 
log  r  CM  ;> 
lug  CO» ß  . 

logx'i  . 

log/ij.  . 

Add..   .  . 
Somme 

logz'C  .  . 

Add..    .    . 
logev  .    . 


0.37060 


loii  y  2  <  <»  -1 

log  II.    . 

log  </i  ■    ■ 


'nP': 

isy. : 

rninfi  rr 


9.SmS7'« 

0,a707Oi, 

0,19943 

0.25127 

9.45070n 


9.7o6as» 

9,87942 
9.6901s 
9.39640 
9,41373» 

l,OM4? 


9^60468' 
0.47060 

0,18627 
0.65687 


9.50635 

9.87943 
0,15338 
0.03380 
8.8140s 

0,07  7flQ 


lOil  )  2  1/ 

Add..'. 

lool]  ■ 
logy^rr^  . 

log  gy,    . 
logz'ry^   . 

{.,11 . . 

logYfrr^. 
loijg,i  .    . 


log{I=fii/g) 

log  II   ...    . 
log  III     .    .    . 

/ 

// 

/// 

Is,         .      . 

logß. 


'••:i(l  =  f,;'e) 

log  II    .    .    .    . 
Ion  III  .    . 

I 

II 

III 


9,448851. 
9.84946 
0,29831 
0.43815« 


9,46790» 

9.77046 

0,00288 

9.47087 

0,4381s» 

9.900021. 


9.54846 

9,56367 
9.28525 

+  0.35356 
-I-  0,36616 
4-0,19286 
+  0.91258 
9.96027 


9.36621» 
9.13310» 
9.18716 

—  0,23238 

—  0,13586 
+  0,15387 

—  0,21437 

9J3116» 


9-44885» 
0.2851s 
9.76635- 
8,79194 


9.26800 

9.7704'^ 
0,ll87f> 
9.8892-' 
8.79104 
8,68116 


9.16380 
9.48161 

+  0,64124 
+  0.14584 
+  0,30311 
+  1,09010 
0.03750 

0.62477» 

8,73332» 
9,21516» 

—  0.42147 

—  0,05411 

—  0,16412 

—  0.63970 
9.80598» 


lugd  =t\-,tj)     .    .  .>,o.w-. 

log  II 9,45472 

log  III I       9.35972 

1 +0,04140 

II '  +  0,28492 

l'J I   +0,22894 

/*,      +0,55526 

W/i, I        9.74450 

XII. 


9fl5494 
9,33803 

+  0,07508* 
+  0,11348' 
+  0,21778' 
+  0,40635 
9,60890 


log  fy^  Cnvcti       .      . 

ln(i  fx-  sin  r.i    .    . 

Snb 

^09[] 

HL[  ]  .    .    .    . 

logcosJf-^') 

Add. ....'.. 
log  Afi 

log  gff  cos  ai  .  . 
log  gz,  sin  u,  .  . 
Sub 

tog[] 

culoi)  p,-  .... 
log  Äff     .... 


9,08415» 
9,87633» 
9,92357 
9.79990 

9.85954 

5.523 

0,00003 
9.85956 

9.48945» 

9.75061 

0,18979 

9.94040» 

0,05964 

0.00004» 


0.76815» 
9.63941« 
0.53788 
9.17729» 

8,81041» 

4.796» 

0,00004 
8,81045» 

8,52046» 
8.42665» 
9.3S221 

7,S.>>*S6» 
9.6.1,i  1  -^ 
7,44  lO.-*» 


logfy,    .... 

')  Correctioniglied  zur  B«rüokiichtiguDg  einer  etwaigen  Aenderong  der  l'arallmxe  (cf.  82.  Vor- 
Isioog,  S.  490). 
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log  fy-  sin  c.i  .  .  .  . 
log  fx,  cos  ui  .  .  .  . 
Add 

'o.9(  ) 

st))  (f| 

logl 

log(II=fziCOS<fi). 

Sub 

iog[] 

'"^^.n 

io/-^^')    .   .    .    . 

Add/ 

%-B/-,- 


9.24722 
9.71326 

0,12774 

9,84100 

9,5325611 

9,37356n 

9.71768 

0,16220 

9.87988n 

9.93952 

5.643 

0,00002 

9.93954 


9,40789 
9,99967 
0,09898 
0,09865 
0,44184 
9.54049 
9.59163 

9.09673 
8,63722» 

8,27034 

4.665 

0,00011 

8,27045 


log  gy^  sin  «i '     9,65252 

loggifCOscH 9.58754ii 

Add I     9,20786 

log{  ) '     8,79540 

shi(fi 9,5325611 

logl 8,3279611 

log  {11=  gif  COS  äi).    .         9,88220» 

Sub I     9,98771 

log[] j     9,86991 

'03B5, 9.92955i> 

^031^,. !      9,29l87n 

lOQQi 9,94036 

logCi I     9.35151» 


8,16020 
8,78691 
0,09210 
'8,87901 
9.44184 
8,3208s 
8,66388 
0,08029 
8,40114« 

8,03426 

9.76233 
0,36688 
9.39545 


XIII. 


log  I 
log  II 
Snb. 
%6i 

logl. 
log  II 
log  III. 

I +  0,008221' 

— // —0,164885 

—  III —  0,013245' 

— 6j  .   ......  I  — 0,169909 

loghi I       9,23021 


8,22420 
7,85272 
9.39465 

8,90599 
8,7231011 

-}-0,0l675' 
—0,08053' 
+0,05285' 
—0,01092' 
8,03830» 


')  Siehe  die  Anmerkung,  S.  1029. 


insi 


hg  b  e,  . 

loft  b^  e  . 

Siib.    .  . 
Zftbler 

loii  a,  fr  . 

Iiig  a  fr,  . 

Sub.    .  . 

Nonner  . 

log  l'm  ■ 

I  =  e,  . 
—  II.. 
-III  . 
<-.  P:,  ■ 
log  c.  r,, 
logP,,    . 


8,19084 

+  0,016757' 

—  0,O>7740'' 

—  0,005604' 
+  0,0033^17 

7.52136 
7.76885 


lng(ll  =  »,P.). 

log  III 


-  II  .    . 
-Hl     .    . 

•;  Ph    ■ 

log  e.  /'#,    . 
logl\    .    . 


log  (II  =  o,  V«)  . 
log  In 


6,94839 
6,79360 

^OX»071J4 

-0,<«3888 
—  (■>,(>  o6ia 

[  0,(05614 
7,740^7 
H,36.'98» 

8.93458, 
8,70119 


I  =  d, '  -f-  0,870040 

// —0,086016 

/// +0,050-'56 


loge.<Jn 
logQ^   . 


log  (II  =  a, 
log  III  . 


W. 


/  —  (/,   . 

II  .    .    . 

III  .    . 

-  c.  V'i 
log  c,  (^f, 
log(J.,    ■ 


+  0,- 


o,i6.HHo» 

T,'»410« 
.73931 

1,018640 
0.009867 
0.005487 
0,O14J60 
M54IJ 
-.76783 


Da  ilcr  Unterschied  B  —  E  in  ilur  Decliiialion  des  ersten  Ortes  selir  gross  ist,  soll 
-  J',    und   Q,  =  y,|  augenommen  werden. 


IV 


(.,,;  .  /   --    _  1       . 

log  (II  =  i*/',) 

loqlll    . 

lo,,l\-    . 


I 

—  II 

—  /// 

—  IV 
I'  .  . 
log  1'  . 


8,?4-'94 
8,41673 
7,58269 

f  0,000138 

—  0,017496 
-  0,026105 

—  0.003825' 

—  0,047288 
8.67  .r5n 


iog^l=^). 

log  (II  =  x'  <?,) 

log  III 

log  IV 


/.  .  . 
— //  . 
— /// 
-IV 

Q  ■  ■ 
lo,,  Q  . 


9,28874i. 

9,36244 

9,98264» 

-I-  1,6S119 
-f  0,19442 
—  0,23038 
{-0,06082 
-j-  2,6060s 
0,41598 


log(ie  =  77) 


8.25877n 


I    \  .rsuch    '   2.  Versuch 


■J    Versuch 


log  •J  fa  •    . 

'"</  V,  ä  e« 

logP,  .  . 
Süb.  .  .  . 
logm'    .    . 

log  V^  >  c. 
logI\    . 
•Sab.    .    .    . 
loij  t  1/    .    . 

log(J,^,. 

lo,,i;.  . 

süb.  .  . 
logi:"    . 

log  (ix")' 
logiig'Y 
log  (ä  .•')' 


8.25877» 

749S41 

8,19064 

9.90303 

8,09304 

7,59426 
8,38978« 
0,06451 
8,45439» 

8,43757 
7,76885 
9,88243 
8,31999» 

6,18608 
6,90858 
6,63998 


8,26036» 
7.49700 

8,19084 
9,90180 
8.09264 

7.S9S85 
8,38978» 
0,06473 
8,45451» 

8,43916 
7,76885 
9,89387 
8,33203» 

6,18538 
6,90903 
6,64406 


log(l  —  icos'ß),ii'' 

loghq)" 

logV 

log(i-y,co^ß)    . 

loi;  Zähler 

colog  2r* 

logOsQ)' 

log  VI 

P 

-V.(äx')'   .   .  .  . 

-'^(.4«  .  .  .  . 

17 

V  9  e 

log  Q'ia 
logQ  .  . 
log  i  g^ 


O.300O5» 

6,51754 

6,71759» 

9.3519» 

9,6538» 

0,3007 

4.7763« 

4.7308 


0,20005» 
6,52072 
6,7207  7h 

9.3519» 

9.6538 

0,3007 

4,7811» 

4.7356 


—  0,047388'  ,  —0,047288* 

—  O,         76^  '  — O,         76* 

—  o,     405'    —  o.     40s* 

—  O,        318*  '  —  O.        330* 

+  0.      531*    -t-o,      535' 
5*  5* 

—  0,047461*     —0,047459* 


8,67634» 

0,41508 

8.."'-"-,. 


8,67633'< 
0,41598 
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log  3  Q^ 
log£/e 
loglix 
log  X  . 
Add.  . 
logx   . 


log  1j/n 
logitj 
log;/  . 
Add.  . 
'"31/   • 


log  i/Q 
log^z 
logz  . 
Add.    . 

log  z    . 


log  .r*  . 
log  y"  ■ 
Add.  . 
Summe 
log  £*  . 
Add.  . 
log )-  . 
log  r    . 

log  x'- 
logy'^ 
Add.  . 
Summe 
log  z'- 
Add.  . 
logg^  ■ 
log  2/r 


log  X  x' 
log  y  y' 
Add.  . 
Summe 
log  z  z' 
Add.  . 
logrr' 
logr'  . 


8,2603  5n 
9,91906 

8,l8031n 

0,728901 

9,987543 
9,716444 

9.73771n 

7,99806 

9,29833211 

9,977683 

9,276015.1 


7,24883« 
9.619950 
9,998148 
9,61809s 


loga^  . 
log  ö  .1' 
Add.   . 

logx'  . 


logg'  . 
log  ö  (/' 
Add.  . 
logy'  ■ 


logz'  . 
logTiz' 
Add.  . 
log  z'  . 

logQ  . 
log  S  o 
Add.  . 

log  n    . 


A  V. 


0,052100 
8,09264 
0,004742 
0,056842 

0,026952n 
8,4545  In 
0,011471 
0,038423.1 

9.813836 
8,32203„ 
9,985775 
9,79961 1 

0,177170 
8,26035» 
9.994708 

0,171878 


9,432888 
8,552030 
0,053680 
9,486568 
9,236196 
0,193642 
9,680210 
9,840105 

0,113684 
0,076846 
0,283002 
0,396686 
9,599222 
0,064240 
0,46026  I 

0,460925) 


Controlle 


9,773266 
9.314438 
0,129580 
9,902866 
9.417709 
0,122944 
0,025810 
0,18570s 


Die  durch  diese  erste  Bahnverbesseiuug  lesultirenden  Unterschiede  .B  —  B  berechueii 
sich  genau  wie  die  ursprünglichen  Unterschiede,  welche  fortzuschafEeu  waren. 


log  q 


A  YII  a. 

.  l28°Sl'5i;'4, 

vr,  VI",  AVI. 


Jan.  17.08123  Gr.  M.  Z. 


logr-  .  .  .  . 

logVi  .  .  .  . 

logfi  .  .  .  . 

loggt  ■  ■  ■  ■ 

logQi  .  .  .  . 


29°  58'  5;'7 

145°34'43;'S 

9,140275 

0^679S3 

9.815785» 

9,611329 

9,581291 

9,880072 

9,269496« 

9,761252 

— 1'42;'4 

+  0'  4;'o 

—  1  13.0 

—0  31,2 

9.933627 

0,364169 

—     loS.J 

Die  erste»)  Vorbessoruiij;  der  helteliigcn  AiiKgangsbahn  hat  die  Unterschiede  B  —  R 
guii/.  tiedeiileiiil  herabgodrücitt,  iiidüin  jetzt  der  grössto  Untergchied  uur  V  AI"  im  Vor- 
gleich /.u  57'  3(i"  ist.  Wikrun  die  liiieareii  I)iffereiiti»lforii)elii  iiuRruioheiid  geweNeii,  wiui 
in  diesem  Fiillo  wegen  der  sehr  grossen  riiterschiede  B  —  It  nsitürlich  niclit  zu  erwarten 
wnr,  SU  würde  die  verbesserte  Kahn  nur  einen  UnterHchied  in  d,  ül>ng  gelassen  Italien, 
dessen  (-irösse  durch  die  IJeobachtungsfehler  und  durch  eine  etwaige  Abweicliung  von 
iler  l'anibel  abliängig  gewesen  sein  würde.  Ks  ist  daher  auch  nicht  zu  erwarten,  dass 
die  lieobaolituiii^en  ausser  d,  jet/.t  <hidurch  genau  dargestellt  werden  können,  dass  man 
«lie  Verbesserung  unter  Heibehaltung  aller  llülfsgrossen ,  abgesehen  von  den  von  den 
neuen  l'nterschieden  B  —  R  abhängigen,  d.  h.  unter  lieil)ehaltung  der  numerischen  Werthe 
der  DifferentiaUiuotienten  der  ersten  IJahnverbcsserung,  wiederholt;  vielmehr  sollte  jetzt 
liie  Kechnung  durch  eine  zweite  Uahnverbesserung  mit  neugerechneten  llülfsgrössen 
abgeschlossen  wenlen.  Zum  Beweis  des  Gesagten  sollen  trotzdem  die  Unterschiede 
It  —  /i  zunächst  da<lurch  weiter  herabgedriickt  werden,  dass  von  den  in  der  ersten  Bahn- 
Mrbesseruug  gebrauchten  llülfsgrössen  nur  diejenigen  neu  berechnet  werden,  welche 
v.in  den   Unterschieden   B  —  li  abhängen.      Man  erhält  dann  zunächst: 


l  J«*, --■•■».  i         4   14.9 

Wegen  der  Unsicherheit  der  Beobachtungen  dieses  Kometen  dürfte  man  sich  auch 
mit  dieser  Darstellung  zufrieden  geben.  Inwieweit  die  aus  der  ersten  V^erbesserung 
erzii-lten  Unterschiede  durch  die  i)arabolische  Hypothese  durch  eine  zweite  Verliesserung, 
mit  Xeubeiecbnung  aller  llülfsgrössen,  herabgedrückt  werden  können,  zeigt  sich,  wie  folgt: 


logiQ 

log  8  (/' 
logd:' 

log  >  X 
log  b  1/ 
lo<j  ä  .• 


6,61734.. 

6.S5-57 

0,5.^814.1 

6.8706.5.. 


log  x' 
loij  li' 
log  i' 
lo<i  )•' 
lo<i .. 

'-.'/  .7 

/.;./  ,- 

loa  r 


0,057116 
0,038560n 

9.799080 

0,185700 
9,716156 

0,275494» 
0,618056 
0,830888 


ControUe : 
.    .    .    [     0,46114:? 
...         0,461142 

.  .  .   !   9,111002 

.    .    .        128*48'6:'o 
T  =  Jan.  i7,o8SSo  Gr.  iM.  Z. 


log  0' 
log  2/r 
lugq 


Vi  .  . 
log  Ti 
log  Vi 
logfi 

loggt 


(B-ii)\'^^l 


»"41'4ö:'2 

145°32' ji'o 

).  140502 

0,167882 

»I'>'i79» 

9,611476 

■    ■'■^3 

9.879909 

-■■''7ii 

9.761234 

■  >.  >) 

—  o;'3 

—  1.0 

-L  19.  T 

Da  alle  Unterschiede  B  —  U,  ausser  d",!  jetzt  innerhalb  der  Unsicherheit  der  Rech- 
nung fortgeschafft  sind,  so  ist  eine  weitere  Verbesserung  unter  Beibehaltung  der  j.ara- 
bolischen  llypolhese  nicht  möglich.  Der  Unterschieil  dÖ^  =  -|-  l!l"7  deutet  auch  hier 
:iuf  eine  Abweichung  von  der  Parabel.  Die  allgemeinen  Elemente  sind  aber  wegen 
der  Unsicherhi'ii  .I.t  Beobachtungen  aus  dein  gegebeneu  geocentrischeu  Bogen  un- 
bestimmbar. 


')  Wpg.'ii  riii.'s  U.M-tipnfehlpni  stimmt  das  in  Lick  Observatory  Bull.  Nr.  179  urMprüiifjUch  ver- 
öffentlichte Ke«tiltnt  ilor  ernten  B8hnverl>es!ii'nini;  etc.  mit  den  liier  abgeleitet.'U  KoMiltJUen  nicht 
iilwrein.  Der  rnterschi.'d  in  den  Knd  resultaten  rührt  jcji.cli  nur  daher,  da«»  in  L.  O.  lliill.  Nr.  179 
dii-  nicht  Ranz  fi>rtzn«chaffenden  Unterschiede  It — U  auf  den  ersten  und  dritten  Ort  vertheilt, 
während  sie  hier  in  <f,  vereint  sind.  Spätere  Beobachtungen  werten  daher  durch  die  Bahn  in 
I.    (>.  Bull.  Nr.  179  etwas  besser  darf^estellt. 

Klinkarluci,  TlieoreUaehe  A'lronomls.  130 
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Für   die   übrigen  Elemente   und   für   die  Constanten   für  den  Aequator   erhält  man 
nach  A  YTl  a : 

Elemente. 

T  =  1910  Jan.  17,08880  Gr.  M.  Z. 
10  =  320''57'5i;'4  1 
ß  =    88  49  28,8  [  1910,0 
t  =  138  46  42,  5  J 
togq  =:  9,11100-' 

Constanten  für  den  Aequator. 
.1-  =  r  [9,876385]  sin  (322''3i'36;'l  +f) 
y  =  r  [9,981342]  sin  (  67  44  3, 9  -|-  v) 
z  =  r  [9,856490]  fiin  (354  35    3, 1  +  v) 


Viertes  Beispiel. 

Als  Beispiel  der  Anwendung  der  geschlossenen  Ausdrücke  für  /",  g,  df,  dg  bei  der 
Babnverbesserung  im  Falle  einer  nahezu  parabolischen  Bahn  mit  sehr  langem  Bogen 
(Formeln  Bb)  möge  folgende,  von  Prof.  Crawford  und  Herrn  Meyer  durchgeführte 
Rechnung  der  Bahn  des  Kometen  c  1909  (Halley)  dienen.  Es  ist  zu  bemerken,  dass 
diese  Bahn  nur  auf  drei  Oertern  während  der  letzten  Erscheinung  beruht  und  daher 
nicht  mit  Bahnen,  welche  aus  mehi-eren   Erscheinungen   abgeleitet  sind,   vergleichbar  ist. 

Die  Bahnbestimmung  beruht  auf  den  folgenden  Beobachtungen.  Dabei  sind  die 
Beobachtungszeiten  bereits  für  plauetarische  Aberration  und  die  Coordiuaten  für  Parallaxe 
corrigirt.     Der  mittlere  Ort  ist  ein  aus  vier  Beobachtungen  abgeleiteter  Xormalort. 


Gr.M.Z.  1909 


ß  (1909.0) 


d"  (1909.0) 


Beobachter 


Jan.  260,85720 
„  350,77347 
„  424,63910 


94''44'5i;'6 

49  56  33,  7 

8  32  55,9 


-f  17°  8'59;'2 
+  13  59  51,8 
-h    7  53  50,0 


Barnard-Yerkes 

Aitken-Lick 

Aitken-Lick 


Coordinaten  der  Sonne: 


X 

r 

z 

/ 

n 

in 

—  1,0003516 
—0,090843  s 
+  0,9293000 

+  0,0839090 
— 0,8988308 
—  0,3157650 

-4-0,0364017 
—  0,3899142 
—0,1369780 

Aus   einer    genäherten   Bahn    wurden    folgende   Ausgangswerthe   und   Hülfsgrössen, 
ganz  wie  beim  dritten  Beispiele,  berechnet: 


logQ 0,1324984 

log  x' 8,9623567 

log  y' 9,9489304» 

logz' 9,2789S78n 

logr' 9,8911119« 

logy^ 9,5954958« 

logfi 9,9688493 

log  gi 0,181238211 

logi\ 0,5248727 

log'i 9,9279914 

logr, 0,0032959 

logli 9,5161043 


loga 1,2458366 

logr 0.3507902 

lOgX (),<)T222-ig 

logy '     0,2802252 

logz 9,8561779 

logy^ 9,7321664 

logf], 9,9395791 

log  g^ 0,0778568 

logr^ 0,0682889 

log  R 9,9929s 

cosili 9,9200811 
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Aiii  «liiseii  WiTtlii'ii  ergohpii  »ich  dio  folgenden  Coordtnateu  und  Unterschiede  B — R 
fiir  den   iTitni   iiml   ilritlfii   Öil: 


/uy  i., 

,      o,5J74ti.l7 

'yy  V. 

.'.j;;4i>u 

n,     .    . 

94*44'50;'8 

*   "•   • 

t4*33'57;'9 

rf,     .    . 

'    ::     8  5S.  4 

<^.  • 

:  54  »0.3 

iH-mf  *•'.'' 

+  t>;'8 

S,tr,. 

—  öai'o 

•     u   H   1     wi. 

-    Jri,  1 

VTL 

0,13350 

logf.   .   .              . 

lo<tUcn<!tt' 

9,91306« 

log-t,t\;logtJ,. 

,       o,l088u» 

9.97V72 

Sub.  .    .    . 

0,2050J 

loiKlp 

1         0.18124h 

0,07786 

logr  cii'i  < 

0,337  Si 

Sub 

8.46333 

9.40405 

CO»  jt .    . 

9,98673 

I;:>S() 

8.63213 

9..-}8377n 

log  I    . 

8,8o832 

9.55986» 

logx'i  . 

8.89035 

logYTry^  .... 

log  1/ »; 

9,95-'23n 

0,50035 

0.49951 

Adel..    . 

9,96001 

logV.rr-y      .        . 

1     9,53637 

9.67304» 

Summu 

9.91 -'84t. 

Add..    . 

0,04479 

9.92987 

logi'C 
Add..    . 
löge  9 
log  ,f 

8,79506» 

log(). 

0.54514 

0,42938 

0,03 19-! 
0,94476» 

togy^ 

•  oloii  r,, 

8,78649» 
9.47513 

9. 19650 
9.93171 

lo.i  II    . 
AM.    . 

8.80676» 

9.55759 

- 

7,52667 

7,72000 

V 

■i 

log  [l+U]   . 
log  .\p 

6.33343 

7.27759» 

7.57927» 

8,52343 

lo.j  (Ip  —  Ij     . 

l.'y.-.r4u 

1.^6844 

log  r,;  log  r,    .    .    . 

0,1894-' 

0,10402 

VUI. 

yI 

t 

io.a(/  =  x'rrp)  . 

8.90865»             9A1532 

'"^S. 

7.6441 .2 

7,91747 

log  II 

0,12179 

0,12095 

Sab.  . 

Add..    . 

9.97257 

0,03504 

'ogy,, 

9.99808 
9.99904 

9,99039 

\09  []■ 

0,09436 

0,15599 

9.99820 

logyl'rr^  .... 
ioggxp 

7,91083» 
8,00519» 

8,77742 
8,93341 

,      ,  —  cos  ,^ 
log  )i     ., 

0.541 75ii 

0,40508 

logl.    . 

9.89522 

0,03189» 

logll  .    '  .       .    . 

0,54079» 

0,40328 

log  II    . 

042979 

0,42895 

log  (/=-/)       . 

9,81. '26» 

9.81226» 

Add. . 

0.11127 

0.17462 

Add 

0,07440 

9,87132 

log  [  ] 

0,54106 

0,20651 

'o;;*P 

0,61519» 

0,27460 

loggvp 

8.45189» 

8,98393 

logil  =  r^y,,). 

0,l?037ii 

9,80046 

lop  I.   . 

9.22525 

9,36192« 

In'qll 

0,00574 

0,00490 

log  1  r  )■,, 

0,24732» 

0,38399 

Add.. 

0.06661 

9.88788 

logir.)' 
log  If  . 

9.99808 

O.OQf^O 

log[]. 

0,07235 

9,89278 

0.24540» 

0,380.59 

'"9'J'p 

7,98318» 

8,67020 

'ogrl  ■ 

9.19099 

9,46433 

log  X  itj. 

7,51997 

8,51838 

•'  '  p         __ 

Ingx'y, 

6,54163» 

7,48579 

logrr'/]: 

Hy'p 

log  fll . 

0,09139« 
9.99904 

9,99820 

Add..    . 
log  nixj, 

9.95177 
7,47174 

0,03853 
8,55691 

9,28142» 

9,5539211 

log  y  Mp 

7,82797 

8.82638 

Ing  1  y  . 

0,51507 

0,43883 

lo<i  y'  AV 
Add..    . 
log  myj, 

7,52820 

8,47236« 

+  1 . 

—  1,31939 

—  1.75954 

+  0.63163 
-f  2,40100 

0,17651 
8,00448 

0,10021 

8,57257 

f  {(/ 

—  0,19117 

—  o..)58o,l 

log  :  Mp 

7.40392 

840233 

♦-  3.273'»2 

—  2,CvS4.tl 

lo'n  :'  .V,, 

6.85823 

7,80239« 

\og[] 

f  0,00382 

—  0,(>1'>71 

Add..    . 

0,10879 

9,87435 

7,58206 

7. 9".  7  22» 

log'i'ip 

7.51271                8,27668 

logy^ 

9.S9S50,     1 

9.732  IT 

roloii  rp 

9,47513 

9.93171 

log  2  m, 

7.77277               8.85794 

logM, 

7.54774 

8,54615 

log  X  yI 

9.16322 

9436S6 
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Add 

log[] 

log  cos  ß/r .   .   .   . 
loglt 

logiI=fp!;/Q).    . 

log{III=g.rj,'l;,). 

I 

II 

III 

f^P 

^ogfxj, 

log  2  myj,     .   .   .   . 

iogyyl 

Add 

lou[] 

loglJ 

logl 

log  III     

I 

II 

III 

fvp 

^og  fyp 

log  2  m,p 

%^y| 

Add 

l<>9[] 

logll 

logl 

log  III 

I 

// 

III 

/■'P 

%/-> 


log  fy  cos  ci 

log  f^  sin  « 

Sub.  .   .  . 

log[]  .  . 

log^j,    .  . 

log  Afp  . 

log  I .    .  . 

log  II   .  . 

Sub.  .    .  . 

log[]   .  . 

log  Agp  . 

log  I .    .  . 

log  II    .  . 

Sub.  .    .  . 

log[  ]  .  . 

log  Am,,  . 


0,01732 

9,18054 
9,28515 
8,46569 

9,76434 

8,62038 

+  0,58121 
+  0,02922 
+  0,04172 
+  0,65215 
9,81434 

8,30551 
9,47122 
0,02869 
9.49991 
8,78506 

9,83965 

9,06708 

+  0,69127 
+  0,06096 
-(-0,11670 
+  0,86893 


7,81374 
9,047 17 
0,02466 
9,07 183 
8,35698 

9,35246 

8,59837 

+  0,225142 
+  0,022750 
+  0,039662 
+  0,287554 
9,45872 

IX. 


9,81285 

0,04558 

9,85843.. 

0,52746 

9,33097.1 

7,36973 

8,00370,! 

0,09072 

8,09442 

7,56696 

6,92232» 

7,47025 

0,10829 

7,57854« 

7,05108,, 


0,10170 
0,53826 


9,20801 

+  0,54334 
+  0,06659 
+  0,16144 
+  0,77137 
9,88726 

8,87360 
9,74456 

0,05484 
9,79940 
9,08455 

9,81038 

9,25853 

-I-  0,64622 
+  0,12149 
+  0,18135 
+  0,94906 

9,97729 

8.57771 
9,32051 
0,07218 
9,39269 
8,67784 

9,32319 
8,94480 

+  0,210470 
+  0,047626 
+  0,088064 
-j-  0,346160 
9,53928 


9,97242 
9,06030 
9,94329 
9,91571 
0,27741 
9,63830 

8,97906 
8,10645 
9,93747 
8.91653 
8,63912 

8,56770 
7.72995 
9,93182 
8,49952 
8,22211 


P 

log  fy  sin  tt  .  .  . 
log  fx  cos  (i  .    ■    .    . 

Add 

logO 

S7n  (fj, 

logl 

log{II=cos&j,f^^) 
Sub 

logn 

'"i/Wp 

log  Qy  sin  n  .  .  .  . 
log  gx  cos «  .    .   .   . 

Add 

log{) 

logl 

log  II 

Sub 

log[] 

%-B,^ 

log  my  sin  «... 
log  nix  cos  «... 
Add 

logO 

logl 

log  II 

Sub 

lonn 

logIi,np 

loggp 

log  Cp 


1og(I=:Cpsi>i  np)  . 
log{II—xAgj)  . 
log(III=2x'A,np) 


—  11    .    .    . 

—  III.    .    . 

—  K;  —63 
logb^;  logbg 


loql.  . 
log  II  . 
log  III 


—  II 

—  /// 

—  6,;  —b,      .    .    . 
logb,;  log  6,  .   .   . 

log  (1=:  Cp  cos  etp)  . 

log  II 

log  III 


/  . 
II. 
III 


9,93749 

8,73218« 

9.97205 

0.90954 

9,46963 

9,37917 


logCt;  logc^ 


0,l8l24n 

9,65378,, 

X. 

9,65229« 
7,53919 
6,31447« 

—  0,44904 

—  0,00346 
+  0,00021 

—  0,45229 
9,65542 

8,04125 

6,49446« 

5,06770 

+  0,0109964 
+  0,0003122 

—  0,0000117 
+  0,0112969 

8,05296« 

8.57162 
7,84719 
7,30104 

+  0,0372925 
+  0,0070338 
+  0,0020000 
+  0,0463263 
8,66583 


9,15033 
9,88239 
0,07384 
9,95623 
9,13828 
9,09451 


9,43897 

9,53514 

9,16915 

8,54832« 

8,02086 

9,80445 

9,33959« 

9,06218 

8,45040n 
6,92303 
0,08691 
8,4373  In 
7,90694« 

8,15697 
8,92854 
0,06789 
8,99643 
8,13471 

7,96343« 
9,14275 
7,04969 
6,52223» 

8,66606 
9,84868 
8,51474« 
8,23733 

8,00299 

6,38958« 

9,98929 

7.99228 

7,46191 

7,74561 
8,55204 
0,06302 
8,61506 
7,75334 

7,49296 
8,86986 
6,33177« 
5,80431 

8,27254 
9,84352 
8,ll6o6n 
7,83865 

0,07786 

0,80045 


8,97349 
8,61135 
7,48550 

+  0,094078 

—  0,040865 

—  0,003058 
+  0,050155 

8,70032,, 

8,93386 
8,20956 
7,10204 

f  0,085874 

—  0,016202 

—  0,001 26s 
+  0,068407 

8,83510« 

9,79558 
8.91935 
8,47207« 

+  0,62457 
+  0,08305 

—  0,02965 
+  0,67797 

9,83121 


KCl? 


lo.,  1 
In;  11    . 
I«<l  III . 


«•,«o.'4<>n 


I 
II 

in ^,, ,, 

—  c,;  — c,  .    .    .    .  —0,131001 

löge,;  löge,    ■    .    .  0.11946 

loij(t=i-^9p)  ■    ■     1         T.4.'314 

loii  II 6.63107 

Add 0,06499 

lot/d,;  logd,  .       .  7.48813 


S.ll  177 
«.5I75'> 
8.0B86U 


-O.Ol  17  :.">.' 

7.8HH13 

8,49530 

7,802  lOn 

0,90163 

8,39693 


log(I'--r,r 
lug  II 
lug  Hl 

I  .    . 

II  . 

Hl  . 
''.;  ■'. 

lug  d, ;  lug  it, 

log  iap 
cusip    .    .    . 
log  sin  1 " 
log  rt, ;  log  n, 

log  d  <fp     .    . 
logn,;  lug». 


U').i. 

0.7''''.ll 

-•<4U 

H.Of,IJSl 

--1.10« 

74IW4 

9.034  3ü« 

0.00840 
9.980JS 
4.685?8 
4.5743J 

9.92428 
4.60986 


647376» 
1.30643« 

5,99  JOU 


Man   liut    aUo    folgi-iide  Gleichiingeu    zur  Bcstiniiiuiiig  der   L'iibekiiniitcn,  wohci  die 
C'oofticienU-ii  Inurarithinisch  aiigeselzt  sind: 

{9.3J097»)  dp  +  (9,6554-')  ix'  -f-  (8.66583)  äy'  +  (7,48813)  i.'  =  (4.5743-*) 
(8.02O86)  Sp  +  (8.05296»)  ix'  +  (9.11946)  ig'  +  (9.63430»)  S.'  =  (4.60986) 
(9.63830)    ap  +  (8.70032»)  Sx*  +  (9.83121)  äy"  +■  (8,39693)    3-''  =  (6.473:6,) 

:'  =  (S.9920U) 


logiv  . 
uiul  daher: 


(9,06218)    sp  -H  (8,83510»)  sy  -I-  (7.88813)  ity'  +  (9.80304)    a 
Die  Auflösung  ergiebt: 

-Ml'  logii/ .    .  6.64756» 


5.37967 


log  Jj' 


log  ix  . 


lug  ig 


legi: 


logii'  .    .  6,16537» 


4.763-'8 


Kecbnet  man  nun  mit  den  verbesserten  heliooeiitriscben  Coordinaten  und  Geschwindig- 
keiten noch  r,  r'  nach  A  IV,  die  nötbigen  Elemente  nach  A  VII,  und  endlich  /',,  /"j,  g,,  9, 
nach  B  Vr,  B  VI",  so  «•ri_'ebfii  sich  die  folgenden  Unterschiede  B  —  Jt  aus  A  VI: 


(ß  -  H)\ 


id 


Da  es  hier  nur  darauf  ankommt,  den  Gang  der  Babnverbesserung  zu 
erläutern,  so  kann  die  Ableitung  der  verbesserten  Elemente  und  der  Coustanteu  fin- 
den Ae<|uator,  die  ganz  wie  in  den  vorhergehenden  Beisjiieleu  vor  sicii 
geht,  unterlassen  werden. 


Fünftes  Beispiel. 

Als  Bei8i>iele  der  vollständigen  Parallaxeneliminalion  bei  erster  Bahn- 
bestimmuiig,  sowie  der  Anwendung  der  geschlossenen  Ausdrücke  für  f,  g,  cf,  dg 
bei  der  Bahnverbesserung  auf  Grund  eines  längeren  Bogens  (Formeln  B/3),  im  Falle 
einer  Ausgangscllipse  von  massiger  Excenlricitäl,  möge  folgende,  von  den  Herren 
S.  Einarsson  un<l  U.  Young  durchgeführte  Hechnuog  von  Bahnen  des  Kometen  e 
I ''"''  I  Haniel)  dienen: 
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A  I. 
Die  erste  Bahnbestimmung  beruht  auf  den  folgenden  Beobachtungen  von  Aitkeu 
auf  der  Lickstern warte ,   welche  bereits   auf   den  Jahresanfang   einschliesslich   der  Aber- 
rationsglieder reducirt  sind: 


1909,  Gr.  M.  Z. 


Dee.  11.74000 
Dec.  15.70788 
Dec.  18.75589 


«(1909.0) 


94''23'43;'3 
94  29  59,  2 
94  30  46, 4 


d  (1909.0^ 


+  38°06'  i5;'2 

-j-  41    12    20,  6 

+  43  25  59.3 


Coordinaten  der  Sonne. 


X 

r 

z 

I 

II 

in 

—  0,1780529 

—  0,1093873 

—  0,0562684 

—  0,8882410 

—  0,8971793 

—  0,9010569 

—  0,3853174 

—  0,3891974 

—  0,3908799 

loij  X' 


Geschwindigkeit  der  Sonnencoordinaten. 
0,004615  log  y  .    .    .    8,994638»  log  Z' . 


8,632210,1 


Da  die  Beobachtungen  als  verhältuissmässig  genau  betrachtet  werden  können,  so 
sollen  die  Beobachtungsfehler  ganz  ausser  Acht  gelassen  und  sofort  die  in  den  «',  ö', 
a",  d"  durch  Vernachlässigung  der  /'"  verursachten  Fehler  abgeschätzt  werden.  Die 
Zwischenzeiten  und  die  Differenzen  in  u  und  ö  sind: 


«i 


3.9679 
3,0480 


375;'9 


(f,  — (f, 
&,  —  <f. 


lll65;'4 
8018,  7 


Ueberschlagsweise,  auf  ein  constantes  Intervall  von  3,5  Tagen  reduciit,  ergiebt  sich 
folgendes  Differenzeuschema : 

fu  f'u  n 

331"6  „„„„_,  9208"6 

54,2  -2-6,b  gg^g'g 


638"8 


193 


9529 


Unter  den  f],  und  f'j  sind  gleich  die  Durchschnittswerthe,  von  denen  «',  ö'  der 
Hauptsache  nach  abhängen,  angesetzt.  Das  Verhältniss  der  f"  zu  den  /"  ist  dann  in  « 
und  d,  1,4,  bezüglich  0,07.  Nimmt  man  ein  gleiches  Verhältniss  der  f"  zu  den  f"  an, 
so  ergiebt  sich  /"L"  =  393";  /"J"  =^  43".  Es  leuchtet  sofort  ein,  dass  8',  d"  viel  genauer 
mit  Vernachlässigung  der  /"'"  bestimmt  werden  können  als  «',  cc".     Um  den  Fehler  in  «' 

abzuschätzen,  hat  man  -^  =  66"  mit  /'ä  =  193"  zu  vergleichen.    Es  ist  also  der  Fehler 

in  «'  etwa  gleich  1/3 «'.     Um  den  Fehler  in  «"  abzuschätzen,  hat  mau 
r^--r,  /^L"  ^  0,92  fT 
3         t  3     3,5 

zu  vergleichen.  Es  ist  also  der  Fehler  in  u"  etwa  gleich  '  ^ «".  Ganz  ebenso  iindet 
sich,  dass  der  Fehler  in  d'  nur  etwa  gleich  '/jseo^'  ""<^  derjenige  in  d"  nur  'leo^"  ist. 
Wegen  des  grossen  Fehlers  in  a'  könnte  man  nun  schliessen ,  dass  es  nicht  der 
Mühe  werlh  sein  wird,  eine  vollständige  Elimination  der  Parallaxe  vorzunehmen.  Ueber- 
haupt  wird  zum  Zwecke  der  Darstellung  der  Beobachtungen  eine  solche  Elimina- 
tion nur   äusserst  selten  angebiacht  sein ,   wie  auch    an  diesem  Beispiele  noch  besonders 


36"  mit  fa  =  277" 
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klar  ^oinacht  wortloii  wird.  Hcdenkt  nmn  ji'tlocli,  iIoms  die  f„  r.icmlich  klein  nind  und 
diut«  für  fa'  ein  verh.'UlnisHniUMsi^  oolir  grusHer  Wertli  angononiniun  wurde,  so  int  i-h 
nicht  au8<;e8chloMHi>n,  daM«  die  Gonuuigkeit  der  H.ihn  doch  durch  die  l'arallaxcneliniinii- 
tion  erIWiht  werden  kann,  obwotd  ein  ilentrtige«  UeBultat  bei  enitcn  liahnbcRtimnunigen 
wegen  der  erforderlichen  Muhraibeit  fuHt  .iuM8chlie8Hlich  von  thoorotiHcher  und  nicht 
von  praktiHcher  Wichtigkeit  iMt.  Es  wird  aber  hier  ausserdem  bo/.weckt,  die  >tethode 
der  l'arallaxeni'liininalion  aui^füiirlich  xu  erläutern,  und  ea  sollen  daher  zunächst  die 
nllgeuieinen  l'aralla.vonfactoren  nach  der  Anmerkung  1,  S.  999  berechnet  werden.  Die 
dabei  erfordorliclu-n  Mondcoordinaten  Kiinl  .Ion  American  EphenicriH  inid  Nautical  Alinanac 
entnoninuMi   worden. 

Heri'ohnung  der    baryoentrischen    Paraliaxenfactoren ,    sowie    der    lieductioucn  ^i  X, 
Ji  1',  J^/.  der   Sonneucoordinaten  auf  den  Schweriiuukt  des   Erde — Mond-Systems: 


Gr.  il.Z.  . 
n 

"d    ■    ■ 

<r. 

cos  J(£ 
cos  0(j       . 

log ./,  X. 

»in  «jf 
log  Jy  y  ■ 

sin  <t(,  .  . 
log  J,X  .    . 

colog  cos  J . 
cos  if.  .  . 
siii(u  —  a^) 

togPaP"    • 

sin  d^  .  . 
cosd    .    .    . 

log!    .    .    . 

COSiff,       .     . 

sin  <f  .  .  . 
cos  {ii  —  «(.) 
loqll.  .  . 
Snb.  .  .  . 
log\--:     . 

^09Piem   ■ 


i:''46"' 

94* 24' 
251  14 

10'' 59'" 
94°  30* 
307  33 

iS''o8"' 
94*31' 
348  59 

+  38*06' 
—  12   49 

+  41*12' 
—  33  31 

+  43*26' 
—  10  24 

203"  iC 

146*57' 

105*32' 

9.9646 

9.9623 

9.9928 

9.5075.. 

9.7849 

9,9919 

4.9664 

5.2415« 

5,4790« 

9.9646 

9.9623 

9.9928 

9.9763» 

9,8992» 

9,2812« 

5,4352 

5.3558 

4.7683 

g.5886n 

9.6010« 

9.256s« 

5.0829 

S.09S3 

4,7508 

0,1041 
9,9646 

0,1235 
9.9623 

0.1390 
9,9928 

9.5948» 

9.7367 

9.9838 

0,4722» 

0.6312 

0.9243 

9.5886. 

9,6010« 

9,2565» 

9.8959 
9,4845.. 
0.9646 

9.8765 

9.4775» 

9.9623 

9.8610 
9,1175« 
9.9928 

9.7903 
9.9635« 

9.8187 
9.9233» 

9,8373 
9,4278« 

9.7184« 

9.8535 

9.3380» 

9.7043» 

9,8362 

9.3137» 

9,2579» 

9.5817 

8,6992« 

0.1467« 

0.1224« 

9,5079» 

Die  geocenlrischen  rarallaxenfactoren  wurden  direct  aus  der  „Table  of  the  Sun's 
l'urallax  in  U.  A.  and  Declination",  Publioations  of  tho  Lick  Obscrvatory,  vol.  I,  S.  262, 
mit  den  Argumenten  „Stundenwinkel''  und  „Dcciination"  entnonimeii.  Es  sollen  nun 
die  geocenlrischen,  die  baryoentrischen  und  deren  Siinune,  die  allgemeinen 
rarallaxenfactoron,  übersichtlich  zusammengestellt  werden: 
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PaV    ■ 

pT  y,„ 

Pöl>    ■ 


—  6;'8i 

—  J,  97 

—  9.78 

4   1.37 

—  1,40 

—  0,03 


—  7'/86 
+  4,28 

—  3,  58 

+  1,  SO 

—  1,33 
+  0,17 


—  5782 
+  8,40 
4  2,  58 

+  0,00 

—  0,32 

—  o,  32 


Wären  jetzt  die  geoceutiischeii  Distauzeii  des  Kometen  bekannt,  so  würde  natur- 
geraäss  der  Parallaxe  dadurch  vollständig  Rechnung  getragen  werden  können,  dass  man 
mit  Hülfe  der  obigen  allgemeinen  Parallaxenfactoreu  die  Beobachtungen  auf  den 
Schwerpunkt  des  Erde — Mond-Systems  reducirt,  sowie  gleichzeitig  die  Sonnencoordiitaten 
durch  Anbringung  der  oben  berechneten  Gorrectionen  ^1  X  etc.  und  die  Geschwindig- 
keiten der  Sonuencoordinaten  durch  Anbringung  der  Geschwindigkeiten  (z/j  X)'  a\if  den- 
selben Schwerpunkt  bezieht.  Dieses  Verfahren  würde  zu  denselben  Resultaten  führen, 
wie  die  hier  vorzunehmende  vollständige  Elimination  der  Parallaxe. 

Nun  ist  aber  sofort  ersichtlich,  dass  selbst  für  kleine  geocentrische  Distanzen  die 
p,  die  Beobachtungsfehler  an  Grösse  nicht  übersteigen.  Man  könnte  daher,  ohne  die 
Genauigkeit  zu  schädigen,  in  den  folgenden  Rechnungen  der  Parallaxenelimination  die 
p^Q  kurzweg  der  Null  gleichsetzen.  Ausserdem  sind  hier  auch  die  Unterschiede  der  paQ 
constant,  nämlich  gleich  6",2.  Daher  könnte  man  alle  von  den  zweiten  Differenzen  der 
p  Q  abhängigen  Glieder  in  der  Parallaxen eliraination  ebenfalls  der  Null  gleichsetzen. 
Diese  Abkürzungen  sind  aber  im  Folgenden  unterlassen,  da,  wie  oben  bereits  bemerkt 
Avurde,  hier  bezweckt  wird,  den  Rechenmechanismus  der  vollständigen  Parallaxeu- 
elimination  ausführlich  zu  erläutern. 

Vorerst  aber  soll  noch  der  Einfluss  der  Parallaxe  auf  die  Genauigkeit  von  z  ab- 
geschätzt werden.  Zu  diesem  Zwecke  berechne  mau  gleich  jetzt  die  imter  A  II  an- 
gegebenen Werthe  von  «',  ö',  «",  d",  sowie  den  unter  A  III  angegebeneu  Werth  von  N. 
Die  drei  Glieder  von  N  sind: 

N  =  0,0000  +  0,4995  +  0,0041. 

Ausschlaggebend  für  die  Genauigkeit  von  N,  und  daher  von  — ,  ist  also  wieder  das 

zweite,  von  «"  abhängige  Glied.  Da  nun  aber,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  zweiten 
Differenzen  der  pa  Q  gleich  Null  sind,  so  würde  die  Genauigkeit  von  e  nicht  beeinflusst 
werden,  wenn  die  vollständige  Eliraination  der  Parallaxe  unterlassen  würde.  Da  der 
Fehler  in  «"  etwa  gleich  Vs ""  ist,  so  wird  also  der  Fehler  von  N  ebenfalls  etwa  ''■/gN 
sein,  worauf  wir  später  noch  zurückkommen  werden. 

Die  weitere  Rechnung  nach  Anmerkung  1,  Seite  999,  stellt  sich  wie  folgt: 


cos  (J'  .  . 

sin  a  .  . 

logl.  . 

sin  ef .  . 

cos  n .  . 

log  II  . 

Add. .  . 
log  Jj  A' 


1 

2 

3 

9,8959 

9,8765 

9,8610 

9,9987 

9,9987 

9,9986 

5,5703.1 

5,U50n 

4,9571 

9,7903 

9,8 187 

9,8373 

8,8849» 

8,8946.1 

8,8962. 

1,8645 

-',6406,. 

2,9270 

9,9909 

0,0015 

0.0040 

5.5703,1 

5,ll65n 

4,9611 
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i 


CO»  J 

'(.S'l-    ) 

9,8765 

()»'  .  ■ 

ro.»ie 

''.'■■■  ;■'.. 

8.8046, 

H,'-  y  .„ 

log  1 

;,;   '■- 

:  ni'^o 

3.*)  547 

flu  if 

'  ;  / 

.  ^ .H7 

9.8373 

»in  n 

1   ■  /S7 

9.9986 

log  II 

.•.'':^  .1 

.1.7447 

i          4,0294« 

Sab. 

i-t-' 

9,9273 

9.695 

logj. 

\ 

•t4:"7» 

3.6720« 

3.5497« 

logj. 

/ 

J.o'^5.' 

3.8038» 

1          4.0545 

logJ^ 

\ 

A/y^'A 

5.3415« 

54790« 

loa  J, 

\ 

5.5703» 

5,1165» 

4.9611 

Add. 

';.8757 

2430 

9.8430 

logj 

A 

S44Ö0,. 

54845« 

5.3220« 

hg  J^ 

1 

5.4352 

5.3558 

1         4.7683 

loil  J, 

1 

4.4707.. 

3.6720« 

3,4597» 

Add. 

9.9501 

9.9909 

9,9781 

liig  J 

1 

SJ8S3 

1         SJ467 

4.7464 

logj, 

/ 

5.0829 

5,0953 

4.7508 

logj, 
Add. 

/ 

3/>852 

3.8038« 

4.0545 

43 

9,9772 

1               796 

log  J  /. 

^X>&12 

5.0725 

4J8304 

/■ 

A 

)./.    ,■-=- 

hgJ, 
log  l 

V 

4.9011 
5.5597 

3.5497« 
4.1483« 

4^»545 
4.6531 

log  J, 

V 

5.5703« 

4.4707« 

3.0852 

lo,l  II 

6.0543» 

4.9547» 

3.5692 

Add. 

9.8324 

0,0630 

0.0345 

log  Zuliler  . 

5.8867« 

5.0177« 

4,6876 

logj. 

P 

5.U65« 

3.6720» 

3.8038« 

log  N 

snner  . 

5.9626« 

4.5l8ln 

4.6499« 

log  (./ 

p 

■fl)    . 

9,9241 

0.4996 

0,0377« 

Snb.  . 

9.2810 

9.8347 

0.2825 

log  lip 

9.205  In 

0,3343 

0  52n». 

1 

log  .'■!- 

9.5001« 

logj 

,  1', 

3.6720» 

log{X.) 
log  J,  X, 

log  ^  <>y     . 

0.6353 

logj 

•HU  (1                 .     . 

6.7540» 

-,i  ]"~.. 

log  2il,    . 

0.621.'» 

lo<iI.    . 

4,1556 

log  l  ■=  loij  i 

(/.•)•  . 

O.OJIO 

lg  (I 
(1    . 

9,6902« 
333*54' 

lo-g(Y> 

logJ.l, 

9.9539» 
3.6720» 

log  r,  r. 

7.553: 

.M>l  <l 

9,6434« 

loqll   .    . 
Aid..    .    . 
log  Sumiiie 
log(Z,)     ■ 
loqJ,Z,  . 
log  III.    . 
Add..    .    . 

3.6249 

log  II 
Add. . 
log  [  J 
logJ,\, 
logj  cos  u 

l.95-'4« 

9.9949 

1.9473» 

5.1165« 

7.0638 

CO^'l 

logj 

logt 
Add. 
loff  [ 

/    . 

9.9533 

".UO() 

0. 1 1 2 1 

'l'> 

log  II   .    . 
Add..    .    . 

3/J816 

logj 

,Z, 

loq  Zähler 

4  .,,-■.■ .' 

O/XO4 

logj 

tgd 

.^-,H) 

/oi/(ß). 

<J,W.50 

log[].    . 

3.0820 

tgd 

-.7603 

log  J,  if. 

4.3292 

Nacl 

Aninei 

kling  2.  S. 

9ft9: 

.\ 

- 

-O,10'1387 

3           —  1  '.0502684 

./  A 

03c 

5            —             0210 

(A) 

-0,109417 

8           —  0/)502894 

>    . 

0,89717? 

3         —0,9010560 

jY  . 

022 

2 

-t-             050 

(1) 

0,897157 

1 

—  0.90 105 13 

X  . 

0,389197 

4 

—  0,3908799 

A7.   . 

\-              OIJ.- 

4-           Oll 

8 

4-          068 

(^) 

—  0.3853052 

—  OJ89185 

6         —0,3908731 

A    . 

.•oj"oj'4;;' 

5 

U    .   .   .    —2 

3°1T'40'.'5 

(70  =  c 

.0. 

84038 

lhcor«U«rb«  Aatronomi«. 
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A  IIa. 


loga! 
log  u" 


8,148227 
9,568359.. 


log  ä' 
log  ä" 


9,883022 

9,932l62n 


log  (ig  ä)' 
log  {tg  äy 


0,130182 
9,468466 


Nach  Anmerkung  4,  S.  999  (P  =  X,  T,  Z): 


(jpy 


(jxy 


(jyy 


(jzy 


(-^■P)3 


(jp),-{jp),. 
{jp),-(jp),. 


log[(JP%-{JP),] 
logl(jP),~{JP),] 


logiJPYi 
logiJPy^ 


Q. 


log  (t 
logl.    .   . 
log(t,-t,) 
log  II  .   . 
Add..   .   . 
log  Neimer 
log  (JPy 


-  0,0000210 
0305 
0279 

0,000009s 
026 

4,9777 
4,4150,1 

4,4937 
3,8164.. 

0,4840 

4,30O4„ 

0,5986 

5,0923 

9,9235 

5,0158 

5,9341 


-1-0,0000055 
-f-  0222 
+      0243 

—  0,0000167 

—  021 

5,2227n 
4.3222„ 

4,7387n 
3,7236n 

0,4840 
4,2076« 
0,5986 

S.3373>. 
0,0311 
5,3684« 
6,286711 


-i-  0,rHX>OiD08 

-r         0118 
-j-         0122 

—  0,0000050 

—  04 

4,6990n 
3,602i„ 

4.2150n 

3,0035« 

0,4840 
3,4875« 
0,5986 
4.8136« 

0,0200 
4,8336« 

5,7519« 


A  III  a,e. 


logn 9,468722 

log  C\ 9,631002« 

log  Ci 9,297910 

läge 9,972105« 

V 1  is9''4i'o;'o 


logs 9,540590 

logr 9,666908« 

log'P 9,787231,, 

log  — 9,616567« 


logX 
logx. 
loga^ 
log  a,, 

log  II : 


9,702125 

9,672183» 

8,26537s 

9,616387« 

9,994487 


Nach  Anmerkung  1,  S.  1000: 


a  —  a 239°  24' 

log  Ci 1     0,0093« 

logcj 9.9349« 

logj ;     7,iio6n 

logjc^ 7,0455« 

colog2 9,6990 

log  Summe  .    .    .    .  j     6,7445« 


logr.   .  . 

colog  y .  . 

loa-     ■  ■ 

y  y 

log  Zähler 

colog  'I'  . 

logß.    .  . 

loga'     .  . 


9,6669« 
0,0744 

9,7413 

0,1907 
0,2128« 
7,1480« 
8,1482 


logl 8,1575" 

logc, 9.9349« 

logitgdy     ....  0,1302 

log  II 0,0651« 

Add 0,0053 

log[  \  0,0704« 

logj/^ 7,4084 

logJx 7,4788 


[P]' 


logP>.   .  . 

log(JPy  . 

Add.   .   .  . 
log  Summe 

logUI  .  . 

Add.   .    .  . 

log[P]'  .  . 


[y 


0.004015 

5-9341 
037 

0,004652 

6,0426 
048 

0,004700 

A  IVa. 


8,994638,, 
6,2867« 

0850 
8,995488,, 
7,1467« 
0,006109 
9,001597,1 


[Z]' 


8,632210« 
5,7519« 
0572 
8,632782« 
7,0903« 
0,012278 
8,645060« 


loga^ 9,812094 

logh I    8,094215 

log  G- I    0,014480 


9" 1,64537 

P' ;  +  0,01945s 


'' +  3.23519 

c* I  —0,957246 
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Da  /.'  ^--  0,  e  <  0,   und   <•  >  12.')»  16'  i»t,  bo  int,    nach  Autnerkun;^   1,  S.  46R,    nur 
tinc    |iara)>olischc'    Innung   inOglich.      Die   graphiBche    L<)8ung   crgielit  r  ;—  0,ß28992. 

Mit   (Kiu  obou   UereiU  angogubcnen   Werthe    von    x  Ihidot   Bich  —  =  1,50067  und  Boniit 

m 
.^  :r^  0,5(151.    Ks  cntB|irici)t  nun  in  der  Tafel  XVI  eine  Aenderung  von  0,Ul   in  r  einer 

Aenderung  von  (),tll5  in    -  •     Dem    ITntunjchiedo    e  —  "t  =■  0,124    euUpricIit    aUo    eine 
m  ' 

UnBicheiiu'it  von  0,11).  Es  wurde  aber  oben  gefunden,  dass  die  Uusichorheit  in  .^gleich 
/  ^V  ist,  und   d:i         ilciii   Wertlie   von   X  iiniiiorlioiial  ist  und  keine   weitere  Unsicherheit 

in  der  Herecbnung  von  —  eintritt,  so  ist  die  duroh  VeruachlÜBsigung  der  /■"'  in  —  ver- 
ursachte l'nsicherheit  etwa  ^  •  — ,  also  etwa  =^  0,19.    Die  parabolische  Losunc  fällt  also 

noch  gerade  auf  die,  durch  die  Vernachlässigung  der  /"„"  gesetzte  yicherheitsgrenze,  und 
es  ist  kein  Grund  vorhanden,  an  dieser  Steile  die  parabolische  Lösung  zu  verwerfen. 
Interjiolirt  man  aber  den  Werlh  von  .-  für  die  allgemeine  Lösung  aus  der  Tafel  XVL 
so  erhält  mau  r  =  0,4283.    Der  Unterschied  zwischen  der  parabolischen  und  allgemeinen 

lAisung    erfordert    also    eine    Unsicherheit    von    0,30   in  —     Dieser  Werth,   welcher   die 

m 

Grenze  0,1 'J  weit  übersteigt,  könnte  nur  dadurch  berechtigt  sein,  dass  der  für  /""'  sehr 
gross  angenommene  Werth  dennoch  zu  klein  wäre.  Man  wäre  also  jetzt  berechtigt,  die 
Parabel  zu  verwerfen.  Anstatt  dies  jedoch  zu  thun,  sollen  beide  Losungen,  die 
parabolische,  und  die  allgemeine  durchgeführt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  ist 
iiacli  der  Anmerkung  1,  S.  1001,  noch  (m)  zu  berechnen,  und  der  der  Tafel  entnommene 
Werth  von  i  mit  Anwendung  der  Differentialformel,  Anmerkung  1),  S.  1001,  zu  ver- 
bessern.    Alan  erhält  dann 

1 

(»') 


log  (ih)  =  9,826358, 


1,49156, 


0,436426. 


Kll,|. 


•;ih|.: 


loija  . 

lo'jei 
lo'je, 

loij  I, 

lui)  X  . 

loij  \J  . 
I'in:  ■ 


9,667811 

9.7840 

9.7973 

8.719590 

8,834133 

8.862764 

0.1 3389-" 


9.500343 

9.6:?55 

9,638s 

8.719593 

8.834135 

8,924634 

0.086000 


lo(i  j' 

logt/ 
logt'  ■ 
loq  r  . 
logr" 
log  g* 
log  1/(1 
logp. 
U.n  (- 


o.'"ioia5i.i 

8.963922n 

9.702 15? 
0,198329 
9.109027 
0,102701 

0,493657 

0.000000 


0.00  J  1.1 5« 
8.521245n 

9.560137 
0,144504 
^931513 
0,058005 
9.463940 
0,344233 

0,35-^737 


l'arHiiel 


Ellipse 


9,999849 


9.999781       I  logg. 


■  ■  8,83404  7  n 

■  .  .   8,719540 

(O—C)   Ellipse'). 


8,83401  ;?n 

8,719520 


<t         .      .  ,1  .  .  >-  s 


')  Wegen  eine«  Feblent  in  der  im  Lick  Obsarvatory  Biillotin  Nr.  179  vcröffentliohten  Original- 
reclinnng  ist  diese  Darstellung  der  Beobachtungen  eine  bedeutend  bessere. 

lai* 


—     lOU     — 

Wie  oben  bereits  im  Voraus  entschieden  wurde,  ist  die  Darstellung  der  Beobach- 
tungen durch  die  Ellipse  (allgemeine  Lösung)  bedeutend  besser  als  durch  die 
Parabel.  Da  die  Unterschiede  B  —  R  für  die  Ellipse  für  den  ersten  und  dritten  Ort 
durchweg  entgegengesetztes  Zeichen  haben ,  so  können  diese  Unterschiede  der  Haupt- 
sache nach  durch  willkürliche  Aenderung  von  x',  y',  s'  entfernt  werden,  so  dass  man  die 
Anwendung  der  Formeln  der  Bahnverbesserung  in  diesem  Falle  gänzlich  vermeiden 
kann.  Es  soll  diese  einfache  Verbesserung  jedoch  hier  nicht  vorgenommen  werden, 
sondern  die  unverbesserte  Bahn  soll  weiter  unten  als  Ausgangsbahn  für  eine  zweite 
Bahnbestimmung  aus  längerem  geocentrischen  Bogen  dienen. 

Um  näher  zu  erläutern,  was  nun  in  diesem  Beispiele  durch  die  Parallaxenelimination 
erreicht  worden  ist,  sollen  die  obigen  Resultate  mit  denjenigen  verglichen  werden,  welche 
man  erhalten  hätte:  1.  mit  vollständiger  Vernachlässigung  der  Parallaxe;  2.  wenn 
die  Beobachtungen  etc.,  wie  oben  angedeutet  wurde,  im  Voraus  durch  Anbringung 
der  allgemeinen  Parallaxe  auf  den  Schwerpunkt  des  Erde — Mond-Systems  reducirt 
worden  wären.  Im  letzteren  Falle  sollten  die  Resultate  mit  den  durch  die  Elimination 
der  Parallaxe  abgeleiteten  innerhalb  der  durch  die  Stellenzahl  der  Differenzen  der  « 
und  ö  gesetzten  Sicherheitsgrenze  übereinstimmen.  Im  ersteren  Falle  ist  ein  Unterschied 
zu  erwarten:  a)  in  z  (und  daher  in  x,  «/,  z)  wegen  der  durch  Anbringung  der 
Correctionen  z/Xj  etc.  an  die  mittleren  Sounencoordinaten  bewirkten  Elimination  der 
Parallaxe  (während  die,  von  den  jjjp  und  von  den  zweiten  Differenzen  der  paO  abhängigen 
Glieder,  wie  oben  im  Voraus  gezeigt  wurde,  ohne  Einfluss  sind);  b)  in  x\  y\  s  wegen 
der  Elimination  der  ersten  Differenzen  in  ^aQ ■,  welche  constant  =  6"2  waren.  Beide 
Unterschiede  können  aber  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  Darstellung  der  Beobach- 
tungen haben,  da  der  mittlere  Ort  stets  genau  repiäsentirt  ist,  selbst  mit  fehlerhafter 
geoceutrischer  Distanz,  und  da  weiter,  bei  der  Darstellung  der  beiden  äusseren  Oerter, 
die  Geschwindigkeiten  mit  den  Zwischenzeiten  multiplicirt  werden.  Kleine  Aenderungen 
der  Geschwindigkeiten  können  daher  nur  bei  langen  Zwischenzeiten  Unterschiede  in  der 
Darstellung  der  Beobachtungen  hervorbringen.  Stellt  man  nun  die  entsprechenden 
Resultate  für  die  drei  Arten  der  Bahnbestimmung  zusammen,  so  wird  man  die  eben 
gezogenen  Schlüsse  vollständig  bestätigt  finden,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  wii-  es 
hier  immer  noch  mit  unverbesserten  Bahnen,  d.  h.  directen  Lösungen,  zu  thun 
haben,  imd  dass  die  absolute  Grösse  der  Unterschiede  B  —  Ji  nicht   in  Betracht  kommt. 


Parallaxe  Parallaxe  Parallaxe 

vernachlässigt  eliminirt  im  Voraus  angebracht 


0,4383  i  0,4364  I  0,4371 

Die  beiden  letzteren  Werthe  von  z  stimmen  miteinander  vollständig  innerhalb  der 
unvermeidlichen  Unsicherheit  der  Lösungen  überein,  wogegen  bei  Vernachlässigung  der 
Parallaxe  z  um  0,0084  von  dem  Mittel  der  beiden  anderen  Lösungen  abweicht.  Auch 
dieser  Unterschied  ist  unbedeutend,  würde  aber  grösser  gewesen  sein,  wenn  hier  nicht  zu- 
fällig die  ersten  Differenzen  derjJuß  konstant  und  die  jjjp  nicht  sehr  klein  gewesen  wären. 


0—C 


(")  '  (6)  '  (c) 


-f  U"  -13"  -12" 

—  36  —38  -38 

—  8  —    7  —    6 
-f  17  +15  +14 


—    nur. 

Dil!  Darelolliiiiy  <1it  Kfobaühtiiiigfn  iMt  «Iho  wugiüi  i\vr  kurr.eti  ZwiHclicn/x'iU-n,  wiu 
olicii  vorniislK'Httiiitnt  wurdis  faxt  iliu  gluiohu  in  «iuti  drui  Kiilicii;  vergleicht  iiian  aber  die 
Miilincii  mit  der  füllenden  B|iiltereii  Hoolmchtuiig,  dureu  Abatniid  mehr  alH  '2<  ,  Monate 
von   der  E|ioclii'  betraft: 

l'.tIO  Mir/.  3,477'J6         «  (app.)   111M.V51"         d  (a|.|..)  +52<'54'42"   (Kambaiid- Algier), 
»o  erhalt   man   foijjeiide   l'iiterMchie<le,  U  -  U: 


a<> 


+  6.5 


—  3,4 

—  2,0 


Die  Unterschiede  (5)  und  (r)  stimmen  innerhalb  der  Unsicherheit  der  ans  kurzen 
Ititervallen  bereohneten  Hahnen  miteinander  übereiu  imd  sind  bedeutend  kleiner  als  di<.-- 
jenigen,  welche  unter  (u)  bei  Veinachlässii^ung  der  Parallaxe  erzielt  wurden. 

Mit  der  vollständigen  l'arallaxenelimination  erzielt  man  also  auf  jeden  Fall  eine 
genauere  Ephemeride.  Da  aber  jede  erste  Bahnbestimmung  mehr  oder  weniger  unsicher 
ist,  und  man  stets  eine  solche  Bahn  auf  Grund  längerer  Intervalle  verbessern  wird,  so 
ist  dieser  Vortheil  hauptsächlich  von  theoretischem  Interesse,  und  ist  demselben  nicht 
zu   viel  Gewicht  beizulegen. 

Die  zweite  Bahnbestimmung  (Bahn Verbesserung)  beruht  auf  den  folgenden 
Beobachtungen,  welche  bevcils  :i'if  den  J.ahvesanfaiig.  einschliesslich  der  Aberrations- 
glieder, reducirt  sind: 


Cr.  M    / 


U'>' 


lir..l.i.cliier 


1909  Dlc.     T-u^Jio    I      O4''o9'3i;'4      I    ;    34"44'.2l!5    1   Barnani-Verkes 

1909  Dec.  18.75589         943046,4        +43  25  59.3       Aitkcn-Lick 

1910  März  3.4772f>    |    111   14  26,1         +  5.J  54  37.-'       RambauJ-Algier 

Der  mittlere  Ort  stimmt  mit  dem  dritten  Ort  der  ersten  Bahnbestimmung  überein, 
so  dass  verschiedene,  zur  Bahnverbesserung  notwendige  Werthe  direct  der  ersten  Bahn- 
bestimmung entnommen  werden  können. 

'     "riliiiateu  der  Sonne   (I909.f'i 


/ 
// 

;// 


o,O50.'084 
0.9458691 


-0,0010569 
-0.2734153 


—  0.3:93587 

—  0,3908799 

—  0,U86o87 


Nach    theilweiser    Elimination    der    geocentrischen    I'aralla.ve    erhalt    man    folgende 
Wert).-    fiir    .li,- 

'1er   Sonne    (k») 


I 

II 

III 


-  0,050^888 
f  0,9458926 


—  u,b74.v'5" 

—  0,9010553 

—  0,J734097 


—  0,3908799 

—  0,1186062 


Ganz  wie  im  dritten  Beispiele  ist  ein  Ausgangswerlh  für  logg  der  ersten  Bahn 
zu  entnehmen  und  Ausgangswerthe  fiir  x  y'  e  aus  den  Constanten  für  den  Aeipiator  zu  be- 
rechnen, und  zwar  ist  es  ganz  einerlei  für  die  vorliegenden  Zwecke,  welche  der  obigen  drei 
Bahnen  für  die  Ausgangswerthe  herangezogen  wird.    Wie  im  dritten  Beispiele  hat  man: 
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logg I    9,651336 

logx [    8,486963 

logy 1    0,088284 

logs 9.844430 

logr 0,149544 

£, }o3''28'38;'4 

E, 32  14  38, 1 

logt\ 0,144677 

logr^ 1     0,242785 


log  x' 
log  y' 
log  t' 
log  r' 


O,0026o8n 

8,732781» 

9,561878 

9,0+8453 


2r/3- 
Jog  Vi 

log  n 


—  04° 02  52, 5 
+  24  43  07,  5 

j     8,983296« 
1    9.76S817 


V +15''35'48;'4 

E 4-07  31  30, 6 

M I  -(-02  SO  00, 9 

,u 496"138 


VI". 

%/■, 9,997141 

logfl ;    9,880218 

loggi I   9,27976411 

log  g:i I    0,075722 


(0-C). 


1             1             3 

J  «        .                ... 

—  oi;'5 

+  00,3 

'     +319','4 
—  73.-.  8 

,X(f 

Diese  Uuterschiode  entsprechen  also  wieder  einer  intermediären  Ausgangsbaiin, 
deren  Constanten  «j,  d^  nnd  die  obigen,  auf  Grund  der  ersten  Bahnbestimmung  an- 
genommenen Werthe  von  p,  .t',  ?/',  /  sind. 

TU. 


löge  .  .  . 
log  R  cus  </' 
Sub".  .  .  . 
log  Zähler 
log  r  .  ■  ■ 
cos ß  ■  .  ■ 
logx' S  .  ■ 
logy'ri  .    . 


0,651336 

9,962755» 

0,172656 

0.135411 

0,149544 

0,985867 

8,41087 

8,24381» 


Add.  .  .  . 
log  Summe 
loqz'C  .  . 
Add.  .  .  . 
log  Zähler 
löge  ■  ■  ■ 
log'P  .   .   . 


9,67128 
7,91509 
9,05049 
0,03069 
9,oSii8 
9,65134 
9,42984 


logi  . 
log  I)  . 
logC    . 

log  S/e 

log  n/e 

logC/e 


8,40826» 

9,51103 

9,48861 

8,75692» 
9,85969 
9,83727 


log  '/=  .... 
logyf/2a  .    . 

Sub 

log  y?  .... 

log  ]  2  cos  ß  Yi 

Vi" 
log  -^  cos  ß  yj 

Add.  '.    .    .    . 

log'l'i     .    .    . 

log  2ryiy'f    . 

r  r'  }'f 
Jog  —7^  ■   ■ 

1/2 

Add 

log  Summe   . 

?Og-T       3        .     . 

Add.,  Sub.  . 

log{)    .   .  . 

Jogy'i  (  )  •  • 

log  r^  y,-  .   .  . 

Add 

log[]    .    .  . 

cologr^r    .  . 


7.96659 
7,09596 
9.99946 
.  9,99973 

0,13611 

1,15281» 

9.99170 
1,14451» 

9,43360« 

7,01407 

9.99835 

9431951. 

9,60732 

9.69679 

9,12874 

9,12847 

9,12798» 

7,05000 

6,17798 

9.70578 


9,53163 
8,66100 

9,97963 
9,98982 

0,12620 

0,36038 

0,04819 
0,40857 

0,20621 

8,57911 

0,01013 
0,21634 
0,43S60 

9,81741 

0,03375» 

0,02357» 

0,00860 

8,54500 

8,55360» 

9,60768 


og  a  ;;   .  . 

ogMi    .  . 

rr' 

09— 7i  ■ 

og  fzr  y1 . 
Add.  .  .  . 
og  {)    .    . 

og  Yi  ■  ■  ■ 
cologi\  .   . 

og  rf/fi  (  ) 


og  Yr 

og  YV^i  ■  ■  ■  ■ 
og  (1— r?/'-,)  •  • 

og^i 

'og+uii  —Yi/^i) 

oggt 

Sub 

og  0 

og  3/2  () .  .   .  . 

Add 

og[] 

og  Xi 


9,55290» 
5.43666 

7,88027» 

0,29979 

9,99835 

0,29814 

6,94990» 

9,85532 

7.10336» 

7,96659 

7,82191 

9,99711 

9,28072 

9.27783» 

9,27976» 

7,64800 

6,92583 

7,10192 

7,52000 

4,62192» 

5.19152 


0,33542 
8,49670 

8,66279 

0,28988 
0,01013 
0,30001 
9,29746 
9,75722 
9,35469 

9,53163 
9,28885 
9,90609 
0,10900 
0,01 509 
0,07572 

9,17554 
9,10063» 

Q,36672n 

8,44850 

7,80319» 

8,37279 


—      IIMT 


?  =  «.*. 

ioj;  p'ry,  .    .    . 

'"•/  I J  P  yj  •   • 

AdJ 

log[].    .    .    . 
log  yf  •   ■ 
eulog r^r  . 
l,»l  gp.  . 


/..<;  p'  S, 
Add..    . 


loij   J  lllj), 

log  i>  Y* 

lo<iII  . 
log  III. 
log  JV  . 

1-  /  .  . 

+  //  . 

•  ///  . 
t  /!' 


8.637-'!  I   0.23853 

O.JIQTS  0,00184 

O.J55.M  i>..'40.n 

<),<M9qo«  0.04990« 

9.70578  j   9.70578 

5,910881.  6,89605* 

j.<)-'36;  j  5,5^494 

5.19413"  I  3.9-J430I. 

9,97606  I  9.98897 

5.17019m  '  5,51391 

/V.     I     /.. 
8.75406n  I   9.85683 

5,4-1.'-'«  j   5.81494 

6,45355  I   8,05487 

5. 15800»  '   5.50I7J 

6,14033  -.74165 

7,055  9  8,04056 

—  0,0567625    +0,719167 

—  0144  4-  032 
-\-  01381  ,  +  05516 
-r   011360  +  ,010979 

—  0,0555028 !  +  0,735694 


S,:44,1I.i 


o.scr.To 


9.99468 

9,97767 

9,97235 

0,94990« 

9,70518 

6.62803 


5,28100 
4,75340 
0,11284 
5.39393 

9.83441 

S.69496 
7,81102 

5.381-4 
7.49-80 
7.77254 

+  0,682983 
+  024 
4-   03146 

-i-  05923 
+  0,692076 


0,01707,. 

8,62730 

9.97717 

0.8<>5I4.. 

9,29740 

9.60768 

8.80028« 

"•„ 

6,98366 
8.3754O11 
9.98201 
8,35741» 

8,63714» 

8,65844» 
8.01859 

8,34522« 

7,7053- 
9,20885» 

—  0.0433650 

—  ,0221421 
+      050742 

—  0,1617520 

—  0,222185 


9,Ou7oti 
9.12219 

"•v. 
8,58498 
7.10557« 
9.98536 
8.57034 

9.73991 

8.87137 
9.61991 

8,55815 
0,30660 
9.53076 

4  0.549425 
+  .036154 

4-  0,2026-'.t 

+  0,33943  ft 
-1-  1,127641 


»7724 
'>8477 


y.0u7O8 
9,00744 


8.34113 
7,93467 
0,14371 
«48484 

f., 

0.71749 

8,78587 
9.37606 

847265 
9.06284 
9.41601 

4  0.521788 


4  0,02707. 

0.0^.74.' 


/();;.<iii  <!  0.00880 

COgn.    .  8,86051« 

sinif.    ...  9.75573 

C0.11J 9,91476 

log  COS  a  fyf     ....  8,72721« 

logsinnfi-      ....  8,74317» 

Sub 8,57325 

'«'/  [  ] 7JOO46 

log  I  =  log  I /(>•  (   ]   .     '       7.66609 

'".'/P,     ■  9.63437 

'".'/',',*    •  9,26874 

'"!/  Pa  e,  S.4589« 

lologQ*  0,73126 

log  II')  6,10492» 

Add. .    .  9.98791 

log  Af,  7,65400 

log  CO»  tt.g^^    ....  5,75656 

Ion  Hin  tt  .  rj ,  ^  5.90974» 

Sub.  .    .  0,23110 

')  c(.  dl.'   .\iiin...rkuiig  S.  102!». 


ij.i>i045 
9.55905» 
9.90184 
9.78037 

0,61122» 

9.3l6l0n 

9,9«708 

9,30414« 

9.27979» 

0,02435 

0,04870 

S.S990 

9,95130 

5.33067 

9.99995 

9.27974» 

8.68124» 
8.76973» 
9.35411 


H  IJ 

'"9  ^m 

log  cos  «  .  »ly,    .... 

log  sin  « .  »ix,  .... 

Sub 

lo'j[\ 

Ifxj  Amf 

log  sin  a./],,  ■  ■  ■  ■ 
log  cos  (t  .fxf  ■  ■  ■  ■ 
Add 

WO 

log  sin  <f  (  )    .    .    .    . 

logcosä  fij 

Sub 

log[] 

log  I  =  log  !/(?,[]. 

logPiQi 

logir)  =  logp^Qf/Qf 
Add..    .    . 
/...;  Uf,  . 


0, 1 4'  )0o 

6.S0653 


37442» 
16905» 
,92404 
,09309 

,45872 

.86556 
,60482 
,00238 
.86794 
,62367 
.75492 
.54758 
17125» 
53688 
,0705 
.80176 
,00008 
53690 


S,0Ji35 
8,01 100 

8.12939« 

8,32686« 

9,76019 

7,88958 

7.86523 

0,02162 

8,90570 

0,03205 

0,05.367 

0.95551 

9,74777 

9.78774 

0.53551 

9.51110» 

4,6184« 

4,5697» 

0,00001 

0,51117» 
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IX  (Fortsetzung). 


logsinttgy-     .    .    .    .  !      6,8949in  9,09164 

logcosa.gjr^  ....          4.77139  8,35933 

Add 9,99672  1      0.07380 

log  () 6,89163»  9,16544 

log  sind'  (  )    ....  |      6,64736n  1      9,067^8 

log  cos  3  gn     ....  I       6,54279«  8,78781 

Sub 9,43495  9,95575 

log  [] 1      5,97774».  8,74356 

logBg^ ,      6,34337  8,719211. 

logsinamyj    .    .    .    .  j       5,51277  |      8,53979 


log  cos  «  .  m.r-  ....  4,03070 

Add 0,01408 

log  i) 5,52685 

lag  sin  rf  (  )     ....  ,  5,28258 

log  cos  (f  .niz^  .    .    .    .  !  5,30869 

Sub j  8,79217 

log  [  ] [  4,07475n 

log  Bmj !  4.44038 

logg^ !  9.27976n 

logCi I  9,64539'. 


7,91646 
0,09274 
8,63253 
8,53437 
8,26521 
9,93374 
8,19895 
8,l7460n 

0,07572 
0,05137 


Es  ergeben  sich  also  die  folgenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Unbekannten 
dg,  dx\  dy,  'de\  wobei  die  Coefficienteu  logarith misch  angesetzt  sind: 

(7.65400)  3e  -h  (9,64421)   ö-'-'  -|-  (8,51116)   ^y'  -I-  (6,38976)   ö^-'  =  4,85560,1 
(9,53696)    öp  -1-  (8,26l60n)  S.i'  +  (9,40045)    ^g'  +  (9.55997n)  J-^'  =  5,65405 
(9,27974..)  a 9  -f  (0,0267 5n)  a.r'  -|-  (9,59770,.)  ö 2/'  +  (8,09747)    3?'  =  7,18989 
(9,51117«)  öo  -1-  (9,54871)    öx'  +  (9,95398«)  ö(/'  +  (9,80023)    ^i'  =  7,55233n 

Die  Auflösung  ergiebt: 

logiQ.    .    8,04315,1.        logfix' .    .    5,44027.        log'iy' .    .    7,0605,        logi^'.    .    7,99555« 
und  somit  ferner: 


log  X . 

log  x' 


8,495803 
0,002596« 


log  g  ■ 
logy' 


0,085441 
8,724556« 


logz  . 
log  i ' 


und  weiter  nach  AVc,  EVI',  VI",  AVIc: 


9,839687 
9,549926 


(i' 


■^)U'; 


1,4 
12,6 


Die  Neuberechnung  der  absoluten  Glieder  der  obigen  Gleichungen  mit  diesen  neuen 
Unterschieden,  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  ergiebt  weitere  Correctionen  dg, 
dx',  92/',  de'  und  daher  von  dx,  dy,  dz,  nach  deren  Anbringung  an  die  obigen  Werthe 
von  X,  y,  z,  x',  y',  s'  man  folgende  endgültige  Werthe  erhält: 


log  X . 
logy. 
logz  . 


8,495919 
0,085404 
9,839623 


log  x'  , 
logy'  ■ 
log:'  . 


0,002600« 
8,724205« 
9.549805 


Die  Darstellung  des  ersten  und  dritten  Ortes  ergiebt: 


(B-R)[l'^' 


+  0,2 


—  o.  -' 
+  0,5 


Die  Elemente  und  Coustanten    für   den  Aequator    können    in    ähnlicher  Weise    wie 
in  den  vorangehenden  Beispielen  nach  AVII  berechnet  werden. 


1U4Ü 


Sechstes  Beispiel. 

Im  Falli',  wi)  yi'inäss  iltii,  in  «icr  Aninurkuii;,'  1,  S.  46s  uiillialtciieii  Krileriiii  eine 
<l  r  u  i  f  uohe  puniliolisolu'  L<ii«iing  /um  Vurgchuin  kommt,  liisgl  »ich,  gan/  wio  in  duii 
obigrn  IJi'ispii'loii,  mit  llülfu  iler  Taffl  \VI  entsclu-idon,  ob  iille  drei  zu  verwerfen 
sind,  oder  ob  eine  derselben  mit  der  allgemeinen  Losung  übereiuMtimmt  und 
daher  7.u  adoptireii  ihU 

Die  grösste  An/Jibl  der  bei  einer  Konietenbahn  in  Betracht  kommenden  Lösungen 
ist  fünf,  nämlich  drei  mit  und  zwei  ohne  Voraussetzung  über  die  Kxconlricitiit. 
Damit  aber  eine  parabolische  Lösung  auch  eine  physische  Bedeutung  habe,  miiss 
ilieselbe  innerhalb  der  Sicheibeit  der  Kecbuuiig  mit  einer  allgemoineu  Lösung  über- 
einstimmen. Dadurch  reducirt  siel»  aber  die  Anz;ihl  der  möglichen  parabolischen 
Jjösungen  zunächst  auf  zwei.  Somit  können  drei  parabolische  Lösungen  überhaupt 
nicht  in  Betracht  kommen.  Da  aber  immer  nur  entweder  eine,  oder  drei  para- 
bolische Lösungen  in  Betracht  kommen,  kann  daher  höchstens  eine  als  von  physi- 
scher Bedeutung  übrig  bleiben,  nämlicli  diejenige,  welche  mit  einer  der  allgemeinen 
Tjösungen  übereinstimmt. 

Stimmt  nun  aber  keine  der  drei  mathematischen  parabolischen  Lösungen  mit 
einer  der  beiden  allgemeinen  Lösungen  überein,  so  ist  die  Parabel  überhaupt  zu 
verwerfen  und  die  allgemeine  Lösung  durchzuführen.  Da  nun  q  ^=  Jls  un<l 
r*  ^=  p'  —  '2Ql{costl>  -r  ](■  ist,  so  berechne  mau  zunächst  die  beiden  Werlhe  r,  und  r,, 
welche  den  Tafehverlhen  /,  und  Tj  (allgemeinen  Lösungen)  entsprechen.  Ist  dann  eine 
der  heliocenlrischen   Distanzen  r,,  r^  grösser,   die   andere  kleiner   als  Ji,    dann    kann   nur 

eine  derselben  die  Gleichung  6  =  {icosd  =  x  (—  —  — J    befriedigen    und    ist   als   die 

allein  mögliche  allgemeine  Lösung  beizubehalten.  Sind  aber  i\  sowohl  als  r^,  entweder 
beide  >  R,  oder  beide  •<  7«:  dann  und  nur  dann  müssen,  bei  dem  gegenwärtigen 
Stande  der  Untersuchungen  über  dies  l*ro\)lem,  die  beiden  allgemeinen  Lösungen  bis  zur 
Darstellung  <ler  Beobachtungen  durchgeführt  und  die  Entscheidung  über  die  physisch 
richtige  der  beiden  mathematischen  allgemeinen  Lösungen  muss  auf  Grund  der 
Unterschiede  B  —  Ji  getrofFen  werden.  Werden  die  Beobachtungen  durch  beide  Lösungen 
d;irge8tellt,  eventuell  nach  Verbesserung  der  ersten  Annäherungen,  so  muss  eine  vierte 
Beobachtung  zur  Entscheidung  herangezogen  werden. 

In  jedem  Falle  ist  es  gerathen,  vor  der  Darstellung    der  Beobachtungen  die  hallte 

grosse  Axe  a  aus  —  ^^9^  —  *^'  4"  !/'^  +  ''^  '■'•  berechnen.    Man  dürfte  sich  dann  wohl 

berechtigt  betrachten,  etwaige  hyperbolische  Lösungen,  sowie  elli|)tische  mit  sehr  kleiner 
l'eriodc  (etwa  kleiner  als  zwei  Jahre)  von  vornherein  als  unwahrscheinlich  zu  verwerfen. 


Als  Beispiel,  w-ie  im  Falle  von  drei  mathematischen  parabolischen 
Lösungen  ilie  physisch  richtige  Lösung  festzustellen  ist,  möge  folgende  von 
Frl.  Levy  ausgeführte  Bahnbestimmung  des  Kometen  a  1 'J 1 0  aus  kurzen  Zwischen- 
zeiten dienen. 

Wie  in  den  vorliergehenilen  Beispielen  sind  die  Beobachtungen  bereits  auf  ilen 
Jahresanfang   1910.0,  einschliesslich  der  Aben-ationsglioiler.  reducirt. 

Klink>rlnrf  .  Tbroirli^ch«  Aitronuiiii.v  |  ;|'j 
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loio,  GrM.  Z. 

«(1910.0) 

1 

J  (1910.0) 

Beobachtungsort 

Jan.  18,128" 
Jan.  19,0166 
Jan.  20,0266 

303°  32' 52" 
307     1     0 
310  11  24 

—  20°  53' 27" 

—  17  43  31 

—  14  25  38 

Rom 

Algier 

Algier 

Wie  im  eisten  Beispiele  ergeben  sich  die  folgenden  Hülfsgiösseu : 

AI. 


+  0,470804 

—  0,792680 

—  0,343865 


V 6<'33'20" 


log  X' 
I09Y' 
log  Z' 

logc  . 


9>95i520 
9,645693 
9,283051 


9.997151        Jogs 


logE 

A  .   . 
D  .   . 


9,992992 
300»  42'  28" 
339  32  45 

9,057539 


log  «' 
log  «" 


0,557023 
1,670860,1 


logä' 
log  ä" 


0,541683 
1,252009,1 


log  (tg  J)' 
log(,tgd)" 


AIII. 


0,583929 
i,450666n 


logn. 
hgC, 
logCt 

logai 


l,51032n 

8,74264 
9,04095» 


log  4' 

log  )./x 


logay 


0,6041 2n 
0,33778 


9.63653 


log  y 
logx. 


logaz 


AIV. 


1,79951 
7,51196 


0,49703 


log  a^ 
log  h . 
log  G- 


1,39873 
0,63606 
0,01382 


9-  . 
log}'' 
log  h 


-0,01176 
9.24434 
8,92332 


c' +0,81794 

h/s +0,73413 

1/'« —274,72 


Da  p'  ^  0  und  c  >  0,  so  sind  nach  Anmerkung  1,  S.  468,  drei  parabolische 
Lösungen  möglich,  wenn  (-3-)   +  ("K")    negativ  ist.     Die  Rechnung  ergiebt: 

(f)*+ (!)'=- »•»»»«■ 

Es  kommen  also  drei  parabolische  Lösungen  in  Betracht;  und  zwar  findet  man, 
unter  Anwendung  der  graphischen  Methode,  ganz  wie  im  ersten  Beispiele,  als 

Parabolische  Lösungen: 
«?  .    .    .  1,0167,  -'?  ■    .    .  0.8643,  -Ja  •    •    •  0,6348. 

Da  die  Tafel  XVI  die  Werihe  von  1/w  für  ip  <Z  lO»  nicht  enthält  und  da  in 
diesem  Falle  t^  =  6°56  ist,  so  sind  die  den  allgemeinen  Lösungen  entsprechenden 
Weithe  von  z  durch  Auflösung  der  trleichuug  (91)  auf  S.  473,  unter  Benutzung  der, 
in  der  Anmerkung  1,  S.  1001,  gegebenen  Differentialformel  zu  bestimmen.  Man  erhält 
dann  als 

Allgemeine  Lösungen: 
s° 1,0899,  -'2 0,8810. 


—     lOöl     — 

K»  int  aUo  foHUimlcIli'n ,  ob  ciiio  und  /.war  woioho  der  drei  |>arabolisi-hi*ii 
I^xtungcn  iiinurhalb  der  Uiiitichoriivit  der  I^siingcii  mit  einer  ullgciueinen  Löming 
übt-reinDtinimt.  Auf  den  erntt-n  Hlick  emifhl  man,  «liuts  diu  boBt«  UuboreiuHliinmiiiig 
/.wischen  fj  und  xj  bvMtoht  Die  dorn  Wertho  von  r{  enUprcchendo  Parabel  ist  alao 
diu  vorUufigc  IJahn,  vorauBguHi-l/t ,  dan«  diu  «ofort  näht-r  r.u  iintersiichcnde  UnHichor- 
ht'it  von  «;  nicht  büdeuton«!  kleinir  i^t,  al«  der  Unterechicd  r.wif<chcn  *{  und  rj,  «o  da« 
die  l'iirabel  überhaupt  zu  verwerfen  wäre;  oder  dass  etwa  gar  der  iiiichHl  in  Hotrnclit 
kümniendu  Unterschied  zwischen  r^  und  rj  kleiner  als  die  UnHichcrhcil  von  e'  wiire, 
in  welchem  Falle  natürlich  eine  Entscheidung  übcrhau]it  nicht  mOglich  wäre.  Kine 
derartige  Unsicherheit  ist  indess,  gemäss  den  Erörterungen  in  der  82.  Vor- 
lesung, ausgeschlossen. 

Die  Unsicherheit  der  Lösungen  hängt  von  den  Reobaehtungsf ehiern,  <ler  in 
diesem  Falle  vernachlässigten  Parallaxe,  und  den,  bei  der  Hestimmung  von  a',  d',  a",  d" 
veriuiohlä.^sigten  dritten  und  höheren  Differenzen  der  geocent  rischcn  Ue- 
wcguug  ab. 

Wegen  der  verhältnissmässig  grossen  Schwierigkeit  der  Beobachtung  dieses 
Kometen  sollen  die  durch  Vernachlässigung  der  gcocentrischen  und  barycentrischen 
Par:klla.xc  den  Heobachtungen  anhaftenden  Fehler  mit  den  Heobachtungsfehlern  vereint 
gedacht  und  die  letzteren  genügend  gross,  und  zwar  auf   15",  angesetzt  werden. 

Uediicirl  man  die  Differenzen  der  beobachteten  «  und  d  auf  eintägige  Intervalle 
iiiid  si-iinil)!   die  Differenzen  wie  im   fünften    Meispiel,  8.1038,  nieder,  so  erhält  mau: 

12711»  12318 

Bezeichnet  mau  die  Beobachtungsfehler  mit  e,,  e,,  e^,  so  ist  der  Fehler  des  Mitiel- 

werthes  /'   offenbar  gleich  -^— — -   und    der   Fehler   vou   f"  =  e,  —  2 Cj  +  fj    (cfr.    auch 

S.  457).  Unter  der  obigen  Annahme  von  e  =  f,  =  Sg  =  e,  =  +15"  und  indem  man 
die  Vorzeichen  so  wählt,  dass  die  Fehler  sich  nicht  aufheben,  sondern  numerisch  vollauf 
zidden,  erhält  man  also  als  Maximalfehler  von  fä  und  fs  den  Werth  e  =  15"  und  als 
Maximalfehler  von  /'!,'   und  /"j    den  Werth  4  e  =  60". 

Es  erübrigt,  die  durch  die  vernachlässigten  dritten  Differenzen  /"ö",  /Ii"  verursachten 
Fehler  abzuschätzen.  Das  V^erhällniss  der  f"  zu  den  /"'  in  «  und  Ö  ist  0,225,  bezüglich 
0,8S8.  Nimmt  man  wieder  ein  gleiches  Verhältniss  der  f"'  zu  den  f"  an,  so  ergiebt 
sich  f'a   =  644"  und  /"i"  =  91",   ohne  Uücksicht   auf  das  Vorzeichen.     Es   ist  also  jetzt 

Li.  -\.  e=  122"  mit  /j  =  12710"  und  ^  +  c  =  30"  mit  /j  =  12318"  zu  vergleichen, 
6  o 

«im  das  Verhältniss  des  Fehlers  du'  zu  a',  bezüglich  dö'  zu  6',  zu  ermitteln.     Es  ergibt 

»ich  sodann  9  «'  =  r— j  «'   und   d  d'  =:  — -  d'. 
1 04  411 

..,...,».         ^.-          ,               «s— T, /"i"  .    ,         0,12*644",^^,,      „^„ 
Lm  den  rehler  in  «    abzuschätzen,  hat  man  — \-  4e=  — ö~  ~~[. f-60  =raO 

mit   l'ä  =  2860"    zu    vergleichen.     Ks    if*l    also    der    Fehler   du"  =  th;«"-     t^anz    ebenso 


33 


tinilet  sich  der  Fehler  8  6"  ^=  -r^^"- 
li 
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Die  Rechiumg  ergab  ferner: 

iV=  a'stgd--a"{tgd)'  +  K'(tgd)"  =  —14,987  f  179,800—101,786  =  63,027. 

.  Ausschlaggebend  für  die  Genauigkeit  von  N  sind  also  der  Hauptsache  nach  die 
beiden  letzten  Glieder.  Am  wenigsten  genau  in  diesen  beiden  Gliedern  sind  aber  «" 
und  ö".  Die  TJngenauigkeit  des  zweiten  Gliedes  ist  daher  der  Hauptsache  nach  gleich 
Y33  seines  Werthes,  also  etwas  mehr  als  5  Einheiten.  In  ähnlicher  Weise  hat  man 
für  die  Ungenauigkeit  des  letzten  Gliedes  Vit  seines  Werthes,  also  etwa  6  Einheiten. 
Die  Maximalungeuauigkeit   in  N  ist   daher   auf   etwa  11  Einheilen,  also  auf  0,17  seines 

Werthes    anzunehmen.      Für  —   ergab    die    Rechnung    den    Werth    —  274,72    und    für 
m       " 

1/;  =  G^öG.     Da  N  und  —   einander  proportional  sind,   so   ist   die  Maximaltmgenauigkeit 
'  m  • 

von  —   gleich  ±0,17  (274,72)  =  47  Einheiten. 

Da    nun    die    Tafel  XVI    die  Werthe    von  —  für  ip  <^  10»  nicht  enthält,   so  kann 

m 

man    in    diesem  Falle   aus   derselben    auch   nicht  den  angenäherten  Differentialquotienten 

— —   direct   (nämlich    durch  Division    der   entsprechenden  Differenzen)    entnehmen.     Man 

o  z 

kann  sich  aber  dadurch  helfen,  dass  man  diesen  Differentialquotienten  durch  Differentiation 
der  Gleichung  (91)  auf  S.  473  ableitet  und  erhält  sodann,  wenn  man  noch  zur  Abkürzung 


^2  —  2  CÄ  +  1  =  —  =  «2  setzt: 


gl 


m  _  j_  rs  (ä  —  c)       1  "1 
z  z  \_      u^  m\ 


Für  die  den  beiden  allgemeinen  Lösungen  entsprechenden  Werthe  von  £•, 
nämlich  z\  —  1,0899  und  z\  =  0,8810,  für  welche  logr'i  =  9,16743  und  log  r^  =  9,19766 
sind,  erhält  man  dann,  wenn  8^j  =  g^j  =  0,01  gesetzt  wird: 

1.     a— =  38,15;  2.     8— =—33,16. 

m  m 

Das  Vorzeichen  von  8  —    ist   natürlich   nicht   von    Belang.     Da   nun  die   oben  ab- 

geleitete  ungefähre  Unsicherheit  ^  —  =  47  ist,  so  ergiebt  sich  also  für  die  Unsicherheit 
der  beiden  allgemeinen  Werthe  von  g: 

^z\  =  0,0123;  ^zl  =  0,0142. 

Es  stimmt  daher  nur  die  zweite  parabolische  Lösung,  für  welche  «f  =  0,8643 
ist,  mit  der  zweiten  allgemeinen  Lösung,  für  welche  ^e'^  =  0,8810  ist,  hinsicht- 
lich der  Unsicherheit  der  Lösungen  überein,  denn  es  ist  die  Differenz 
z1  —  ^§  =  0,0167  nur  um  Weniges  grösser  als  die  Unsicherheit  z/«^  =  0,0142. 
Die  beiden  anderen  parabolischen  Lösungen  sind  daher  zu  verwerfen. 

Die  parabolische  Lösung  £•?  liegt  zwar  etwas  ausserhalb  der  Uebereinstimmungs- 
grenze  mit  der  allgemeinen  Lösung  z\;  da  aber  die  Unsicherheit  einer  allgemeinen 
Lösung  immer  nur  angenähert,  wie  oben,  bestimmt  werden  kann,  so  ist  kein  Grund 
vorhanden,  die  einzig  in  Betracht  kommende  parabolische  Lösung  zu  verwerfen. 


lOA» 


Dt'in  in  der  Astronomie  gogiMi whrtig  bvBtclii-iMK-ii  Gvl>raiiclie  genitUit,  wonach 
ilif  rarabvl  ali  I<4>iiunp  t»  )>utracliti-n  int,  wenn  «iirh  ilii-  Iivol>acbtungen  durch  eine 
Süicho  dmrgedtcllt  werden  können,  wäre  nlHu  die  Kechnun^  mit  dem  Werthe  t^,  genau 
wie   im  er»ten   ltciit|iiele,  fortziiHeUeii. 


NVenn  t>UiH  der  geschluxücnen  AuHdröuke,  wie  mc  in  den  Heit>|iielcn  3,  4  und  5 
angewandt  wurden,  die  Reihen  für  /",  </,  df,  dg  genügen,  bo  rechnet  man  uline  Unter- 
schied der  Excentricität  der  Ausgangslnihn  nach  den  Formeln  ZJ«,  1 —  VI.  Wegen  der 
Einfachheit  der  Rechnung  kann  ein   lieisjiiel  hierfür  übergangen   werden. 

Die  directe  Berechnung  einer  Kreisltahn  unterscheidet  sich  so  wenig  von  der- 
jeuigeu   einer  Parabel,  da«8  auch  hierfür  ein   Beispiel   unnöthig  erscheint. 


III.    Die  Bahnbestimmung- 
mit  sofortiger  Berüeksiehtig'ung'  der  Störungen. 

Bei  der  Bahnbestimiuiuig  mit  sofortiger  Berücksichtiguug  der  Störungen  handelt 
es  sich  um  die  Berechnung  von  genäherten  osculirenden  Elementen  in  dem  gewöhn- 
lichen Sinne  und  um  deren  Verbesserung  auf  difEerentiellem  Wege,  auf  Grund  der 
Beobachtungen.  Es  ist  also  beabsichtigt,  ausser  der  Anziehung  des  Centralkörpers  auch 
derjenigen  der  störenden  Körper  von  vornherein  Rechnung  zu  tragen.  Dabei  sollen  alle 
Körper  als  Massenpunkte  betrachtet  werden.  Der  Einfachheit  halber  soll  hier  auch 
nur  der  Fall,  dass  ein  störender  Körper  in  Betracht  kommt,  behandelt  werden.  Der 
Fall,  dass  mehrere  störende  Körper  oder  Störungen  durch  Abplattung  zu  berück- 
sichtigen sind,  lässt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  bearbeiten. 

Die  hier  vorgeschlagene  Methode  kann  zunächst  auf  Trabanten,  welche  zur  Zeit 
der  Entdeckung  starken  Störungen,  wie  z.  B.  von  der  Sonne,  ausgesetzt  sind,  angewandt 
werden.  Doch  dürfte  sie  auch  bei  kleineu  Planeten  und  bei  Kometen,  welche  von 
einem  der   grossen  Planeten    beträchtlich   gestört    werden,   zur   Bahnbestimmung    dienen. 

Den  Anlass  zur  Aufstellung  der  Methode  boten  die  Schwierigkeiten,  welche  die 
Berechnung  der  Bahnen  von  Monden  bereitet,  welche  vom  Centralkörper  weit  entfernt 
und  starken  Störungen  unterworfen  sind. 

Zunächst  sollen  zur  Zeit  einer,  nahe  der  Mitte  der  Beobachtungszeiten  gewählten 
Epoche  /,  zu  welcher  die  Beobachtung  «,  d  gehören  soll,  die  Gesch-nindigkeiten  und 
Beschleunigungen  «',  ö',  «",  8"  ermittelt  werden.  Sind  diese  einmal  bekannt,  so  kann 
das  Problem  in  ähnlicher  Weise  gelöst  werden,  wie  die  in  der  82.  Vorlesung  entwickelten 
directen  Methoden  der  Bahnbestimmung.  Man  wird  sich  vorerst  graphisch  vergewissern, 
dass  die  geocentrische  Bewegung  des  gestörten  Körpers  nicht  all  zu  uuregelmässig  ist. 
Dann  benutzt  man  fünf,  sieben  oder  eventuell  mehr  Oerter,  und  verfährt  wie  in  der 
Anmerkung  1,  S.  456.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  man  nach  den  Entwiekehingeu 
des  I.  Abschnittes  oft  aus  einem  kürzeren  Bogen  genauere  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  ermitteln  kann,  als  aus  einem  längeren.  Es  sind  nur  genäherte 
Werthe  erforderlich,  da  man  doch  stets  zur  Darstellung  des  ganzen  gegebenen  Jlateriales 
eine  Bahuverbesserung,  eventuell  mit  Anwendung  der  im  U.  Abschnitte  von  Vorlesung  82 
gegebenen  geschlosseneu  Formeln  unternehmen  wird.  Die  Verhältnisse  lassen  sich  leicht 
durch  einen  Blick  auf  die  Curven  der  beobachteten  Rectascensiouen  und  Declinationen 
entscheiden.  Liegen  die  Verhältnisse  sehr  ungünstig,  das  heisst,  ist  die  geocentrische 
Bewegung  sehr  unregelmässig,  so  ist  es  geraten,  die  Geschwindigkeiten  und  Beschleuni- 
gungen des  Positionswiukels  und  der  Distanz  in  Bezug  auf  den  Centralkörper  zuerst  zu 
ermitteln,  und  diese  dann  in  «',  d',  a",  d"  zu  verwandeln. 

Wir  wollen  also  jetzt  annehmen,  dass  zur  Zeit  to  die  Grössen  «,  d,  «',  ö\  «",  ö" 
des  Massenpuuktes  mit  unbekannter  Bahn  gegeben  sind  und  nun  die  Lösung  der 
zweiten  Aufgabe  vornehmen.     Dabei  soll  hier  nur,   wie   bereits    oben  festgesetzt  wm'de, 
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ein  linfH.lii-r  Fall  liehaii.ltll  wordi-u ,  «iH'l  zwar  <Kt  Kall,  Au»  <Iio  Bahn  eine«  von  .l«r 
S..IIIII'  mark  yt-HlrtrU-ii  Tralninten  niii«  d»""   Hoobachliingun  /.u   hc«timinen  ii«L 

Die  liOsunj,'  kiiiin  in  viTMchioilvni-r  Weise  vorgcnominen  wcnleii,  je  nach  der  Wahl 
>Ut  l'tMtnliimten.  Sehr  be<|ueiu  j^eHUillet  8iü  »ich,  wenn  man  diu»  l'robleni  al«  die  l'ni- 
kehriinK'  der  Kncke'achen  Melhude  der  »peciellen  SlOruugHrechnung  auffaMt.  Bei  der 
lieohniint;  der  »pecielleu  Störungen  handelt  es  sich  ja  darum,  aus  osculirendon  Ele- 
uunlen  die  gestörten  Coordinaten  tn  ermitteln,  währenil  im  Vorliegenden  erstrcht 
winl,  au»  «len   Beuliachtungen  (gestörten  Orten)  osculirende  Elemente  7.u  bestimmen. 

llemäiui  unseren  bislurigen  V'oraussetzungen  nennen  wir  die  drei  in  Betracht  kum- 
menilen  K.irper  „Tnibant"',  „Tlanet"  und  ,Sunne".  Wir  nehmen  an,  diiss  die  Maasc 
de«  Trabanten  der  Null  gleichgesetzt  werden  kann  und  bezeichnen  mit  m  die  Masse  des 
l'laneten,  in   Kinheiten  der  Sonnenmasse. 

Es  Seien  fiTuer  zur  Zeit  t^ : 

a,      d,      p,      (J  =-   p  cos  d,         I,      »;,      5 

Ci>ordinaten  des  Trabanten   in  Bezug  auf  die   Erde, 

(1,      (/,       r,      s  =    rcosd,         i,      y,      e 

Coordinaten  des  Trabanten  in  Bezug  a<if  den  riaiieten, 

KW   [rl[s]=[r]cos[dl[xl  [ül  [c] 

Coordinaten  des  Trabanten  in  Bezug  auf  die  Sunne, 

(«),(dX(e),(tf)  =  (e)fos(d),  (!),(.,),  (5) 

Coordinaten  des  Planeten  in  Bezug  auf  die  Erde, 
(a),(d),  ir),{s)  =  {r)cos(d),{x),{y),iz) 

Coordinaten  des  Planeten  in  Bezug  auf  die  Sonne, 
.1,    I),     K,    S    =  EcosD,      X,    Y,     Z 

Coordinaten  der  Sonne  in  Bezug  auf  die  Erde. 
l):inu  >iiid  die   Bewegungsgleichungen   des  Trabanten    in  Bezug  auf  den  Planelen  : 


,'n   ^  r'  (      [rY  (rV 


{r)'  I 


Setzt  man : 


iL 

(A)> 


—    -     J_  ^  — 
~  '''     (/.)'  dt*  ^ 


1     <i')/ 

{k-y  dt* 


—  y 


(1) 


1    <i^'       .,    ,o\ 


wobei    also    die  Zeileinheit   gleich  —  mitllereu  SonnenUigen  angenommen  ist,   so    erhält 
man  :iu»  den  (ileichungen  (1)  die  folgenden: 

[r-   ^  \r\>\        '   |rj»  +  ^  (r)« 

r  1    ,     y  1       .,  (i')    ,   „  (.'/) 


(3) 
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Beachtet  man,  dass 


und  dass 


I" 


(I)",    2/"  =  '/'  -  W,    /'  =  ?"-(?)"]■ 


(I)  -  (x)  =  X,       (V)  -  (y)  =  T,      (t)  -  (^) 
so  kann  man  die  Gleichungen  (3),  wie  folgt,  schreiben: 

(^)  ,  .,  ^   ,  ..  M 
(y) 


z,- 


^     ^  H'-^'         ['-J^J  ~   »-3     '    ^  [r]3  +  J'  (r)3 


+  (I)" 

+  m" 


(4) 
(5) 

(6) 


Mit  Vernachlässigung  der  Erdmasse,  sowie  der  Störungen  des  Planeten  und  der 
Erde  lassen  sich  die  Beschleunigungen  (|)",  (ij)",  (?)"  des  Planeten  mit  Hülfe  der  Be- 
weguugsgleichungen  des  Planeten  und  der  Erde  in  Bezug  auf  die  Sonne  bequem  elimi- 
niren.     Zunächst  hat  man : 

(1)"  =  (x)"  i-  X",       {r,)"  =  (y)"  +  Y",       (5)"  =  {z)"  +  Z"   .    .    .    .    (7) 
und  dann,  gemäss  der  Bewegung  um  die  Sonne: 


(x)"  = 


Cr)  (1  +  m) 


(rf 


X" 


(y)"  =  —  r 

X 


0/)  (1  +  »0 


(z)"  =  -  y 


(ß)  (1  +  »») 


{ry 


Y" 


Z"  = 


(8) 


Y^ 

Es  können  jedoch  auch  genaue  Ausdrücke  für  die  Beschleunigungen  (|)",  (i;)"  (5)" 
aufgestellt  werden.     Doch  soll  auf  dieselben  hier  nicht  weiter  eingegangen  werden. 

Substituii-t  man  nun  für  (|)",  (»?)",  (5)"  die  Ausdrücke  (7)  und  (8)  iu  die  Glei- 
chungen (6),  so  hat  mau  zunächst  für  die  Summe  der  drei  letzten  Glieder  rechter^Hand 
der  ersten  .Gleichung: 


X     ^       {x) 


-Kr==.x(^-i,) 


(rJ3 


(9) 


und  analoge  Ausdrücke  für  die  beiden  letzten  Gleichungen. 

Die  Gleichimgen  (6)  sollen  dazu  dienen,  die  geocentrische  Distanz  p,  deren  Ge- 
schwindigkeit q'  und  deren  Beschleunigung  p",  oder  auch  0  z=  q  cos  d,  ö'  und  6"  aus  a, 
d,  u',  d\  a",  d"  zur  Zeit  ^o  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  sind  durchweg  Polar- 
coordinaten  in  die  Gleichimgen  (6)  einzuführen. 

Durch  zweifache  Differentiation  der  Ausdrücke : 

I  =  öcosu,       7]  ^=  ösinu,       ^  ^=  ötgd (10) 


ij  ^=  6  sin  «, 

erhält   man    mit  Rücksicht   auf   die   angenommene  Zeiteinheit   von 
tagen: 


—  mittleren  Sonnen- 


^"  =  c"  cosu  —  2  6'  sinua'  —  ösinua"  —  6  cosu{u'y-  \ 
f]"  =  ö"  sinu  -\-  Ig'  cosaa'  —  ö  cosau"  —  e  sin  u(m')-  |  • 
t"  =  6"  igd  +  2  ö' (lg Ö)'  +  6  {tg d)"  \ 

Ausserdem  hat  man  zur  weiteren  Einführung  von  Polarcoordinaten : 
it)  =  (6)  cos  («),        (i?)  =  (G)  sin  («),       (S)  =  (6)  tg  (d)  I 
(u)  =  (s)cos(a),        (i,)  =  (s)s/«(«).        (z)  =  {s)lg{d)      ■ 
X  =  ScosA,  Y  =  SsinA,  Z—  StgB      J 


(11) 


(1-2) 
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Setzt  tiinii  nun  .lor  Koiho  iinch    die  Relation  (9),  (lU),  (11)  und  (12)    in    die  Glci- 
••liiiiiu'nn  (6)  ein,  bo  entziehen  die  folgenden  (ileiuliungen  r.iir  UeHtinuniing  von  ö,  ö'  und  a": 


ö"cosu  —  2  li' sin  au'  —  esinuu"  —  öcosu(u'y 

.    ^           I  1     ,      y  1        (<J)  C08  («) 
4-  Ocostt\—  A-  ,',  I  =  --' ^-^ 

1       a        i  r '  11        (s)  cos  (a) 

ö"  sin  a  -|-  '2  o' cos  au'  -f  dcosutc"  —  ösi»  «(«')• 
1    „    ■       I  1     ,      y  1         (ö)  S"'  («) 


+  y  S  sin  A 


(s)sin  (a) 


<J'W(/Ö  -f   2a'{tgÖ)'  -\-  0{tgd)" 


(13a) 


(13b) 


(13c) 


Addii-t  man  die  Gleichungen  (13a)  und  (lob),  einerseits  naclideni  die  erste  mit 
cosu,  die  zweite  mit  sinu,  anderseits  nachdem  die  ei-ste  mit  —  sitiu,  die  zweite  mit 
cosu  mulliplicirt  worden  ist,  und  beliäit  die  Gleichung  (13c)  unverändert  bei,  so 
erhält  man: 


+  y^  [[TP  -  ir] '"'  [^  -  «1  -  (^  '-''« [(«)  - «] j 


2ö'«'  J-  Oa" 


i^sm[{u)-u] 


(14a) 


(14b) 


(14c) 


In  diesen  (Jleichungen  sind  y,  «,  d,  «',  d',  «",  d",  (ö),  (a),  (Ö).  (r),  (o),  ((/).  (s),  7?,  ^, 
y>,  iS  bekannte  Grössen,  ('.'/d)'  nn<l  (tfld)"  ergeben  sich  aus: 

{tgdy  =  sec^Sd';  | 

(tgd)"  =  sec^d\2tgd{ö'y  +  d"\    | 


(15) 


Als   r  II  bekannte  erscheinen  ö,  ö',  tf",  r  und  [r|. 

Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (14)  lassen  sich  <J,  ö',  und  ö"  als  Functionen 
der  Unbekannten  r  und  (r|  und  bekannter  Grüssen  darstellen.  In  der  ersten  und  dritten 
der  Gleichungen  (14)  enthalten  ilie  Coefticienten  von  <J  zwar  die  Unbekannten  r 
und  (r),  aber  die  Determinante  der  C'oefticienteu  von  ö,  ö'  und  ö"  ist  von  denselben 
unabhängig.  Diese  Determinante,  w-elche  also  nur  bekannte  Grössen  enthält,  soll  mit 
2  J    bezeichnet    werden.      Substituirt    man    nun    die  Ausdrücke    rechter    Hand    der   Glei- 

Klinkrrdirt,  ThtoraUirhr  Antronami«.  ]33 
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chimgen  (14)  an  Stelle  der  Coefficienten  von  ö  iu  2  z/,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die 
so  entstehende  neue  Determinante  sich  als  die  Summe  von  drei  Determinanten  schreiben 

lässt,    von    denen    die    erste    den  Factor  — ,  die  zweite  den  Factor    r-^r  —  ^;:r    und  die 


dritte  den  Factor  y-r-  enthält. 


noch : 


Setzt  man  also,  weil: 

^  =  («')3  tcjö  —  k"  [tgöy  +  «'  (tgd)",  (16a) 

z/x     —  —  S     {(tgdcos[Ä  —  a]  —  fgD)u'  +  sm[Ä  —  k]  (tgdy\      | 

z/(3<)  =  —  (e)  {(1gdcos[{a)  —  «J  —  ^^(ö))«'  +  sw[(«)  —  cc](igdy\     ■  (16b) 

z/[x]  =  —  (s)    |(/$föcos[(a)  —  «J  —  tg{d))K'  +  sm  [(«)  —  «](<^ö)'[  ) 


so  ist: 


<'   =   ^    +    .''[[^3-ii]-[^3l 0^) 


oder  auch,  wenn  man  die  Hülfsgrössen 


cos  0  cos  0 


G  = 

einführt: 


Y 


U^*  "^  (oO  U=  '  »«(O^J 


(18) 


9  =  f  +  t^s  +  ö (1^) 

in  welcher  Gleichung  E,  F  und  (?  vollständig  bekannte  Grössen  sind. 

Zur  Bestimmung  von  q,  r  und  [r]  sind  noch  zwei  weitere  Gleichungen  nothwendig. 
Diese  Gleichungen  erhält  man  aus  den  beiden  Dreiecken,  welche  von  Erde,  Trabant, 
Planet  und  von  Erde,  Trabant,  Sonne  gebildet  werden.  Bezeichnet  man  nämlich  den 
bekannten  Winkel  an  der  Erde  in  dem  einen  Dreieck  mit  J/»,  in  dem  anderen  mit  [i/j], 
80  bestehen  die  Relationen : 

r'  =  iQy  +  Q'-2{Q)QCOSt   \ 

[r]2  =  iJ2     _|_  p2  _  2  i?  p  cos  [i/»!  j       '  ■    ■    ■    ■     K     ) 

welche  in  Verbindung  mit  (19)  die  Bestimmung  von  p,  /■  und  [r]  gestatten.  Es  möge 
hier  noch  augedeutet  werden,  dass  die  Auflösung  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  sich 
in  verhältnissmässig  einfacher  Weise  durchführen  lässt. 

Sind  jetzt  einmal  die  Distanzen  des  Trabanten  vom  Planeten  und  von  der  Sonne 
bestimmt,   so  kann  man  auch  den  Centralkörper  bestimmen. 

Wii-  wollen  jetzt  den  Fall  setzen,  dass  es  von  vornherein  ausgeschlossen  sei,  eine 
sichere  Annahme  über  die  Natur  des  neu  entdeckten  Körpers  zu  machen,  wie  dies  z.  B.  bei 
dem  achten  Jupitermoude  der  Fall  gewesen  ist.  Dann  ergiebt  sich  aus  dem  Vor- 
hergehenden, ob  der  in  Frage  stehende  Körper  ein  Trabant  oder  ein  kleiner  Planet 
ist.     Die  Lösung  der  Aufgabe  aber  bleibt  ganz  dieselbe. 

Somit  ermöglicht  das  hier  angegebene  Verfahren  nicht  nur  eine  Bahnbestimmung, 
sondern  es  giebt  auch  Aufschluss  über  die  Natur  des  Körpers. 

Nachdem  ö  ermittelt  worden  ist,  ergiebt  die  Gleichung  (l-lb)  noch  ö*.  Ausserdem 
erhält  man  6"  aus  (14a)  oder  (14c). 

Im  Weiteren  verfährt  man  ganz  ähnlich  wie  in  den  directen  Methoden  des 
I.  Abschnittes  der  82.  Vorlesung. 
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\\"u'  ans  ilcMii  Vorhvrgeliciulun  craiohtlich  isL,  ctithSlt  die  vurlicgi-nilo  Methode  eine 
ViTallnemeiiieriing  der  »oclion  citirteii  Metliodvn  der  Vork-itung  82.  N'eriiachlässigt 
innii  in  den  vorangehemlen  Formeln  die  von  der  Sonncninasse  abhängigen  Glieder,  no  ont- 
Bteht  eine  Metlimle,  eine  iiiige«Uirte  Mondbahn  r.ii   berechnen. 

Zur  lierecbnung  der  Klenientc  dienen  die  C'oordinaten  r,  y,  t  und  diu  (teschH-indig- 
keiten  x',  y',  t' .  Die  erstorcu  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (4),  onitc  Zeile,  und  die 
letzteren  aus: 

r'  -  I'  -  (I)';       y'  --  n'  -  (^)';       r    =  f  -  (?)'- 

wobei  I',  i/,  J'  sich  aus  ff',  «',  {lij^)'.  wie  im  I.  Abschnitte  <ler  82.  Vorlesung  berechnen, 
und  (|V,  (>;)',  (>)'  sich  aus  ilen  ri!inetene|>heMieriden  der  astronomischen  Jahrbücher  durch 
numerische   Differentiutitjn  ermitteln   lassen. 

Üio  Hahnverbessorung  gestaltet  sich  ganz  ebenso,  wie  in  der  82.  Vorlesung, 
nur  sind  bei  der  Berechnung  der  Unterschiede  (7i  —  J?)  die  durch  die  in  IJetracht 
gezogenen  störenden  Ivör]ier  verursachten  Störungen  zu  berücksichtigen.  Am  besten 
berechnet  man  diese  Störungen  nach  Art  der  Encke'schen  Methode. 
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Siebentes  Beispiel. 

Beispiel  der  Bahnbestimmung  mit  sofortiger  Beriicksiclitigimg  der  Störungen. 

Als  Beispiel  dieser  Methode  möge  folgende,  von  Herrn  Prof.  Crawford,  unter 
Mitwirkung  des  Herrn  A.  J.  Champreux  durchgeführte  Rechnung  der  durch  die  Sonne 
gestörten  Bahn  des  siebenten  Jupitertrabanten  aus  folgenden  Beobachtungen,  welche 
dem  Lick  Observatory  Bulletin  Nr.  78  entnommen  sind,  dienen,  wobei  zu  bemerken  ist, 
dass  die  Beobachtungen  bereits  auf  den  Jahresanfang,  einschliesslich  der  Aberrations- 
glieder, reducirt  sind,  sowie,  dass  dieselben  auf  das  Erdcentrum  mit  der  Parallaxe 
Jupiters  reducirt  sind: 


Gr.  M.  Z. 

n  (1905.0) 

d  (190S.0) 

I 

II 
in 

IV 
V 

1905 
1905 
1005 
1905 
1905. 

Jan.      3. 
Jan.    28. 
Febr.   8. 
Febr.  ji. 
März    6. 

J5h     12m    QS 

14  S8     0 

15  10     0 

15     25     0 
15    40     0 

ih  16m  23%8 
1     27      44,32 
1     34      40,59 
1     44        2,98 
1     54      24,15 

J-    7°13'S7;'2 
+    8  18  10,7 
+    8  55  18,0 
+    9  43  51,6 
+  10  35  49,  9 

Als  Epoche  wurde  das  Datum  der  diütten  Beobachtung  gewählt.     Unter  Annahme 
von  Newconib's  Werthe  der  Jupitermasse  erhält  man  aus  Formel  (2): 
log{k} 6,7255344,  togy 3,020094. 

Aus  den  obigen  fünf  Beobachtungen  wurden  die  geocentrischen  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  nach  den  Formeln  der  Anmerkung  1),  Seite  456,  abgeleitet,  wobei 
die  Zeiteinheit  gleich  1  (A")  mittlere  Sonnentage  ist. 


log  «' 
loga!' 


0,743547 
2,069686 


log{tgä)> 
log  {tg  ä)" 


0,299872 
1,523510 


Aus  der  Gleichuns 


(16a)  erhält  mau: 

logJ 1,352830,, 


Den    American    Ephemeris    und    Xautical    Almanac    für    1905    entnimmt    man    die 
heliocentrischen  Jupitercoordinaten  für  die  Epoche: 


Q)   ■  ■ 
(fe)  .  . 

log(r). 


35''28'34'.'6 

—  1   10  36,  o 

0,696347 


1905,0 


Diese  auf  den  Aequator  transformirt,  werden: 


(«)■■■ 
log  tg  (d) 


33°34'39;'6 
9,336497 
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I)io  C'ouriliniiton  drr  Soiiiu'  für  iliu   K|iuclic  hiini: 


\ 
) 
/..  . 

lug  1{  .  . 
A.  .  .  . 
log  lg  D . 


3J2*8'4S;'0 


WictliTuiii   ans   tlfii    Anu-rioaii  K|>lieiiU!ri8    uiul    Naiilical    erhalt    man    für    <lie    geo- 

i'iilriii-lii'n   .lii|iil(>ri'iiiirilinatin    /ur    /.fit    ili-r    K|in.-lii.- 


(") 1  "  .'.('"   '.I  II 

(«f) I        +8*4l'i;'8 

'OJ(C) I  0,7-M-'58 

All»    (Ion    gi'ocentrischcn    Coordinati-n    »li'S  Traliantcn,    .liipitc-rs    nn<l    «lor    Sonm 
cruii'bt  »ich: 


co$<}'  .    .    .         9.99999<J  coslil>]     |     9.018345 

Die  ForiuLlri  (liiti)  ergeben  nach  der  Division  dtirch  ^: 


lv(i '  : .'• 

lo]i\y  ■.,:■•!-:-„ 

liiifix)  7,"-'100<; 

Ans  di'ii   Formeln  (1^)   erhält   iiKiti: 

log  K '  7,T-''J5'' 

loqF I         0,780400 

logO I         0,803722» 

nnd  somit  für  (19),  (Coefficienlcn  logarithmisch): 

Q  =  [  7,7-20^56  Ir-»  +  [0,786406]  [r]-'  +  [0,803722,.]. 

Ans  dieser  Gieichnng  müssen  nnn,  in  Verbindnng  mit  den  Gleichnngcn  (-0),  diu 
nnbekaniiten  Grössen  p,  r  nnd  [r|  bestimmt  werden.  Die  Anflösung  der  drei  Gleichnngen 
kann  in  verschiedener  Weise  vorgenommen  werden.  Es  soll  hier  eine  Gieichnng  für 
die  verhällnissmässig  kleine  Grösse  r  aufgestellt  werden.    Sel/t  man  in  der  Gleichung  (19) 

y 
// =  p— Tj  -\-   G    und   eliminirt   dann  p    und   |  rj   aus   den   Gleichungen    (l'.l)    und    (20),   so 

erhält  roan  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung  von  r: 

'"■'  —  |f(e)fos<('  —  //]»  -f  (p)»s(»i»ii'|'""'  +  2E[{Q)costl'  —  //|r»  —  E"-  =  0, 

oder,  indem  man  nach  r'  auflöst: 

j  _  E  ±  r'\r*  —  (p)*sin*» 

''     ~  {Q)rosn>   -    11 

worin  also  noch  //  eine  von  der  Unbekannten  [r]  abliängige  Ilülfsgrösse  ist.  Dii 
Gleichung  für  r'  kann  durch  Versuche  gelöst  werden,  indem  man  im  ersten  Versuche  in 
dem  Ausdrucke  für   //  die   helioconlrische   Distanz,   [r]   des  Trabanten   gleich   der  helio- 


—     1062     — 

ceiitrischeu  Distauz  des  Jupiters  setzt,  und  iiulem  man  ferner  zuuäclist  in  dem  Ausdrucke 
für  r^  auf  der  rechten  Seite  das  mit  der  Quadratwurzel  raultiplicirte  Glied  vernach- 
lässigt, so  dass: 

(p)  cosrp  —  H 
Weiter  kann  man: 

1.  den  soeben  berechneten  Werth  von  r  in  das  mit  der  Quadratwurzel  multiplicirte 
Glied  einsetzen,  während  der  erste  Werth  von  H  noch  beibehalten  werden  kann.  Man 
erhält  dann  zwei  Werthe  von  r  aus  der  Gleichung  für  r',  von  denen  der  eine  dem 
positiven,  der  andere  dem  negativen  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  entspricht.  Mit 
diesen  beiden  Werthen  von  r  wii-d  die  Berechnung  von  r  aus  der  Gleichung  für  r^  fort- 
gesetzt, indem  man  für  jeden  der  beiden  Werthe  von  r  das  entsprechende  Vorzeichen 
der  Quadratwurzel  beibehält,  und  zwar  so  lange,  bis  keine  weitere  Aenderuug  der  beiden 
Werthe   für  r    eintritt.     Es    muss   aber  jetzt   noch    die    erste  Annahme   für  H   verbessert 

JE 

werden;  zu  diesem  Zwecke  berechne  man  zunächst  p  =  —  -f-  i?  aus  (19),  und  zwar  für 

beide  Werthe  von  r,  und  dann  [r]  aus  der  zweiten  der  Gleichungen  (20)  für  beide  Werthe 
von  q.  Älit  den  beiden  Werthen  von  [r]  berechne  man  für  jede  der  beiden  Lösungen 
eine  zweite  Annäherung  für  H,  und  wiederhole  dann  die  Berechnung  von  r  aus  der 
Gleichung  für  r'.  Dabei  wii'd  man  aber  sofort  in  dem  mit  der  Quadratwurzel  multi- 
plicirten  Gliede  die  letzten  aus  der  ersten  Annäherung  von  H  erhaltenen  Werthe  von  r 
einsetzen.  Diese  versuchsweise  Bestimmung  von  r  für  beide  Lösungen  wird  nun  fort- 
gesetzt, einerseits  für  einen  bestimmten  Werth  von  H,  andererseits  indem  man  mit  dem 
letzten  Werthe  von  r  die  Werthe  von  q,  [r]  und  H  neu  bestimmt,  und  zwar  so  lange, 
bis  Aenderungen  nicht  mehr  eintreten. 
Oder  man  bestimmt: 

2.  die  successiven  Annäherungen  von  r  durch  folgende,  leicht  abzuleitende  DifEerential- 
formel,  einmal,  indem  man  den  ersten  Werth  für  H  beibehält,  und  dann  wieder  mit  dem 
in  derselben  Weise  wie  oben  verbesserten  Werthe  von  H: 

dr  =  — 


3  r2    1  X ,  ^^'       =^ 

^  3K Vr'  —  (p)2 sin''  i^') 


M  ^=  r^ — — — ^^^^ 

A 

und 

K  =  (p)  cos  i'  —  H, 

worin  das  obere  Zeichen  im  Nenner  des  Ausdruckes  für  er  dem  oberen  Zeichen  in  dem 
Ausdrucke  für  r^  entspricht,  so  dass  also  wiederum  zwei  Lösungen  erfolgen.  Es  ist  am 
besten,  in  jedem  einzelnen  Falle  die  Art  der  Auflösung  den  gegebenen  Verhältnissen 
anzupassen.  Im  vorliegenden  Beispiel  wurde  das  erste  Verfahren  angewandt,  während 
bei  der  Berechnung  der  gestörten  Bahn  des  achten  Jupitertrabanteu  sich  das  zweite 
Verfahren  bewährt  hat.  In  anderen  Fällen  wiederum  dürften  andere  Verfahren  der 
Auflösung  der  Gleichungen  (19)  und  (20)  vortheilhafter  sein. 

In   der   nun   folgenden  Bestimmung   von  r   soll   der  in   der  Gleichung   für  r'  dem 

4- -Zeichen  entsprechende  Werth  von  r  mit  ri,  der  dem Zeichen  entsprechende  Werth 

mit  rj  bezeichnet  werden.  Die  successiven  Annäherungen  für  fj  und  rj  sind  mit 
römischen  Ziffern  bezeichnet. 


Kit".:« 

Ilrite   AiiiialieruoK   fur    // 


colog  (rf 
log!.    . 

Add 9.Q<X>5H7 

logli 0,8003.1% 

/o<;(p)co<V  o.7.'4.'54 

Sub o.jtMWij 

tog  Seuiier  i.'V.4074 

log K    .    .  ". ■-'•(;'■ 

logt*.  .  '..'.'.1  :>-■ 

logr  .   .  ■»■■''•■i.'T 


U.gr 

({•y  nn'  < 
Sul).  . 
lo>l  1)1  ff. 
/oi;  |Uill 

/09  E    .    . 
Add.. 
Summe 
l">jr: 
log  r, . 

Sub.  . 
Üiff.  . 
loij  r/ 
log  r, . 


5.5A»7VS 
7.726356 
O.OOJ753 
7,739109 
6,66413s 
8,888045 

9,997230 
7.723586 
6.65861.' 
8,886204 


S.S33M9 

0,002777 
7,72913.1 
6,064 1 59 
8,888053 


S,S26oi8 


9.997253 
7.723609 
6,658635 
8,886212 


Zweite    Annätierunp   fwr    //: 


lo<ir'     . 
loii  t. 

logEr-i 

loqU 

Add 

'ose 

'0.7  e' 

loi,:R 

Uiq  cos  [i/'] 

lo'gt^lII—i^Hcoii^i] 

log{I=R') 

/ 

// 

—  111 

kUrv  ::::::: 

log\r] 


0,So\109n 
9.917836 
0.718145    I 
1,436290 

0.295258 
9,618345 
0,63 1 748 

9.988456 

-f  0.97377 
-H  27,30800 
—  4.28300 
+-  23.99877 
1.380189 


i,'V):7-'i 
0,80031'x), 
9,029041 
0,730250 
1460500 

0,29525s 
9,618345 

0,t>4.?X?.1 


-j-  0,07377 
+  28,87353 
—  4,40406 
+  25,44324 
1,405572 


'"V  kl' 

lo<i  G  . 
KM..  . 
lo.ill    . 


log  (q)  cos  >{■     .    .    . 

Sub 

log[(())cus  1;'  —  iij 


0,786406 

2.070283 

8.716123 

0,803722» 

9.996436 

0,8001581« 


0,724254 
0,264734 
1.064802 


0,786406 

2,108358 

8.678048 

0,803722» 

9.996736 

0,800458» 


0.724254 
0,264597 
1.005055 


Ulli  r-  .  ■  ■ 
(p)'  mV  V'  . 
Sub.  .  .  . 
log  Diff. .  . 
log^ÜiS.  . 
logt*  ._^ 
log  r*  I  Uiff. 
Add.  .  .  . 
Summe  .  . 
Nenner  .  . 
log  r,'  .  . 
log,.    . 

Sab.    . 
Diff.    .    .    . 
Nenner  .    . 
logri  .   .    ■ 
lugr. 


6,091092 
9,0'>2738 
7,73^844 
8,869422 
6,664150 

5.533581 
n,002777 
7.720133 
1 .064802 
o.fif  14241 

S  SSK,».40 


7,;;24.'4 
6,691092 
9,962407 
7.734831 

8,8674 1 5 
6.658035 
5.5260SO 


9.997253 
7,723600 

1,005055 
0,05«  5  54 
8,886185 
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Dritte   Annäherung  für   H: 


logr^  .  .  .  . 
log  I  .  .  .  . 
log  (II  =11) 

Add 

log  Q  .  .  .  . 
logg^  .   .   .    . 

log  III  .   .    . 

I 

II 

—  111    .    .   . 

wv,j  ■  ■  • 

loglr]-  .  .  . 
log[r].    .   .    . 


6,664241 

6,658554 

i,o6.'iis 

1,067802 

0,800158,1 

0,800+58 

9.917989 

9,929793 

0,718147 

0,730251 

1,436294 

1,460502 

0,631750 

0,643854 

+ 

0,97377 

+ 

0,97377 

+ 

27,30825 

+ 

28,87367 

— • 

4,28302 

— 

4,40407 

+ 

23,99900 

+ 

25,44337 

1,380193 

1,405574 

0,690096 

0,702787 

Diese  Werthe  \"on  [>•]  stimmen  so  nahe  mit  den  aus  der  zweiten  Annäherung  für  H 
berechneten  überein,  dass  die  zweite  Annäherung  für  H  sich  als  genügend  erweist.  Somit 
sind  also  auch  die  vierten  Annäherungen  von  r^  und  r^  als  endgültig  zu  betrachten.  Im 
Weitereu  soll  die  dem  Werthe  von  r^  entsprechende  Lösung  als  erste  Lösung,  die  dem 
Werthe  von  r^  entsprechende  als  zweite  Lösung  bezeichnet  werden. 


Berechnunff  von  a    und  o': 


Erste 
Lösung 


Zweite 
Lösung 


log  Q 
cos  (f 
log  a 


0.718147 
9,994713 
0,712860 


Nach  Gleichung  (14b): 


log  tt" .  .  .  . 
log  {1=  au") 

colog  r^  .  .  . 
logUs)  .  .  . 
sin  [(«)  —  «] . 
log  II.   .    .   . 


colog  [t-y  . 

cuhK/JR".  . 

Sub!    .    .  . 

log  [  ]     .  . 
sin  (A  —  «) 

logS  .   .  . 

logy  .   .  . 

log  III  .  . 


log (s).  .  .  . 
coloci  (rY  .  . 
sin  [(a)  —  a]  . 
log  IV    .    .    . 


—  I  . 
fll. 
-\-III 

—  IV. 
2  a'  a' . 
log  2  n' 
log  2  «' 
log  a'  . 


0.730251 
0,724064 


2,069686 

2,782546 

2,794650 

3,335759 

3.341446 

0,719250 

0,719250 

6,675247,. 

6,675247, 

0,730256,1 

0,735943, 

7,929712 

7,891639 

0,017316 

0,017316 

9,996436 

9,996736 

0,013752n 

0,014052, 

0,943994» 

0,043094 

9,979360 

9,079360 

3,020094 

3,020094 

2,957200 

2.957500 

0,686353 

7.910959 

9,235709 

7,833021 

—  606,1029 

-  623,2329 

—   5,3735 

—   5.4443 

+  906,1500 

-f  906,7760 

—  0,0068 

—  0,0068 

-f  204,6668 

-\-  278,0920 

2,469331 

2,444188 

1,044577 

1.424754 

1,399611 

|0»;5 


Die  JDviceiilriBrlieii  CooriliiiaU«ii  i,  y,  e,  r  und  GMohwindigkeiteii  x',  y\  t',  /  erhitit 
iiiiiii  ji'lzt  iiiia  <lcn  Formeln  .1  V.  iiuleiii  die  gooceiitrischon  C'oordiuitton  und  Ge«cliwindif;- 
keiten  ile«  Ju|iitur  an  Sudle  derjenigen  der  Sonne  treten.  Die  hier  un^e^ebrnen  f(on- 
conlriiiohen  (<e!<oli\viudit;keiten  des  Jupiter  wurden  nach  den  Formeln  der  niinien«clien 
|)i£ferenti:ition  aim  den  i;eooontri(tchen  Coordinaten  de§  Jupiter  für  Febniar  1,0,  .'».O,  9,11, 
i;S,0  lind  17,0  lioreolinet,  während  diese  letzteren  geocenlrischen  Coordinaten  aus  den 
entaprechendeti  Werlheu  von  (a),  (d),  (p),  welche  den  American  Ephcmeris  iiiul  Naiiticnl 
Aimanao  für  l'JOf)  entnommen  werden  können,  diiroh  Transformation  ahziih-ilen  sind. 
Die  Zeiteinheit  ist  wiederum   l  (k)  mittlere  Sonnentaire.     Man  erhält  d:inii: 


logint' 

logicy 


l,l7iS6l 


Für    die  Werlhe   der  jovicentrischen    Coordinaten    und   Geschwindigkeiten    ergiebt 
sich  sodann: 


loij  X 

logt 

hijy 

I";l<j' 

loij  j' 

logr' 
Als  Elemente  erhiilt  man  ;iiis  Ä  VII 


/.■-■.  .11. 


S,45400„ 
8,01177 

0.270J4« 

0.46734 

0,608981. 

9.98330n 


S.790.'5 
8.47890 
8.52087 

0,274351. 

0.48758 

9.54432n 

9,67826» 


a 


<f 

loga 

/* 

P,  in   mittl.  Sonnentagen 


che  Febr. 


170*  26' 58" 
328  54  :;s 
278  40  44 
26  21  10 
8.76743 
2';iS044 
167.4073 

8,60178 
241*^6'  13" 


25*  SO*  42" 

289  47  4S 

i8q  15   19 

7  34  56 

8.8898S 

l?40879 

255.S376 

8,60093 
281* 13' 48" 


Aeqnator, 
igos.0 


Um  zu  entscheiden,  welche  von  den  beiden  Hahnen  die  physisch  richtige  ist,  sind 
die  Unterschiede  B  —  R  aus  beiden  Bahnen  entweder  für  einige,  nicht  zur  Bahn- 
bestimmung  heningezogene  Beobachtungen,  welche  innerhalb  des  Intervalles  zwischen 
der  ersten  und  letzten  Beobachtung  liegen,  oder  für  eine  spätere  Beobachtung  zu 
berechnen.  Im  vorliegenden  Falle  wird  sich  linden,  dass  die  hier  als  zweite  L<)sung 
bezeichnete  Bahn  sich  den  Beobachtungen  anschliesst,  während  die  erste  Lösung  zu 
verwerfen    ist. 

Wäre  man  im  vorliegenden  Falle  nicht  berechtigt  gewesen,  .■»n/.unehmen,  dass  das 
Object,  dessen  Bahn  zu  bestimmen  war,  ein  Trabant  sei,  sondern  wäre  die  Identität  des 
Objcctes,  ob  Trabant  O'ler  kleiner  Planet,  aus  der  Rechnung  selbst  zu  entscheiden 
gewesen,  so  hatte  man  nach  A  V,  aus  bei<len  Werthen  von  6  und  ö',  ausser  den  jovi- 
centrischen Coordinaten  und  Geschwindigkeiten  auch  die  heliocentrischen  Coordinaten 
und  Geschwindigkeiten,  und,  nach  A  VII,  <lie  dazu  gehörigen  beiden  Elementensysteme 
ableiten  müssen.    Die  Entscheidung;,  welche  von  den  vier  Bahnen  die  physisch  richtige 

Klmliarlu"«,    rii>or>U«rli>  Attr.inuini.'  |.{4 
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ist,  lässt  sich  dauii  wieder  durch  die  Unterschiede  B  —  B  treffen,  wenn  man  nicht  etwa 
gleich  von  vornherein  alle  hyperbolischen  Lösungen  verwerfen  will. 

Berechnet  man  mit  den  als  zweite  Lösung  bezeichneten  Elementen  die  speciellen 
Störungen,  so  finden  sich  die  folgenden  Unterschiede  B  —  B  für  die  vier  äusseren  Oerter: 


{B-B)\ 


Jan.  28. 


März  6. 


-    9;'6 
23,9 


—  2,'3 

—  0,4 


+  2;'6 

—  0,6 


—  11,3 


Eine  einmalige  Anwendung  der  Formeln   der  Bahnverbesserung,   und   zwar  auf 
Grund  der  Reihen  für  f,  g,  df,  dg  (Formeln  B,  I—Ill)  ergiebt  schliesslich 


Epoche 


1Q05,  Febr.  8.6000.  Gr.  M.  Z. 


loga 


25  39  24 

288  19  59 

187  29  41  J 

6  58  47 

8,89372 

l?39027 

258,94:24  Tage 


Aequator,  1905.0 


Mit  dem  obigen  Beispiele  ist  der  numerische  Beweis  geliefert,  dass  !uan: 
1.  die  Identität  eines  unbekannten  Körpers  entscheiden  kann  und:  2.  die 
Bahn  des  Körpers  mit  sofortiger  Berücksichtigung  der  Störungen  durch 
eine  directe  Methode,  ohne  irgend  welche  der  sonst  üblichen  Annahmen  über 
Excentricität  oder  Umlaufszeit  oder  Neigung  der  Bahn  etc.  bestimmen  kann. 

Vergleicht  man  nun  die  obigen  Resultate  mit  anderen  bisher  bekannt  gewordenen 
Bahnbestimmungen  dieses  Trabanten,  so  tritt  der  Vorzug  der  hier  zur  Anwendung 
gebrachten  Methode  deutlich  hervor.  Es  folgen  drei  Elementensysteme,  welche 
bezw.  mit  1,  2,  3  bezeichnet  sind.  Zur  Bestimmung  der  beiden  ersten  Systeme  waren 
24  Beobachtungen  zwischen  Januar  2.  und  März  6.  gegeben,  für  das  dritte  System  die 
Beobachtungen  zweier  Oppositionen. 


1 

2 

3 

Q 

2  7  s"S 
188,1 
26,3 
0,24 

i?8oo 

8,8198 

200  Tage 

28l?l 

50,2 
26,2 
0,025 
l';358 
8,9004 
265,0  Tage 

29i?5 
182,8 

25,3 

l?38o 

log« 

Periode 

8,8946 
260,6  Tage 

Das  erste  System  wurde  von  Perrine  berechnet  (Lick  Observatory  Bulletin  Nr.  78). 
Perrine  bemerkt  dazu,  dass  die  Darstellung  der  Beobachtungen  unter  Annahme  einer 
Kreisbahn  weder  für  directe  noch  retrograde  Bewegung  befriedigend  war.  Es  wurde 
daher  der  Werth  e  =  0,24  angenommen,  und  dieser  Werth  gab  eine  bessere  Dar- 
stellung für  die  retrograde,  als  für  die  directe  Bewegung.  Er  entschied  sich  daher 
für  die  retrograde  Bewegung,  berechnete  aber  beide  Bahnen,  von  denen  nur  die  der 
directen  Bewegung  zugehörige  oben,  unten  (1)  wiedergegeben  ist.  Ein  Versuch,  die 
retrograde  Bahn  unter  Anwendung  von  Differentialformeln  zu  verbessern,  blieb  ohne  Erfolg. 
Die  Bahnbestimmung  war    demnach  mit   grossen  Schwierigkeiten  verbunden. 
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Das  swt>ite  und  dritte  Syttotii  wurde  von  F.  K.  Kost  l>«r(!cltnel  (Lick  Oburvatur}- 
Mullctiii  Nr.  82  und  A.N.  Nr.  4175).  Zu  dt-ni  /.weitun  SyHtoin  Winerkt  Ron,  das« 
:ii-|it  l{vol>:u'htuni;on  z\\i«chvn  dem  3.  Januar  und  6.  MHrx  ihm  zur  Verfil^un)^  standen, 
und  diiKit  Nchliesslich  diu  Methode  der  \v  i  1 1  k  ü  r I  ii-h  i-ii  Variation  der  ItahnelKine  auf 
die  |{eoliaehtuni;en  von  ;t.  Januar,  B.  Fuliruar  und  G.  Marx  angewandt  wurde.  Diu  Unter- 
»ciiiede  H  —  It  erklärt  er  durch  die  grossen  SonnensWrungen.  In  A.N.  Nr.  4176  fügt 
Kosü  noch  hinr.u,  da.ts  diese  Hahnbestiinmung  wegen  der  grossen  Aeuderung  der 
Sonnenstörungen  zwischen  dem  ö.  Januar  und  (>.  M:lr/.  fast  iiuraöglich  war. 

Da«  dritte,  ebenfalls  von  Koss  herrührende  System  beruht  auf  Kwölf  vom 
.H.  Januar  l'.»Ü.">  bis  2.').  September  190»)  gleichniässig  vertheilten  Heobachtungen,  mit  Ein- 
schluss  der  hauptsHchlichcn  Störungen.  Dies  aus  /.wei  <  )|i|iositioncn  abgeleitete  System 
ist  also  als  das  beste  der  bekannten  Systeme  zu  betrachten. 

Ein  Vergleich  des  im  obigen  Heispiel  mit  sofortiger  Berücksichtigung  der 
Sonnenstörungen  abgeleiteten  Systems,  sowie  des  Perrine'schen  (1)  und  des  ersten 
Kuss'schen  Systems  (2)  mit  dem  /.weiten  Ross'gchen  System  (3),  zeigt  auf  den  ersten 
IJlick,  dass  das  nach  der  hier  vorgeschlagenen  Methode  berechnete  System  mit  dem 
zweiten  Hoss'schen  (H)  am  besten  übereinstimmt,  mit  etwaiger  Ausnahme  der  E.\centri- 
cität.  die  aber  überhaupt  vielleicht  noch  als  unsicher  zu  betrachten  ist. 

Bedenkt  man  nun,  dass  bei  der  Bestimnuing  des  (1)  und  (2)  Systemes  Annahmen 
über  die  Excentricilät,  bezw.  Bahulage  gemacht  werden  musstem  und  dass  selbst  dann 
die  Bahnbestimmuug  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden,  ja  wegen  der  grossen 
Aenderung  der  unbekannten  Störungen  fast  unmöglich  war,  während  bei  der  Methode 
der  Bahnbestinimnng  mit  sofortiger  Berücksichtigung  der  Störungen  keinerlei 
Annahmen  geni.Hcht  zu  »erden  brauchen,  und  die  Lösimg  direct  von  Statten  geht,  so 
scheint  diese  letzlere  Methode  allen  Anforderungen  der  Bahnbestimmung  gestörter 
Körper  zu  genügen. 


Berichtigungen. 

St'ite    43,  Zeile  11  von  oben  He«:  *  =  y  -f  «  (y*  +  2«^/*)  —  ••  • 
statt:  X  =  y  -f  0  (i/'  +  20y')  —  ■    • 
„      19S,      „     25  von  oben  lieg:  n  =  0;'4882  sUtt:  •»  =  0;4Ö82. 
,      273,      „       6  von  unten  lies:  0,315650  statt:  0,3155li>. 
,      273,      „       4     „         „         „       244Ml'55;'l  sUtt:  214°  11'36;'3. 
„      273,     „       3     ,         „        r,       115''48'4:'8  statt:  115°48'23:'7. 
„      315,      ,       }t     „         „         „      =  uu"  [3(r"  —  r)  +  u"'  —  u'] 
statt:  =  um"  [3(r*  —  r)  -\-  u"'  —  ii*]. 

.      397  letzte  Zeile  lies:    ^'"  ,'"!?''.  statt:  f*    ,~'?'.- 
„      505,  Zeile   7  von  unten  lies:  —  eos  «'"  statt  cosic'". 

4-'/   llliüJI^llfü  statt-    '/    ''^'''J^'^i-^'. 

,      511,       „     II     ..        .  „      +"    --r. 4-  statt:  +ri'^— j -f-- 

,        ,  (1  — P'OV"    .  ..         ,    (1-P")r' 
"     +"o-— j :t, —  statt:  rrö  '^ 


511, 

n 

10 

520, 

- 

4 

567, 

„ 

10 

571, 

„ 

6 

x>  —  c"  "      x"-c" 

„       sind   die  Zahlenwerte  der  ersten   and  dritten   Zablenkolumne 
für  log  fi  zu  Tertauscben. 
lies:  Gleichungen  (V)  statt:  Gleichungen  (5). 
oben      „     "/;,  (<)  -f  i'  ..i)  statt :  "/"„  (  +  /  w). 
5R5,  Spalte:  —3,0,  Zeile  16  von  unten  lies:  —1,0415  statt:  —9,9415. 
732.  Zeile  17  von  unten  lies:  9.  0,8295  =  8,3816  etc.  statt:  9.  0,8295  =  8,8316  etc. 
737,      „      15  von  oben  (Tabelle,  rechte  Spalte)  lies:  d  -\-  e  statt:  il   e. 


.\uf  Seite  XXII  der  „Vorbemerkungen  zur  dritten  Ausgabe"  (Zeile  3  und  4  von  untenl  sind  die 
beiden  Abhandlun^ren  Ilerni  Harzcr's  über  das  Hahnreobnungsproblem  eitirt ;  nämlich  die  ursprüng- 
liche, vom  .lahre  lf'9t>  (cf.  A.  N.  Bil.  141),  und  die  darauf  folj^endo,  vom  Jahre  litOl  (cf.  I'ublieation 
der  Sternwarte  in  Kiel,  Xl).  In  den  nachfolgenden  Darlegungen  der  „Vorbemerkungen"  aber  ist 
nicht  einzeln  hervorgehoben,  diiss  sich  die  angeführte  Leuschner'scbe  Kritik  auf  die  erste,  die 
angeführte  Krischauf 'sehe  Kritik  auf  die  zweite  llarzer^che  Arbeit  bezieht,  in  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Leser  selbst  weiss,  welche  der  Harzer'schen  Arbeiten  gemeint  ist.  Um  jede» 
Missverständniss  au8zuschlies.'<en,  noch  die  folgende,  ausführliche  Bemerkung: 

Herr  Harzer  hat  im  Ganzen  drei  verschiedene,  das  liahnrechnungsproblem  betreffende 
Methoden  veröffentlicht,  nämlich: 

1.  r>ie  Laplaoe-IIiirzer'sche  Methode  (A.  N.  Bd.  141)  im  Jahre  1836.  Diese  Methode  ist  es, 
welche  den  .\nlass  zu  den   Leusch  ncr'scben  .\rbeiten  gegeben  hat. 

2.  I'eber  die  Bestimmung  und  Verbesserung  der  Bahnen  von  Himmelskörpeni  nach  drei  Be- 
ubaohtungen  (Publ.  der  Sternwarte  in  Kiel,  XI).  Diese  Methode  hat  mit  der  I-aplace'schen, 
oiier  der  zuvor  genannten  er»t<>n  Harzer'schen  Methode  nichts  gemein. 

J.  Die  im  Jahre  1910  erschienene  Ilarzcr'sche  geometrische  Methode  (l'ubl.  der  Sternwarte 
in   Kiel,  XII). 

Herr  Hauschinger  macht  in  seinem  Werk  „Die  Bahnbestimmung  der  Hiramelskörper"  auf 
Seite  .393  den  Fehler,  dnss  or  bei  der  Kritik  der  I.aplace"sehen  Methode  auch  die  zweite 
Harzer'sche  Methode  (wohl  nur  versehentlich)  mit  eitirt;  d.h.  statt  blo^s  A.  X.  Bd.  141  anzuführen, 
ist    auch    noch  I'ubl.    der    Sternwarte   in    Kiel.  XI    mit    eitirt.     .\iif   diesen,   durch    Herrn  Harzer  in 
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A.  N.  Nr.  4058  bereits  festgestellten  Irrthum  ist  in  den  „Vorbemerkungen"  auf  S.  XXIII,  Zeile  7  von 
oben  hingewiesen.  Nicht  aber  ist  in  den  „Vorbemerkungen"  auf  Seite  XXV  und  XXVI  gesondert  hervor- 
gehoben, dass  sich  die  hier  angeführte  Frischauf'sehe  Kritik  ausschliesslich  auf  die  zweite  zuvor 
genannte  Harzer'sche  Arbeit  bezieht;  woraus  ein  unerfahrener  Leser  vielleicht  nicht  genügend 
ersehen  könnte,  um  \Yelohe  der  Methoden  Herrn  Harzer 's  es  sich  handelt. 

Um  jedes  Missverständniss  auszuschliessen:  auf  Seite  XXIII  der  „Vorbemerkungen"  Zeile  5,  7 
und  17  von  oben  ist  natürlich  die  erste  Harzer'sche  Methode  (A.N.  Bd.  141)  gemeint;  auf  Seite  XXV, 
Zeile  16  von  oben  etc.  und  ebenso  auf  Seite  XXVIII.  Zeile  4  von  oben  ist  die  zweite  Harzer'sche 
Methode  (Kiel,  XI)  gemeint,  während  beim  Hinweis  auf  Herrn  Leuschner's  Arbeiten  auf  Seite  XXIX, 
Zeile  7  von  oben  selbstverständlich  wieder  die  La  place -Harzer' sehe  Methode  (A.  N.  Bd.  141) 
gemeint  ist.  

Da  die  „  Vorbemerkungen"  sum  vorliegenden  Werk  vom  Verlag  schon  einige  Zeit  vor  der 
bitchhändlerischen  Ausgabe  versandt  wurden  (das  Imprimatur  zu  den  „Berichtigungen"  erhielt 
der  Verlag  von  mir  am  21.  Februar),  so  ist  eine  Entgegnung  auf  meine  „Vorbemerkungen" 
bereits  erschienen,  ehe  das  vorliegende  Werk  überhaupt  zur  Ausgabe  gelangte.  Es  ist  dies  die 
von  Herrn  Stäckel  für  seinen  Freund  Harzer  abgegebene  „Erklärung"  in  Xr.4554  der  „Astro- 
nomischen Nachrichten". 

Da  diese  „Erklärung"  den  rein  persönlichen  Vorwurf  gegen  mich  enthält,  daß  ich  den 
Wortlaut  Herrn  Harzer' s  unrichtig  wiedergegeben,  mit  anderen  Worten  mich  eines  falschen 
Citates  schuldig  gemacht  habe,  nehme  ich  an  dieser  Stelle,  vor  der  unmittelbaren  Ausgabe  des 
Werkes,  die  Gelegenheit  wahr,  die  vollständige  Unrichtigkeit  dieses  Vorwurfes  zu  erweisen. 
Herr  Harzer  schreibt: 

„Für  die  Gestaltung  der  analytischen  Darstellung  der  Untersuchungen  sind  mir  an 
einigen  Stellen  Gespräche,  die  ich  mit  meinem  Collegen ,  Herrn  Paul  Stäckel  gehabt 
habe,  nützlich  gewesen.  Es  sei  mir  gestattet,  mit  bestem  Danke  dessen  und  überdies 
der  Hülfe  zu  gedenken,  die  mir  die  beiden  Assistenten  der  Sternwarte ,  die  Herren 
Friedrich  Ristenpart  und  Wilhelm  Ebert,  bei  der  Berechnung  der  Tafeln  gewährt  haben." 

In  der  Anmerkung  y  auf  Seite  XXV  meiner  „Vorbemerkungen"  aber  habe  ich  offenbar 
durchaus  richtig  citirt,  indem  ich  die  Anführungszeichen  nur  an  Herrn  Harzer' s  eigene 
Worte  gesetzt  habe,  als  ich  schrieb: 

')  Hierzu  vergleiche  man  die  von  Herrn  Harzer  unmittelbar  vor  der  „Einleitung"  seiner  Arbeil 
gemachte  Vorbemerkung  auf  S.  3,  Zeile  4  und  3,  wonach  Winke  des  bekannten  Mathematikers 
Prof.  Stäckel,  während  dieser  an  der  Kieler  Vnicersität  wirkte,  „für  die  Gestaltung  der 
analytischen   Darstellung  der  Untersuchungen   nützlich  gewesen".  — 

Erstens  ist  es  also  eine  offenbare  Unterstellung,  dass  ich  falsch  citirt  habe. 

Zweitens  aber  hat  Herr  Harzer,  wenn  er  extra  hervorhebt ,  dass  ihm  die  „Gespräche 
mit  Herrn  Stäckel  für  die  Gestaltung  der  analytischen  Darstellung  der  Untersuchungen  an  einigen 
Stellen  nützlich  gewesen",  nur  selbst  die  Veranlassung  zu  der  Meinung  gegeben,  dass 
ihm  Winke,  oder  Hinweise,  oder  Ratlischläge  für  seine  Arbeit  wichtig  waren,  die  ihm  von  dem 
als  hervorragend  bekannten  Mathematiker  Herrn  Stäckel  zu  Theil  geworden  sind.  Denn  sonst 
wäre  diese  Erivähnung  überflüssig  gewesen.  Aus  meinen  „Vorbemerkungen"  geht  zur  Genüge 
hervor,  daß  ich  im  Übrigen  gar  nicht  angezweifelt  habe,  dass  Herrn  Harzer' s  Arbeiten  „sein 
geistiges  Eigenthum  seien"  (ivenn  er  von  der  einen  auch  selbst  sagt,  dass  ihm  Herr  Stäckel 
bei  Abfassung  derselben  nützlich  geivesen  sei) ;  sondern  dass  ich  vor  allein  bestritten  habe,  dass 
diese  Arbeiten  trotz  ihrer  t heilweisen  Originalität  und  mancher  schönen  theoretischen  Betrach- 
tungen (cf  Seite XXX  meiner  „Vorbemerkungen"),  von  wirklich  praktischer  Brauchbarkeit 
für  die  Astronomie  —  das  Haupterforderniss  astronomischer  .Methoden  — -  seien,  ein  Urtheil, 
hinsichtlich  dessen  ich  mich  in  vollständiger  Uebereinstimmung  mit  einer  ganzen  Anzahl,  durch 
ihre  wissenschaftlichen  Leistungen  anerkannter  Fachcollegen  befinde.  — 


Beilage  zu  Klinkerfues,   Theoretische    Xsirnnoniic.    .1.   \usgabe. 


Fehler-Verzeichnisse  anderer  Werke  über  Bahnrechnung'). 

L 

('oiTiir»'inl;i  /,ii   Um  ii'Mliiiin-ci-'s 
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^**'»-        .......    »_       '^^v' 


1  -j-  siii  q>  sin  v 


\mif.     ö8,  Zeile     5  von  oben     lies:   11  =t  - — ^ 1-i statt:  „i?  = 


1  r.9, 


-      171',      .       (i     „       „  „      [rr']  =aii'p(sin{E' —  E)  — 2eshiHE' —  E) 

cosliE'  +  £))  statt:  J/V)  =  a»  V]> («>»(£'—£) 
—  2  e  sin  \  (£'  — £)  cos  |  (£'  —  £))\ 

„      2:^0,      ,        9     ,        _           „      si«  cco.<  C  =  s»H  icosf +  ■••  statt: 
„sin  c  Sin  C  ^  sin  icoss  -\ ". 

,      230,      „      1!»     „        „  ,      siM o' si»  jä' =  cos  S^ '  statt :  „si»ia'rosj4'  =  cos  ft'". 

»)      ,      236,      .      11      .    ut.t.i,       ,      fc,  =  — 1«  22'  statt:  „b,  =— 1*12'-. 

,      246,      „        9      .         .  cos(r_„)  =  _i±ll   statt: 

'■+T= 
1  —  Vr 

,fos(r  — «)=  — -i^ — LI". 

r   l-  i 

')  Mau  verffleiclie  du*  in  den  Vorbemerkungen  zur  ;<.  Au.ogabe  von  Klinkerfues'  theoreti- 
scher Astronomie  ( Hmunschweiü; ,  Druck  und  Verlag  von  Frieilr.  VIeweg  &  Sohn,  1911)  auf  S.  XIX 
Gesagte.  Von  den  l>eifii|goiid  mitgetheilten  Verbesserungen  sind  die  mit  ')  bi'zeichi>et»-n  b.reiu  von 
Herrn  Oppenheim  in  der  Astronomischen  Vierteljahrsschrift  von  1907,  Ucft  1,  S.  12  mitgetheilt 
Wiinlen.  Da  ihre  Kichtigkeit  angezweifelt  wurde,  habe  ich  dieselben  nachgeprüft  und  gefunden,  d»0 
Herr  0|i|i<'nh>-im  in  allen  Stücken  Recht  hat.  Die  Kenntniss  der  fünf  mit  ')  bezeichneten  Fehler  erhielt 
irh  fnihiT  t;elegentlieh  durch  Herrn  Dr.  Wedemeyer.  Für  die  übrigen  Verbesserungen  bin  ich  sellwt 
verantwortlich,  .ledoch  habe  ich  das  Bauschinger'schi-  Lehrbuch  nicht  einer  genauen  und  um- 
fa».«''nd<Mi  Xachprtifung  unterzogen,  —  wie  «ie  Herr  Leuschner  liei  v.  Oppolzer's  Lehrbuch  vor- 
genommen und  sich  dadurch  ein  »o  grosses  Verdienst  um  die  endgültige  Sicherstellung  des  klassischen 
Werkes  erworben  hat,  —  da  meine  Zeit  anderweitig  in  Anspruch  genommen  war.  Anmerkung  de«  Ueraus- 
geb«'rs  der  :i.  Ausgabe  von  Klinkerfues'  theoretischer  Astronomie. 


„  393 

U 

) 

,  430   , 

4 

) 

,  430   , 

4 

) 

,431   , 

3 

) 

,   446   , 

9 

p  p 

pag.  250,  Zeile  20  von  obeu     lies:   r  =  -— | rstatt:  „r=-— — j -"■ 

^  °         '  1  -\-ecos{u  —  a)  l  -]-  e  cos  [u -\-  ca) 

vorgeschlagen  statt:  „vorzuschlagen". 

logQtt  1.12200  statt:  „log  Q^,  0.12090". 

logpt  8.87800  statt:  „logpt  9.87910". 

ds±2".6l  statt:  „ds+0".82". 

ds  =  —  23".10±2".61  statt: 

„ds  =  —  23".10  +  0.82\ 
460      „        7     „       „  „      7jcos(iI— |f)  ^  cos|»*  +  ism  I«)*  statt: 

,Jtcos{H  —  I«;)  =  cos|ü*  +  |sm  «;*". 

497      „        5     „     oben        „      -^  =  —3^- — sin(v  —  n){S) ^—(T)  statt: 

d  t  p  r 

du  „  uae    .    ,         ,„        3ua  ,^„ 

„^  =  -3^s.«(.-(S)--^(T)". 

6.Verticalcolumnelies:  236<'21'34"  statt:  „236''2l'36"" 

„                  „  330''19'7"  „  „330"  19' 3"". 

„  266»  2' 27"  „  „266"  2' 33"". 

„                  „  252»  48' 8"  „  „252°  47' 28"" 

«  +  0".001  „  „— 0".001". 

„  —  31".856  „  „— 31".846". 

.,  —  3".762  „  ,,+  3".762". 

Cocos-Co +— f'^/' —  — -i/»" )  statt: 


,     505 

4  , 

„  ,  6.V 

,  505 

5 

„  .  6. 

505   , 

16 

y,      .  6- 

,  505 

,   17 

„  -  5- 

) 

,  507 

4 

,   «  >  5. 

') 

,  507 

,   18 

„  .  8. 

') 

,  507 

,  32 

,   «  >  3. 

,  534 

•"> 

,  unten  lies 

„^  Co  cos  Vf,-\ ( ^p  +  —  z/  r  V  • 

■'■  \  »'o        / 

■Jp -Zl  r)  =  n  cosN  statt: 


„—  (zip  +  ^  z/  r^  =  «  cos  JV". 


535  „        8      „       „  ,.      [»•]  — »-0  =  2ao<'oS«M|(-B— i.'o)s'w|(i^+-Eo)8tatt: 

„[>•]  — »-0  ^  2a^e^sin\{E—E^)cos\{E  +  E^Y. 

536  „        9     „     oben        ,.      z/r  :=  r —  »•„  =:•••  +  2  a,,  Cq  sj«|  (.B — En)sin\ 

(E  +  Ea)  statt:  „^r  =  r  —  ro  = f-2aoeoS«»| 

{E-E,)cosUE  +  E,r. 
538      „■     12     „       „           „      zf  r  =  r  —  )•„  =  •••  +  2  «o  e^  sin  |  (E  +  £„)  sin  | 
(E  —  Eo)  statt:  ^^r  —  r  — ro  = |-2«oeoCos| 

538      „      15     „        „  „      ncosN  = —(zip  — ^z}A  statt: 


„n  cosN  =  i  (^p  Jf-^zJr 
»■  V  »"o 

548       „      11  bis  13  von  unten  lies:  Q  cos  6  cos  k  ^  x'o -\-  X -\- ^' 

Q  cos  d  sin  u  ^=  y'o  -\-  Y  -\-  rj' 
Qsind  ^  g'^J^  Z  -\-  g'    statt: 

„  Qcosdcosa  =  Xo  -\-  X  i-  |' 
Q  cos  d  sin  «  =  i/f)  -\-  Y  -\-  1]' 
Qsind  =  eg  -\-  Z  +  ?'". 

554       „        4  von  oben,  4.  Verticaloolumne  lies:  -f  62.89  statt  „—62.89". 


Fehler-Verzeichnisse  anderer  Werke  über  Bahnrechnung'). 


('(irriir<'inla   zu   v.  np jMtlzcr's 
..Lclii'lxicli  /MV  Italiiilit'stiinniiiiii;  ilcr  Coiiictni  iiihI   l'l.iiH-ti'ii". 

Von  Arnim  o.  Leuschner. 

Das  OppulzerNclie  Werk  i>t  heutzuTago  uud  wird  auf  lange  Zeit  ein  maOgebendes  Mach 
Qber  die  in  ihm  bebandelten  Gegenstände  sein,  nicht  nur  für  den  Lernenden,  sondern  auch  für 
den  practischen  Itechncr.  Deshalb  ist  es  ebenso  wichtig  wie  angenehm,  den  Text  Tun  Driick- 
und  linderen  Fehlern  befreit  zu  haben. 

Das  Werk  besteht  aus  zwei  Ifänden;  vom  ersten  Bande  sind  zwei  Auflagen  gedruikt, 
nämlich  die  erste  l'S70  und  die  zweite  im  Jahre  1S82.  Band  II  liegt  noch  in  erster  Auflage 
vor  und  erschien  im  Jahre  1880. 

Je<ler  Hund  enthält  ein  Verzeichnis»  von  Fehlem,  die  im  Verlaufe  des  Druckes  entdeckt 
wurden.  Im  Jahre  ISHO  veröffentlichte  l'rof.  v.  Oppolzer  ein  langes  Verzeichniss  von  Cor- 
recturen  zu  Itand  II,  das  durch  den  Verlag  von  Engelmann  in  Leipzig  erhältlich  ist.  Die 
vorliegende  Publication  berücksichtigt  die  erwähnten  Verzeichnisse  nicht,  da 
sie  jedem,  der  das  Werk  besitzt,  zugänglich  sind.  Seit  dem  Jahre  I8S0  sind  von  verschiedenen 
Astronomen  von  Zeit  zu  Zeit  in  den  Astronomischen  Nachrichten  Corrigenda  publicirt  worden, 
die  ich  gesammelt  und  im  Folgenden,  unter  Anführung  des  Namens  des  .Autors  und  der  Nummer 
der  .Astronomischen  Nachrichten,  in  der  die  betreffenden  Verbesserungen  zuerst  erschienen  sind, 
mit  angeführt  habe.  Für  diejenigen  Verbesserungen  jedoch,  die  nicht,  wie  die  eben 
genannten,  bezeichnet  sind,  bin  ich  selbst  verantwortlich.  Das  vorliegende  Fehler- 
Verzeichniss  wurde  auch  an  die  Astronomischen  Nachrichten  gesandt.  Allein  Prof.  Krueger 
erachtete  es  für  besser,  dass  es  anderswo  erschiene.  — 

Dank  der  <iüte  von  Dr.  F.  K.  Giuzel  an  der  Königlichen  Sternwarte  zu  Berlin,  der  in 
enger  Beziehung  zur  Dppolzer'schen  Publication  stand  und  auf  meine  Bitte  das  vorliegende 
Verzeichniss  nochmals  revidirt  hat,  wage  ich  zu  behaupten,  dass  sich  nur  wenige  oder  gar 
keine  Fehler  in  demselben  befinden  werden.  Ausserdem  war  Dr.  Ginzel  noch  im  Besitz  einer 
.Anzahl  von  Verbesserungen,  die  noch  vor  Prof  v.  Oppolzer's  Tod  seinen  Assistenten  bekannt 
geworden  waren.  Dieselben  sind  im  Folgenden  mit  den  zuvor  genannten  zusammen  angeführt, 
so  dass  das  Vorliegende  im  Verein  mit  dem  von  Pro/  v.  Oppolzer  gegebenen  Verzcirlmis^ 
alle  bis  jetst  bekannten  Fehler  enthalt. 

')  Man  viTu'leiohe  das  in  d'ni  Vr.rbemorkungi'n  7.ur  3,  Ausgab-'  von  K  1  iiik'Tf u-'s'  tli'"r<'t!«i'li'T 
Astr<>n<imie  (Hrnuim-hw.iif,  Druck  und  Verlag  von  Frieilr.  Vieweg  &  Sohn,  l'Jll)  auf  8.  XX  (te«:igte. 
Da«  Leuii-hner' sclie  Kehler -Veraeicliuins  wurde  von  mir  übersetzt  und  die  vier  im  Folgenden  mit 
einem  Stern  ver»<>henen  Krratn  wurden  ihm  noch  binzogefügt.  AnmerkuD);  de»  Herausgeber»  der 
3.  Äungabe  vun  Klink erfues'  Uieoretinober  Astronomie. 


Da  liand  II  vor  der  zweiten  Auflage  von  liaud  I  erschien,  so  ist  die  Bezugnahme 
auf  den  ersten  Band  in  seiner  ersten  Auflage  uöthig.  lui  Allgemeinen  hringt  das 
keine  weitereu  Schwierigkeiten  mit  sich,  da  die  „Tafel  der  Kückbeziehungen"  ,  welche  sich  iji 
der  zweiten  Auflage  des  ersten  Bandes  zu  Anfang  findet,  die  Seiten  etc.  der  zweiten  Auflage, 
welche  denen  der  ersten  entsprechen,  angiebt.  In  einem  Falle  jedoch  entsteht  eine  kleine 
Unbequeniliclikeit,  nämlich  in  Band  II,  Seite  398,  w-o  der  Leser  auf  die  erste  Auflage  des  vor- 
hergehenden Bandes  verwiesen  wird  (die  ihm  wahrscheinlich  nicht  zugänglich  ist),  während  in 
der  zweiten  Auflage  dieses  Bandes  die  Formeln,  auf  die  er  sich  verwiesen  sieht,  fehlen. 
Deshalb  erscheint  es  der  IMnhe  werth,  die  nöthigen  Formeln  hier  abzuleiten,  was  wie  folgt 
geschehen  kann. 

Die  folgende  Form  der  Cileichung  ist  diejenige,  aus  der  die  Formeln  abgeleitet  werden 
können   (Bd.  I,  2.  ed.,  S.  65): 


^'V\+^^r    \,-Ur^  +  leH<-teH^  + 


5 


wobei:  t  ^^  tg  —  v    und 


1   +  c 
Durch  Einführung  der  Grösse  rt,  die  definirt  ist  durch  die  Relation : 


«.^2  1='^-  =  ?. w 


erhält  man : 


+lll^l'-^+^'■-^»•+■■■l <»> 

2  (1  —  e)"'« 

Multiplicirt  mau  auf  beiden  Seiten  mit  ; ,  so  erhält  man  leicht: 

1  +e 


fr<(l  _,)',_  ^^-1^        1^^    ^    l,n-^ 

5  7 


=  2\  II  \l  —-  I)  +  -^  0^  —  i  O» 


—  ■2e\'n{l—6  +  0"'  —  IP+n'—    ••}       (III) 

Setzt  man  jetzt: 


ß  =  2\0  {l  —0  +  d''  —  6'<  +  6* 

so  ergiebt  sich  schliesslich: 

kt(l—ef't  . 


a' 


[B] 


(IV) 


Dies  ist  die  Form  der  Gleichung  (I),  Bd.  I,  S.  65  (zweite  Auflage),  welche  in  der 
ersten  Auflage  dieses  Bandes  (S.  60)  auftritt.  Jetzt  kann  ich  mit  Prof.  v.  Oppolzer's  eigener 
Beweisführung  fortfahren : 

Ist  (1  —  c)  eine  Grösse  erster  Ordnung,  so  muss  0  von  derselben  Ordnung  sein,  da  wir 
angenommen  haben,  dass 

U  =  e  fg-  —  V 


—    ft    - 

ist.  ((tau««  üiinnit  twi  'einen  ^^t•r^ucllunffell  an,  da-«!«  \0  ron  der  erHt4<ii  Ordnung  ixt.) 
Man  kann  leicht  zeigen,  du'<-<  a  und  ß  in  derTtellw^n  l(«zieliiing  xu  einander  Htelien,  wie  der 
bogen  suni  Sinun.      In  unserem  Falle  bat  man  immer  nahezu: 

«  =  eß. 

I>e->halb  i«t  Gleichung  (IV)  in  ohiger  Form  jetzt  nicht  zar  I.4Rang  brauchbar.  Vielerlei 
Tritu-fonnatiunen  können  gemaciit  werden,  die  alle  auf  das  gleiche  Retultat  führen,  das-<  die 
liereclinung  dieses  Unterschiedes  mit  hinreichender  Cienauigkeit  mittelst  der  gewöhniicheo 
Logarithmentafeln  geleistet  werden  kann.  Die  folgende  toii  Uauss  Turgcschlagene  Trans- 
formation hat  den  Vortheil,  dass  eine  Grösse  li  (die  weiter  unten  abgeleitet  wird)  i^leiih  1 
gesetzt  werden  kann,  ohne  di'^  dabei  Fehler,  die  grösser  als  von  der  zweiten  Ordnung  sind, 
begangen  werden  (ent-procliiMnI    lier  (i  au  -  r^'-clieu  ne-timmuiiir  von  Fehlern  Tierter  Ordnung). 

.Man   hat 

1         '  .  i    ■ 


Setzt    man : 


so  eriialt    man: 


,  ;t  ft    t    li  I  -t-   -      [rc  — ■  ß). 


*<V1  — e  _  du  +  ßl         1  4-9«;  ^1 
r/"^        ~       10      i     "*"    1  — e     isr 
Durch  Kinfdhrung  der  (irösse: 

B  =  '-^±1,        [CJ 

20  V^ 

Ton  der  bewiesen  werden  kann,   dass  sie   sich    von   der  F.inlieit    nur  durch  eine  Grosse  zweiter 
Ordiiiin..'   iiiit>T«clieidei.  erhalt   man: 


2<,'.    -  '''r  +T^iT"  15  r 

Nimmt  man  an,  dass: 


5  (1  -  e)  1 

1  4-9(5       ^    2 


so  erhalt  man  die  üleiohung: 


ifc«      i/l-l-9e  1        ,11 


IDJ 


Nimmt  man  li  als  bekannt  an  und  setzt  mit  Nicoini: 


so  folgt: 

da  ja 


Es   ist   nicht    nöthig,   weiter   zu   gehen.     Nach  Substitution   der  Kelationen  |.\|,  |H],  [C], 
il»),  (E]indieDUrerential<iuotienten  von  S.  398  bleiben  als  unbekannte  Grössen  nur  die  Quotienten 

—  und  -TT  •     Die  Entwickelung  dieser  Grössen  ist  auf  S.  398  u.  f.  gegeben. 

Die    folgenden    Hiiitulüijuinjeii     und    VerliesseruHiieii    sind    der    „Tafel    der    Kück- 
lifZieliuniffii".  ilii"   Hand   I.  xw.-ite  .\uflage  vortusgeht,  einzuverleiben.   — 


—     6 


Rückbeziehung  zur 

Rückbeziehun^  zur 

Rückbeziehung  zur 

Riickbeziehung  zur 

Bnud  11 

ersten  Auflage  von 

zweiten  Auflage  von 

Band  11 

ersten  Auflage  von 

zweiten  AufInge  von 

Band  I 

Band  I 

Band  I 

Band  I 

pag.  84 

pag.  47,  48  u.  17 

pag.  54,  57  u.  18 

pag.  411 

pag.     81 

pag.  206 

n     167 

,       28 

„       29  ff. 

„       430 

„      109 

98,  16) 

„     228 

.       81 

„    206,  24) 

„       432 

»        44 

50 

,    229 

9 

9.   2) 

„       464 

„      218 

81 

„     371 

„      94 

„    268 

„       473 

r      143 

„       103,  7) 

„     374 

,       40 

n       44,   1) 

„       478 

„      188 

„         82,  8) 

„     377 

„       71    u.   32 

„     123u.  35,  30) 

„       492 

„      106,  3) 

„       292,  9) 

„     381 

„       84 

„     213 

)    pa.g. 

12, 

')       „ 

29, 

,, 

56, 

« 

71, 

„ 

83, 

0    „ 

95, 

')  „ 

97, 

JJ 

111, 

„ 

111, 

')    „ 

114, 

')  „ 

117, 

,J 

127, 

Corrigenda  zu  Band  I  (zweite  Auflage). 

12,  Zeile  —  19,  für:  Ekliptikalcoordinateu  lies:  .,Aequatorealcoordiuaten". 

—  8,  für:  qp  lies:  „y". 

—  1,  für:  tg  (45  +  Va  V)  ües :  „fg  (45»  +  i/'j  (jp)". 

—  5,  füi-:  wol  liea:  „wohl". 

—  1,  für:       lies:  „  —  "• 
a  a 

-\-  18,  für:  pag.  43  lies:  „pag.  44". 

-\-     4,  für:  pag.  104  lies:  „pag.  81". 

—  10,  für:  sinq)'  lies:  „cosqp"'. 

—  3    und  — 4,  für:  cos  (p  lies:  „COS(p'". 

—  2,  in  der  Anmerkung  nach:  +1,08  füge  ein:  „mit". 

—  8,  für:  sinn(i,cos7tg  lies:  „sm:irj),  cos  TtJ,". 

—  2,  in  der  ersten  Gleichung  für:  2Jmx  lies:  „JTmf/";  in  der  zweiten 

für:  2my  lies:  „2^»ix". 

d^x, 


127, 


128, 


1,  die  erste  Gleichung  ist  zu  lesen: 


"d<2 


ZJmz  ^=  o";  die  zweite: 


21  mz  = 


+     3 


-\-  4,  die (ileichungen  sind  zu  lesen: 

'2^  )H  y  ^  o". 


.  --—  2.  m  X  =  0     und  : 

"dr^ 


"d<2 


-|-      1,  für;  (pag.  139)  lies:   „(pag.  134)". 
-|-     7,  für:  strenge  lies:  „strengen". 

—  9,  für:  «2  lies:  „»". 

—  14,  für:  1800  — (71)  lies:  „ISO»  — (/!)  +  i^'". 
-|-     4,  nach  20)  füge  ein:    „nachdem  sie   mit  cosh',,   resp.  sinb',  multi- 

plicirt  worden  sind". 

—  1    u.  — 9,  für:  pag.  162  lies:  „pag.  145". 

—  8,  für:  der  Null  gleich  wird  lies:  „den  Werth  280»  annimmt". 
-f    18,  nach:   ermitteln   füge   ein:    „hierbei  ist  z/f    das   Increment   der 

lunisolaren  Schiefe  in  der  Zeit   (f^  —  fo)". 

—  18,  für:  ß  lies:  „^,". 

—  7,  für:  ^öo  lies:  „z/«o". 
4-  13,  für:  cos  2a  lies:  „cos  2a". 

')  Mitgetheilt  durch  Dr.  Paul  Lehmann,  Astr.  Nachr.,  Nr.  2810.  —  ■)  Dr.  F.  K.  Ginzel. 


„ 

142, 

')   . 

146, 

„ 

156, 

')  „ 

158, 

')  „ 

164, 

164, 

')  „ 

199, 

')  . 

217, 

218, 

^ 

221, 

')  . 

225, 

')    .    ^n, 

')      .      -MI, 

')      .      2»6. 

')      ,      218. 

')      -      268. 

-      37G, 

-     7     - 

')  pa«.  r.is,  Z.il,.    )-  »;,  fiir:  !t",i>.!(i5  lies:  .9".2370''. 

-f-  11,  für:  erste  Tiift-l  lio»:  .zweit«  Tafel". 

'  12,  für:   «Weite  Tufel  liei:   .or«te  Tafel". 

—  15,  fQr:  paf;.  1 1 1,  115  lio«:  „pag.  Ilti". 

—  3,  für:  pag.  120  lioi:  .p«g.  123". 

—  9,  für:  p»g.  245  lies;  .pag.  237,  238". 

—  8,  für:  «  —  0«  lies:  ,«  —  «o"- 
+  20,  fttr:  pag.  272  lies:  .pg.276". 

280,  (n  (ileichung  10)  i!<t  auf  der  linken  Seite  das  MinaBzeicIien  furtzulnitHon. 
293,  Zeile  —     9,  für:  das  Zeichen  von  cosO  erhalt  lies:  ,,iin  omtau  Quadranten  zu 
nehmen  sein  wird,  da  sin  (p  immer  positiv  ist". 

-I-   11,  für:  3".26  lies:  .32",6-. 

-f-   13,  für:  Sounenurt  lies:  ,Cometenort". 

-|-   14,  für;  .\berrationscorretion  lies:  „Aberratiouscorrection". 

+     8.  für:   ':f-'  lies:  '-^. 
rfx  dg 

4-   18  u.  +  19,  für:  X  lies:  .;". 

-|-   11,  für:  derselben  lies:  .desselben". 

—  4,  füge  ein:  _<fy,  =". 
+      1,  für:  2,/'  lies:  ,2/;''. 

—  15,  für:   ;i„  lie;<:   „d". 
4-     2,  für:   pag.  98  lies:  „pag.  101". 
-|-   18,  für:  ersten  lies:  „erste". 

.'  I    beide  Glieder  müssen  den  Coefficienten  „ "  erhalten. 

—  4,  I  "2 

—  13,  für:  I.\j)  lies:  JA,)". 
-|-      2,  für:  pag.  72  lies:  .pag.  73". 

—  4,  für:  cosj  lies:  _ — cosJ'^. 
-\-     3,  diis  Wort  .diese"  ist  fortzulassen. 

—  14,  für:  die  mit  x'  multiplicirteii  Glieder  lies:  .die  Glieder  S.Ordnun/^". 

f-    lli,  beide  Glieder  müssen   den  Coefficienten  „ —  — "  erhalten. 

4-      5,  für:  >)„  lies:  .»]„ —  1". 

478,  .\rgument:  41'>6'40".  für:  87  474  lies:  „88474". 

615.5  (Fusstafel),  für:  397,5  lies:  „307,5". 

,  148''3U'20",  für:  00795   lies:  „0079Ö-'. 

155»  24' 40",  für:  06898  lies:  .06898". 

160»  28' 50",  für:  8112Ö  lies:  .81120". 

161»  32' 60",  für:  00293  lies:  .90293". 

169»  30' 4(1",  für:  02767  lies:  .02767". 

50,0  [col.:  Parallaxe],  für:  88",17  lies:  „8",8I7-. 

—  ^r     1     /         i"M    .        (4-20,171,.        14-20,1741 
</,6  [col.:  (gcosO),],  für:  j^     ^j^j^j  lies:  jj    ^'.^.^^'^  ■ 

77,7  [col.:  (gcosG),l  für:  4-0,53  lies:  ,4-0,153-. 
')  Tafel  XI),  Columne   f„    und   Tafel   Xd,   Columne   B„  sind    mit  einem   falschen  Werth 
berechnet;   der   resultirende  Fehler    ist   jedoch    nicht  von  gro>ser  Bedeutung,  da  er 
iiii'  die  Hälfte  einer  Kiiiheit    der  letzten  I>ecimale  übersteigt.      Kr  kann  mit  grosser 

')  Mitneth.ilt  durch  Prof.  Dr.  v.  Oppolzcr  (?),  Aitr.  Nachr.,  Nr.  2492.  —  ')  Dr.  !•'.  K.  Oiniel. 
*)  Dr.  Prof.  Ern.  Paiquicr,  Aslr.  Nachr.,  Nr.2719.  — 


-) 

. 

322, 

*) 

„ 

338, 

») 

- 

338. 

- 

363, 

. 

363, 

" 

363, 
370, 
372, 

_ 

372, 

«) 

. 

373, 

. 

373, 

') 

. 

376, 

-') 

. 

376, 

') 

. 

382, 

*) 

„ 

412, 

') 

. 

414, 

„ 

417, 

>> 

- 

121. 

-) 

439, 

') 

. 

478, 

') 

. 

523, 

') 

. 

532, 

•M 

. 

535, 

') 

„ 

538, 

') 

„ 

538, 

=) 

. 

542, 

') 

n 

586, 

') 

„ 

6111, 

') 

^ 

610, 

Genauigkeit  in  Betracht  gezogen  werden,    indem  man  in  den  beiden  Columnen  zur 

Berechnung  der  säcularen  Glieder  den  F\iutor  t  =  an  Stelle  des  Factors 

®  100 

fo-1900 
t  = — gebraucht. 


Corrigenda  zu  Band  II. 

pag.  10,  Zeile  +      4,  für:  C"-» {{l\3^  ...(2d  —  iy]  lies:  „C"'' 1 1^,  S^,  ...  (2(/ —  l)^}." 
10,      „       —     7,  für:  4dö2  ...  lies:    „4^0^  ...". 

JJ  =  0  ^J  —  0 

„        11,     „       -|-  10,  für:  p  =  rf  lies:  „p  und  d". 

„        11,      „       +   14,  für:  ^  lies:  „^j^^:^^''- 

„        12,      „       —     7,  für:  2'^''--?'  lies:  ^^2^('i-p)'\ 

„        15,      „      —     9,  füi':  wie  dies  in  der  Gleichung  4)  lies:  „wie  dies  in  Gleichung  4), 
pag.  9". 

„        15,      „       —      7,  für:  »(/■  (a  +     /+-     «f  j  lies:    „»»/"  (  a  +     / -|- - 
„        15,     „       -     4,  für :  f(a+  li  +  -^j  w  Hes:  J  (^a  +  li  +  ^1  u^\ 
18,      „      —     8,  für: ^-^ — '-  hes:  „— — J — '— !"• 


32,      „       —     8,  für:  d ?  =  d  (a  -|-  [i  +  »]  w)  +  d  U  +    ?  -|-  -  +  nt\  w\  lies: 
,,dl  =  d{a-\-[i  -\-n]w)^=d(a  -\-\i  -\-—  -\-  m\  wy- 

d=m  d=a, 

34,      „       +     3,  für:  ^  ...  lies:   „^  ..."• 

a=l  rf— 1 

34,  „       -f-     7,  für:  C-^jP.Sä...  (2d  — 1)2)  lies:  „C'*-i'|l2,32...(2d  — 1)2)". 

35,  „       +   13,  für:  B'  lies:  „5,". 

39,      „       —      3,  für:        "     ,    lies: 


1.2.3         "1.2.3 

41,      „       +   14,  für:  i  /•(Od«  ües:   „t  /•(Orfi". 

44,  „       -(-13,  für:  der  Formeln  lies:  „den  Formeln". 

45,  „       —     9,  für:  benütze  lies:  „benützen". 

47,     „      —     8,  für:  '/•(^a-|--«<'j  lies:  „'/Ya  — -wV. 
50,      „      — -13,  für:  aus  den  für  21)  lies:  „aus  den  für  7)". 


55,  „      —  1 3,  für :  J,  ■=  \f{a  -j-  [i  +  n]  tv)dl  lies :  „  Jj  =  -  \f(a  +  \i  -f«  J  w)d/". 

Der  Gebrauch  der  Formel  B,,   S.  35,   ist   dann    klarer.     Ver- 
gleiche die  Gleichungen  2)  und  4)  S.  32. 

56,  Nach  der  ersten  Gleichung  füge  die  Zahl  34)  hinzu. 

59,  Zeile  -|-      2,  für:  -  '/  («— "^'^     lies:  „-  '/'  («~ ö'^)"- 


poR.    5't,  Z«-il«»  —      »!,  für:  IWiii)/'"  (^a  —  -ic\  lies    ^J'^'(,„) f"' (q —-wy. 

61,     ,       -f      (i,  für:  /oy/'(o -f  »»)  lien:  ,/o^/^'(a  +  iw)". 

70,      ,       +    13,  für: he-:    „ !■"• 

n        fl'i    n       —   17,  für:  Ort«  Tor  und  «wei  Orte  lies:  „Funktionswerthe  vor  und  zwei 

CunctioD^wertlie". 
^        83,  I  Die  numerisrlieu  Wertlie  der  ('on^^tllnten    sind    etwas    vemchieden    \'uu   denen 
,        86,  I       der  zweiten  Auflage  von  Band  1.    Man  verglficlie  dan  Vurwort  zu  demsellieu. 

99,      n       -|-      I,  für:  Rechnung  liea :  „Heoh-nung'. 
„      109*,.       +     9.  für:  —  3.42  lies:  .—  4,32-. 

„      14/,      „       —     8,  für:     '     ,         lies:  .— —-• 

((«"))  ((r))» 

,      150,      „       —     3,   für:  t'f  ...  lies:  ,t'  ...^. 

„     151,      „      —  17,  für:  [/*_,  +  /',)  lies:  „(/*_,  +-  P,)-. 

,      161,      ,       —      7,  für:  (12y  — o«)  lies:   ,(12y-f  «a)". 

.      ,53,      „       +      4.für:^-!l;ilie.:,%i". 

,      154,      ,       +    13,   für:  /"' (o— -«'     lies:    ,/'(«— -loV. 

„  I  :')(•,  .  —  15,  Gleichung  7),  Streng  genommen  kann  man  hier  nicht  cosu  für 
cosu  schreiben ,  da  diese  Formeln  allgemein  sind  und  der  be- 
sondere  Fall  cosJ  nahe  =  1  noch  nicht  behandelt  ist. 

.      165,      ,       —     8,  für:   —  —  lies:  „-— •  — "• 
(r)  dt  ((r))  dt 

n      174,      ,       -L      7,  für:  a  lies:  „Mo"- 

.1  +  1»  ..  +  fi  +  i)if 

,      175,      „       +     8,  für:   ff /(a5)rfx2  Ues:  J  j/(x)</xMcf.  pag.  233)". 

.      179,      „       +     4,  für:  /•'"  (^a— ic>^  lies:  „/■"  (^a  — -^M'V. 
„      256,      „      —     7,  für:  mehr  minder  lies:  ,,mehr  oder  minder". 

.  .,.,  .  -,,,„,(|y|...„..,fj.... 

,      301',   ,       —     7,  für:  die  Quadrate  der  Präcisionen  lies:   .die  Cjuadratwurzeln  der 

Gewichte". 
,      308,      ,       —     8,   für:  se  lies:  „es", 
a      314,      „       -|-      3,  4,  16,  besser:  „»«"  für:  v. 
.      326,      ,       —     1,  für:  (a/3)  lies:  .[«/3]^ 

.11»,    In    der    /eile    Ion   } — ^    für:   i^    y'  lies:    .{i   yl  "  • 

343,    In  der  zweiten  Elimination.igleichung  yon  unten,  für:  064255  lies:  .0,64255°'. 
„      3H2,   Zeile  —      4,  für:  mehr  minder  lies:  .mehr  oder  minder", 
n      383,      „       -|-     5,  für:  MaasHe  lies:  ,.Ma88e-. 

„     389*,     ,      —     7,  für:  --^  lies:  ,— ! -— "• 

cosq>*  cos(p' 


')  Mitgetbeilt  dun  )i   lir    K.  K.Oinzel. 


—     10     — 
')  pag.  392,  Zeile  —     6,  für:  d3t^psin(N — Jio)  -\-  —  p-  sinl"  sin  (2  X — :;ro) -| lies: 

_ö n-  =  j)  sin  (N —  :To)  —  —  p-  sin  l"  sin  (2  X —  Xq)  -\ ". 

-  393,     ,       +     3,  für:  z/e  lies:  .de". 

,      394,     r,      —  16,  für:  C=  180  — j  lies:  ^C  =  180  — »■'-. 

-  408,     ^       +   15,  für:  §11  lies:  ^§  2-. 

414,     .      —     i,  ttz :  COS d c K : sin  i' d  Q:  lies:  .cosdcu-.sini'dQ:''. 
431.     -      —     6,  für:  das  ist  lies:  _dass  ist". 

„     431,     .       —     3,  für:  h'  =  Iff,  -j^)  lies:  Ji  =  [  r,,  -r^  )  "• 

131  1     t-       ^^'        A  ^'''   r  ^*'        A  ^'''k 

,      431,      ,       —     1,  für:  - —  und  -^-r-  lies:   .^ —  nnd  :r-j-    • 

4o2,  (jleicnung  lo)  für:  -j—   lies:   ,:; —   • 
azo  CXt, 

^      435,  Zeile  —   13,  für:  i:{Xa)-  lies:   ^ZiXaY". 

.,  455,      _       —  10,  für:  Ä)  lies:  ^A-^^. 

.  458,      -       —  18,  für:  I  lies:  .|o^- 

„  458,      -       —   17,  für:  in  B)  lies:  .von  B)  in  A^Y- 

„  458,      -       —  12,  für:  X  lies:  '.Xq'. 

„  458,     -       —     9,  für:  pag.  368  lies:  _pag.  369". 

,  459      -       —     1.  2,  4,  5,  für:  rf|  tind  dx  lies:  _c|  und  rx". 

„  460,      .       ^      1,  für:  d|  und  dx  lies:  .c|  und  ex'. 

„  462,     ,       +     1,  für:  17,96  lies:  .47,96". 

n  463,  Columne  cosßdf-,  erste  ZeUe,  lies:  .-{-  0",04"  und  Columne  f  ^,  zweite  Zeile, 

lies:  „—0,70^. 

„  466,  ZeUe  -4-  1,  für:  darf  lies:  .dürfen". 

,     469,     „       +3,  für:i^-^ ^  Hes:  „^     '  "- 

a  '        a^ 

^    „     488,     „      —  6  u.  —  7  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen,  für:  i-rr^  )  ^x  und 

„      491,      ,       +   9,  für:  /fl^d  lies:  ,f(7d-. 

Nach?  chrif  t. 

Nachdem  die  vorstehenden  Corrigenda  gedruckt  waren,  wurde  eine  Liste  von  Fehlem  zu 
Band  II  von  General -Lieutenant  J.  F.  Tennant,  R.  E.,  F.  R.  S.  in  den  Monthly  Notices  der 
R.  A-  S.  (VoL  L,  So.  7)  veröffentlicht.  Die  folgenden  davon  hahe  ich  verificirt.  tind  dieselben 
sind  weder  in  dem  vorstehenden,  noch  in  früheren  Fehler-VerzeichnisBen  enthalten: 

pag.     11,  Zeüe  +  16,  für:  C"'' {1,2,  3,  ...  d— 1|  lies:  ^C*-^  |  P,  2^,  3^, . . .  (rf  — 1)2)-. 
„     110,  Log.  Sc),  Oct.  27,  für:  1„861612  lies-  ,2„861612''. 
,      110,     ,     S(,),  Dec.     6.  für:  0,045547  lies:  .0„075547-^. 


•)   Hitgetheüt    durch   Prof.  I^r.  A.  s^^vöier,    Astr.  Nachr.,    Sr.  2856.    —    ')    T.  Hackenberg, 
Astr.  Nachr.,  Nr.  2899. 


—    11     - 

tm-{£-  £,)  ii»  -(£-£,) 

p»g.   163,  Z«9Ue  —  4.  für:   — lies: 


I>ie  übrigen  Ton  üenerkl  Tennant  angeiJ^ebeneD  Fehler  ^ind  entweder  schon  früher  rer- 
ASentlicht,  oder  ich  bin  selbst  nicht  in  der  Lage,  ihre  Correctheit  zu  verbürgen. 

Wahrend  ich  damit  beschäftigt  war,  diese  LLite  nochmals  zu  reridiren,  bemerkt«  ich  die 
folgenden  Zahlenfehler  auf  S.  HO  and  111: 

pag.  110,  Log.  t,  Jan.  15,  für:  9,1480!)9  lies:  .9,148099*. 

,  110.      ,      /,  Dec.     6,  für:  9,150349  lies:  .9,150349-. 

.  HO,      ,     z,  Oet.   27,  für:  9,147436  lies:  „9,148436-. 

,  111,      ,      fqi.  Oct.  27,  für:  1,733151  lies:  „1,733151". 

,  111.  J2:  (Z>,  Oct.  27.  für:  —  0,06  lies:  „-|-  0,62". 

In  den  Astr.  Nachr.,  Nr.  2968  lenkt  cand.  a.str.  H.  Eloock  aus  B«nn  die  .Vafmerk-^anikeit 
auf  eine  liehauptuni^  in  {iaml  I  bezü^L^lich  der  täglichen  Aberration,  die  zu  allgemein  ist.  Die 
einfach-te  Wei-e  zar  Beseitigung  dieser  Zweideutigkeit  ist  die  folgende: 

Seitelll,  Zeile  — 17,  nach:  „Beobachtongen"  füge  ein :  „fall.-«  dieselben  nicht  gerade  ab- 
solut sein  sollten". 


